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I. ROZMAITOSCI STOPNIA 2 W PRZESTRZENI EUKLIDESOWEJ

Rozmaito$¢ drugiego stopnia w przestrzeni euklidesowej to hiperpowierzchnia opisana warunkiem, ktéry
mowi, ze pewna funkcja wielomianowa stopnia 2 wspotrzednych punktéw w przestrzeni zeruje sie gdy
punkty te leza na tej powierzchni. Np. w czterowymiarowej przestrzeni euklidesowej ze wspolrzednymi
T1, Ta, T3, 1 T4, rGwnanie

—2t —ai—xi 234+ 1=0 (1)
opisuje ,,sfere” o srodku w punkcie (0,0,0,0) i promieniu 1, a réwnanie
—2? 22 4+1=0 (2)

opisuje nieskoriczony ,,walec” o promieniu 1, powstajacy z okregu, lezacego w plaszczyznie x3 = x4 =
0, o érodku w punkcie (0,0,0,0) i promieniu 1, w wyniku nadawania wspéhrzednym x5 i x4 wszystkich
mozliwych wartosci. Gdyby przestrzen byta tréjwymiarowa, walec bytby tworzony przez okrag przesuwany
na wszystkie mozliwe sposoby w kierunku wspotrzednej xs.

W dwuwymiarowe] przestrzeni euklidesowe] (na plaszczyZnie) hiperpowierzchnie sa krzywymi. Krzywe
stopnia 2 na plaszczyznie to proste, elipsy, parabole, i hiperbole. Ruch dwéch mas przyciagajacych sig sila
Newtona, odwrotnie proporcjonalna do kwadratu odlegltosci miedzy masami, odbywa sie w ten sposéb,
ze z upltywem czasu wektor laczacy te masy zakresla swym koncem jedna z tych krzywych. Podobnie
odbywa sie ruch tadunkow elektrycznych oddzialujacych na siebie sita Coulomba.

Hiperpowierzchnie stopnia 2 w przestrzeni tréjwymiarowej to stozki, proste, plaszczyzny, para
plaszczyzn przecinajacych sie lub réwnoleglych, elipsoidy, hiperboloidy jednopowlokowe i dwupowtokowe,
walce eliptyczne i hiperboliczne, paraboloidy eliptyczne i hiperboliczne, oraz walce paraboliczne. Gladkie
powierzchnie w przestrzeni trojwymiarowej mozna w wiekszosci punktéw lokalnie przyblizaé przez jakas
powierzchnie drugiego stopnia. ,,Lokalnie” znaczy w malym otoczeniu wybranego punktu powierzchni.

Wiele zagadnien fizycznych opisuje sie za pomoca energii potencjalnej, ktora jest funkcja wspohrzednych
w przestrzeni o duzej liczbie wymiaréw. Kiedy mowimy o jednej czastce, liczba wymiaréw jest trzy. Kiedy
mowimy o N czastkach, liczba wymiaréw jest 3N. Kiedy opisujemy ruch pola, liczba wymiardw jest
nieskonczona. Niemniej we wszystkich tych przypadkach stabilne polozenie uktadu odpowiada lokalnemu
minimum energii potencjalnej. Istnieja tez potozenia réwnowagi odpowiadajace lokalnemu maksimum,
punktowi siodlowemu, lub powierzchni walcowej. W mechanice kwantowej lokalne minima odpowiadaja
stanom metastabilnym, ktére rozpadaja sie z czasem zycia zaleznym od bariery potencjatu, oddzielajacej
minimum lokalne od minimum absolutnego i miniméw lokalnych o poérednich wartosciach. Kiedy mamy
do czynienia z punktami przegiecia, ewolucja ukladu komplikuje sie jeszcze bardziej. Poniewaz gladkie
funkcje daja sie przybliza¢ lokalnie wokot swoich extreméw i punktéw przegiecia przez funkcje drugiego
stopnia, znajomos¢ mozliwych ksztaltéw drugiego stopnia jest waznym elementem rozumowania w anal-
izie rzeczywistosci. Trzeba umieé narysowaé powierzchnie opisana funkcja wielomianowa drugiego stop-
nia. Takie problemy powstaja np. w teorii ruchéw elektronéw w ciatach statych, kiedy rozwaza sie ich
energie w funkcji pedu, lub w modelach ruchéw kolektywnych w jadrach atomowych, kiedy analizuje
sie energie uktadu nukleonéw w funkcji parametrow opisujacych ten ukitad. Po analizie stosowalnosci
powierzchni drugiego stopnia w danym problemie, jesli taki opis nie wystarczy, mozna przystapi¢ do
analizy powierzchni wyzszych stopni wokodt ekstremow. Np. w teorii czastek elementarnych uzywa sie
funkcji pdél kwantowych trzeciego i czwartego stopnia, i te funkcje sa przedmiotem trudnych badan.

Ogodlna procedura identyfikacji hiperpowierzchni w przestrzeni euklidesowej na podstawie znajmosci jej
réwnania opisana jest w Rozdziale I1I ksiazki Jacka Komorowskiego “Od liczb zespolonych do tensoréw,
spinorow, algebr Liego, i kwadryk”, PWN, Warszawa 1978. W tekscie ponizej podane sa odnosniki do tej
ksigzki. Jej Rozdzial IIT zawiera tabele kanonicznych postaci réwnan wszystkich krzywych i powierzchni
2 stopnia w przestrzeniach euklidesowych o wymiarach 2 i 3 (str. 284). Na str. 290-297 znajduja sie
rysunki tych rozmaitos$ci. Rozdziat IIT mozna studiowaé w celu zrozumienia rysunkow hiperpowierzchni
2 stopnia niemal niezaleznie od reszty ksiazki.

II. RYSOWANIE ROZWIAZAN ROWNAN KWADRATOWYCH W E*

Zamiast ogélnych wzoréw w przestrzeni euklidesowej o dwolnym wymiarze, rozwazmy przestrzen
tréjwymiarowa. Przypusémy, ze ktos podaje nam réwnanie

ax? + fas + yr2 + 0x1wo + exoxs + Grary + XT1 + Ko + A3+ pu =0, (3)
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i pyta jak narysowaé zbiér rozwiazan tego réwnania. Rysunek moze byé sporzadzony w wyniku
postepowania wedlug nastepujacego schematu.
Po pierwsze, zauwazmy, ze réwnanie (3) mozna napisa¢ w postaci

5 ¢
g le 33 3 N

e % B 5 Ty | + b, A 2 | + p=0. (4)
557 T3 3

)

W tej postaci wszystkie dzialania mnozenia wykonuje sie wedlug zasady ,,wiersz razy kolumna’.
Po drugie, poniewaz macierz

(A) = (5)

[SIESYN SOy )
e D>
=2 wlaole-

jest rzeczywista i symetryczna, mozna ja zdiagonalizowaé w przestrzeni E3.

Po trzecie, wektory wlasne odwzorowania liniowego A, reprezentowanego przez symetryczna macierz
(A) w bazie kanonicznej, odpowiadajace réznym wartosciom wlasnym, sa ortogonalne. W podprzestrzeni-
ach wlasnych o wymiarze wigkszym niz 1 (tzn. gdy mamy wiecej niz jeden wektor wlasny o tej samej
wartosci wlasnej) mozna wybraé¢ wektory wilasne tak,zeby byly miedzy soba ortogonalne. Mozna wigc zbu-
dowaé baze ortogonalna z wektorow wlasnych odwzorowania A. Mozna wektory tej bazy znormalizowac,
i otrzymaé ortonormalng baze zbudowana z wektoréw wiasnych odwzorowania A.

Przypusémy, ze wartosci wlasne macierzy (A4) wynosza wi, we, ws, i odpowiadajace im kolumny
wspoOhrzednych znormalizowanych ortogonalnych wektoréow wtasnych u, v, i w odwzorowania A w bazie
kanonicznej w E? sa (odpowiednio)

U1 U1 w1
U s (%) s w2 . (6)
us U3 w3

Macierz przejscia od bazy kanonicznej do bazy wektoréw witasnych dana jest wzorem

up vi1 wi
(B) = | uz v2 wo | . (7)

U3z vz w3

Wspétrzedne wektoréw x1, xa, i x3 w bazie kanonicznej sa zwiazane ze wspotrzednymi wektoréw w nowej
bazie, y1, Y2, i y3, wzorami

Z1 up U1 wi Y1
xT9 = Ug V2 W2 Y2 . (8)
zs3 Uug U3z ws Ys

-1
Y1 Uy v1 wi Z1
Y2 = U2 V2 W2 i) . (9)
Ys Uz V3 ws zs3

Poniewaz macierz (B) jest ortogonalna, jej odwrotnosé jest dana przez macierz transponowang (B)™! =
(B)T, i mamy

Y1 Uy Uz U3 Ty
Y2 = V1 Uy U3 xTo . (10)
Y3 wp w2 w3z €3

W nowych wspélrzednych ortogonalnych, yi1, y2, 1 y3, mierzonych wzdluz ortonormalnych wektorow
wlasnych u, v, i w odwzorowania A, tworzacych nowa baze, nasze wyjsciowe réwnanie zapisuje sie w
postaci

wi 0 0 Y1 A up v Wi Y1
[y1,y2,y3] 0 wy O Y2 -+ [X’H7 ] Uo V2 W2 Y2 —+ MZO' (11)
0 0 ws Y3 U3 U3 w3 Y3
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Wprowadzamy wiec wektor o wspélrzednych w nowej bazie danych wzorem

M1 up u2 U3 X

e | = | v1 vy w3 k|, (12)

3 w1 w2 ws A

rownowaznym transponowanemu

Uy v wi

A

[X)KH ] Uy Vg Wo — [H17H2,H3] . (13)

Uz vz ws

Teraz mozemy sprowadzi¢ nasze réwnanie zapisane w nowych zmiennych do pelnego kwadratu w
nastepujacym sensie. Piszemy je w postaci

wp 0 0 Y1 Y1
Y1, 2, y3] 0 w 0 T 11, piz; prs] yo | + pu=0, (14)
0 0 ws Y3 Y3
i obserwujemy, ze ma ono strukture
Wiy} + Y + ways + paye + ways + pays + p=0. (15)

Nastepny krok zalezy od tego, czy wartosci wlasne wy, we, ws, sa wszystkie rézne od zera, czy niektére
sie zeruja.

Zaltézmy najpierw, ze wszystkie warto$ci wlasne sa rézne od zera. Wtedy mozemy je wyciagnaé¢ przed
nawiasy i napisa¢ nasze réwnanie w postaci

2 2 2 2 2 2
wl(yl—i—m) —M+w2<yz+u2> —M2+w3(y3+u?’> —£+u=0. (16)
w1 W1 %) 2 w, 4ws

Znaki wartosci wlasnych oznaczmy literami s, tzn.

w1 = sl\wl\ s (17)
W = 82‘(.02‘ 5 (18)
w3 = Sg‘&)g‘ . (19)

Wyraz wolny w naszym réwnaniu ma postaé

m;ooe 3

20
4w1 4w2 4w3 ( )

= S4m2 (21)

Zalézmy, ze jego modut jest rézny od zera, tzn. m # 0. Gdy m wychodzi réwne 0, to nie ma powodu do
zadnych dodatkowych krokéw z powodu czlonu wolnego bo po porostu go nie ma.
Ostatni etap przeksztalcania réwnania polega na wprowadzeniu wspotrzednych

1 H1>
= (g 22 22
L, | wi] <y1 2wy (22)

1 Nz)
2o = +—1, 23
= (y i (23)

1 N3>
= (g 22 24
T m | ws] (ys 2ws (24)

W tych ortogonalnych wspétrzednych, mierzonych wzdtuz wektoréw wlasnych odwzorowania A, nasze
réwnanie przybiera posta¢ kanoniczna

$127 + 8925 + 8325 + 84 = 0. (25)
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Na postawie tabeli na str. 284 w ksiazce Jacka Komorowskiego odczytujemy typ powierzchni, z jaka
mamy do czynienia. Mozemy te powierzchnie narysowa¢ przez analogie z przyktadami ze str. 290-297.
Przeskalowanie wspélrzednych nie jest niezbedne do zorientowania sie z jaka powierzchnia mamy do
czynienia, ale jest pomocne w rysowaniu szczegdtowych obrazow rozwazanych powierzchni.

W przypadku gdy jedna lub wiecej wartosci wlasnych odwzorowania A wychodza 0, wspélrzedne
w kierunku wektoréw wlasnych o zerowych wartosciach wlasnych traktujemy inaczej. Mianowicie,
wspotrzedne w tych kierunkach wystepuja tylko w czlonach liniowych w naszym réwnaniu, bo w kwadra-
towych zerowe wartosci wlasne A zabijaja ich wktad. Gdyby cztony liniowe w kierunkach zerowych
wartosci wlasnych bytly zero, to nic juz nie musimy robié. Jesli cztony liniowe w kierunkach o zerowych
wartosciach wlasnych nie znikaja, to opisujemy je nastepujaco.

Przezywajace czlony liniowe maja postac

jif (26)

Pamietajmy, ze strzatki odnosza sie tylko do sktadowych w kierunkach o zerowych wartosciach wtasnych.
Postac iloczynu skalarnego méwi nam, ze mozna wybra¢ jedna nowa wspéhrzedna wzdtuz wektora ji, a po-
zostale w kierunkach prostopadlych. Te w kierunkach prostopadtych nie wnosza zadnego wktadu do naszej
funkcji, i prowadza do struktur typu walcowego. Natomiast ta jedna wspélrzedna, ktéra jest wzdtuz [ i
wystepuje tylko liniowo w naszym réwnaniu, wprowadza osobna klase hiperpowierzchni parabolicznych
lub paraboidalnych. Rozmaitosci te identyfikujemy na postawie tabeli na str. 284 w ksiazce Jacka Ko-
morowskiego. Odczytujemy typ powierzchni i rysujemy jej ksztalt w szczegdtach postugujac sie analogia
z przyktadami ze str. 290-297. Warto tez zapozna¢ sie z przyktadem na str. 298-300.

III. SKROCONA FORMA ROZUMOWANIA

Zauwazmy, ze réwnanie (4) mozna zapisaé w postaci
(x|]Az) + (a|lz) + p=10. (27)

W tej postaci znak (|-) oznacza iloczyn skalarny w rzeczywistej przestrzeni unitarnej, ktéra jest uzyta
do definicji rzeczywistej przestrzeni euklidesowe;.
Uzywajac wlasnosci iloczynu skalarnego w przestrzeni euklidesowej, mozemy napisaé

(o 2o ) itors (o) o (2a) o (4 a2) -

Jesli odwzorowanie A jest ortogonalne, to istnieje A~! = AT, i mozemy napisaé

<33 + g ’A {x + ZD — (2] Az) + (2]Ab) + (;" AZ) . (29)
Wprowadzajac
b=A"'a, (30)
otrzymujemy
(& + b/2| Ao + b/2]) = (] Az) + (2]a) + % (a]A~'a). (31)

W takim razie, za pomoca wektoréow y zdefiniowanych wzorem
L
y = o+ 3 A a, (32)
mozemy napisa¢ réwnanie (27) w postaci
1 -1
(ylAy) +p — 7 (a]A"a) = 0. (33)

Nastepnie diagonalizujemy odwzorowanie A i rysujemy obraz rozmaitosci.
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Gdy odwzorowanie A jest diagonalizowalne, ale odwrotnosé A nie istnieje z powodu zerowania sie
pewnych wartosci wlasnych, powyzsze rozumowanie stosuje sie tylko do podprzestrzeni o niezerowych
warto$ciach wlasnych, z tak ograniczonym A. Za$ w podprzestrzeni rozpinanej przez wektory wlasne
A o zerowych wartosciach wlasnych wprowadzamy jeden wektor nowej bazy wzdluz tej czesci a, ktoéra
lezy w tej podprzestrzeni, a pozostale wektory bazy w tej podprzestrzeni sa wybrane w kierunkach
prostopadtych do a. Kierunek wektora bazy utworzonego w ten sposéb z a wyznacza orientacje hiper-
powierzchni paraboloidalnych lub parabolicznych. Pozostale wektory bazy w podprzestrzeni wlasnej A o
wartosci wlasnej 0 wskazuja kierunki osi walcow.



