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STRESZCZENIE. Niniejszy skrypt stanowi poszerzong wersje zapisu
wykltadéw algebry przeznaczonych dla stuchaczy pierwszego roku
studiéw indywidualnych na Wydziale Fizyki Uniwersytetu War-
szawskiego 1 wygtoszonych w roku akademickim 2012/2013.
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Przedmowa

Skrypt, ktéry oddajemy w rece Czytelnika, traktuje o algebrze. Inspirujacego
przykltadu nietrywialnej algebry dostarcza ponizszy cytat:

If you have an apple and I have an apple and we exchange these
apples then you and I will still each have one apple. But if you
have an idea and I have an idea and we exchange these ideas, then
each of us will have two ideas.

[G.B. Shaw]

W kursie algebry padnie wiele stéw — due words in due course. Tych stéw wystarczy
za przedmowe. Kurs ma stuzyé¢ zabawie, zatem dobrej zabawy!

Rafal R. Suszek



Podziekowania

Autor wyraza serdeczng wdzieczno$¢ Przemkowi Majewskiemu za czas, wysi-
tek i serce wtozone w prace edytorsko-programistyczng nad ostatecznym ksztaltem
niniejszego skryptu.



Czesc¢ 1

Prolegomena:
Struktury algebraiczne i ich transport



Jedna z najbardziej fundamentalnych sktadowych formalnego opisu rzeczywi-
stosci poznawalnej, motywowanego potrzeba komunikacji wynikéw jej obserwacji
dla zobiektywizowania wyciaganych na ich podstawie wnioskéw poznawczych, jest
pojecie zbioru, okreslanego chocby poprzez wskazanie cechy uwspoélnianej przez
wszystkie jego elementy. Kategoryfikacja bytéw i zjawisk fizykalnych prowadzi
dalej do okreslenia klas obiektéw fizykalnych ze struktura i wskazania relacji po-
miedzy nimi zachowujacych owa strukture (np. klasy obserwatoréw inercjalnych i
transformacji Lorentza jako relacji pomiedzy nimi). Ta prosta konstatacja stanowi
elementarne uzasadnienie konieczno$ci wnikliwej i abstrakcyjnej dyskusji zbioréw
ze struktura. Cze$é¢ tej dyskusji ma charakter analityczny i jest przedmiotem
wyktadu z analizy matematycznej, cze$¢ za$, o charakterze algebraicznym i geo-
metrycznym, stanowi tre$¢ niniejszego wyktadu z algebry. Naturalnie istnieje silne
sprzezenie strukturalne obu kurséw.



Rozdzial 1

Struktury algebraiczne

Dla sprecyzowania przedmiotu dociekan zaczniemy od kilku podstawowych de-
finicji.

DEFINICJA 1. Niechaj S bedzie zbiorem i wprowadzmy oznaczenie

S*mi=X S.
i=1

Dla dowolnej liczby n € N\{0} operacja n-argumentowa na S to odwzorowanie
¢ 2 ST —S.

Pojecie to rozszerzamy na przypadek n = 0 przyjmujac konwencje S*0 := {e} (zbior
jednoelementowy, czyli singleton) i okreslajac operacje 0-argumentowa

¢+ 50— 8,

ktora w dalszej czeéci wyktadu bedziemy najczesciej utozsamiaé¢ z obrazem elementu
o w S wzgledem ¢y,

(bo(‘) =€ € S,
zwanym stala.
A

Powyzsza definicja pozwala wprowadzi¢ pojecie centralne dla calej naszej dal-
szej dyskusji.

DEFINICJA 2. W notacji Def. 1 struktura algebraiczna o nosniku S to
kolekcja

S = (S7¢k17¢k25"'a¢kN)

ztozona ze zbioru S oraz — dla pewnych ustalonych liczb naturalnych ki > ko >
...2ky >0, NeIN\{0} —z operacji k;-argumentowych ¢y, i€ 1, N.

Podstruktura algebraiczna na podzbiorze P c S to analogiczna do po-
przedniej kolekcja

(P7¢k1a¢kza"'a¢k1\r)

spelniajaca warunki domknietosci

Viaw b, (P*)c P,



10 1. STRUKTURY ALGEBRAICZNE

O ile nie bedzie to prowadzilo do nieporozumien, bedziemy czasem uzywaé nazwy
konkretnej struktury algebraicznej w odniesieniu do zbioru bedacego jej nosnikiem.

W dalszej czedci wykladu dokonamy abstrakcji prostych struktur algebraicz-
nych ze znanych konstrukcji arytmetycznych.

PRZYKLAD(Y) 1.
(1) Liczby naturalne:
e zbior N={0,1,2,...};
e operacja 2-argumentowa
+: IN? N : (m,n) — m+n
o wlasnosciach:

VinneN @ m+n=n+m (przemiennoscé);

Viimen @ (K+1)+m=k+(l+m) (tacznosé);
e clement 0 neutralny wzgledem +, ktory spetnia
Voew : n+0=n=0+n.
(2) Liczby calkowite:

e zbior Z={...,-2,-1,0,1,2,...};
e operacja 2-argumentowa

+: 2% —7 : (m,n)—m+n

o wlasnosciach j/w;
e element 0 neutralny wzgledem + j/w;
e operacja l-argumentowa

P:72Z—7:n—-n
o wlasnosci
Vpez, © n+P(n)=0.

Stosujemy tu skrocony zapis: m + (-n) =m - n.
(3) Liczby wymierne:

o 7bior Q = (Z x (Z x{0}))/ ~, przy czym (p,q) ~ (r,s) PLLIL N p-s =
g — tatwo pokazaé, ze jest to relacja réwnowaznosci na Zx(Zx{0}),
zadajaca rozklad zbioru na klasy abstrakcji [(p,q)] =2

q )
e operacje 2-argumentowe

+q ¢ Q¥ —Q: ([((p.a).[(rns)])—[(p-s+q-rq-s)],
Q@ @ QP—Q: ((ma)l.[(rs)) — [ rqs)]

o wlasnosciach:
— +q 1 -q przemienne i laczne j/w;
— Vapeeq @ a-q(b+gc) = (aqb)+q (a-gc) (rozdzielnosé -q
wzgledem +q);

1o relacjach roéwnowaznosci traktuje kurs analizy matematycznej, por., np., | R
Rozdz.1§4] 1 | , Rozdz.1.8].
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e elementy neutralne: [(0,1)] wzgledem +q o wiasnosci j/w oraz
[(1,1)] wzgledem -q o wlasnosci

Veeq : [(LD]qa=9q;

e operacja l-argumentowa Py : Q — Q : [(p,q)] — [(-p,q)] o
wlasnosci j/w;

e operacja l-argumentowa (o ograniczonym no$niku) Invg : Q
{[O, D]} —Q : [(p.9)] — [(g,p)] o wlasnosci

Vaequ(ro.y ¢ ¢ Inve(g) = [(1,1)].

Wymienione przyktady prowadza do nastepujacych definicji.
I Struktury grupopodobne.

DEFINICJA 3. Magma to para (S, ¢2) zlozona ze zbioru S oraz operacji
2-argumentowej ¢y : S*? — .
A

PRZYKLAD(Y) 2. Para (IN\ {0} =: INsg,A) zlozona ze zbioru IN,¢ dodat-
nich liczb caltkowitych i operacji 2-argumentowej (nieprzemiennej i nietacznej)

A NS — Ny o (myn) — m™.

v

DEFINICJA 4. Pélgrupa to magma (S,¢2), w ktorej operacja ¢o jest
taczna, co wyraza diagram przemienny

SXSXS&)SXS

idsx¢2l l(bZ .

S><S¢4>

PRZYKLAD(Y) 3. Para (%,T') zlozona z nastepujacych elementow:

- ¥ jest zbiorem osadzonych drzew binarnych, tj. niezorientowanych
grafow acyklicznych i spojnych (czyli takich, ktérych krawedzie sa odcin-
kami bez wyréznionej orientacji, tj. bez wyréznionego porzadku na zbiorze
koricow, i w ktorych od kazdego wierzchotka do kazdego innego wierz-
chotka mozna dotrze¢ wzdluz grafu dokladnie jedna Sciezka), o wierz-
chotkach, z ktoérych kazdy lezy na konicu nie wiecej niz trzech krawedzi
(czyli ma walencje w < 3), i z wyréznionym wierzcholtkiem — zwanym
korzeniem - o walencji 1, a takze z wyr6znionym uporzadkowaniem (tj.
przypisaniem cech ,prawy/lewy”) dwojki krawedzi wychodzacych z kaz-
dego z wierzchotkéw o walencji 3 przy przemierzaniu grafu w kierunku od
korzenia do tegoz wierzchotka;
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- T jest laczna (i nieprzemienna) operacja 2-argumentows, zwana szcze-
pieniem, ktora polega na przylaczeniu korzenia drugiego argumentu do
wyréznionego wierzchotka pierwszego argumentu, ktéry lezy na koncu
Sciezki prowadzacej od korzenia i skrecajacej w prawo w kazdym wierz-
chotku taczacym ze soba trzy krawedzie.

v

DEFINICJA 5. Monoid to trojka (S, ¢2,d0), w ktorej para (S, ¢s) jest
polgrupa, natomiast ¢y jest operacja O-argumentowa zadajaca stala ¢g(e) =e€ S,
ktora jest elementem neutralnym wzgledem operacji ¢2, przy czym te ostatnia
wlasno$¢ wyrazaja diagramy przemienne

id5x¢0 ¢0Xid5

Sx{e} ————— SxS {o} x§ ——————Sx S
pr, J@’ pry J{(Iﬁz'
S S

PRZYKLAD(Y) 4.

(1) Trojka (IN,+,0) zlozona ze zbioru IN liczb naturalnych, dodawania +
oraz operacji O-argumentowej 0, ktorej obrazem jest stata 0 e IN.

(2) Trojka (x,c, @) zlozona ze stownika o7x bedacego zbiorem skoriczo-
nych ciagow elementéow zbioru skoriczonego X = {x1,22,...,2,}, n €N,
zwanego alfabetem, z operacji 2-argumentowej ¢ zwanej konkatenacja
i polegajaaej na dostawianiu wyrazéw drugiego argumentu do wyrazoéw
pierwszego argumentu na jego koricu, tj., np.

c((minxizﬂ"'7$iM)7(xj17xj27'"7xjN)) = (xilvxiw"'7xiM7xj17xj27'"7xjN)ﬂ
oraz z operacji O-argumentowej @, ktorej obrazem jest ciag pusty. Ele-
menty stownika (tj. wyrazy) sa zwykle zapisywane z opuszczeniem na-
wiaséw i przecinkéw, np.
(xilvxiw s vxiM) =Ty Tig Ty -
Opisany monoid nosi miano monoidu swobodnego nad X.
v

DEFINICJA 6. Grupa to czworka (S, 2, 01, 00), w ktorej trojka (S, p2, o)
jest monoidem, natomiast ¢; : S (O jest operacja l-argumentowa o wlasnosci
wyrazonej przez diagramy przemienne

(ids,¢1)opry (¢1,ids)opry

Sx{o} — 2 L 5x g Sx{o} — T L5

¢2 P2 °
PoopTy $oopry
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W szczegolnodci grupa przemienna (zwana takze abelowa) to taka, w ktorej
operacja ¢- jest przemienna, co wyraza diagram przemienny

SxS—"2 419x%x8

NE

S

PRZYKLAD(Y) 5.

(1)

Czworka (GX,O, ()t e— idx) ztozona ze zbioru Sx permutacji ele-
mentow pewnego zbioru X (tj. bijektywnych odwzorowan o : X (),
(nieprzemiennej) operacji 2-argumentowej o bedacej zlozeniem (czyli su-
perpozycja) odwzorowan, operacji 1-argumentowej o —> ¢! brania od-
wrotnosci odwzorowania i operacji O-argumentowej e — idx, ktorej ob-
razem jest odwzorowanie identycznosciowe. Opisana grupa nosi miano
grupy symetrycznej na X.

indexgrupalsymetryczna W przypadku zbioru X = 1,n stosuje sie ozna-
czenie Gx = G,,.

Czworka (Z(G),p2,¢1,¢0) bedaca podgrupa (dowolnej) grupy (G, ¢s,
(;51, (bo) o no$niku

Z(G)={zeG | Vyeq : ¢2(2,9) = d2(9:2) }

zwanym centrum grupy G.

Przyktadem grupy odgrywajacej istotna role w opisie topologii zbioréw, a
wiec takze w geometrii, jest grupa podstawowa 71 (X;x,) przestrzeni
topologicznej X o bazie z, € X (przestrzenie topologiczne sa oma-
wiane na kursie analizy matematycznej, por., np., | , Rozdz. 11| oraz
[ , Rozdz. XII] w polaczeniu z | , Rozdz. I1]), ktorej konstrukcje
pokrétce tu opiszemy, odsylajac zainteresowanych dalszymi szczegétami
do literatury zrodtowej, np., | , Rozdz. 7]. Podstawowymi obiektami
sa tutaj Sciezki w X, tj. ciggle odwzorowania®

v I1:=[0,1] — X,
na ktore naktadamy dodatkowy warunek zamknietosci,
7(0) = (1),

co ogranicza nasze rozwazania do petli w X. Petle o bazie z, € X to
takie, dla kérych zachodzi

7(0) = 2.
Wyrézniamy posrod nich petle state (o bazie z, € X) postaci

€p, I —X t t—x,.

*

2Poj(;cie ciaglosci jest dyskutowane na kursie analizy matematycznej, patrz, np., | R
Rozdz. 11§ 7] i | , Rozdz. I1.11].
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Na zbiorze Q(X;z.) petli o bazie x, € X okreslamy operacje o zwana
mnozeniem (lub skladaniem) petli, dana wzorem

o UX;z.)? — QUX;m.) ¢ (71,72) — 7102,

_[ m@)  datefo,3]
V10’Y2(t)'—{72(2t_1) dlate[3,1] ~

jak réwniez operacje l-argumentows zwang braniem odwrotnosci (lub
odwracaniem) petli

T AUX ) — QUX ) y— 7,

() =~(1-1).
Na tym etapie konstrukcji pojawiaja sie dwa naturalne pytania: Czy mo-
zemy — kierujac sie intuicja algebraiczng — zdefiniowaé na Q(X;z.) (lub
na zbiorze prosto z nim zwigzanym) strukture grupy indukowana przez po-
wyzsze operacje? Czy mozemy — kierujac sie tg samg intuicja — utozsamic
w jaki$§ naturalny sposéb petle v, i 2 rézniace sie jedynie reparametry-
zacja, tj. spetniajace tozsamosé

T2=7100
dla pewnego odwzorowania ciagltego
e 1O,  00)=0 A o(1)=17

Twierdzacej (i konstruktywnej) odpowiedzi na oba pytania dostarcza kon-
cepcja przejicia od zbioru Q(X;z,) do zbioru Q(X;z,)/ ~ klas abstrakcji
wzgledem relacji homotopijnej réwnowaznosci (albo inaczej homoto-
pijnosci), przy czym petle 1,72 € Q(X;z,) uznajemy za rownowazne,
gdy istnieje homotopia przeprowadzajaca 1 na <., tj. odwzorowanie
ciagle
H:I?—X
o wlasnosciach
H(s,0) =7 (5)

vs,te[ : H(571) :’72(5)

H(0,t) =z, = H(L,%)

Jak nietrudno pokazaé, petle rézniace sie reparametryzacja sa homotopij-
nie rownowazne. Ponadto definiujac operacje: mnozenie

* 0 QX)) ~ xQUXa0) ) ~— UX )~ ([ [12]~) — [0 2]-

oraz branie odwrotnosci
Inv : Q(X;2.)/ ~— QX;2.)/ ~ 2 [v].— [7]-,
otrzymujemy strukture grupy na zbiorze klas homotopii petli o bazie z.,
m(X;2.) = (UX;20) /)~ Inv, 0 — [, ].) -

Jest to zapowiedziana wczedniej grupa podstawowa X o bazie z, € X.
W oczywisty sposob pozwala nam ona skwantyfikowaé elementarng ceche
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przestrzeni topologicznej X, jaka jest jej jednospojnoéé. O fizykalnym
znaczeniu tej ostatniej przekonuje nas, m.in., mechanika kwantowa czastek
natadowanych (patrz na i pytaj o efekt Aharonowa—Bohma).

v

IT Struktury pierscieniopodobne.

DEFINICJA 7. Pélpierécieri to piatka (5,057,657, 65", 6{?), w ktérej
obie trojki (S, qﬁga), ¢(()°‘)), a €{1,2} sg monoidami, a przy tym
(PP1) operacja ¢§1) jest przemienna;
(PP2) operacja ¢§2) jest rozdzielna wzgledem operacji ¢§1), co wyrazaja dia-
gramy przemienne

idgxplH PP xidg
Sx8Sx 8§ —5xS SxSxS— 5 85x S8
(¢§2)°pr1,2,¢f)opr1,3)l J{‘lﬁém 3 (¢;2)°Pr1,37¢§2)°pr2,3)J( J{ ;2) )
Sx§————— 8 Sx§——— 8
o) (1)
2 2

: (1)
(PP3) operacja O-argumentowa ¢,

gramy przemienne

spetia tozsamosci wyrazone przez dia-

gl)xids idsxqbél)
(o} x50 5k S Sx{e} — 0 4 9xS
¢(2) ’ (2) -
S S

PRZYKEAD(Y) 6. Pigtka (R U {oo}, (z,y) — min(z,y), (z,y) — z +y,
o> 00,0 —> O). Z racji zwiazku z tzw. geometrig tropikalna, opisana struktura
nosi miano pélpierscienia tropikalnego.

v

DEFINICJA 8. Pierscien to szostka (5,087,087 ¢1, 08", 6(?), w ktorej
piatka (.S, ¢él) g2), 61) (()2)) jest polpierscieniem (przy czym aksjomat (PP3) jest
tu konsekwencja pozostalych aksjomatow), a ponadto czworka (S, qﬁél),(zﬁl,gﬁél))
jest grupg przemienng. W szczegolnosci pierscieni przemienny to taki, w ktorym
operacja (;522 jest przemienna.

A

PRZYKLAD(Y) 7. Szostka (Z,+,-,n —> —n,e —> 0,e —> 1). Jest to pier-
$cieft przemienny.

v
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DEFINICJA 9. Cialo to siodemka (5, ¢, 65, 6{1, ¢$* o( ¢ w kto-
rej szostka (S, (bgl) 52), 5”,(]5(()1), 62)) jest pier§cieniem przemiennym, natomiast
52) VAN {qb(()l)(O)} =: 5% OO jest operacja l-argumentowa (o ograniczonym no-
$niku) o wlasnoéci wyrazonej przez diagram przemienny

idg, gmor
SXX{.}%SXXSX

¢(2) ° (F)
46" opr ’

SX

PRZYKLAD(Y) 8. Siédemka (Z/pZ, ([K]p, [1],) — [k + Uy, (K, [1,) —

(k-1]p, [k]p — [p-Elp, [E]p — [E]p,® —> [0], ® —> [1],), okreslona dla dowolne;
liczby pierwszej p, o no$niku

Z[pZ = {[0]p, [1]p: [2]p - [P = 1]p}

bedacym zbiorem reszt modulo p ([z], jest reszta z dzielenia liczby x przez p), w
ktorym kazdej reszcie [k], odpowiada (dokladnie jedna) reszta [k], o wlasnosci
[k- k], = [0]p- Struktura ta nosi miano ciala reszt modulo p.

v

Oproécz powyzszych rozpatruje sie struktury bardziej ztozone, jak choéby struk-
tury moduto- i algebropodobne, w ktérych sktad wchodza dwa zbiory i kilka opera-
cji 2-argumentowych, takze mieszanych. W dalszej czesci kursu zajmiemy sie tymi
sposréd nich, ktére pelnia szczegodlnie istotng role w matematycznym modelowa-
niu przyrody, a mianowicie modutami nad pierScieniem danym i — jesli czas na to
pozwoli — algebrami Liego. Ponadto wspomnimy o strukturach noszacych miano
algebr Clifforda, wyposazonych w co najmniej 4 dzialania 2-argumentowe (zwane
iloczynem zewnetrznym i iloczynami wewnetrznymi). Pojawia sie tez przestrzenie
Hilberta o dodatkowej strukturze (analitycznej) przestrzeni Banacha.



Rozdzial 2

Transport struktur algebraicznych

Zanim przejdziemy do dyskusji waznych — z matematycznego i przede wszyst-
kim fizykalnego punktu widzenia — przyktadoéw struktur wymienionych wyzej, wpro-
wadzimy wazne pojecie odwzorowania transportujacego strukture algebraiczng z
dziedziny na przeciwdziedzine.

DEFINICJA 10. Przyjmijmy notacje Def.1 i 2. Homomorfizm' struk-

tury algebraicznej (S(l),qﬁl(cll),d)](é), e QSI(JN)) w strukture algebraiczng (tego
samego typu) (S, ¢I(ch)7 (;5,(;), e ¢/(<3\r)) to odwzorowanie pomiedzy ich no$nikami,

X s, 5@

zgodne z obecng na nich struktura algebraiczng w sensie wyrazanym przez rodzine
diagraméw przemiennych:

(1)

(sOyke P o)

Viet,n : Xil1 XJ JX :

(S yxki — S(2)

i

Wyrézniamy nastepujace typy homomorfizméw:

monomorfizmy, czyli homomorfizmy injektywne S » S();
epimorfizmy, czyli homomorfizmy surjektywne S - §(2);

e izomorfizmy, czyli homomorfizmy bijektywne, g1y = « §(2) ;

endomorfizmy, czyli homomorfizmy wewnetrzne S = §(1) (),
automorfizmy, czyli bijektywne homomorfizmy wewnetrzne.

A
Nalezy w tym momencie przypomnieé, ze odwzorowanie f : X — Y ze zbioru
X wzbiér Y jest
o injektywne, gdy dla dowolnych z,y € X zachodzi implikacja
f@)=fly) = z=y;

o surjektywne, gdy prawdziwe jest zdanie

ver Jpex ¢ y:f(l');

'Homomorfizm to algebraiczna specjalizacja fundamentalnego w teorii kategorii | | po-
jecia morfizmu. Oto wiec w naszych rozwazaniach miejsce ogolnej klasy obiektéw zajmuje klasa
zbioréw z ustalong struktura algebraiczna, w roli zas morfizmoéw, tj. odwzorowan pomiedzy obiek-
tami zachowujacych definiujace wtasnosci kategorii, wystepuja homomorfizmy.

17
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e bijektywne, gdy jest injektywne i surjektywne zarazem.

PRZYKLAD(Y) 9.

(1) Monomorfizmem ciala (Q, +q,-Q, Pg,Invg, %, %) liczb wymiernych (opisa-
nego wczesniej) w ciato (IR, +R, 'R, Pr,InVR,® —> [(%)mm]N, °« —>
[(%)RGN]N) liczb rzeczywistych (o no$niku rozumianym — w duchu kon-
strukcji Cantora—Méraya — jako zbior klas abstrakcji ciggéow Cauchy’ego
liczb wymiernych wzgledem relacji ,,dowolnej bliskosci wyrazéw o dosta-
tecznie duzych indeksach”, co opisuje, np., K. Maurin w | , 861 87])
jest odwzorowanie

Q- R 2 [(2)nen]-

przypisujace liczbie % klase ciggu statego (%)M]N.
(2) Epimorfizmem grupy
1
-e+b-g a-f+bh -
(GL(ZR%((? 8o h)) — (ergaefian) (e h) — e (e d) e (b )

odwracalnych macierzy wymiaru 2 x 2 o wyrazach rzeczywistych (zwanej
pelna grupa liniowa stopnia 2 nad R) na grupe (ﬁﬁ, o,h+—> h71, idﬁ)
homografii uzwarconej osi rzeczywistej R := Ru{oo}, tj. odwzorowan po-

staci

h:ﬁ@:x»—>a'$+b a,bec,deR, a-d-b-c%0,

c-x+d’

jest odwzorowanie

e (ab) . 'i)a-ac+b)
GL(27R) S;J]R . (cd) (iC c-r+d :

(3) Izomorfizmem monoidu (IN,+,0) liczb naturalnych w monoid (2NN, +,0)
parzystych liczb naturalnych jest odwzorowanie
N—=%2IN : n+—>2n.

(1) (2) (1) ((2)
2 P2 =

(4) Endomorfizmem dowolnego polpierscienia (.S, ¢ P by ) jest

odwzorowanie
SO: s—x-s5-x,

okreslone dla dowolnego takiego jego elementu x € S, ktory spelia toz-
samos¢

T-T :¢62)(0).

(5) Automorfizmem dowolnej grupy (G, ¢z =-,¢1 =Inv,dp) jest odwzorowa-
nie, okreslone dla dowolnego jej elementu h € G,

Ady : GO : g—h-g-h7.
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Nierzadko narzucenie warunku zachowania niektérych elementéw rozwazanej
struktury algebraicznej pociaga za soba zachowanie tejze w calodci. Przyktadu
dostarcza tutaj teoria homomorfizméw grup, ktérg omowimy w Rozdz. 5.1.

Warto na tym etapie wystowi¢ oczywista acz wazna obserwacje.

STWIERDZENIE 1. Kazdy monomorfizm jest izomorfizmem dziedziny na jej
obraz wzgledem tego monomorfizmu.

]
* * *

Literatura uzupelniajaca: Szczegélowe omoéwienie wprowadzonych tu (i wielu

innych) struktur algebraicznych mozna znalezé w opracowaniu Bourbakiego
[ | oraz w klasycznym kursie Langa | | i doskonalej trzytomowej mo-
nografii Cohna | , , |



Czesc 2

Struktury proste



Celem pierwszej czedci niniejszego kursu, a zarazem oczywistym punktem wyj-
Scia do dyskusji zastosowan algebry w fizyce i geometrii, jest doktadne zbadanie
wybranych elementarnych struktur algebraicznych, ktérych zwiazek z nowoczesnym
opisem zjawisk — ledwie wzmiankowany w po$wieconych im rozdziatach — dowodnie
wykaza przyszte kursy specjalistyczne z rozmaitych dziedzin fizyki teoretycznej i
matematycznej. Konsekwentnie realizowany schemat opisu, wedle ktérego po ak-
sjomatyzacji struktury podstawowej nastepuje szczegdélowa analiza morfizméow tejze
struktury oraz relacji indukowanych w jej nosniku, ma w zamyS$le postuzyé¢ wy-
ksztatceniu narzedzi precyzyjnego, efektywnego i (choéby juz z tych tylko wzgledow)
naturalnego opisu obiektéw o charakterze algebraicznym, takze tych bardziej zto-
zonych, jak réwniez strukturalnych relacji pomiedzy nimi. W opisanym schemacie
dociekliwy Czytelnik dostrzeze bez trudu odzwierciedlenie logicznego porzadku, jaki
w opisie struktur algebraicznych (i nie tylko) wprowadza teoria kategorii | I



Rozdzial 3

Liczby zespolone

Dyskusje konkretnych struktur algebraicznych o znaczeniu fizykalnym zacznie-
my od szczegbdlowego omowienia rozszerzenia algebraicznego dobrze znanego (choc¢hy
z wykladu analizy matematycznej) ciata liczb rzeczywistych. Rozszerzenie to sta-
nowi wazny przyklad ciala algebraicznie domknietego, a w przysztosci znajdzie
szereg zastosowan — zaréwno technicznych jak i strukturalnych — w mechanice fal,
klasycznej teorii elektromagnetyzmu, mechanice kwantowej, kwantowej teorii pola

1 teorii strun.

3.1. Struktura ciala i jej transport
Zacznijmy od wypisania w jawnej postaci aksjomatow ciata.

DEFINICJA 11. Cialo to siédemka (K, A, M,P,Inv,0,1), w ktorej

e KK jest zbiorem,;

e A:K?—K: (2,y) — A(x,y) = x+Ky jest operacja 2-argumentows

zwang dodawaniem;

o M : K% —K: (2,y) — M(z,y) = xKy jest operacja 2-argumentows

zZwang mnozeniem;

e P: K— K : 2+ P(x) = -z jest operacja l-argumentowa zwana

braniem przeciwnos$ci;

e Inv : K {0(e)} == K* — K : 2+~ Inv(z) = 27! jest operacjg 1-

argumentows (o0 ograniczonym no$niku) zwang braniem odwrotnosci;

e 0: {e} — K : e— 0 jest operacja O-argumentowa zwang zerem;

e 1: {e} —IK : e— 1 jest operacja O-argumentowa zwana jedynka ,
przy czym skladowe struktury spelniaja nastepujace aksjomaty (wyrazone przez
diagramy przemienne i rownowazne zdania logiczne):

(F1) (Yacznos¢ dziatan)
Axid
KxKxK-——E 3 KxK
id]KxAl lA = Voysek ¢ (TH+rY) K 2= T +K (Y +K 2);

KxK—K
A

K x K x K 2299 K« K

id]KXMl lM = VigeeK (x K y) K2 =T K (y K Z);

KxK—K
M

22
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(F2) (przemiennos¢ dziatan)

KxK—% sKxK

\lA = VayeKk P THAKY =YK T;
\lM = Voyek P TRY=Y KL
M

(F3) (rozdzielnos¢ mnozenia wzgledem dodawania)

idgxA

KxKxK—KxK
Voyeek ¢ K (Y +K 2)
(Mopr, o,Mopr; 5) M = Ys :
PTy 2 PTy 3 J/ l _ (LE ‘K y) K (LE ‘K Z)
]Kx]KA—>]K

(F4) (istnienie elementow neutralnych wzgledem dziatan)

id]K x0

K x {e} K x K
lA = Veek v+ 0=2x;
pry
K
Kx {o} — 0 L KxK
J{]\/j = vaE]K:I']Klzx;
pry
K
1stnienie elementOw przeciwnych 1 odwrotnych do niezerowyc
F5) (istnienie el 5 i hiod h do ni h
idgk,P)opr,
K x {e} (idw,P)op KxK
4 = Ve @ x4k (-7) =0;
Oopry
K
idg,Inv)opr
]KXX{.}(]K )opry K* x K*
M = Vekx : zogxt=1;
lopr,
KX

(F6) (nietrywialnos¢) 0 # 1.
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PRZYKLAD(Y) 10.
(1) Liczby wymierne z podana wczesniej struktura.
(2) Liczby rzeczywiste ze struktura indukowang przez powyzsza w konstrukeji
Cantora—Méraya.
(3) Cialo Galois rzedu 2 (najmniejsze cialo nietrywialne) o nosniku GFy

+GF, ‘ 01 ‘GF, ‘ 0 1
{0,1} i tabelkach dziatlai: 0 |0 1 oraz 0 |0 O .
1 1 0 1 |0 1

(4) Cialo rzeczywistych funkcji wymiernych o nogniku! R(:)
{ % | f.geR[t] A g=#0 } (R[t] to zbior wielomianéw o wspol-
czynnikach rzeczywistych) z dodawaniem i mnozeniem punktowym funk-
cji.

v

Mamy oczywista

DEFINICJA 12. W notacji Def. 11 podcialo ciata (K, A, M,P,Inv,0,1) to

siodemka (L, A, M,P,Inv,0,1), w ktorej I jest podzbiorem K o nastepujacych
wlasno$ciach:

(SF1) A : I'? - LcK;
(SF2) M : L2 — LcK;
(SF3) P : L —-LcK;

(SF4) Inv : L~{0} — LcK;,
(SF5)

A

Przykroiwszy tres¢ ogolnej Definicji 10 do wprowadzonej powyzej struktury

algebraicznej, otrzymujemy

DEFINICJA 13. W notacji Def. 11 homomorfizm ciala (KM, A™M A1)

P(l),lnv(l),O(l),l(l)) w cialo (]K(Z),A(Z),M(Q),P(Q),Inv(2),0(2),1(2)) to odwzo-
rowanie

Y KO L KgK®

o wlasnosciach

KO x kKW ALY @)

Voyerm X +a)y)
XX X = x(z) +2 x(y)

K® « K@ AY k@

(FH1)

)

LScisle rzecz biorac, w definicji R(-) uzywamy funkcji wielomianowych, patrz: Def. 25.
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KO x gOMY L e

(FH2) J J = (@ 8) = (@) ) ().

K® x KOM® (2

Dowolny inwolutywny (anty)automorfizm?

J:]KO:/\»—>X7

JA+x p) = JA) +x J (1), JArp)=J(1) xJ(A), JoJ=idk

okre§lamy mianem sprzezenia.
Jadro homomorfizmu to zbiér

Kery:={zeK®" [ y(x)=0?},
natomiast obraz homomorfizmu to zbior

ImX = { (S ]K(2) | EIye]K(l) T = X(y) } = X(]K(l)) .

PRZYKLAD(Y) 11. Niechaj (K,A=+,M =- P,Inv,e —> 0,8 —> 1) bedzie
cialem o charakterystyce char(IK) = p danej przez liczbe pierwsza p, przy czym
przez charakterystyke ciala rozumiemy najmniejsza z liczb n € IN\ {0}, dla ktérych
jest spetniona réwnosé

1+1+--41=0
———
n razy

)

np. char(Z/pZ) = p. Odwzorowanie

KO: z2—aP=z-z--x
———
p razy
jest injektywnym endomorfizmem ciata K. Prawdziwo$¢ tego stwierdzenia jest pro-
sta konsekwencja twierdzenia o wspotczynniku dwumianowym dla liczby pierwszej
p, ktére stwierdza, co nastepuje:

Vst ¢ [(2)]p=0

(dowod stanowi proste zastosowanie Tw. 4.2).

2VVedlug konwencji przyjetej w tym wykltadzie kazde cialo jest pier§cieniem przemiennym,
co usuwa podstawe do rozrdznienia pomiedzy izomorfizmami multyplikatywnymi i antymultypli-
katywnymi (tj. takimi, ktére odwracaja porzadek czynnikow). Poniewaz jednak niektore z kon-
strukcji opisywanych w dalszej czesci kursu dopuszczaja uogdlnienia na szersza klase pierscieni,
zdecydowaliSmy sie zachowaé¢ — tam gdzie jest to mozliwe — bardziej ogblny zapis.
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3.2. Algebra i geometria liczb zespolonych

Przejdziemy obecnie do omdéwienia zasadniczej konstrukcji, ktorej poswiecony
jest niniejszy rozdziat.

DEFINICJA 14. Cialo liczb zespolonych to sidédemka (C, A¢ = +¢, Mg =
C» Pc,InV@,Oc, 1@), w kt(’)rej
C:=R"%
Ac + €% —C : ((z1,91), (22,52)) = (21 + Y1, 22 +Y2);
Mg : €2 —C = ((x1,51), (T2,92)) — (T1-T2 = Y1 Y2, 1 -Yy2 + T2-Y1);
Pc : C—C : (a:,y) —_ (_x’_y);
Inve + €\ {(0,0)} =€ —C ¢ (a,9) — (=, 7 );
Oc : ¢+—(0,0);
e 1¢ : e+—(1,0).

TWIERDZENIE 3.1. Ciato liczb zespolonych jest ciatem nietrywialnym.
]

Relacje pomiedzy opisana powyzej strukturg ciala na zbiorze par liczb rzeczy-
wistych a takaz struktura na zbiorze liczb rzeczywistych ustala

STWIERDZENIE 2. W notacji Def. 14 odwzorowanie
(3.1) t: R—C : z+—(2,0)

jest monomorfizmem cial>.
]

Ostatnia obserwacja pozwala — w §wietle Stw. 1, ktore implikuje ¢(R) 2 R — utoz-
sami¢ R z obrazem tegoz ciala wzgledem wlozenia ¢ i tym samym traktowaé¢ R
jako podciato C. Mozemy tez zdefiniowaé strukture R-modutu® (czyli dziatanie R)
na C.

DEFINICJA 15. W notacji Def. 14 i Stw. 2 struktura modulu nad pier-
Scieniem (R, +Rs R, P]Ra o —> [(%)nE]N]~7 ®—> [(%)ne]N]rv) na gl'upie (Cy +c, PCa
e +— () to odwzorowanie

(32) RxC—C : (l‘, (y,Z))'—>L(J}) ‘C (y72) :1$.(y,2§)
o wlasnosciach

Z. (y(aab)) :(x~y).(a,b), 1'(a7b) = (aﬂb)7

(x+r Yy).(a,b) = x.(a,b) +c y-(a,b), z.((a,b) +¢ (¢,d)) = z.(a,b) +¢ x.(¢,d),

wypisanych dla dowolnych z,y,a,b,c,d € R.
A

3Godzi sie w tym miejscu zauwazy¢, ze wszystkie homomorfizmy cial sa monomorfizmami.
4Nasza uwaga ma na obecnym etapie charakter wylacznie pomocniczy. Istotne elementy
teorii modutéw nad pier§cieniem zostana omowione w dziale 8.
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Dotychczasowa dyskusja prowadzi wprost do wygodnej realizacji struktury alge-
braicznej na C w terminach dobrze znanego jej odpowiednika na R, przy czym
ostatnim brakujacym elementem jest tutaj analiza wlasnosci wyréznionej liczby
zespolonej (0,1).

STWIERDZENIE 3. W notacji Def. 1/ i 3.2 oraz Stw.2 i dla jednostki
urojonej
i:=(0,1)eC
zachodzi
ici=u(-1),
a ponadto

Vieyee + (@y)=z(l)+cyi.

Powyzszy zapis uzasadnia

DEFINICJA 16. W notacji Def. 14 cze$é rzeczywista liczby zespolonej (x,y) €
C to

R(z,y) ==,
natomiast jej cze$¢ urojona to

J(z,y)=y.
A

NOTACJA 1. W dalszej czesci wyktadu przyjmiemy wygodna (i powszechnie
stosowana) umowe dotyczaca zapisu liczb zespolonych zwanego zapisem karte-
zjariskim. Jej podstawa jest opuszczenie oznaczenia monomorfizmu (3.1), pozwa-
lajace zapisa¢

Veer @ U(z) =z,
jak réwniez indekséw C na symbolach operacji na C oraz znaku dzialania R na
C. Zapiszemy zatem dowolng liczbe zespolong z € C w postaci

z2=R(z)+i7(2).

Oczywista korzy$é ze stosowania takiego zapisu to mozliwo$¢ wykonywania wszel-
kich operacji algebraicznych na liczbach zespolonych wedtug regul obowiazujacych
w ciele R, wzbogaconych o jedng dodatkowa regute:

i?=-1.
* * *
Prostej ilustracji przydatnosci przyjetej konwencji zapisu liczb zespolonych dostar-

czaja ponizsze proste rachunki (prowadzone dla dowolnych (x,y), (z1,y1), (z2,y2) €
C):

(5131 +iy1) + (.’B2+iy2)

(21 +22) +i(y1 +y2),

(w1 +iy1) - (ma+iye) = @i-wo+i(2r-ya+yr-22) +ityr-yo = (2122 — Y1 - Ya)
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+i($1°y2+y1'$2),

1 (z—iy) = 1

x+|y rx—iy (x+iy) (z-iy)
z . (-y)

x? +y? x2+y

(z—iy)

(z+ iy)_1

1 B —
= W'(l’—ly):

Mozemy juz teraz przej$¢ do opisu dodatkowej struktury obecnej w ciele liczb
zespolonych.

DEFINICJA 17. W notacji Def. 14 modul (liczby zespolonej) to odwzo-

rowanie
-] : C— R : z— VR(2)2+7(2)2.

A

DEFINICJA 18. W notacji Def. 14 sprzezenie (zespolone) to odwzorowanie
T: C—C: z—R(2)-i7(2) =%,
spelniajace oczywiste tozsamogci:

z2+z ~ 2=z
R(z)= 7, 3(2) =

Proste wtasnosci modutu sa zebrane ponize;j.

STWIERDZENIE 4. W notacji Def. 14 oraz 17 i dla dowolnych z,z,29 € C
zachodzq nastepujgce relacje:
(i) |2[=0 = 2=0;
|Zl 20| = |Zl| |ral;

(i

i)
(iii) |2*=z2-
(iv) |21 + 20| = \/|zl|2 + |z2|? + 2R(21 - Z2) < |21| + |22| (nierdwno$é trojkata);
(v) |21 = 22| 2 ||2a| = [za]|
]
Dowdéd: (Na ¢wiczeniach lub w domu.) O

Wtasnosci sprzezenia zespolonego opisuje

STWIERDZENIE 5. Sprzezenie zespolone jest inwolutywnym automorfizmem
ciata liczb zespolonych, tj. w notacji Def. 14 oraz 18 i dla dowolnych z,z1,2z2 € C
zachodzi, co nastepuje:
(i) =: CO;
Ker=={0} A Im~=C;
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Ponadto, w notacji Stw. 2,

z=z <+<— zeu(R)=R,

z=-2 <= zei-t(R)=iR.

Zgromadzona dotad wiedza na temat ciata liczb zespolonych daje podstawy
do naturalnej interpretacji geometrycznej czesci struktury algebraicznej na C, a
mianowicie (C,+c¢,P), w terminach elementarnego rachunku wektorowego na R?,
znanego ze szkoly éredniej’. W rachunku tym przedmiotem zainteresowania jest
zbior wektoréw zaczepionych w wyrdznionym punkcie o wspotrzednych (0,0) na
plaszczyznie R2,

T
Vecto(R?) = { [(0,0); (z.y)] | (z,9) ¢R*}.
Jego elementy mozemy dodawaé¢ wedlug dobrze znanej ,reguty réwnolegtoboku”,
a ponadto kazdemu z nich przypisujemy liczbe nieujemna zwana dlugoscia wek-
tora i rowng — z definicji — dlugoséci wyznaczanego przezen odcinka, obliczanej na
podstawie twierdzenia Pitagorasa. Sume wektorowa wektoréw v7 i vy oznaczymy
symbolem v; 703, dtugoéé zas wektora v zapiszemy jako |7 |. Punktem wyjscia
dla zapowiedzianej interpretacji geometrycznej jest okreslenie bijekcji

> 1 O Veeto(B?) 2 [(0,0); (R(2).3(2))] = 2.

Latwo stwierdzamy prawdziwosé¢ tozsamosci (zapisanej dla dowolnych z1, z5 € €)

—_— o

Z1te R = 21122,
a ponadto dowodzimy, dla dowolnej liczby z € C, réwnosci

—
2l =171
Na koniec wreszcie mozemy w prosty sposéb zrealizowaé¢ sprzezenie zespolone
% =Pox(7)
jako odbicie wektora przyporzadkowanego liczbie zespolonej z w prostej w R? o
e

wektorze kierunkowym [(0,0);(1,0)]-

W celu rozszerzenia interpretacji geometrycznej na pozostala cze$é¢ struktury
algebraicznej na C wygodnie jest przej$¢ do odmiennej (od kartezjanskiej) prezen-
tacji liczb zespolonych, przy czym przejscie to w jezyku geometrii ptaszczyzny kar-
tezjanskiej odpowiada zmianie uktadu wspétrzednych uzywanego w opisie punktow
i wektorow z kartezjanskiego na biegunowy. Tym razem zaczynamy od konstatacji,
stusznej dla dowolnej pary (z,y) € R?\ {(0,0)} wobec przebiegu funkcji sin, ze
oto oczywista réwnosé

2 2
x
SR I . S
[22 + 42 [22 4 42
5W istocie peina strukture ciala na C wraz ze strukturg modulu nad cialem R mozna bez
trudu zinterpretowaé w terminach standardowej struktury przestrzeni R-liniowej z norma (eu-
klidesowa) na R2, wzbogaconej o strukture modutu nad grupa dylatacji (przeskalowar) i trans-

lacji. Taka interpretacja wyprzedza jednak bieg niniejszego kursu i dlatego zostanie (chwilowo)
przemilczana.
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w polaczeniu z uktadem nieréwnosci

1<—2 <1

Vaz+y? o

prowadzi do wniosku
x

(33) Elap(m,y)e]R : ﬁ = COS()O(J:’ y)a

2 +y
przy czym liczba p(x,y) jest okreslona wysoce niejednoznacznie. Istotnie, jesli
ustali¢ liczbe @o(x,y) € [0,2n[ spelniajaca warunek definiujacy (3.3) (co zawsze
jest mozliwe), to wowczas wszystkie liczby postaci

co(a,y) +2km, (ek)e{+l,-1) xZ
takze beda go spelia¢. Otrzymujemy zatem dwie rodziny rozwigzan warunku
definiujacego, z ktorych kazda tworza liczby rézniace sie o catkowita wielokrotnosé
liczby 2. Ustalenie rodziny, do ktorej nalezy ¢(x,y), odpowiada wyborowi znaku
€ e {+1,-1} w réwnosci
Y

—2 =€ -sinp(x,y
e 0

bedacej konsekwencja warunku definiujacego i ,,jedynki trygonometrycznej”’. Dalsze
sprecyzowanie wartosci ¢(x,y) nie jest mozliwe. Ponizej sformalizujemy nasze
whnioski, najpierw jednak wprowadzimy pomocne oznaczenia.

NOTACJA 2. Definiujemy symbol Eulera® dla dowolnej liczby ¢ € R
e¥:=cosp+isinpeC,.

Ponadto zbiér liczb zespolonych o module jednostkowym bedziemy ozna-
cza¢ symbolem

U(l):={ueC | |ul=1}.

* * *

Istotne wlasnosci symbolu Eulera sa opisane w

STWIERDZENIE 6. Dla dowolnych ¢, 1,02 € R prawdziwe sq zdania:
(i) e¥e u;
(i) ( ) = ¢l¥ = e7%?;
(iii) e'?r.e¥2 = el(P1+92)  (waer de Moivre’a);
)

(iv) €%t =e¥2 = py - € 277Z.

Zauwazmy tez, ze

STWIERDZENIE 7. Przyjmijmy notacje Def. 14 oraz 18. Zbior U(1) jest
nosnikiem naturalnej struktury grupy przemiennej wzgledem operacji 2-argumentowej
(indukowanej z C)

U(1)xU(1) — U(1) = (u1,u2) — uq - ug
6Drugoroczny kurs analizy matematycznej pozwoli zrozumie¢ symbol Eulera jako wartosé

przyjmowana przez funkcje wykladnicza zmiennej zespolonej w wyrdznionym punkcie i@ jej dzie-
dziny, przez co podana tu definicja zyska status twierdzenia.
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oraz operacyi 1-argumentowej
Inv : U(1) O : ur—1u,
z ktorych pierwsza ma element neutralny e =1¢€ U(1).
[ ]

W interpretacji geometrycznej zbior U(1) jest okregiem jednostkowym S$' =
0 ((0,0);1) na plaszczyznie kartezjanskiej o srodku w punkcie o wspotrzednych
(0,0) (i promieniu r =1), co pokazuje parametryzacja
U(l)={€¥ | peR}.

Mozemy teraz sformulowaé¢ przydatne

TWIERDZENIE 3.2 (O rozktadzie biegunowym i prezentacji trygonometrycz-
nej liczby zespolonej). W notacji Def. 1/

Veeex I ru)eRooxur) @ =700,

przy czym

vueU(l) ElthR LU= ei“’.

Dowdd: Rzeczony rozktad istnieje, bo dowolne z € C* mozemy zapisa¢ w postaci
z = 2| é, przy czym 1 = |z| € Ry 1 u = ﬁ € U(1). Zarazem rozklad ten jest
jedyny, gdyz dla dowolnego takiego rozktadu z = r-u zachodzi — na mocy Stw. 4 (ii)
— |zl =lr-ul=|r|-Jul=r-1=7r, czyli tez z=|2|-u, a stad u = =R O

Zaobserwowang wczesniej nieusuwalng niejednoznaczno$é¢ okreslenia liczby
© (R(2),73(2)) przypisanej danej liczbie zespolonej z € C* zgrabnie kwantyfikuje

DEFINICJA 19. W notacji Def. 14 argument liczby zespolonej (niezero-
wej) to odwzorowanie
Arg : C° —R/27Z : z—{ peR | z=|2|-€¥},
przy czym R/277Z oznacza tu zbior klas abstrakeji w R wzgledem relacji réwno-
wazno$ci — zapisanej dla dowolnych z,y € R —
T~y <= r-ye2nd.
Argument glowny liczby z € C* to reprezentant
arg(z) € Arg(z) n [0, 27 .

Elementarne wlasnosci argumentu zbiera
STWIERDZENIE 8. W notacji Def. 1/ oraz 19 i dla dowolnych z,z1, 25 € C*
zachodzi, co nastepuje:

(i) Arg(z1-z2) = Arg(z1) + Arg(z2), przy czym prawa strona wypisanej réw-
nosdci jest sumq algebraiczng podzbioréw grupy przemiennej (R,+,x —
-z, — 0) (rozumiang w sensie Konw. 4).
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(i) Arg(z7!) = Arg(z) = —Arg(2), przy czym prawa strona wypisanego ciggu
rownosci jest przeciwnosciq algebraiczng podzbioru wspomnianej grupy prze-
miennej.

(ili) 21 =20 < (|z21]=|22] A Arg(z1)=Arg(z2) ).

Dowdd: Jedynym nietrywialnym punktem powyzszego stwierdzenia jest punkt (i),
ktorego prawdziwosci dowiedziemy.

Niech ¢ € Arg(z; - 22) i wybierzmy dowolne ¢; € Arg(z;), a wtedy na mocy
Stw. 4 (ii) i 6 (iii) zachodzi |zg]-/(¥7#1) = % = 22 = 2, zatem wprost z
definicji ¢ — 1 € Arg(z2), co oznacza, ze Arg(z-z2) c Arg(z1) + Arg(za).

I odwrotnie,

Po €Arg(za), a€{1,2} = |z -2 F9) <]z ¥ 2] €92 = 2 - 2
= 1+ € Arg(z1 - 22)

= Arg(z1) + Arg(z2) c Arg(z; - 22) .
O

Nalezy podkresli¢, ze wlasnosé¢ (i) ze Stw.8 nie jest dziedziczona przez zadnego
reprezentanta klasy funkcji ® : C* — R o wlasnosci ®(z) € Arg(z).

STWIERDZENIE 9. W notacji Def. 14 i 19 nie istnieje funkcja ® : C* —
R o wtasnosciach

Vozmeox + (P(2)eArg(z) A P(z1-22) =P(21) +P(22) ) -

Dowdd: (A.a.) Niechaj ® bedzie taka funkcja. Wowcezas ®(1) + ®(1) = ®(1-1) =
P(1)=d((-1)-(-1)) = D(-1) + P(-1), zatem P(1) =0, skad tez ®(-1) =0, ale w
takim razie -1 =|-1|- &1 = ¢ = 1 czyli sprzecznosc. O

Mozemy juz teraz bez trudu zinterpretowaé geometrycznie operacje mnozenia
liczb zespolonych: oto wymnozenie danej liczby z przez liczbe o rozkladzie bie-
gunowym ( = r-e'® sprowadza sie do przeskalowania wektora Z o czynnik 7, a
nastepnie obrécenia go o kat ¢ wokot punktu zaczepienia. Réwniez operacja brania
odwrotnosci niezerowej liczby zespolonej z nabiera prostego sensu geometrycznego
zlozenia odwzorowania konca wektora zZ w punkt don sprzezony wzgledem okregu

-
jednostkowego z odbiciem w prostej o wektorze kierunkowym [(0,0); (1,0)].
Rozktad biegunowy liczby zespolonej okazuje sie szczegélnie wygodny w analizie
potegowania (wzoér de Moivre’a) i pierwiastkowania. Zajmiemy sie teraz szczego-
towo ta druga, mniej trywialna operacja.
DEFINICJA 20. W notacji Def. 14 i dla dowolnych z € C oraz n e N\ {0}

pierwiastek stopnia n z z to zbior

Yz={weC | w'=2z}.



3.2. ALGEBRA I GEOMETRIA LICZB ZESPOLONYCH 33

YLatwo sie przekonaé, ze dla n > 1 zbiér ten nie jest singletonem.

STWIERDZENIE 10. W notacji Def. 20 i dla dowolnych (r,p) € Ryo x R
jest

n : 1 jer2mk _
\/r'e'%":{r%e' n | keO,n—l}.

Dowdd: Zauwazmy, 7e na mocy Stw.6 i 8 zachodzi
p-e? e Vroe P =¥ — (p":r A @MY = l? )
1
— (p:r? A Fgez - mp—cp:27rk:)

p+ 27k )
n )

3=

A Jkez ¢ ¢=

przy czym ' = + 2wl, | € Z spelia ré6wno$é p - e = p e, skad teza wobec
implikacji

o+ 271k p+2mk
> =+

kk+n — 2T

n n

Proste intuicje dotyczace zachowania pierwiastka (rozumianego jako liczba) w
dziedzinie rzeczywistej pozostaja w mocy po przeniesieniu ich na poziom odnosnych
zbioréw.

STWIERDZENIE 11. W notacji Def. 14 i 20 jest
Vonewa{0} Var,zec @ V21 22= Yz Yz

Dowdd: Zacznijmy od tego, ze ilekro¢ z; = 0, teza przyjmuje trywialng postac
{0} = {0}, mozemy zatem ograniczy¢ sie do przypadku z; # 0.
Niechaj w € t/z1 - 25 1 wybierzmy dowolne w; € /21, a wtedy ws := ;Uil spelnia

n n
n - (_w - W _ z1Z2 _ i T 7 = . :
wy = (wl) =y T s TR czyli wq € /23, skad tez w = wy -wg € /21 - Y2o.
Jest wiec
I odwrotnie, gdy wq € /Zq, a € {1,2}, to zachodzi (wy-w2)"™ = wiwh = 21 - 29,
czyli wy-wsy € p/z1 - 29. Jest przeto

Yz1 Yzo C Y2122,
Ostatecznie wiec
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d
Wieloznaczno$é (w sensie liczbowym) odwzorowania Arg pociaga za soba te sama

wtasno$é pierwiastka.

STWIERDZENIE 12. W notacji Def. 14 i 20 nie istnieje funkcja p, : C O
o wtasnosciach

Vizizmee + (pn(2) € ¥z A pu(zi-22) =pul21) - p(22) ) -

Dowdd: (A.a.) Niechaj p, bedzie taka funkcja, wobec czego

Vo : pn(zn) = (pn(z))n =z.
Wowezas dla e, ne N~ {0,1} zachodzi 1=p,(1™) = pn(1) = pn ((eZTM )”) =e’,

czyli sprzeczno$c. O

* * *

Literatura uzupelniajaca: Wiecej o liczbach zespolonych, w ujeciu algebraicz-
nym i geometrycznym, mozna znalezé w ksiazce Andreescu i Andriki | I




Rozdzial 4

Wielomiany

Druga modelowsg struktura algebraiczna, ktéra oméwimy na niniejszym wykla-
dzie, jest struktura pierscienia. PierScienie odegraja istotna role na pézniejszych
etapach kursu — tym poswieconym teorii moduléw nad pierécieniami (i przestrzeni
wektorowych) oraz tym wprowadzajacym nas w dziedzine algebry homologicznej.
Tymeczasem jednak skupimy sie na doéé¢ technicznych aspektach struktury pierscie-
nia, niezbednych do zrozumienia kluczowej cechy ciala liczb zespolonych odro6z-
niajacej je od ciata liczb rzeczywistych, jaka jest jego algebraiczna domknietosé.
Wybor celu tej czedci wyktadu wytycza zarazem jasno najkrétsza Sciezke dojscia do
niego, ktoéra bedziemy podaza¢. Wiedzie ona przez zwiezla analize podstawowych
wlasnosdci pierScienia wielomianéw o wspoélezynnikach z ciata. O powszechnosci i
praktycznym znaczeniu tych ostatnich w algebrze i analizie matematycznej nie po-
trzebujemy Czytelnika przekonywaé, wystarczy wspomnieé¢ o wielomianie Taylora
oraz wielomianach interpolujacych, o wielomianowych funkacjach specjalnych, jak
rowniez o wielomianach charakterystycznych endomorfizmoéw przestrzeni wektoro-
wych. Godzi sie takze zaznaczy¢ w tym miejscu, ze nieco bardziej abstrakcyjne
podejscie do teorii cial pozwala zrozumie¢ strukture ciata liczb zespolonych jako
,minimalne” rozszerzenie struktury ciala liczb rzeczywistych o pierwiastek wielo-
mianu nierozkladalnego (nad R) ¢* + 1. Jak sie okazuje, konstrukcje te mozna
prosto uogoélnié, dochodzac w ten sposéb do teorii rozszerzen algebraicznych, czego

jednak nie bedziemy tutaj czynié!.

4.1. Struktura pierscienia i jej transport
Tytulem przygotowania do dyskusji wlasciwej wypiszmy

DEFINICJA 21. Pierscien to szostka (R, A, M,P,0,1), w ktorej

R jest zbiorem;

A: R?—R: (z,y) — A(z,y) = x+gy jest operacja 2-argumentows

zwang dodawaniem;

e M : R?—R: (z,y) — M(x,y) = x-ry jest operacja 2-argumentowa
zZwang mnozeniem;

e P: R— R : x+ P(x) = -z jest operacja l-argumentowa zwang

braniem przeciwnosci;

0 : {e} — R : e+ 0 jest operacja 0-argumentowa zwang zerem,;

1 : {¢} — R : e+—1 jest operacja 0-argumentows zwang jedynka,

przy czym skladowe struktury spelniaja nastepujace aksjomaty (wyrazone przez
diagramy przemienne i rownowazne zdania logiczne):

1Zainteresovvanego Czytelnika odsylamy choc¢by do wykladow Langa | , Rozdz. V] i
Cohna | , Rozdz. 3].

35
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(R1) (tacznosé¢ dziatan)

RxRxR Axidgr

RxR
ideAl J/A = Vuyzr ' (T+rY)+r2=2+r (Y+Rr2);

_
RxR " R

RxRxR Mxidgr

RxR
ideMl lM = Vayzer : (@rY)R2=2-r (Y 'RZ);
RxR————R
(R2) (przemienno$¢ dodawania)
RxR—" 3 RxR

\lfl = va:,yeR P XFRY=YTRT;

R

(R3) (rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania)

RxRxR—22 ,R«R
Voy,zeR - x'R(y+RZ)
(Mopry 5,Mopr, 3) = Ys :
Pry o Pry 3 l J(M = (ZU ‘R y) +R (‘r ‘R Z)
i —
RxR " R
Axidg
RxRxR———RxR
Voyzer ¢+ (T+RY) RZ
(Mopr, 4,Mopr, 3) = yY,2€ :
Pry s 1% ,«SJ/ J{M :(xRZ)+R(yRZ)

—
RxR 3 R

(R4) (istnienie elementéw neutralnych wzgledem dzialarn)

Rx{o} —° L RxR
A = Vipr : x+r0=x;
pry
R
idgpx1 1xidgr
Rx{e} ——— RxR {6} x R————— RxR

JM 7 lM
pry pTy

R R

= Vgr : zrl=x=1pgpu;
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(R5) (istnienie elementéw przeciwnych)
idp,P)opr
K x {o} _(dr,Pyopry | RxR

A = VweR : $+R(—l‘)=0.
Oopr,
R
Pierscien przeciwny do (R, A,M,P,0,1) to pierscien (R, A, M°PP P, 0,1)
z mnozeniem danym wzorem
MPP:= Morg.
Pierscien przemienny to taki, w ktérym mnozenie jest operacjg przemienna,

co wyraza nastepujacy diagram przemienny (wypisany wraz z rownowaznym zda-
niem logicznym):

RxR—" 3sRxR

(CR) le = Voyer P TRYSYRT.

R
Dziedzina calkowitosci to pierScieni przemienny o wlasnosci
(ID) Veyer * (7°ry=0 = (=0 v y=0)),

ktora wyraza brak nietrywialnych dzielnikéw zera.

Dziedzina euklidesowa (zwana tez pierScieniem euklidesowym) to para
((R,A,M,P,0,1),5), w ktorej (R, A, M,P,0,1) jest dziedzing catkowitosci, & zas
jest odwzorowaniem

0 R~N{0} — N,
zwanym norma euklidesowa, o wtasnosciach

(ED1) v ae?}ﬂq7reR:(a:q'Rb+Rr A (r=0 v d(r)y<dd)));
beRN{0

(ED2) Vpervgoy @ 0(a)<d(a-rb).

PRZYKLAD(Y) 12.

(1) Piericien trywialny: ({0=1},(0,0)+— 0,(0,0) —> 0,0 — 0,0 — 0,
o —> (), 0 — O),

(2) Szostka (Z/(p - Q)Z, ([klpq: [Upq) — [k + Upa ([Flpg, [Upq) — [k
Upg:[klpq — [P q - klpg,® — [0]pq,® —> [1]pg), okreslona dla do-
wolnych liczb p,q € N~ {0,1} (patrz: Przyk!.8), jest pierScieniem prze-
miennym nie bedacym dziedzina catkowitosci (bo np. iloczyn niezerowych
liczb [plpq 1 [qlpq jest réwny [0]p.q).

(3) Zbior C([0,1],R) funkcji ciagtych na odcinku [0,1] ¢ R o wartosciach
rzeczywistych z dodawaniem, mnozeniem i braniem przeciwnosci zdefinio-
wanymi punktowo,

(f+9)(@)=f(@)+g(x),  ([-9)(@)=[f(x)-g(x),  (=/)(2)=-f(2),
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dla dowolnych f,ge C([0,1],C) i x€[0,1], oraz z funkcja zerowa
0:[0,1]] —{0} : 2+—0
jako elementem neutralnym dodawania, a takze funkcja stata
1:[0,1] —{1} : 2—1
jako elementem neutralnym mnozenia jest pierécieniem przemiennym nie
bedacym dziedzing catkowitosci (wystarczy rozwazy¢ funkcje f; : z+—
max(§ - |z - $[,0) oraz fy : x— max(3 -]z - 3],0)).
Dla dowolnego zbioru X szostka (2%, 4,n,idyx,e — & e — X), w
ktorej 2% jest zbiorem potegowym zbioru X (czyli zbiorem wszystkich
jego podzbiorow), A za$ jest roznica symetryczna zbiorow,

AAB:=(ANB)Uu(B~A), ABe2*,

jest pierscieniem przemiennym nie bedacym dziedzina catkowitosci, o ile
tylko | X|> 1. Jest to przyklad tzw. pierscien Boole’a, ktérego dowolny
element A € 2% jest idempotentem, tj. spetnia tozsamos¢ An A = A.
Dla dowolnego pierScienia R zbior Mat(2 x 2; R) wszystkich macierzy
wymiaru 2x2 o wyrazach z R z mnozeniem i elementem neutralnym dla
mnozenia jak w Przyktl. 9(2), a ponadto z dodawaniem

ab ef a+re b+rf
((cd)’(gh)) (c+Rgd+Rh)’

elementem neutralnym dla dodawania
00
o— (50
oraz operacja brania przeciwnosci

ab —-a -b

( c d) ( —c —d)

jest pierScieniem nieprzemiennym.

Szostka, (Z[%], +c,C, PC7‘ —> 07 o —> 1), w kt(’)rej

e [ PR

| mneZ ;cC,
2 2

jest dziedzina catkowito$ci. Mozna tez pokazaé, ze nie jest to piericiert
euklidesowy.
Zbior 7% 5 (m,n), (my,n1), (ma,n2) z dodawaniem

((m1,n1), (m2,n2)) — (M1 +ma,ny +nz)

o elemencie neutralnym (0,0), z mnozeniem

((mlvnl), (mz,’ﬂz)) > (ml "Mg —MNp N2, M1 -N2 +N1 M2 — Ny '712)

o elemencie neutralnym (1,0), oraz z braniem przeciwnosci
(ma n) — (_m7 _n)
jest pierscieniem euklidesowym z norma
S(m,n)=m?+n®*-m-n.
Mozna go zrealizowaé jako zbiér liczb calkowitych Eisensteina

Ziw]={m+cnw | mmneZ},
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okreglony dla dowolnego elementu w € ¥/1 ~ {1}, z operacjami indukowa-
nymi z C.
v

Mamy tez

DEFINICJA 22. W notacji Def. 21 podpierscien pierscienia (R, A, M,P,0,1)
to szostka (Q, A, M,P,0,1), w ktorej @ jest podzbiorem R o nastepujacych wia-
sno$ciach:

(SR1) 4 : Q2 —QcR;

(SRQ) M : QX2 — @ c R;

(SR3) P : Q— QcR;

(SR4) Q>1.
Podpierscien o wtasnosci

(I) M: RxQ—QcR (wzgl. M : QxR—QcR)

nazywamy idealem lewostronnym (wzgl. prawostronnym) piericienia R.Ideal
obustronny to taki, ktory jest zar6wno lewo- jak i prawostronny. Ideal glowny
to ideat spelniajacy warunek

(PI) 34.er Y4e@ Frer : ¢=7 R Qe (Wzgl. 3ger V4e@ Irer * ¢=GsRT),
co zapisujemy jako

Q= <Q*>R :

Pierscienn przemienny, w ktorym kazdy ideat jest gléwny, nosi miano pierscienia
idealow gléwnych. Jedli piericien ten jest dodatkowo dziedzinag catkowitosci, to
mowimy o dziedzinie idealéw glownych.

A

W poézniejszych zastosowaniach teorii pierscieni przydatnym okaze sie nastepujace
STWIERDZENIE 13. Kazdy pierscien euklidesowy jest dziedzing ideatow

gtownych.
]

Dowdd: Niechaj J c R bedzie idealem w pierscieniu R. W przypadku J = {Og}
teza jest trywialnie spelniona, przyjmijmy zatem, ze J # {Ogr}. Okreslmy

n:= min {0(q)}

qeJ~{0r}

i niech ¢, € J bedzie dowolnym elementem ideatu o wlasnosci 6(g.) =n. Na mocy
(ED1) kazdy ¢ € J mozna przedstawi¢ w postaci

q=4+'RT*TRS,
gdzie r,s € R, przy czym albo s = Og, albo tez 6(s) < d(¢.) =n. W tym drugim
przypadku stwierdzamy, ze s = ¢ +r Pr(q« -r7) € J+r J -r R c J jest elemen-
tem ideatu J o wlasnoéci 0(s) < minges f0,1{0(q')}, co jest absurdem, a zatem
koniecznie q = q. g r. To jednak oznacza, ze J c ¢, -g R, z drugiej jednak strony
¢+« 'R Rc J-g RcJ, wiec ostatecznie J =gq. g R, czyli

J = <q*>R N
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Dla utrzymania narzuconego wczesniej porzadku logicznego wyktadu podajemy
jeszcze

DEFINICJA 23. W notacji Def. 21 homomorfizm pierscienia (R(l),A(l),
MO P oM 1) w pierscien (R(Q),A(Q),M(z),P(z),0(2)71(2)) to odwzoro-
wanie

Y rMW _, p(®2)

o wlasnoéciach wyrazonych przez diagramy przemienne (wypisane wraz z réwno-
waznymi zdaniami logicznymi):

RM x g AL p)

v @ ¢ X($+(1)y)
RHl % = z,yeR
(D o X = x(@) +(2) x()
R® x @AY p@)
ROV x gOMY | pa)
(RH2) . Vegero t X(@-)y)

X X = x(2) 2y x(y)

R® x pR@OMP | p(2)

(o} ELSINEY!

(RH3) \ lx
1®

x(1M) =13

R®
A
PRZYKLAD(Y) 13.
(1) Dla dowolnego pierscienia R odwzorowanie Z — R : n +—
l+g1l+g--+r1 jest homomorfizmem.
——
n razy

(2) Odwzorowanie ewaluacji evy C([0,1,R) — R : f+— f(%) jest
epimorfizmem piericienia z Przykt. 12 (3) na pierscien (R, +R, R, PR, ® —>
[(D)new]-s o = [(§)nen]-)-

(3) Odwzorowanie € — Mat(2x 2;R) : z+iy+— (5, %) jest monomorfi-
zmem pierscienia (C, +¢, ¢, P¢,0¢,1¢) w pierScieni z Przykt. 12 (5).

v
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4.2. Wielomiany
Mozemy juz teraz okresli¢ przedmiot naszego bezposredniego zainteresowania

DEFINICJA 24. Przyjmijmy notacje Def. 6, 67 oraz 14. Niechaj (T := {t"} ez,

P2, G1, (;50) bedzie grupa przemienng z operacja 2-argumentowa

Byt T —T ¢ (t",t") — t™"
o elemencie neutralnym danym przez operacje 0-argumentowa

b0+ {8} —T ¢ ot
oraz z operacja l-argumentows,
G T O st

przy czym zaktadamy, ze

Vinez @ (" =t" < m=n).

Rozwazmy stowarzyszony z ta grupa monoid (7o := {t" }new, ¢2, o) iniech (K, +xk,
‘K, Pk, Invk, ¢ —> Ok, —> 1) bedzie cialem. Zbiér wielomianéw o wspél-
czynnikach z K to zbior odwzorowan
K[t]:=={w : Too — K | 3yew Vpon : w(t") =0k }.
W szczegolnosci odwzorowanie
0: Tyg— K : t"+— 0k
okres§lamy mianem wielomianu zerowego. Wielomiany o 1l-elementowym prze-
ciwobrazie K \ {0k},
An dlam=n
n . . m n
At Too — K 1 '—>{ Ok dlamz#n
zadane dla dowolnych A\, € K i n € N, nazywamy jednomianami.
A

Powyzsza definicja kaze w oczywisty sposob utozsamia¢ wielomiany z rodzinami
elementow K indeksowanymi przez IN (czyli ciagami) o skoriczonym no$niku. Ta
ostatnia cecha nadaje sens wygodnemu zapisowi wielomianéw, ktory bedziemy od-
tad stosowac.

NOTACJA 3. W notacji Def. 6, 67, 11 i 24 wielomian w € K[¢] zadany przez
uktad warunkow

(") o A, dlan<N
W)=Y 0g dlan>N

okreslonych dla pewnych elementéow A, € K oraz pewnej liczcby N € IN, bedziemy
zapisywaé zamiennie w postaci sumy skonczonej

N
w = Z At
n=0

lub tez sumy nieskoriczonej

w = Z At
n=0
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przy czym w tej ostatniej ktadziemy V,.nx : A, = Ogx. W tym zapisie elementy
An € K nosza miano wspélczynnikéw wielomianu w, element t € T' zas — jego
zmiennej (formalnej).

* * *

Mozemy juz teraz dokonaé istotnego rozréznienia.

DEFINICJA 25. W notacji Def. 6, 67, 11 i 24 funkcja wielomianowa sto-
warzyszona z wielomianem w = 22]:0 A t" € K[t] to odwzorowanie

Fuo : KO pr— Ao+k Ak ) +k A2k 17) +x -+ +x Ay k1),
przy czym dla dowolnego n € N\ {0} okreslamy n-ta potege elementu p € K jako

P = R R K
Rozszerzajac ten zapis na n = 0, jak nastepuje:
pl =1k,
mozemy przepisa¢ F,, w zwartej postaci
N oo
Fy : KO: p— ZO)\an,u”E ZO)\an,u".
n= n=

Zero wielomianu w € K[t] to dowolny element p €K o wlasnosci
Fy(p) =0k -

Zbiér wielomianéw jest nosnikiem naturalnej struktury algebraicznej.

DEFINICJA 26. W notacji Def.6, 67, 11 i 24 pierScien wielomianéw o
wspoélczynnikach z ciala K to szostka
(]K[t]7 ®, 0, P]K[t]a e —> 0,0 — Ik to) )
w ktorej B 1 © sa operacjami 2-argumentowymi na IK[¢] okreslonymi, jak naste-
puje:

e H DRI AT
m=0 n=0 n=0
o K2 — k)« (5 e S me) = 5[ 5 |
m=0 n=1 n=0 \ k,l=0
k+l=n

a Pk jest operacja 1-argumentowa na K[t] dang przez

P]K[t] : ]K[t] O Z A t" — Z (—)\n)tn.
n=0 n=0

Bez trudu dowodzimy

TWIERDZENIE 4.1. Pierscien wielomiandw o wspotczynnikach z dowolnego
ciata jest dziedzing catkowitosci.
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Dodatkowa strukture na zbiorze K[t] opisuje

STWIERDZENIE 14. W notacji Def. 6, 67, 11 i 24 struktura modulu nad
pierscieniem (I, +x, K, Pk, ® — Ok, — 1) na grupie (K[t], @, Pkp),® —
0) to odwzorowanie

by 2 KxK[t] — K[t] - (A, > Ant") — Y A A) T =AY At
n=0 n=0 n=0

o wlasno$ciach

A(pw) = (g p)w, Ig.w=w,

(A+r p)w=AwB pw, A(wy Bws) = Awy B Aws,
wypisanych dla dowolnych A\, e XK oraz w,wi,wy € K[t].
|

Strukturalny zwigzek miedzy wielomianami i stowarzyszonymi z nimi funkcjami
wielomianowymi opisuje dokladnie ponizsze oczywiste

STWIERDZENIE 15. Przyjmijmy notacje Def. 6, 67, 11, 24, 25 i 26. Od-
wzorowanie
evy : K[t] =K : w+— F,(}\),
okreslone dla dowolnego elementu A € K, jest homomorfzimem pierscienia wielo-
miandw o wspotczynnikach z ciata K w pierscien (K, +k, k,Pk,0k,1k) przez to
ciato okreslany. Odwzorowanie to okreslamy mianem homomorfizmu ewaluacji.
u

Mamy tez praktyczne

STWIERDZENIE 16. Przyjmijmy notacje Def. 6, 67, 11, 24 i 26. Odwzoro-
wanie

g K—K[t] : \r— At°

jest kanonicznym monomorfizmem pierscienia (K, +Kk, Kk, Pk, Ok, 1x) w pierscien
wielomiandw o wspdtczynnikach z ciata K.
||

Powyzszy monomorfizm pozwala nam utozsamié¢ K 7z jego obrazem w IK[¢] i tym
samym usprawiedliwia zapis

DAt =X+ Y At
n=0 n=1
Skonczono$é nosnika rodziny, indeksowanej przez IN, wspolczynnikéw wielo-
mianu motywuje ponizsza

DEFINICJA 27. W notacji Def. 6, 67, 11, 24 i 26 stopien wielomianu w =
Yoo Ant™ £ 0 to liczba

degw:=min{ NeIN | Vyon : A\ =0g }.

Pojecie to rozszerzamy na wielomian zerowy, dotaczywszy do zbioru IN stopni wie-
lomianéw niezerowych liczbe

deg 0 =: —c0
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spelniajaca (z definicji) proste relacje
(-00) + (-00) = —o0, (-00) +m = -0, —co <7,
wypisane dla dowolnego n € IN.
A

Elementarne wtasnosci funkcji deg w odniesieniu do operacji algebraicznych na
K[t] zbiera
STWIERDZENIE 17. Przyjmijmy notacje Def. 6, 67, 11, 24, 26 © 27. Dla
dowolnych X € K* oraz wy,wy € K[t] prawdziwe sq relacje
(i) deg (w1 Bws) < max(deg wq,deg ws), przy czym deg wi #+ deg wo —>
deg (w1 Bwsy) = max(deg wy,deg ws);
(if) deg(wy ® we) = deg wy + deg wa;
(ili) deg(A\.w) =deg w.

Algebraiczny sens stopnia wielomianu wyjawia

TWIERDZENIE 4.2 (Algorytm Euklidesa). Przyjmijmy notacje Def. 6, 67,

11, 24, 26 1 27. Para ((]K[t],, ®,Pgp, @ = 0,0 — 1k tO),deg) jest dziedzing

euklidesowq. Ponadto elementy q,r € K[t], o ktérych mowa w Def. 21, sq okreslone
jednoznacznie.

[

Dowdd: W Swietle Tw.4.1 jedynym, co nalezy pokazaé, jest to, ze funkcja deg
spelnia aksjomaty (ED1) oraz (ED2). Drugi z nich jest spelmiony w sposob oczywi-
sty, pozostaje zatem upewni¢ sie, ze jest tez spelniony aksjomat (ED1). Zaczniemy
od dowodu istnienia wielomianéw ¢,r € K[t]. W tym celu ustalmy b € K[¢], przy
czym f:=deg b > 0. Przeprowadzimy teraz (mocna) indukcje wzgledem « := deg a.
Ilekroé¢ « < B, para (q,r) := (0,a) spelnia (ED1). Niechaj zatem « > 3, przy czym
zaktadamy, 7e dla kazdego Vgek[; : (deg@<a == (ED1) ). Zapiszmy

a B
a::Z)\ktk, Ao # 0K, b::z,ultl, pg # 0.
k=0 =0

Woéwezas dla
a=ad((-Na ks ) P oOb) = Xo+ Mt + Xt 4+ Agg t°7!

+ (Aamp = (Mo i oo i pigt)) 77

+(Aa-pi1 = (Mo 'k 1 K M;}l)) AR

(Moot = (Mo w ppo1 wpp')) 197

stwierdzamy deg a < o, co wobec zalozenia indukcyjnego oznacza, 7e
a=(gob)Er

dla pewnych ¢,7 € K[t] o wlasnosci deg r < deg b= 3. Jest zatem

a = g(/\aun[}l)t’k’B@b:g@b[(/\aunél)ta*ﬁ@b
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= (@) t77) obar,
co daje nam pozadane
q::Q(Aa ‘K Mél) e, =
Niechaj teraz zachodzi rownosé

=3

gobmT=a=qobar,
a wtedy

(7= P]K[t](‘])) ©b=raPky (7).
Jedliby teraz byto §@ Pgp4(q) # 0, to wobec b # 0 zachodzitaby nier6wnosé

deg ((7= Pxp(q)) @b) = deg (7@ Pkpy(q)) + B> 3,

gdy tymczasem
deg (r P]K[t](?)) < max (deg r, deg P]K[t](ﬂ) <,

czyli sprzecznosé. Stad wniosek, ze koniecznie § = ¢, a wtedy takze 7 = r, co konczy
dowod. O

4.3. Podzielnosé 1 algebraiczna domknieto$é

Okreslimy obecnie na zbiorze K[t] relacje, ktéra pozwoli opisaé¢ rozktad do-
wolnego wielomianu o wspotczynnikach z € (wzgl. R) na czynniki nierozkladalne,
bedace odpowiednikami czynnikéw pierwszych znanych z arytmetyki liczb natural-
nych, i w ten spos6b da nam mozliwos¢ wystowienia fundamentalnego twierdzenia
charakteryzujacego C[t].

DEFINICJA 28. Przyjmijmy notacje Def.21 i niech (R,+g, r,Pr,0r,1Rr)
bedzie pierscieniem. Méwimy, ze a € R dzieli b e R lub tez ze a jest dzielnikiem
b (lub tez ze b jest krotnoscia a), co zapisujemy jako a | b, gdy

a|b < 3Jwr : b=a-gec.

Oczywiste wlasnosci tak zdefiniowanej relacji podzielnosci w pierscieniu zbiera

STWIERDZENIE 18. W notacji Def. 21 i 28 a dla piericienia przemiennego
R zachodzi
(i) Vaer : a|a (zwrotnosé);
(i) Vaper @ ((a]b Able) = alc) (przechodniosé);
ili) Vapedaer : ((a|bAcld) = a-gc|b-rd) (multyplikatywnosé);
iv) Vepeer * ((a|lbAalc) = al|b+re);
(; Vaer + 1r | a | Og;

alb) (prawo skracania).
|

Punktem wyjscia do zastosowania powyzszej relacji w interesujacym nas kontekscie
algebraicznym jest
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STWIERDZENIE 19 (Twierdzenie Bezouta). Przyjmijmy notacje Def. 6, 67,
11, 24, 26, 25 i 28. Dla dowolnego w € K[t] oraz A € K prawdziwg jest nastepujgca
rOwWnowaznosé

F,(\) =0g — (@Pg()) | w, tj. e[ ¢ w=(tBPK(N)) ©w; .

Dowdd: Na mocy Tw.4.2, w ktorym kladziemy R := K[t] oraz a = w i b =
(tmPk())), istnieja ¢,r € K[t] speliajace réwnos¢ w = q © (t@Pk(A\)) B, przy
czym degr < deg(t®Pk(N\)) =1, czyli » = p dla pewnego p € K. Tozsamosé
Ok = Fiu (M) = 1 daje teze. O

7 powyzszego wyciaggamy proste a uzyteczne wnioski

COROLLARIUM 1. W notacji Def. 6, 67, 11, 24, 26, 25 i 27 zachodzi, co
nastepuje:
(i) Vexpg : HAeK | Fy(A) =0k }| <deg w, cayli liczba zer wielomianu
nie przekracza jego stopnia.
(ii) Niechaj n € N\ {0} i niech S c K spetnia relacje |S| > n, a przy tym
niech Yjp_o Mk -uk =0k dla kazdego peS. Wowczas vkeﬂ A =0k
]

Wprowadzimy jeszcze

DEFINICJA 29. W notacji Def.6, 67, 11, 24, 25 i 26 krotnos¢ zera X\ €
F1({0k}) wielomianu w € K[t] to liczba

/f()\|w)::max{ne]N | (t+P]K()\))n|w}7

przy czym k(A|w) =0 oznacza, ze Fi,(\) # Ok.

Zgromadzone pojecia pozwalaja wystowié

STWIERDZENIE 20. Przyjmijmy notacje Def. 6, 67, 11, 24, 26, 25, 27 oraz
29. Ponizsze zdania sq rownowazne:
(i) Y werpy Irnex @ Fu(X) =0k (istnienie pierwiastka).
deg w>1
(ii) Y wekpy 3 LK {Ox } P w=po Ok (t+Pr(N)) (rozktad na
deg w21l Ai,A2,...,Ap€K, neIN\{0}
czynniki liniowe).
(i) VueK[n{0) © Zael pek | Fu(u)=0x } K(A|w) = degw (zwigzek miedzy
krotnosciami a stopniem).
[ ]

Dowod:

(i)=(ii) Prosta konsekwencja Stw. 19.
(ii)=(iii) Wynika bezposrednio z Def. 29.
(iii)=(i) Oczywiste.
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Powyzsze rozwazania pozwalaja nam wyrézni¢ wazna klase ciat.

DEFINICJA 30. Cialo algebraicznie domkniete to takie, w ktorym sa
spelione warunki Stw. 20.

A

O tym, ze algebraiczna domknietosé jest cecha nietrywialng (tj. ze istnieja ciata nie
nalezace do tej klasy) przekonuja nas

PRZYKLAD(Y) 14. Ponizsze ciala sa algebraicznie niedomkniete:
(1) Q,R (wystarczy rozwazyé¢ wielomian t*+1 e QnR);
(2) Q[v2] (wystarczy rozpatrzy¢ t2 - 3).

Dotychczasowa dyskusja prowadzi nas wprost do fundamentalnego

TWIERDZENIE 4.3 (Podstawowe Twierdzenie Algebry). Ciato liczb zespo-
lonych jest algebraicznie domkniete.

Dowdd: Wszystkie opisane w literaturze dowody tego twierdzenia odwoluja sie
do wlasnosci topologicznych zbioru C (wzgl. R) lub tez konstrukeji algebraicz-
nych (teoria Galois i in.), ktérych szczegélowa dyskusja wykracza w istotny spo-
sOb poza ramy niniejszego kursu. Nie chcac pozostawi¢ Czytelnika bez dowodu,
przedstawiamy rozumowanie geometryczne korzystajace z poje¢ wprowadzonych
w Przykl. 5 (3). Jego pojecie wymaga znajomosci elementarnych wlasnosci topo-
logicznych plaszezyzny R? tudziez okregu (jednostkowego) $', co czyni z niego
doskonale éwiczenie do wykladu analizy matematycznej na drugim roku studiow
(na ktorym przedstawione zostang rowniez alternatywne formy dowodu, wykorzy-
stujace podstawy teorii funkcji zmiennej zespolonej).
Nie tracac ogolnosci rozwazan, przyjmujemy nastepujaca posta¢ wielomianu:

W=t"+ A1 " AtV 2k A,
przy czym \,_1,An_2,..., Ao € C. Jedli zbior F,1({0}) c C zer wielomianu w jest

pusty, to dla dowolnego r € Ryp obrazem odcinka T =[0,1] wzgledem odwzorowa-
nia

Fo(r-e?™s) . F,(r)™!
|Fo (7 - €i27%) - Fyy ()7

Yy ot I —R?: s—s

jest petla o bazie z, := (1,0) zawarta w okregu jednostkowym $!. Zmieniajac
parametr r w sposéb ciagly definiujemy homotopie

. I><2 —>]RX2
petli o bazie z., a poniewaz 7 =¢€,,, przeto

Vrery ¢ [1r)e =[ez ] em(Shiz).
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Dobrawszy

n—-1
T >max(1, > |>\k|) ,

k=0
otrzymujemy, dla z € C o module |z|:=r, nier6wnos¢

1 n—-1 L n—1 A n—1 A
|2 =r-|2"" |>(Z |>\k|)|z"‘ | > Z |Ak| - |2 |2|Z Ak 2",
k=0 k=0 k=0
ktora pokazuje, ze zaden z rodziny wielomianow

n-1
wy, =t"Bue Y At
k=0

indeksowanej przez zbior [0,1] > v nie ma zera na okregu O(0;r), co pozwala
okresli¢ przyporzadkowanie

Fy, (r-e?%) . F, (r)!
|Fw, (r-e27) - Fy, (1)~

A I —R*? : s+—s

To ostatnie definiuje homotopie
"YT . IXZ N ]RXQ
petli o bazie z. przeprowadzajace petle
ei271'ns

’YS : I—)IRX2 TS —>

w petle v} = +,.. Pierwsza z nich nalezy przy tym do n-tej potegi [w]” generatora
[w]~ grupy m1(8%;2.) 2 Z (patrz: Def.33). Skoro jednak

0 17 _
[wW]? =[]~ = [ ) = [ = [e2]-
to musi by¢ n =0, co oznacza, ze jedynymi wielomianami nie posiadajacymi zer w
C sy wielomiany state w =\ e C*. O

Te cze$¢ wykladu zakoriczymy wypisujac najbardziej elementarne konsekwencje
Tw.4.3.

COROLLARIUM 2. Przyjmijmy notacje Def. 6, 67, 11, 14, 24, 26, 25, 27
oraz 29. Prawdziwe sq¢ ponizsze zdania:
(1) v weC[t] 3 aeC* Pw=ao G?:l (t - Zi);

n:=deg w>1 21,22,...,2n€C
(ii) v weR[t] 3 aeR*
n:i=deg w>1 k,lelN, k+2l=n
T1,T2,...,LER
(P1,01),(P2,q2),--,(p1,q1)eR*? , p3-4q;<0
1 2 .
Oj-1 (t° +pjt+q;);
(i) Yyerp @ degw = Y.ef rer | Fu(r)-0 } B(r|w) € 2IN; w szezegdlnosci
degwe2lN+1 = 3J,g : Fu(r)=0.

w=a0Q, (t-x;)0

Dowdd: Jedynym punktem wymagajacym jakiegokolwiek komentarza jest (ii). Za-
uwazmy, ze dla dowolnego w € R[t] c C[t] (traktowanego jako wielomian o wspol-
czynnikach zespolonych, na co pozwala Stw. 2) zachodzi

Veeo @ Fu(2) = Fu(2),
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skad wniosek
Fy(2)=0 = F,(z)=0,
ktory przy J(z) # 0 prowadzi do konkluzji
(t-2)B(t-2) | w.
Ale tez
(t-2)m(t-2) =t* - 2R(2) t + 2],

przy czym (=20R(2))° —4-1- 22 =4 (R(2)2 - R(2)? - 3(2)?) = -43(2)><0. O

4.4. Dodatkowe wlasnosci dziedzin idealéw glownych

W niniejszym kursie pierscienn wielomianoéw (i ogblniej — pierscienie idealow
glownych) odgrywa role pomocnicza i z tej to przyczyny powstrzymujemy sie od
rozwiniecia teorii piercieni w stopniu szerszym, niz wymagaja tego przyszte jej za-
stosowania. Na zakonczenie rozdzialu oméwimy kilka aspektow tej teorii o istotnym
znaczeniu praktycznym dla poézniejszej dyskusji struktury endomorfizmoéow prze-
strzeni wektorowych. Zaczniemy od wprowadzenia dodatkowych pojeé¢ powiazanych
z zagadnieniem podzielnosci.

DEFINICJA 31. Przyjmijmy notacje Def.21 oraz 28 i niech {r,}, g7, N €
IN bedzie rodzing elementéw pierscienia przemiennego R. Najwiekszy wspolny
dzielnik elementow r; to zbior

NWD(rl,rg,...,rN)::{reR | VelTV : NWD(ry,72,...,7n5) | 74

i
/\VSeR:(ViEL—N:sMi =>s|r)}

Ilekro¢ 1z €e NWD(rq,79,...,7N), moéwimy, ze elementy r; sa wglednie pierwsze.

A

Nalezy zaznaczy¢, ze mozliwe sg zaréwno sytuacje, w ktorych zdefiniowany powy-
zej zbidr jest pusty, jak i takie, w ktérych zawiera on wiecej niz jeden element.
Jest przy tym jasnym, ze w tym ostatnim przypadku kazde dwa jego elementy
dy,ds e NWD(rq,79,...,7N) spelniaja relacje dy | dy oraz ds | di i dowolny element
pierScienia dzielacy i zarazem dzielony przez element zbioru NWD(ry,79,...,7xn)
sam do zbioru tego nalezy.

Wygodnej charakteryzacji najwiekszego wspolnego dzielnika dostarcza

STWIERDZENIE 21. Przyjmijmy notacje Def. 21, 22, 28 i 31. FElement
pierscienia d € R nalezy do NWD(r1,ra,...,ry) wtedy i tylko wtedy, gdy (d) 5 jest
najmniejszym ideatem gtownym zawierajgcym ideat (r1)p+r(r2) g +r - +R("N)R>
tj. (d)p jest zawarty w kazdym ideale gtownym zawierajgcym (ri)gp +r (r2)p +r
=

u
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Dowdd: Relacja (1) p+r(r2) g+r+r(rn) g C (r)z zapisana dla pewnego elementu
r € R implikuje V, 75 : (ri)g c (r)g, gdyz (ri)g 3 Or, a stad (ri)p c (r1)g +r
(ro)g +r - +Rr (rn) g Zarazem domknietos¢ ideatu (r1)p +r (r2)gp +r - +R ("N )
wzgledem operacji 2-argumentowych pierscienia sprawia, ze prawdziwa jest impli-
kacja odwrotna, w konsekwencji wiec stwierdzamy réwnowaznosé

(ri)g +r(r2)g R +R(TN)gc(r)p = Vigx * (ni)pc(r)p -

Jest tez prawdziwa réwnowaznosé

vm,yeR : ( <$>RC <y>R — Y | T ) )
oto bowiem z jednej strony inkluzja (z), c (y) implikuje = = 2 -r 1r € (y)p,
czyli z = y-pq dla pewnego ¢ € R, z drugiej zas ta ostatnia réwnos¢ oznacza, ze
()r = (Y r ) g € (y) p- Mozemy zatem zapisac
(r)p+r(r2)gp+R - +R(rN)p c(r)gp = View © 7 | i,

co oznacza, ze element generujacy dowolny ideal pierScienia R, ktéry zawiera
(ri)p +r (T2)g +R - +Rr (TN) g, jest wspolnym dzielnikiem elementéw r; i kazdy
taki wspélny dzielnik generuje ideal o rzeczonej wlasnosci. W $wietle tych ob-

serwacji prawdziwo$¢ tezy stwierdzenia staje sie oczywista, jako ze kazdy dzielnik
elementéw r; dzieli dowolny element ich najwiekszego wspdlnego dzielnika. (]

Dyskusje zamyka kluczowe z punktu widzenia przysztych zastosowan

STWIERDZENIE 22. Przyjmijmy notacje Def. 21, 22, 28 i 31. Niechaj R
bedzie dziedzing ideatow gtownych. Wowczas najwiekszy wspolny dzielnik dowolnej
rodziny {rn}, g, N € N elementow R jest zbiorem niepustym, ktdrego dowolny
element d € NWD(rq,rq,...,rN) spetnia warunek

N
Hand ek A= 2, dnRTn

n=1

Dowdd: Skoro R jest dziedzina ideatéw glownych, to ideal (r1)p+gr(r2)g+r-+r
(rn)p jest gtowny, a zatem na mocy Stw. 21 zachodzi réwnosé

(d)g=(r1)g +r(r2) g +R " +R("N)R ,

z ktorej wynika juz wprost istnienie elementéw ¢, € R zadajacych pozadany roz-
ktad elementu d=d-g 15 € (d) 5. O

* * *

Literatura uzupelniajgca: Elementarne wlasnosci pierscienia wielomianéw
o wspoétczynnikach z ciala zostaly wyczerpujaco oméwione w ksigzkach Langa

[ , Rozdz.IV] i Cohna | , Rozdz.6]. Bardziej zaawansowana proble-
matyke, w szczegblnosci za$ tematyke rozszerzen algebraicznych cial, autorzy ci
dyskutuja, odpowiednio, w | , Rozdz. V,VI] oraz | , Rozdz. 3] i ,

Rozdz. 5,9].



Rozdzial 5

Grupy

Po szczegdélowym omoédwieniu dwoéch struktur pierscieniopodobnych, tj. ciata
(na przykladzie ciata liczb zespolonych) oraz pierscienia (na przykladzie pierscienia
wielomianéw o wspoétezynnikach z ciala), przechodzimy do dyskusji grup. Funda-
mentalne znaczenie tych struktur w rygorystycznym opisie przyrody — poczawszy
od krystalografii, poprzez teorie grawitacji i (inne) teorie pola z cechowaniem, a
skonczywszy na kwantowej teorii pola, teorii strun oraz grawitacji kwantowej, by
wymieni¢ te najbardziej oczywiste konteksty fizykalne — pozostaje poza wszelka
watpliwoscig. Szczegolng role odgrywa przy tym teoria reprezentacji grup, czy
ogolniej — teoria dzialania grup na zbiorach, o ktérej wiecej powiemy w dziale 6.

5.1. Struktura grupy i jej transport
Zaczniemy od rozpisania i rozszerzenia definicji grupy.

DEFINICJA 32. Grupa to czworka (G, ¢a,¢1,00), w ktorej

e G jest zbiorem;
e ¢y : G*? — @ jest operacja 2-argumentows zwana dzialaniem gru-
powym;
o ¢1 : G O jest operacja l-argumentowa;
o ¢y : {o} — G : e+ ¢ jest operacja O-argumentowa.
Elementy struktury spelniaja nastepujace aksjomaty (wyrazone przez diagramy
przemienne i rownowazne zdania logiczne):

(G1) (lacznosé dzialania grupowego)

GXGXG%GXG

idcxd&l }52 = Vgnkee 92 (2(g9,h),k) = ¢2 (g9, 92(h, k)) ;

GxG§ ——
@2

(G2) (istnienie elementu neutralnego wzgledem dzialania grupowego)

GX{.} idg x¢o GxG {.}XG ¢oxidg GxG
b e
G G

= vgeG : (;52(9,6):9:@52(6;9);

51
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(G3) (fundamentalna wtasnosé¢ ¢q)

(idg,¢1)opry

1,idg )opr,
G x (o} GxG G x (o} (PPN o g
PoopTy ¢z PoopTy &
¢ ¢

= Vyea @ 92(9,01(9)) =e=¢2(#1(9),9) -

Grupa przeciwna do (G, ¢2,¢1,¢0) to grupa (G, 5", ¢1,¢0) z dzialaniem
danym wzorem

o = daoT.

Grupa przemienna (zwana tez abelowa) to taka, w ktorej dzialanie grupowe
jest przemienne, co wyraza diagram przemienny (wypisany wraz z rOwnowaznym
zdaniem logicznym)

GxG—5GxG

X‘ }52 = Vgnea t ¢2(9,h) = ¢2(h,g),

G

a zatem taka, ktora jest kanonicznie izomorficzna z grupa do niej przeciwna,

(G7¢23¢17¢0) iq;G (G?¢Spp7¢l7¢0) .

PRZYKLAD(Y) 15.

(1) Grupa trywialna: ({e},(e,e) — e,e— e, {o} —>e).

(2) Grupa liczb zespolonych o module jednostkowym: (U(1),-c,7 e —> (1,0)).

(3) Przyklady arytmetyczne (w ktorych opuszczamy oczywiste elementy struk-
tury):

(Za +)a (Q7 +)7 (R7 +)’ (C> +C)a (Qxa ')7 (Rxa ')a (CX, 'C)a (Q>07 ')a (R>O, )

(4) Dla dowolnej grupy przemiennej (G, @2, d1,¢o) i dowolnego zbioru niepu-
stego S okre$lamy grupe przemienna (Map(S,G),ag,al,ao), ktorej no-
$nikiem jest zbiér odwzorowan z S w G z dzialaniem 2-argumentowym
q~52 indukowanym przez ¢ wedle formuly:

Go(f1,f2) S — G+ s b2 (fi(5), f2(s))
zapisanej dla dowolnych fi, f2 € Map(S,G), z dzialaniem l-argumento-
wym ¢ indukowanym przez ¢; wedle formuty:
G1(f) : S— G s— 1 (f(5)),
zapisanej dla dowolnego f € Map(S,G), oraz z dziatlaniem 0-argumento-

wym 50 indukowanym przez ¢y wedle formuty:

50(0) : S— G : s> ¢p(e).
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(5) Interesujacym uogoélnieniem konstrukcji grupy symetrycznej, znajdujacym
zastosowanie w mechanice plynéow (w kontekscie teorii mieszania chaotycz-
nego), topologiczej kwantowej teorii pola, topologicznej teorii informacji
kwantowe]j (zajmujacej sie, m.in., rozwijaniem koncepcji topologicznego
komputera kwantowego) i niskowymiarowe] topologii, jest grupa warko-
czy. Wykorzystujac jej prosta geometryczng realizacje, podamy ponizej jej
definicje opisowa, ktora pozwala uniknaé¢ przeciazenia pojeciowego. Czy-
telnik zainteresowany rygorystycznym opisem grupy warkoczy i jej zasto-
sowaniami w nowoczesnej fizyce i matematyce moze siegna¢ do opracowan
specjalistycznych takich jak, np., [ , , |

Rozwazmy dwa n-elementowe zbiory, ¥, i X_, punktéw wspoéltlinio-
wych lezacych na dowolnej plaszczyznie II ¢ R*3, zaktadajac przy tym,
ze proste A, i A_ wyznaczone przez zbiory ¥, i X_, odpowiednio, sg
do siebie réwnolegte. Punktom ze zbioru Y. przypiszemy indeksy na-
turalne od 1 do n, w kolejnosci ich ulozenia na prostej A., przy czym
kierunek wzrostu indeksu przyjmujemy wspoélny dla obu prostych. War-
kocz o n pasmach to uklad w utworzony przez n nieprzecinajacych sie
sciezek (czyli odcinkow krzywych) laczacych punkty zbioru 3, z punk-
tami zbioru _ w taki sposéb, ze kazdy punkt zbioru X, jest polaczony
z dokladnie jednym punktem zbioru ¥_ (tj. warkocz zadaje permutacje
zbioru 1,n, ktéra liczbie k € 1,n indeksujacej punkt na prostej A, z kto-
rej wychodzi $ciezka, przyporzadkowuje liczbe bedaca indeksem punktu
na prostej A_, w ktorym $ciezka ta sie konczy'), a ponadto na §ciezkach
nie wystepuja petle i przeciecie kazdej prostej A c IT réwnoleglej do A,
ze zbiorem §ciezek jest albo puste (gdy A biegnie na zewnatrz obszaru
(paska) = rozdzielajacego A, i A_), albo zawiera doktadnie n punktow
(gdy A c E). Umawiamy sie przy tym, ze bedziemy utozsamia¢ uklady
Sciezek, ktore mozna naltozy¢ na siebie poprzez ciggtg deformacje Sciezek
w R*® zachowujaca punkty ich zaczepienia. Taks deformacje okreslimy
mianem izotopii warkocza. Zbior wszystkich klas [w] izotopii warkoczy
w o n pasmach bedziemy oznaczaé¢ symbolem B,,.

Warkocze przedstawiamy w postaci diagramoéw warkoczowych sta-
nowiacych rzut warkocza na ptaszczyzne I, na ktérym zaznaczamy sposéb
krzyzowania sie $ciezek (Sciezka biegnaca z lewa na prawo moze przecho-
dzi¢ powyzej lub ponizej $ciezek na prawo od niej). Przyktadem diagramu
warkoczowego (dla warkocza o 4 pasmach) jest

o
o
[ JoV)
o

1Przyjmujerny konwencje naturalistyczna, wedle ktorej ,wlosy rosng w dot”.
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Odpowiada mu permutacja (14)(23). Nie jest natomiast diagramem war-
koczowym (zaden diagram zawierajacy jako poddiagram)

4

Jak jasno wynika z opisu ogélnego i powyzszej ilustracji, réznica miedzy
warkoczami a indukowanymi przez nie permutacjami z &,, polega na
tym, ze w w procesie indukcji tracona jest informacja o tym, czy $ciezka
wychodzaca z punktu odpowiadajacego elementowi nosnika permutacji
opisywanej przez dany uktad §ciezek biegnie powyzej czy ponizej Sciezek
pozostalych na swej drodze ku obrazowi tegoz punktu wzgledem rzeczonej
permutacji. Roznica ta, z pozoru drobna, ma kolosalne konsekwencje
dla struktury grupy zbudowanej na bazie warkoczy, ktéra opiszemy w
nastepnej kolejnosci.
Grupa (Artina) warkoczy o n pasmach to czworka

(%na *7IHV7 o 1)

zlozona z nastepujacych elementow:

e B, to wprowadzony wcze$niej zbiér klas izotopii warkoczy o n pa-
smach;

e operacja 2-argumentowa * : B2 — B, : ([wz],[wi]) —
[wo +U_ w1y ] przyporzadkowuje klasom izotopii warkoczy we i wiq
(traktowanych jako podzbiory w miezaleznych kopiach R*3) klase
izotopii warkocza ws ;U_w7 otrzymanego przez utozsamienie, zazna-
czone symbolem U_, prostej] A_ warkocza w; z prosta A, warkocza
wg W taki sposob, ze punkty o tych samych indeksach przechodza na

siebie, np.
1 2 3 4
.\ .\ L ] [ ]
\
2 3 4 \
[ J [ J

e operacja l-argumentowa Inv : B, O : [w] — [R(w)] przypo-
rzadkowuje klasie izotopii warkocza w klase izotopii warkocza R(w)
otrzymanego przez odbicie w w prostej Ag c Il réwnoleglej do A, i
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lezacej w polowie odlegtosci miedzy A, i A_, np.
1 2 3 4 1 2 3 4
[ ] .\ ( ] [ ] [} L] ® /.
\ /
C %
R \ - :
\
/\ Q/
o . o e o e °
1 2 3 4 1 2 3 4

e clement neutralny 1 wzgledem = bedacy klasa izotopii warkocza
trywialnego ztozonego z n odcinkéw (prostych) wzajem rownoleglych,
z ktorych k-ty biegnie od punktu o indeksie k na prostej A, do
punktu o tym samym indeksie na prostej A_, np.

3 4
* *
o
o
o
¢
3 4

- @
N e——————— o

Grupe warkoczy mozna takze zdefiniowaé¢ w nieco bardziej abstrakcyjny,
tj. czysto algebraiczny sposéb, a mianowicie przez wypisanie zupelnego
ukladu relacji® spelnianych przez zbiér generatoréw grupy. Wychodzac
od powyzszej reprezentacji geometrycznej, jako generatory wybieramy
klasy izotopii warkoczy o pasmach wychodzacych z punktéw o indeksach
ie€l,n—-1 oraz v+ 1 jednokrotnie skrzyzowanych ze sobg w taki sposéb,
ze pasmo wychodzcace z punktu o indeksie nizszym przechodzi na od-
no$nym diagramie warkoczowym ponad pasmem o indeksie wyzszym, i o
pozostatych pasmach niesplecionych,

1 2 -1 7 1+1 1+2 n
* * * ’ 4 *
| | | | |
| | | / | |
W= | | | |
v | | | | |-
| | | | |
| | |
' ' ' ® ®
1 2 1—1 7 7+1 1+2 n

Generatory te spelniaja nastepujace relacje, wypisane dla dowolnych in-
dekséw ie€l,n—-2 oraz j,kel,n-1,

[Ti] * [Ti+1] * [Ti] = [Ti+1] * [Tl] * [Tz‘+1],

lj—kl22 = [7]*[7] = [m] * [15].

Mozna wykazaé, ze dowolna grupa o n generatorach spetniajacych powyz-
sze relacje jest kanonicznie izomorficzna z geometryczna grupa 8,,, patrz:
[ , Rozdz. 1].

v
NOTACJA 4. Dwa najbardziej rozpowszechnione zapisy dla grup to

2Zupelnoéé uktadu oznacza, ze dowolna relacja miedzy generatorami jest konsekwencja relacji
z uktadu.
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e zapis multyplikatywny (¢, ¢1,€) = ( =M,Inv=(-)7}, 1) =(mnozenie, od-
wrotno$é, jedynka), w ktorym wprowadzamy pojecie potegi

Vne]N\{O} Vgea : gti=g-g-rg A g Tti= g_l.g_l.....g_17 Ve gO =e,
— [ S —
n razy n razy

o oczywistych wtasnosciach:

vm,ne]I\T\{O} VQEG : gm _gn = gm+n A Inv(g”) = g—n .

e zapis addytywny (¢2,d1,€) = (+= A, P =—(-),0) =(przeciwnoé¢, dodawa-
nie, zero), w ktéorym wprowadzamy pojecie krotnosci

Voenagoy Vgeq  ngi=g+g+-+g A —ng:=(-g)+(-g)++(-9g),
——
n razy n razy
(5.1) Vgec : 0g:=0,

o oczywistych wtasnosciach:

Vinewnnfo} Vgeg @ mg+ng=(m+n)g A P(ng)=-ng.
Ten ostatni najczesciej stosuje sie w odniesieniu do grup przemiennych. Ponizej
bedziemy (niemal) konsekwentnie uzywaé zapisu multyplikatywnego.

* * *

STWIERDZENIE 23. W dowolnej grupie element neutralny oraz element
odwrotny do danego sq¢ okreslone jednoznacznie.

STWIERDZENIE 24. Niechaj (G, ¢o =) bedzie potgrupa jok w Def. 4 i niech
er, bedzie lewostronnym elementem neutralnym wzgledem ¢, tj.

vgeG cer-g=g9,
a ponadto niech
Voeo Jgvec = 9" g=cer.
Wowczas

(i) Vgec : g 9" =eL.
(il) er jest elementem neutralnym wzgledem ¢o (obustronnym,).

Dowdd:

Ad (i) Zachodzi ¢¥-(g9-9Y)=(g9"-9) 9" =er-g" =g", zatem g-¢g¥ =€ -(g-g") =
((g")"-9")-(g-9")=(9")"-g" =eL.
Ad (ii) Na mocy powyzszego g-er =g-(9"-9)=(9-9")-g=erL-g=g.

Podstawowe wtasnosci operacji ¢; = Inv zbiera

STWIERDZENIE 25. W notacji (multyplikatywnej) Def. 32 zachodzi
(i) InvolInv=idg;
(i) Invo M = M o (Inv x Inv) o 7¢;
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(iil) Vgnkea : g-h=k < g=k-h™' < h=g"'-k.

Dowdd:
Ad (i) Aksjomat (G2) mozemy przepisa¢ w postaci
Vet g9 ' =e,
a stad wynika, ze g jest odwrotnoéciag g~! (por. Stw.24), co w §wietle
Stw. 23 daje teze.
Ad (ii) Sprawdzamy, dla dowolnych g,h € G, ze h™'-g! jest — w istocie — od-
wrotnoscia ¢g- h,
(g-h)- (b g )=g-(h-n7") g =g-e gt =g-g7" =e,
co daje teze na mocy Stw. 23.
Ad (i) g-h=k < g=g-e=g-(h-h7') =(g-h)-h* = k-h™". Drugiej
réwnowaznosci dowodzimy analogicznie.

O

DEFINICJA 33. Niechaj (G, @3 =+, ¢1,¢0) bedzie grupa i niech S c G bedzie
podzbiorem jej no$nika o wtasnosci
VgeG 3 news{o} P g=T1-Tg Ty
T1,T2,...,Ln€S
Woéwcezas S nazywamy zbiorem generatorow grupy G, o samej za$ grupie mo-
wimy, ze jest generowana przez zbior S, co zapisujemy jako

G=(S).

PRZYKLAD(Y) 16.
(1) Grupa symetryczna na zbiorze X jest generowana przez zbiér wszystkich
transpozycji, tj. permutacji postaci
z, gdy x ¢ {zo,y0}
Tao 9o X O x— Yo , gdym:xo
zo, gdy ¥ =yo
Stwierdzenie to udowodnimy w dziale 7.
(2) Grupa reszt modulo n € N\{0} (z dodawaniem modulo n) jest generowana
przez element [1],,.

v

DEFINICJA 34. W notacji Def. 32 podgrupa grupy (G, ¢2,d1,00) to czwor-
ka (H,p2,d1,00), w ktorej H jest podzbiorem G o nastepujacych wlasnosciach:

(SG1) ¢2 : H*? — H c G;
(SG2) ¢ : H— Hcd(.

Moéwimy, ze operacje grupowe ograniczone do H domykaja sie w H.



5. GRUPY - STRUKTURY OGOLNE

PRZYKLAD(Y) 17.

58
(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(5.2)

Grupa ( (VAR A (1,0)) pierwiastkow stopnia n € IN\ {0} jest podgrupa
grupy (U(l)? ‘Cy5y (17 0))
Grupa ortogonalna stopnia 2 nad R o no$niku

O@2,R):={ MeGL(2,R) | M"-M=(}9)=M-M"},
zdefiniowanym w terminach operacji transpozycji macierzy

T

(25)"=(5).

ktory wyposazamy w operacje indukowane z pelnej grupy liniowej, jest
podgrupa tejze. B
Podgrupy grupy homografii uzwarconej ptaszczyzny zespolonej C := C u
{oo}, tj. odwzorowan postaci

a-z+b

h:CO: z+—> a,b,c,deC, a-d-b-c#0,

c-z+d’
to, m.in., grupa jednoktadnosci ptaszczyzny o §rodku (0,0) (czyli skalo-
wan), tj. odwzorowan postaci

J(AO,O):@O:Z'—>/\~Z, AeR™,
grupa przesunie¢ na plaszczyznie, tj. odwzorowan postaci

T(vl, : @O Z'—>Z+(’U1,U2),

’UQ)

oraz grupa obrotow plaszczyzny o srodku (0,0), tj. odwzorowan postaci
R?O,O) :@O:zn—>ei9-z, felR.

Latwo mozna pokazaé, ze zbidr wszystkich opisanych wyzej jednoktadno-
§ci, przesuniec i obrotéw generuje grupe homografii uzwarconej plaszczy-
zny zespolone;j.

Przyklady arytmetyczne: (Z,+),(Q,+) i (R,+) to podgrupy (C,+¢);
(Q%,-) i (R,-) to podgrupy (C*,-¢); (Qs0,) to podgrupa (Rso,)-
Niechaj (G,¢2 = -,¢1 = ()7}, ¢9) bedzie grupa i niech A, B ¢ G beda
podgrupami G. Komutant podgrup A i B to podgrupa [A,B] c G
generowana przez wszystkie elementy G postaci

[gah]::g'h'gil'hila gah€G7

zwane komutatorami. W szczegblnosci, grupa [G,G] = G’ nosi miano
komutanta (lub inaczej pochodnej) grupy G. Jasnym jest, ze grupa
G jest przemienna, gdy jej komutant jest trywialny. Przykladem komu-
tanta jest grupa alternujaca na zbiorze X,

Q[X = [6){,6){].

W dziale 7 zapoznamy sie z alternatywng definicja tej podgrupy, wysto-
wiong w terminach znaku tworzacych ja permutacji.

v

STWIERDZENIE 26. Kazda podgrupa grupy danej jest grupg.
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Uzyteczne wlasnosci podgrup zbiera
STWIERDZENIE 27. Niechaj (G, ¢2, ¢1,¢0) bedzie grupg i niech A,B,C c
G bedg podgrupami G, przy czym C c B. Wowczas
(i) An B jest podgrupg G.
(i) (AnB)-C=(A-C)nB (Prawo Dedekinda).
(iii) (AnB=AnC A A-B=A-C) = B=C.

Dowdd: Na ¢wiczeniach. O

Przejdziemy teraz do dyskusji odwzorowan miedzy grupami, ktoére zachowuja
strukture grupy.

DEFINICJA 35. W notacji Def. 32 homomorfizm grupy (G(l),(j)gl), §1)7
¢(()1)) W grupe (G<2),¢§2), ¢§2),¢52>) to odwzorowanie
X - cM ., a®

o wlasnosci wyrazonej przez diagram przemienny (wypisany wraz z rownowaznym
zdaniem logicznym):

(1)
a o 2w
(GH) xxxl lx - Vghea X"(ggl)(g’h) .
=0y (x(9),x(h))
GO e @ ’
3>

Jak poprzednio w oczywisty sposéb wyrdzniamy
e monomorfizmy (homomorfizmy injektywne, G(*) » G(?));
epimorfizmy (homomorfizmy surjektywne, G(1) - G(?));

izomorfizmy (homomorfizmy bijektywne, G1), =4 3(2));

endomorfizmy (homomorfizmy wewnetrzne, G? = GV (9);
automorfizmy (bijektywne homomorfizmy wewnetrzne).

PRZYKLAD(Y) 18.
(1) Odwzorowanie Z/27 — Z[4Z : [k]a — [2k]4 jest monomorfizmem.
(2) Odwzorowanie O(2,R) — /1 : (24) > a-d-b-c jest epimorfizmem.
(3) Odwzorowanie /1 —> Z/nZ : €% > [k]n, n e N~ {0,1} jest izo-
morfizmem.
(4) Odwzorowanie

Co ) ey, gdy o ey,
Slayey O 0 { Toy w przeciwnym przypadku
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jest endomorfizmem &y, , ).

(5) Odwzorowanie Z/(2n + 1)Z O : [klan+s1 — 2[Kk]2n+1 jest automorfi-
zmem.

(6) Przyklady arytmetyczne (opuszczamy oczywiste elementy struktury):

(GO, 67) | (G2, 657 X typ
(Rso,") (Rso,*) T — x4, % € Q | injektywny endomorfizm
(Rso,") (R, +) x+— logx izomorfizm
(R, +) (Rso,-) x— e X eRX izomorfizm
(C*¢) (C*e) Z—Z automorfizm
(C,+¢) (C,+¢) Z2—Z i/w
(C*¢) (Rso,-) 2 — |z epimorfizm
(R,+) (U(),¢) | zre?® XeRX epimorfizm

(7) Kazda podgrupa H c G zadaje kanoniczny monomorfizm jy : H - G,
zwany standardowym wlozeniem, ktory utozsamia elementy H trak-
towanego jako niezalezny zbidér z tymi samymi elementami H traktowa-
nego jako podzbior G.

(8) Operacja l-argumentowa ¢, : G (O zadaje izomorfizm miedzy grupa G
a przeciwng do niej.

v
Proste wlasno$ci homomorfizmu w odniesieniu do pozostatych elementéw struktury
grupy zbiera

STWIERDZENIE 28. W notacji Def. 35 ponizsze diagramy sq¢ przemienne:

(i) (transport elementu neutralnego)

O
{o} —2—— G

s

a3
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(ii) (zgodnosé z braniem odwrotnosci)
e
gt q

Dowdd:
Ad (i) x(eM) @) x(e®) = x(eM -1y €M) = x(eV), ale G jest grupa, wiec
istnieje y(e™) ™! e G?), a zatem

x(e) = e® ) x(e™) = x(eM) () x(e) () x ()

(1)1 (M) = @ |

= x(e (2) x(e
Ad (ii) Sprawdzamy, dla dowolnego g € GV, ze x(g~!) jest — wobec powyzszego
— odwrotnoscia x(g),

X(97") @) x(9) =x(g7" -y 9) = x(e)) =),

co na mocy Stw. 23 daje teze.

Szczegdlny typ homomorfizméw grup opisuje

STWIERDZENIE 29. Niechaj (G, ¢2,01,00) bedzie grupg, Aut(G) zas —
zbiorem jej automorfizmow. Wowczas czwirka
(Aut(@), 0, ()", {o} = idc)
jest grupq, okreslang mianem grupy automorfizméw G.
Odwzorowania postaci
Ady, : GO : g—h-g-h7", heG,

sq automorfizmami G, 2wanymi automorfizmami wewnetrznymi. Tworzq one
podgrupe Inn(G) c Aut(G) okreslang jako grupa automorfizméw wewnetrz-
nych G. Kazdy automorfizm z Aut(G) ~ Inn(G) okreslamy mianem automorfi-
zmu zewnetrznego.

Odwzorowanie

Ad : G—Inn(G) : g— Ad,

jest epimorfizmem grup.

Mamy oczywiste

STWIERDZENIE 30. Grupa automorfizmow wewnetrznych grupy przemien-
nej jest trywialna.
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PRZYKLAD(Y) 19.

(1) Grupa Z/57, jako grupa przemienna, nie posiada nietrywialnych auto-
morfizméw wewnetrznych. Jej grupa automorfizmoéw to — jak tatwo stwier-
dzi¢ na podstawie analizy mozliwych obrazow generatora [1]5 wzgledem
endomorfizmu —

AW(Z/BZ) ={ ¢, ZJSZ O : [k]s—nlk]s | nel,d}=2Z/AZ.
(2) Vnew,, @ Inn(&,) 26, oraz Vv, (e @ Aut(S,) 2 Inn(S,).
v

W dalszej czesci wykladu dokonamy bardziej wnikliwej analizy struktury ho-
momorfizmu grup.

DEFINICJA 36. W notacji Def. 35 jadro homomorfizmu to podzbior

Kery={geG® | x(g)=¢?},

natomiast obraz homomorfizmu to podzbi6r

Imyx:={ge G® | Jnecr = g=x(h) } = X(G(l))-

STWIERDZENIE 31. W notacji Def. 35 i 36 Kery jest podgrupg G,

Dowdd:

(1) g,heKerx = x(g-1)h) = x(9) @) x(h) = @ -3y e = e —
g1y h e Kerx.

2) geKerx = x(v(9)) = v (x(9)) = v (e?) = @ —
Inv(l)(g) € Ker x.

STWIERDZENIE 32. W notacji Def. 35 i 36 Tmx jest podgrupg G3.

Dowdd:
(1) g,helmy <= 3 e : (g=x(a) A h=x()) = g @h=
x(a) -2y x(b) = x(a-1yb) e Imx.
(2) g eImy <= Jom ¢ g=x(a) = v (g) = v® (x(a)) =
X (Inv(l)(a)) € Im .
O
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PRZYKEAD(Y) 20.
(1) Jadrem epimorfizmu z przyktadu 18 (2) jest grupa specjalna ortogo-
nalna stopnia 2 nad R, o nos$niku dopuszczajacym naturalng parame-
tryzacje:
SO(2R)={ (< ins) | feR}.
(2) Jadrem epimorfizmu || z przyktadu 18 (6) jest podgrupa U(1) c C*.
(3) Jadrem epimorfizmu e, X € R* jest podgrupa %* Z c R.
(4) Jadrem epimorfizmu Ad. ze Stw.29 jest podgrupa Z(G) c G.

Przyjrzymy sie blizej jadru homomorfizmu.
STWIERDZENIE 33. W notacji Def. 35 i 86 x jest monomorfizmem <—>
Kery = {eM}.
]

Dowdd:
= x(eM) =e® zatem x(g) = e® implikuje g =e™) wobec injektywnosci

X-
< x(¢9)=x(h) <= x (g ‘(1) Inv(l)(h)) = e?) | ale wobec trywialnosci Ker y

to implikuje g-(1) Inv(l)(h) = e(l), czyli g = h.
O

5.2. Warstwy i grupy ilorazowe
Przypomnijmy nastepujace pojecie znane z kursu analizy matematycznej.

DEFINICJA 37. Niechaj X,Y beda zbiorami i niech bedzie dane odwzoro-

wanie f : X — Y. Poziomica (albo przeciwobraz) podzbioru Z c f(X)

wzgledem [ to podzbior
fU2)={zeX | f(x)eZ}.

STWIERDZENIE 34. W notacji Def. 35, 36 i 37
Kery =x" ({e(2>}) .

Odpowiedzi na pytanie o postaé¢ pozostatych poziomic dostarcza
STWIERDZENIE 35. W notacji Def. 35, 36 oraz 37 i dla dowolnego g € GV

stuszng jest formuta
X {x(@)) ={gnh | heKerx}=gKery.
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Dowsd: z < x ({x(9)}) = x(@)=x(g) = x(IvD(g)-z)=e? =
Inv(l)(g)-(l)xEKerX < JheKery * T=9-1) h- ]

Powyzsza analiza dopuszcza nastepujace uogélnienie.

DEFINICJA 38. W notacji Def. 34 warstwa lewostronna wzgledem pod-
grupy H w grupie G to zbior
gH:=={g-h | heH}
dla pewnego g € G. Analogicznie definiujemy warstwe prawostronna wzgledem
podgrupy H w grupie G,
Hg:={h-g | heH}.

A
STWIERDZENIE 36. W notacji Def. 34 i 38 zachodzi
Voo © lgH|=H],

przy czym | X| oznacza moc zbioru X.
]

Dowdd: Pozadana bijekcja to

H—gH : h+—g-h.

(Il

DEFINICJA 39. W notacji Def. 38 indeksem (lewostronnym) podgrupy
H w grupie G nazywamy moc zbioru warstw (lewostronnych) wzgledem H w G,

(G:H)={gH | geG}|
A

STWIERDZENIE 37. W notacji Def. 34 i 38 relacja na G zadana, jok na-
stepugje:

a~gb < aebH,

jest relacjg rownowaznosci.

Dowod:

(1) Na mocy Stw.26 e € H, ale w takim razie a =a-ecaH, zatem a ~g a.

(2) a~gb < 3pey : a=b-h = b=a-h", ale na mocy Stw.26
he H = h™'e H, cow sumie oznacza, ze be aH, czyli b~y a.

(3) a~gb A brgc < Fpppem : (a=b-hy A b=c-hy) = a=
c-(hy-he)ecH < a~gec.
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COROLLARIUM 3. Dowolna podgrupa grupy danej zadaje rozktad tej ostat-
niej na sume roztgezng rownolicznych warstw (wzgledem tejze podgrupy).
[

PRZYKEAD(Y) 21.
(1) Rozktad grupy Z/6Z na warstwy wzgledem podgrupy {[0]s,[3]6} = Z/2Z
to

Z[6Z = ([0]6 +¢ Z[2Z) v ([1]6 +6 Z/2Z) v ([2]6 +6 Z/2Z) .

(2) Rozktad grupy Gx na (lewostronne) warstwy wzgledem podgrupy 2x
to

GX = idX Q[X U Tzo,y0 lex,

przy czym para (Zg,yo) (nietozsamych) elementéw X jest wybrana do-
wolnie.

(3) Rozktad grupy O(2,R) na (lewostronne) warstwy wzgledem podgrupy
SO(2,R) to

O(QvR) = ((1) (1)) SO(QvR) U ((1) —01) SO(2vR)

(4) Prostej ilustracji geometrycznej pojecia warstwy dostarcza teoria liczb
zespolonych. Ustalmy (z¢,y0) € C*, a wtedy zbior
R.(z0,%0) :=={ A\(20,%0)€C | AeR}
jest wyposazony w naturalna strukture grupy (przemiennej) wzgledem
operacji (+¢,—(-),® — (0,0)). Grupa ta jest izomorficzna z R, a jej geo-
metrycznym przedstawieniem jest prosta na plaszczyznie R? przecho-
dzaca przez punkty o wspotrzednych (0,0) i (xg,y0). Warstwy wzgledem
tej podgrupy reprezentuja proste rownolegle do tej ostatniej. W szczegol-
nosci, dla (xg,y0) := (1,0) otrzymujemy rozktad (rozwarstwienie) plasz-
czyzny zespolonej na rodzine prostych

C= U ((0,9) +c R(1,0)) .

yeR
v

Warto réwniez przytoczy¢ w formie prostego wniosku z dwoch ostatnich stwierdzen
do$¢ nieoczekiwang wlasnoéé¢ grup skoriczonych.

COROLLARIUM 4. (Twierdzenie Lagrange’a) Przyjmijmy notacje Def. 32 i
34. 39. Wowczas zachodzi tozsamosé

(5.3) |G| =|H|- (G : H).
W szczegdlnosci wiec moc dowolnej podgrupy grupy skoniczonej jest dzielnikiem mocy

grupy.
| |
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W dalszej czeici wyktadu dokonamy abstrakcji pewnej oczywistej cechy pod-
grupy Kerx (zadanej przez dowolny homomorfizm grup x), ktéra pozwoli precy-
zyjniej scharakteryzowaé kazda taka podgrupe.

STWIERDZENIE 38. W notacji Def. 34, 85, 36 i 38 zachodzi
Vo 971 Kerx =Kerx-(1) 9,

albo — rownowaznie —

Voeam gy Kerx ) Inv(y)(g) = Kerx.

Dowdd: Niech g ¢ GOV, a wtedy h € Ker y = X(g ‘b1 Inv(l)(g)) =x(9) ‘(2
x(h) @) x (Tnv1y (9)) = x(9) @) e @ x (v (9) = x(9) @) x (Tnvy(9)) =

X(g~(1) Inv(l)(g)) = x(eqy) = e(2), zatem g -1y Kerx -1y Inv(1y(g) c Kerx. I od-
wrotnie, niech h € Ker x, a wtedy zachodzi — w konsekwencji poprzednio udowod-

nionego zawierania — h = g-(1) (Inv(l)(g) ‘(b1 g) 1) Inv(1y(9) € 9-1) Ker x -1
Inv(1y(g)- O

DEFINICJA 40. W notacji Def.34 i 38 dzielnik normalny (albo inaczej
podgrupa normalna) grupy (G, o2, ¢1,¢0) to jej podgrupa (o nosniku) H c G
o wlasnosci

Vgea * gH c Hg.
Rownowazna definicja to
Vgea gHgf1 cH,
czyli tez — wobec dowolnosci g (obok ktérego mozemy rozwazaé g*) —
vgeG : gH971 =H.

PRZYKLAD(Y) 22.
(1) Dla dowolnej liczby n € IN podgrupa nZ (wielokrotnosci n) jest dzielni-
kiem normalnym Z.
(2) Podgrupa [G,G] dowolnej grupy G. Istotnie, dla dowolnych elementow
z,g,h € G zachodzi tozsamosé

Adx[gah] = ['Tg7h] ! [ham] € [GvG] :
W szczegblnosci zatem grupa alternujaca na zbiorze X jest dzielnikiem
normalnym grupy symetrycznej na X.
(3) Podgrupa Inn(G) c Aut(G) automorfizméw wewnetrznych dowolnej gru-
py G. Wynika to z oczywistej tozsamosci

Vyeaut(@) X0 Adgox = Ady (g € Tan(G).
geG
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Prawdziwe jest ogélne

STWIERDZENIE 39. Kazda podgrupa grupy przemiennej jest normalna.

Dyskusja istnienia dzielnikéw normalnych grupy danej prowadzi do naturalnej

DEFINICJA 41. Grupa prosta to taka, ktéra nie posiada podgrup nor-
malnych wtasciwych i nietrywialnych, tj. réznych od calej grupy i od podgrupy
trywialne;j.

A

PRZYKEAD(Y) 23. Grupa alternujaca na zbiorze X omocy |X|# 4. (Dowod
na ¢wiczeniach.)

v

W przypadku ogélnym pokazemy, ze kazdy dzielnik normalny jest jadrem pewnego
homomorfizmu, co doprowadzi nas do pojecia grupy ilorazowe;j.

STWIERDZENIE 40. W notacji Def. 34, 38 i 40 struktura grupy na grupie
G i jej dzielniku normalnym H c G indukuje naturalng strukture grupy na zbiorze
warstw (lewostronnych, a wiec tez — w tym przypadku — prawostronnych)

G/H:={gH | geG}

okreslong, jak nastepuje (ponizej g,g1,92 € G sq dowolne)

e mnozenie: g1H © goH :=g1H - g2 H;
e odwrotnosé: Invgy(gH) =g "H;
e jedynka: 1y = H.

Dowdd: Pokazemy najpierw, ze ¢1H,goH € G/H —> ¢g1H © goH € G/H. Istotnie,
gHogH = {gi-hi-g2-ha | hi,hoeH}

{g1-92- (92" h1-g2) ho | hi,haeH}

= {gi-g2hi-ho | hiyhoeH}={gi-go-h | heH}

(91-92)H e G/H

przy czym przedostatnia réwnosé wynika z tozsamosci H-H = H. Lacznosé dziatania
grupowego - implikuje natychmiast tacznosé¢ ©.

Wobec powyzszego jest tez ¢ H © gH = H, a ponadto ¢H © H = gH, czyli —
istotnie — H jest elementem neutralnym ® i g~'H jest odwrotnoscia gH. O
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DEFINICJA 42. W notacji Def. 34 i 38 oraz Stw. 40 grupa ilorazowa grupy
(G, ¢2, P1,00) wzgledem dzielnika normalnego H to grupa

(G/H, [ON IHVG/H, {0} — H) .
Homomorfizm kanoniczny grupy G w jej grupe ilorazowa G/H to odwzo-
rowanie

g+ G>G[H : g— gH.

Bywa ono tez nazywane rzutem kanonicznym modulo H.

PRZYKLAD(Y) 24.

(1) Opisana wcze$niej struktura grupy (przemiennej) na zbiorze Z/nZ reszt
modulo n € NN\ {0} (z dodawaniem modulo n) to struktura grupy ilorazo-
wej na zbiorze warstw w Z wzgledem dzielnika normalnego nZ.

(2) Grupa automorfizméw zewnetrznych (zwana takze — bardziej ade-
kwatnie® — grupa klas automorfizméw)

Out(@) = Aut(G)/Inn(G) .

5.3. Ciagi dokladne i rozszerzenia grup

Para homomorfizméw (jr,7g/m ), ktora zapiszemy w postaci

TG/H

HX2.q G/H
spelnia oczywista relacje
Kermg /g =Im g .

Wyraza ona, w potaczeniu ze Stw. 38, zapowiedziane wezesniej utozsamienie pomie-
dzy dzielnikami normalnymi a jadrami homomorfizméw. Jej abstrakcje opisuje

DEFINICJA 43. Niechaj (G, 6{",¢{, ¢{*)), a € {1,2,3} bedzie trojka
grup i niech x(g) : G — G+ B e {1,2} bedzie parg homomorfizméw grup.
Piatke

X(1) X(2)

a® eltd a®)
nazywamy ciagiem dokladnym (grup), jezeli
Ker x(2) =Im (1) -
Ogolniej, rodzina grup i stowarzyszonych homomorfizméw opisana diagramem
aM fels: G

nosi miano ciggu doktadnego, jesli

X(1) ) X(2) X(n-1)

Vet ¢+ Kerx(pen) =Imx ) -

3Naleiy zauwazy¢, ze elementami Out(G) nie sa automorfizmy zewnetrzne G, lecz ich war-
stwy w Aut(G).
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Krotki ciag dokladny to ciag doktadny szczegolnej postaci
eltd

w ktérym spetniona jest koniunkcja warunkoéw:

1—> G(l) X(1) X(2) G(3) —1,

(1) x(1) jest mono;
(2) Xx(2) jest epi;
(3) Kerx(g) = Imx(l).
Trojke (G(Q),X(l),x(2)) nazywamy wtedy rozszerzeniem grupy G®) przez
grupe G, Przy tym ilekro¢ Im () c ff(G(z)), méwimy o rozszerzeniu cen-
tralnym? (mozliwym wtedy tylko, gdy G jest przemienna).
A

PRZYKLAD(Y) 25. Niechaj (G, ¢2,d1,¢P9) bedzie dowolng grupa, H c G
za$ — jej dzielnikiem normalnym. Wéwczas diagram

(5.4) 1—>H]—H>GE>G/H—>1

zadaje krétki ciag doktadny. Kazdy ciag dokladny tej postaci bedziemy odtad
nazywa¢ normalnym ciggiem dokladnym. Waznym przykladem takiego ciagu
jest

B, g L R)20Z — 1,

w ktorym 277 i R nalezy rozumieé jako nosniki struktury grupy zadawanej przez
dodawanie liczb (rzeczywistych). Wobec oczywistej relacji

Kere" = 217

1— 277

wypisanej dla epimorfizmu grup z Przykl. 18 (6), dostajemy — na mocy Tw.5.1 —
R/277Z = U(1),

co pozwala przepisa¢ powyzszy normalny ciag dokltadny w postaci powszechnie
spotykanej w literaturze, tj.

1—21Z—R—TU(l) —1.
v

Ciagi doktadne odegraja istotng role w dyskusji struktury modutu nad pierscieniem
w Rozdz. 8 oraz wybranych zagadnien algebry homologicznej w Rozdz. 14.

Na koniec tej czesci wykltadu oméwimy wazne przykltady homomorfizmmow
indukowanych i kanonicznych, ktore

e pozwalaja nam lepiej zrozumieé¢ kanoniczng strukture dowolnego homo-
morfizmu grup, wzglednie

e wytyczaja prosta droge ku fizykalnie nader istotnej konstrukcji iloczynu
poélprostego grup, wzglednie

e ustalaja naturalng hierarchie w zbiorze grup ilorazowych wzgledem dziel-
nikéw normalnych grupy danej, wzglednie

e opisuja transport struktury dzielnika normalnego za posrednictwem ho-
momorfizmu grup.

4Rozszerzenia centralne grup odgrywaja istotna role w opisie symetrii kwantowej teorii pola.
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Zaczniemy od twierdzenia podsumowujacego dyskusje struktury jadra homomorfi-
zmu.

TWIERDZENIE 5.1 (Pierwsze twierdzenie o izomorfizmie). W notacji Def. 35,
36 i 42 oraz Stw. 40 Ker x jest dzielnikiem normalnym GO, 4 nadto istnieje ka-
noniczny izomorfizm grup

GW /Ker x = Im y.

Dowdd: Pierwsza cze$¢ twierdzenia wynika wprost ze Stw. 38, zajmiemy sie przeto
czescia druga. Zdefiniujmy odwzorowanie
A+ GW/Kery — Imy : gKery — x(g).

Latwo wida¢, ze definicja ta ma sens (tj. nie zalezy od wyboru reprezentanta war-
stwy), bowiem dla dowolnego h € gKer x zachodzi — wobec Jpexery * h =g 1)k
— tozsamos¢

(5.5) X(h) = x(g-qy k) = x(9) @) x(k) = x(9) 2) ¢® = x(9)
Odwzorowanie to jest jawnie surjektywne, gdyz h e Imy == 3,0 : h=x(g) =
A (gKerx), czyli Im A, =TIm .

Jest ono takze injektywne, co wynika z nastepujacego rozumowania (wykorzy-
stujacego Stw. 38):

A (giKerx) =\ (g2Kery) = x(g1) =x(g2) <= x(g1-1y92") =e?
— gl-(l)ggleKerX <~ ¢g; € Kerxgs = g2 Kery
— g1 Kery=g2Kery.

Na koniec przekonujemy sie, ze A, jest homomorfizmem grup,

M(g1KerxogaKerx) = A(91-)g2Kerx) =x(g1 (1) g2) = x(91) 2) x(g2)

Ax (91 Ker x) -(2) Ax (g2 Kerx) .

Prosta konsekwencja powyzszego twierdzenia jest

COROLLARIUM 5. Niechaj (G, p2,d1,P0) bedzie grupg i przyjmijmy nota-
cje Przykt. 5(2), Stw. 29 i 40 oraz Def. 2. Istnieje kanoniczny izomorfizm grup

Inn(G) 2 G/ Z(G).

Dowdd: Na mocy Stw.29 oraz Przykl. 20 (4) zachodzi
Im Ad. = Inn(G) A KerAd. = Z(G).
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Pierwsze twierdzenie o izomorfizmie pozwala réwniez dokonaé¢ kanonicznego roz-
ktadu dowolnego homomorfizmu.

TWIERDZENIE 5.2 (O uniwersalnosci rzutu kanonicznego). W notacji
Def. 35, 36 i 42 oraz Stw. 40 (dla H = Ker x) istnieje doktadnie jeden monomor-
fizm indukowany

X : G(l)/KerX - G?)
o wlasnosci
(5.6) X =X © TG /Kery -
Indukuje on — wedle Tw. 5.1 — izomorfizm
Ay G [Ker x = Imy,
co pozwala roztozyé x w postaci
X = Jimy © Ay © TG [Kery 1

gdzie Jimy : Imy < G® jest standardowym wtozeniem.

Dowdd: Istnienie A, jest oczywista konsekwencja injektywnosci ¥, por. Stw. 1.
Roéwniez jednoznaczno$é okreslenia Y jest poza wszelka watpliwos$cia wobec surjek-
tywnoscl Tga) ke - POzOstaje zatem wykazac istnienie Y. Postulujemy

X o G /Kery — G® ¢ gKery— x(g).

Powyzsza definicja ma sens, albowiem dla innego wyboru reprezentanta h = g-(1)k €
gKer x dostajemy

x(h) = x(9),

por. (5.5). Ponadto, jak latwo widaé¢, X jest homomorfizmem. Pozostaje upewnié¢
sig, ze jest to odwzorowanie injektywne, pamigtajac, ze 1ga) /kery = Ker x. Zachodzi

X(gKerx)=e®  «—  x(g)=¢? < geKery <= gKery=Kery

<~ Kery={Kerx}.

Kolejnym waznym wynikiem jest

TWIERDZENIE 5.3 (Drugie twierdzenie o izomorfizmie). Niechaj (G, ¢2, ¢1,
oo) bedzie grupg i niech H,K c G niosq strukture podgrupy G, przy czym zakla-
damy, ze H jest normalna. Wowczas K- H c G jest podgrupg, K n H c G jest
podgrupg normalng, a ponadto istnieje kanoniczny izomorfizm grup ilorazowych

K-H/H=K/(KnH).

Dowdd: Sprawdzimy najpierw, ze K - H jest podgrupa.
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(1) Niechaj (k1,h1),(k2,h2) € K x H, a wtedy — wobec Ve : gHg™' = H —
zachodzi kl'hl'kQ'hQ = (klkg)(kgl 'hl'kz'hg) eK-H.

(2) Niech teraz (k,h) € K x H. Skoro K i H sa podgrupami, to takze
(k7',h™1) e K x H, a w takim razie — wobec normalnosci H — znajdujemy
(k-h)t=ht kt=fk"t - (k-hl k) eK -H.

W nastepnym kroku rozpatrujemy odwzorowanie
¢ : K— (K-H)/H : k— (k-e)H =kH ,

ktore jest dobrze okreslone, gdyz H =eH c K- H jako podgrupa normalna. f.atwo
widaé, ze ¢ jest homomorfizmem,

(k1 ko) = (k1 -ke)H = k1 H @ ko H = p(k1) © p(k2),
a przy tym jest surjektywne, bowiem
g=k-he K-H — p(k)=kH=(k-h)H =gH .
Jadro epimorfizinu ¢ wyznaczamy w rachunku
o(k)=H < kH=H <= keH,
ale tez k € K, zatem
Kerp=KnH,

co zarazem pokazuje, ze KnH jest podgrupa (na mocy Stw.31). Tw. 5.1 odniesione
do ¢ przesadza o istnieniu pozadanego izomorfizmu kanonicznego,

K/(KnH)=K[/KerpzImp=(K-H)/H.

5.4. Iloczyn pélprosty grup w algebrze i geometrii

Powyzsze twierdzenie, pozornie dosé¢ abstrakcyjne, opisuje szeroka klase fizy-
kalnie istotnych struktur okreslanych mianem iloczynoéw (poét)prostych grup. Dla
ich oméwienia konieczne bedzie wprowadzenie dodatkowych pojeé, ktére poprze-
dzimy uwaga o charakterze ogélnym. Beda nas otéz interesowaé grupy o strukturze
iloczynowej

G=H-K

z jednoznacznym rozkladem na czynniki (z H i K) oraz prostym prawem rozkladu
dla wyniku operacji grupowej ¢-. Motywacji do tego typu rozwazan dostarcza in-
tuicyjny przyktad geometryczny. Oto mozna pokazaé, ze dowolny ruch euklidesowy
na plaszczyznie R? (tj. przeksztalcenie plaszczyzny na siebie zachowujace odle-
glodci pitagorejskie) jest zlozeniem przesuniecia Ty o pewien wektor V i obrotu
Ry o pewien kat 0 (czasem uwzgledniamy jeszcze odbicia) wzgledem wyr6znionego
punktu plaszczyzny (np. tego o wspotrzednych (0,0)),

R? —R? : z+— Ryx+V = (Ty,Ry) > .
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Powstaje naturalne pytanie o strukture grupy na zbiorze par (Ty, Ry), na ktore
odpowiedz daje prosty rachunek®:

(Tvy, Ro,) o (Tvy, Re, ) > @ = (T, Re,) > (R, + V1) = Rp, (Ro,z + Vi) + V3

R92 o Relx + (R92V1 + VQ)

(Try,vi+vys g, 0 Ry, ) > T
Jest zatem
(Tv,, Ry, ) o (Tvy, R, ) = (TR, vi4viy Ro, © Roy ) -
Wprowadzmy oznaczenia
Tv = (Tv, Ro) , Ry = (To, R),

a wtedy ogoélny element grupy ruchéw euklidesowych zapiszemy jako iloczyn prze-
suniecia i obrotu,

g:=(Tv,Rg) =Ty o Ry.
Przy mnozeniu elementéw grupy roztozonych jak wyzej dostajemy
gi10g2=Ty, o Ry, 0Ty, o Ry, = (Tv1 o Ry, o Ty, Oﬁéf) o (Eel Oﬁaz) ,
ale tez
Eg ofvoﬁgl Eﬁgofvoﬁ,g :fR9V7

czyli translacje tworza podgrupe normalna grupy ruchéw euklidesowych, a stad
ostatecznie

g1°92 = TV1+R91V2 ° §01+02 .

Tego typu struktury (tutaj: iloczyn polprosty grupy obrotéw i grupy przesunieé
plaszczyzny, ale tez grupa Poincarégo, ktora spotykamy w teorii wzglednosci!) omo-
wimy w sposéb ogblny ponize;j.

DEFINICJA 44. Niechaj (G, ¢2,¢1,¢0) bedzie grupa. Podzbiory H, K ¢ G
niosgce strukture podgrupy G okreslamy mianem istotnie rozlacznych, gdy

HnK={e}.
Tloczyn algebraiczny (no$nikéw) podgrup istotnie roztacznych zapisujemy jako
He K

i okreslamy mianem istotnie rozlacznego iloczynu grup H i K. Przy tym
grupa H jest nazywana dopelnieniem K w H e K i vice versa.

Niechaj H ¢ G. Wowczas H jest podgrupa z dopelnieniem, jesli (jest
podgrupa G oraz) istnieje podgrupa K c G spelniajaca warunek G = H o K.

A

O naturalno$ci pojecia dopelnienia w kontekscie naszych rozwazan przekonuje

STWIERDZENIE 41. Kazde dopetnienie podgrupy normalnej grupy danej
jest kanonicznie izomorficzne z grupg ilorazowq warstw wzgledem tejze podgrupy (w
grupie).

5W istocie przemycamy tutaj strukture modutu grupy ruchéw euklidesowych na zbiorze R2.
O strukturach takich powiemy wiecej juz wkrotce.
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Dowdd: W swietle Tw. 5.3 zachodzi, dla dopetnienia K podgrupy normalnej H ¢ G
grupy G,

G/H=(HeK)/H=K/(HnK)=K/{e}*K.

O
Znaczenie warunku istotnej roztacznosci eksponuje
STWIERDZENIE 42. Przyjmijmy notacje Def. /4. Wowczas
(1) ( vgeG E”(h,k)eHxK : gzh-k ) <~ G=HeK.
(11) ( vgeH-K E”(h,k)eHxK : g=h~k ) — HnK-= {6}
]

Dowdd:
Ad (i) Na to, izby Vgeg I(hk)erxx @ 9=h-k, potrzeba Gc H-K, ale H, K c
G, przeto H - K c GG, wiec ostatecznie istnienie rozktadu dla dowolnego
elementu grupy G jest réwnowazne réwnosci

G=H K.

Jego jednoznaczno$é jest trescig punktu (ii), ktorego dowodzimy w na-
stepnej kolejnosci.

Ad (ii) Niech H n K = {e}, a wtedy réwnosci hi -k = g = ha - ko zachodzace dla
(h1,k1), (ha, ko) € H x K implikuja hy'-hi =e=ko- k', czyli (hi, ki) =
(ha, k2).

Wynikanie odwrotne udowodnimy przez sprowadzenie do niedorzecz-

nosci. Niechaj g e Hn K\ {e}. Wowczas g-e = g = e-g ma rozklad jawnie
niejednoznaczny, co jest sprzeczne z zatozeniem.

]

Istnienie jednoznacznego rozkladu na elementy podgrup nie okresla jeszcze
wzglednej relacji miedzy H i K, koniecznej do zdefiniowania dzialania grupowego
na H e K = G. Najprostsza taka relacja to

Vnryerxrx * h-k=Fk-h.

Pozwala ona utozsami¢ G ¥ H x K (jako grupy). Ponizej om6éwimy nieco mniej
restryktywna strukture.

DEFINICJA 45. Przyjmijmy notacje Def. 44. Grupa G jest (wewnetrznym)
iloczynem poélprostym podgrupy H z podgrupa K, oznaczanym symbolem

G=HxK,

gdy jest ona istotnie roztacznym iloczynem H i K, przy czym H jest dzielnikiem
normalnym G. Wowczas H jest dopelnieniem normalnym K w G.
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Jesli takze K jest dzielnikiem normalnym, to G nazywamy (wewnetrznym)
iloczynem prostym podgrup H i K, piszac przy tym

G=H~xK.

H jest wtedy dopelnieniem prostym K w G (i vice versa).
A

Zajmiemy sie w pierwszej kolejnosci szczegélnym przypadkiem iloczynu poétpro-
stego, jakim jest iloczyn prosty.
STWIERDZENIE 43. W notacji Def. 44 i 45 istnieje kanoniczny izomorfizm
HxK~>*HxK,

przy czym po prawej stronie mamy tu do czynienia z zewnetrznym iloczynem
prostym grup H i K ze strukturg grupy (dziedziczong z G) zadawang przez dzia-
tanie

(b; : (HXK) X (HXK) — Hx K : ((hl,kl),(hg,kg)) > (h1°h2,k1'k2)
o elemencie neutralnym (eg,ex) (czyli tutaj (eq,eq)) oraz przez odwrotnosé

o1+ HxK O« (hk)— (W71 KT).

Dowdd: Rzeczony izomorfizm przyjmuje postaé
e: HxK —HxK : h-kw~ (h,k).

Jednoznaczno$é rozktadu w Hx K gwarantuje, ze jest on dobrze okre§lony, a nadto,
wobec réwnosci

H-Ksh-(W'k-h)=k-h=(k-h-k") - keH K,
implikuje
V(hryerxrx © h-k=k-h,
co oznacza, ze € jest homomorfizmem grup,

e(hi-ki-ho-ka) = e(hi-hy-ki-k2)=(hi-hoki-k2) =5 ((h1,k1), (ha,k2))

d)g (E(hl 'kl),é‘(hg . k2)) .
Jest on jawnie surjektywny, a przy tym ma trywialne jadro,
e(h-k)=(e,e) < h=e=k = h-k=e.
O

Struktura iloczynu prostego grup stanowi zatem banalne rozszerzenie struktury
grupy na iloczyny kartezjanskie zbiorow. O wiele ciekawsza (takze z fizykalnego
punktu widzenia) jest ogolniejsza struktura iloczynu polprostego, do ktorej przej-
dziemy obecnie.

PRZYKLAD(Y) 26.
(1) O(2,R) =SO(2,R) x{(51),(5 %)} 2SO(2,R) x Z/2Z.
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Dla dowolnego zbioru X 5 {zo,yo}, %o # yo mamy rownosé
6)( = 2[X X {ldX7 Tzo,yo} 9

stuszng dla dowolnego wyboru elementéw xo i yg # zg- Przyklad ten
ilustruje nastepujaca teze: Dopelnienie podgrupy — o ile istnieje — nie jest
w ogoblnosci dane jednoznacznie.

Grupa dwus$cienna (albo diedralna) rzedu 2n, czyli grupa symetrii
n-kata foremnego na plaszczyznie R? = C, o $rodku symetrii w punk-
cie 0 wspotrzednych (0,0) i wierzchotkach w punktach o wspoétrzednych
(zr,yx) € V1, k€ 0,n— 1. Grupa ta jest generowana przez obrét Ry, o
kat 6, := 27” wokot punktu o wspétrzednych (0,0), pod wptywem ktorego
wspolrzedne punktu wielokata z = (z,y) transformuja sie wedle przepisu

Ry, > (z,y) =" - (x,y),

oraz przez odbicie Pox wzgledem prostej J(z) =0,

Pox > (z,y) = (z,y) = (z,-y).
Oczywiscie odbicie to nie jest obrotem, mamy zatem rozktad
Doy = Z{nZ x {22 = (Raz ) % (Pox) ,
z prawem komutacji dla generatoréw
Pox o Rex o PGy = R_2x = R;T:lr .

Opisana grupa odgrywa, wespot z grupa cykliczng, podstawowa role w kla-
syfikacji siatek krystalograficznych w dwoch wymiarach (w wiekszej liczbie
wymiaréw pojawiaja sie jako grupy symetrii dodatkowe grupy skoriczone),
patrz: [ , Rozdz. 3 § 20]. Symetrie krysztalow rzeczywistych wspol-
okreslaja ich wlasnosci fizykalne i chemiczne.

Prostych, lecz zarazem pobudzajacych wyobraznie przyktadéw iloczynow
poétprostych grup dostarcza niskowymiarowa topologia, z ktora zetkneli-
$my sie w Przykl.5(3) pod postacia grupy podstawowej przestrzeni to-
pologicznej. Przyjrzymy sie strukturze tej grupy w przypadku dwéch
powierzchni 2-wymiarowych: 2-torusa i butelki Kleina, por. [ ,
Rozdz.1 §3]. Pierwsza z nich mozemy przedstawié¢ jako wynik utozsa-
mienia punktéw (oznaczane symbolem ~7) na brzegu kwadratu I x I =
[0,1] x [0,1] wedlug przepisu

T? := I><2/ ~T Vs tel * ((5,0)~r (s,1) A (0,8) ~r (1,2) ).

Latwo sie¢ przekonaé (uzywajac w tym celu kartki papieru), ze ten przepis
w istocie zadaje znany ksztalt torusa zanurzonego w R3. W przypadku
butelki Kleina ogélna zasada jest ta sama, jednak konkretny przepis na
utozsamienie punktéw na brzegu kwadratu (oznaczane symbolem ~pg),

KB:=1"?/~p Vger = ((5,0)~5 (s,1) A (0,t) ~p (1,1-1)),

jest jakosciowo na tyle zlozony, ze nie dopuszcza realizacji (przez tzw. za-
nurzenie — patrz: kurs analizy matematycznej na 3. semestrze) w postaci
powierzchni w R? bez samoprzecie¢. Bez trudu identyfikujemy generatory
grupy podstawowej o bazie np. w punkcie o wspotrzednych z, := (0,0) —w
obu przypadkach sa to klasy homotopii petli biegnacych wzdtuz krawedzi
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kwadratu, ktore tacza sie w tym wierzchotku. Oznaczmy je, odpowiednio,
jako

a: I—I%: t—s(t,0),

b: I —I?%: t—s(0,1).
Zachodza oczywiste tozsamosci:

(lal-) = Z = ([0].)

(kazda z ,dziur” w powierzchni trzeba obej$¢ catkowita liczbe razy, aby
powréci¢ do punktu wyjscia). Pozostaje okreslié strukture algebraiczna na
zbiorze par ([a™].,[b"].), ktore koduje relacja przemiennosci spelniana
przez pare generatoréow ([a].,[b].). Jej wyprowadzenie w przyjetym mo-
delu obu powierzchni jest banalne, oto bowiem wystarczy homotopijnie
ciggnaé na okrag b(I) (poprzez pozbawione ,dziur’, czyli jednospdjne
wnetrze I?) petle biegnaca od (0,0) wzdtuz a(I) (w kierunku wzrostu
wartosci parametru t) do (1,0), a dalej wzdtuz b(I) (w kierunku zgod-
nym z kierunkiem wzrostu wartosci parametru ¢ na torusie i przeciwnym
do tego kierunku na butelce Kleina) do (1,1) i na koniec wzdtuz a([)
(w kierunku przeciwnym do kierunku wzrostu warto$ci parametru t) do
(0,1) ~x (0,0), X € {T? KB}. Otrzymujemy w ten sposéb nastepujaca
relacje

[acboal. = [b]. — [a]. » [b]. « Inv ([a].) = [b].
— [a]. = [b]. = [b]. = [a]-
dla torusa i analogiczng relacje
[aoboa]. =[b]. —> [a]. » Inv ([b].) *» Inv ([a].) = [b].
— Inv ([a].) = [b]. * [a]. = Inv ([b].)
dla butelki Kleina. A priori nie mozna wykluczy¢ pojawienia sie dal-
szych relacji miedzy generatorami a i b, tatwo jednak przekonujemy sie,
ze zadne dodatkowe nietrywialne relacje pojawié sie nie moga. Istotnie,
kazda taka relacje mozna sprowadzi¢ do postaci
N
[T ([a]2* - [6]2F) = [eax]-
k=1

dla pewnych my,ny € Z. Uwzgledniajac relacje przemiennosci dla elemen-
tow a™ € (a), meZ i b" € (b), n € Z implikowane przez (5.7),

am.bn:bn.arn’
oraz — odpowiednio - 5.8
_qym-1
am'bn:b( 1) n.arn7

bez trudu przepisujemy relacje (5.9) w postaci

(B e [o) T = [e]. o= [a] R e = (BT,
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przy czym zalezno$¢ wypadkowego wyktadnika 7i(mg,ni) € Z od my i
ny daje sie prosto wyznaczyé. Rzut oka na obie geometrie przekonuje, ze
powyzsza relacja moze by¢ spelniona (tozsamosciowo) przy

N
Z mg = 0= ﬁ(mk,nk) .
k=1

Z naszej analizy wynika jasno, ze o ile w przypadku torusa mamy do
czynienia z iloczynem prostym podgrup generowanych przez obie klasy
homotopii petli,

m(T%,2.) = ([b].) » ([a].) 2 Zw Z,
o tyle w przypadku butelki Kleina grupa podstawowa ma strukture nie-
trywialnego iloczynu péiprostego,

m (KB, z.) = ([b].) x ([a].) 2 Z* Z.

v

5.5. Rozszerzenia homomorfizméw a ich jednostronna odwracalnosé

Naturalnej motywacji algebraicznej dla wprowadzenia pojecia iloczynu pétpro-
stego dostarcza dyskusja rozszerzen homomorfizméw oraz zagadnienia ich jedno-
stronnej odwracalnosci. W tym pierwszym przypadku ustalimy dla uproszczenia
obraz homomorfizmu (wyjsciowego i jego rozszerzenia), czyli w praktyce ograni-
czymy sie do epimorfizméw.

DEFINICJA 46. Niechaj (G(”‘),Qﬁéa), §a),¢éa))7 a € {1,2} beda grupami i
niech H™ bedzie podgrupa G| na ktorej zadany jest homomorfizm x : H® —
G . Rozszerzeniem homomorfizmu y do grupy G nazywamy dowolny
homomorfizm ¥ : G — G® o wlasnosci

Xuom =X,
tj-
Viero : X(h) =x(h).

Punktem wyjscia do naszych dalszych rozwazan bedzie nastepujaca obserwacja.

STWIERDZENIE 44. Przyjmijmy notacje Def. 40. Niechaj (G, ¢2, d1,d0)
bedzie grupg i niech H, K c G bedq jej dwiema podgrupami, co do ktérych zakia-
damy, zZe zawierajg podgrupe normalng N c G, tj.

NcHnK.

Podgrupa H|N jest dopetnieniem podgrupy K|N w grupie ilorazowej G|/N wtedy
i tylko wtedy, gdy

HnK=N A G=H'K.

Dowdd:
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< Kazda z warstw lezacych w przecieciu H/NnK/N zawiera sie w HnK.
Jesli zatem H n K = N, to wszystkie one leza w N, ale podgrupa N
sama jest pojedyncza warstwa, zatem koniecznie H/Nn K/N c {N}. Z
drugiej strony zawsze dzielnik normalny jest zawarty w odnosnej grupie
ilorazowej jako warstwa elementu neutralnego, wiec tez {N} ¢ H/N n
K /N, co ostatecznie daje pozadang réwnos¢ H/NnK/N = {N}.

Jesli ponadto G = H-K,t0 Ve I(n k)erxr © 9= Ik, azatem rowniez
gN = (h-k)N = hN © kN. Jest przy tym jasne, ze mozemy w ten sposob
otrzyma¢ dowolny element H/N © K/N, przeto G/N = H/N © K/N.

= Tym razem zakladamy, ze H/N n K/N = {N}. Skoro za$ wprost z defi-
nicji N ¢ Hn K, to wystarczy pokazaé, ze zachodzi zawieranie odwrotne.
Zalozmy, przeciwnie, ze istnieje ge H n K \ N, a wtedy
gN=gNngNeH/NNK/N = gN=N <= geN,
co doprowadza nas do sprzecznosci.

Zalozmy dodatkowo, ze G/N = H/N © K/N. Wobec oczywistego za-
wierania H - K ¢ G musimy jedynie udowodni¢ zawieranie odwrotne. I
tym razem przypusémy, przeciwnie, ze istnieje g€ G\ H - K, a wtedy dla
gN =hN © kN otrzymujemy

gN =(h-kE)N < 3Juev : g=h-k-n,

ale N c K, przeto ki=kmne K, czyli g = h'k e H-K, a zatem sprzecznosc.
O

7 sytuacji opisanej w powyzszym stwierdzeniu mozemy wyabstrahowaé

DEFINICJA 47. Niechaj (G, 2, ¢1,¢0) bedzie grupa i niech H, K, N c G
beda jej podgrupami, przy czym N jest dzielnikiem normalnym. Podgrupa H jest
dopelieniem podgrupy K modulo N (i vice versa), gdy

HnK=N A G=H-K.

llekro¢ H jest dzielnikiem normalnym, podgrupe te nazywamy dopelnieniem
normalnym podgrupy K modulo N i piszemy

G =Hx K [mod NJ.

Zwiagzek miedzy iloczynami polprostymi a rozszerzeniami epimorfizméw ustala

TWIERDZENIE 5.4 (O rozszerzeniu epimorfizmu). Niechaj (G, ¢$*), ()
(béa)), a€{1,2} bedg grupami i niech H® bedzie podgrupg G| na ktorej zadany
jest epimorfizm x : HMY — G Wowczas

(i) Dla dowolnego rozszerzenia X homomorfizmu x do grupy G zachodzi

G(l) — Ker%x H(l) [IIlOd KeI'X]7

tj. rozszerzenie jest okreslone jednoznacznie przez swoje jodro jako odwzo-
rowanie pomin-Ker Y dane wzorem

X0 G =Keroqy HY —G® + k) he— x(h).
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(ii) Jesli N jest dopetnieniem normalnym H™ modulo Ker y,
GV = N x HD [mod Kery],
to woéwczas odwzorowanie pomin-N
v : GH —ag® . n-ayh— x(h)

jest jedynym rozszerzeniem X o jgdrze N.

Dowdd:
Ad (i) Wprost z definicji rozszerzenia wynika réwnosc
Kerf{ﬂH(l) =Kery,
pozostaje zatem udowodnic, ze G rozklada sie, jak nastepuje:
(5.10) GW =Kery -y HY.
Biorac pod uwage surjektywnos$¢ x, dostajemy

geGY = o X9)=x(h) =X(h) = X(g-qyh ) =e?

=  g-q) hleKery = g¢= (g (1) h_l) ‘(1) h e KerX (1) H® ,
co wobec oczywistej relacji
Ker>~<~(1) H(l) C G(l)

daje pozadang réwnosé (5.10). Zachodzi przy tym oczywista tozsamosé
dla g=k-ayh, (k,h)eKeryxHW,

X(9) = X(k) () X(h) = @ () X(h) = X(h) = x(h),
zatem X jest odwzorowaniem pomin-Ker X.
Ad (ii) Odwzorowanie pomin-N zdefiniowane wzorem

X(n-qy h) = x(h)
dla dowolnej pary (n,h) € NxH® jest dobrze okreslone. Istotnie, ilekroé
pary (ni,h1),(na,hs) € N x H® speiaja rownosé ng ‘(1) h1 =n2 (1) ha,
zachodzi ny'-(1yn1 =ha -y hi' e Nan HOD =Kery = x (ha -1y hi') =
e® = x(h2) = x(h).
Latwo widaé, ze ¥ jest homomorfizmem, oto bowiem wobec normal-
nosci N dostajemy

X ((n1 -y h1) 1y (n2 -1y h2))

X ((n1-@) Py n2-qy b)) (ha -1y b))
= x(h1-@ayh2) =x(h1) -(2) x(h2)

= X(n1-@q)h1) @) X(n2-@q) h2) -
Jest tez
Kery={n-qyh | x(h)=xX(n-qh)=e? } =Ny Kerx,
ale Kery c N, przeto ostatecznie
Kerx=N.
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Na koniec pokazujemy, ze Y jest rozszerzeniem jedynym. Niech ¥’
bedzie dowolnym takim rozszerzeniem, a wtedy dla kazdego g =n (1) h
obliczamy

X'(9) =X (n-yh) =X'(n) 2y X'(h) = x(h) = X(n-1) h) = X(9),
co koriczy dowod.

Z ostatniego twierdzenia mozemy wysnué¢ prosty wniosek:

STWIERDZENIE 45. Przyjmijmy notacje Tw. 5.4 i niech
GO = NxHD,

Wowcezas homomorfizm x ma jednoznacznie okreslone rozszerzenie do grupy GO,
dla ktérego

KerY =N -1) Kery.

Dowdd: Skoro GV = N ‘(1) H®W | to wobec relacji Kery ¢ HM) mozemy takze
zapisaé
G(l) = (N (1) Kerx) (1) H(l) .
Jest tez, na mocy Stw. 27 (ii),
(N -1y Kerx) n H® = (NnHD) -(1) Kerx = {eM} -(1) Ker x = Ker x,,

zatem N -(1) Ker x jest dopelnieniem normalnym H® modulo Kery. To w sumie
oznacza, ze
GWY = (N -(1) Kerx) = H®Y [mod Ker ],

a zatem teza stwierdzenia wynika z Tw. 5.4 (ii). O

Warto zaznaczy¢, ze dotychczasowe wyniki dotyczace rozszerzen epimorfizmow
ustanawiaja naturalng podstawe analizy rozszerzen odwzorowan (R-)liniowych w
kontekscie teorii modutéw nad pierscieniem (w tej liczbie takze przestrzeni wek-
torowych). Pelnig one takze kluczowa role w dyskusji zagadnienia jednostronnej
odwracalno$ci homomorfizmoéw, ktora z kolei pokazuje dowodnie naturalnosé (i po-
wszechno$¢) struktury iloczynu potprostego grup.

DEFINICJA 48. W notacji Def. 35 lewostronna odwrotno$é x to homo-

morfizm x7! : G — G spemiajacy warunek

Xz ox =idgw -
Analogicznie, prawostronna odwrotnoéé y to homomorfizm Yz : G? —
G™) spemiajacy warunek

XoXg =idge -
Homomorfizm lewostronnie (wzgl. prawostronnie) odwracalny to taki, ktory
ma lewostronna (wzgl. prawostronna) odwrotnosé.
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A

Zwiazek pomiedzy jednostronng odwracalnoécia a injektywnoscia tudziez surjek-
tywnosciag homomorfizmu precyzuje®

STWIERDZENIE 46. Kazdy homomorfizm lewostronnie odwracalny jest in-
jektywny. Kazdy homomorfizm prawostronnie odwracalny jest surjektywny.
[

Dowdd: Niech x7' bedzie lewostronna odwrotnoscia homomorfizmu y : M —
G® . Wowczas dla dowolnych g1, 92 € G zachodzi

X(91) = x(92) = g1=x7' ox(91) =x7' o x(92) = 2.
Niech teraz yz bedzie prawostronna odwrotno$cia homomorfizmu x : G —
G® . Woéwczas dowolny element g € G?) mozemy zapisa¢ w postaci

g=xoxg (9)eImy.
0

Jednostronna odwrotnos$é, jesli istnieje, nie jest w ogblnosci zadana jednoznacznie.
Kwantyfikacji tego stwierdzenia dostarcza

TWIERDZENIE 5.5 (O jednostronnej odwracalnosci homomorfizmu). W no-
tacji Def. 35 niechaj N (Imx) oznacza zbidr dopetnieri normalnych Tmy w G®),
natomiast D(Kerx) - zbior dopetniern Kery w G(). Ponadto oznaczmy przez
Invr(x) (wzgl. Invgr(x)) zbidr odwrotnosdci lewostronnych (wzgl. prawostronnych)
X-

(i) Jesli x jest injektywny, to istnieje bijekcja

N(Imx) =—=»ZInvr(x) : N ——x7'(N),

przy czym Kerx7'(N) = N;
(i1) Jesli x jest surjektywny, to istnieje bijekcja

D(Keryx) —» Invr(x) : H l—)xj%l(H),

przy czym Im X7 (H) = H.

Dowod:

Ad (i) Na mocy Stw.1 monomorfizm x indukuje izomorfizm X\, : G =
Imy c G®, por. Tw.5.1. Jest przy tym oczywistym, ze kazda lewostronna
odwrotno§¢ x jest rozszerzeniem At do G i wice versa. W swietle
Tw. 5.4 rozszerzenie takie istnieje (i jest okreslone jednoznacznie) wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje w G® dopehienie normalne N obrazu y
modulo Ker A\{" = {1, Oznaczmy to rozszerzenie przez x;'(N). Na
mocy Stw. 45 zachodzi rownos¢ Kerx7'(N) = N (o) Ker AJ' = N.

6Zvviaczki te staja sie rownowaznodciami, gdy rozwazamy zbiory bez struktury algebraicznej.
Nie kazda jednak jednostronna odwrotnosé jest homomorfizmem.
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Ad (ii) Niechaj H bedzie dopelieniem Kery w G, tak ze
(5.11) GV = Keryx H.

Wowczas x indukuje kanoniczny izomorfizm xpg = x|g : H = G®
h — x(h). Istotnie, xg jest surjekcja, bo z racji surjektywnosci x i
wobec istnienia rozktadu (5.11)

ngG(Q) El(k,h)eKerxxH cg=x(k (1) h) = x(k) (2) x(h) = xu(h),
a ponadto x g jest injekcja, gdyz — wobec Kerxn H = {e(l)} i dla dowol-
nego he H —
xu(h)=e® «— heKerxynH <= h=eW.

W tej sytuacji odwzorowanie xz; spelnia warunek y o xz = idge), wi-
dzimy zatem, ze kazdemu dopelnieniu H jadra x w G odpowiada
prawostronna odwrotnosé Xj%l = X}{l-

I odwrotnie, jesli teraz 7' : G® — GW) jest prawostronng od-
wrotnoscia , to koniecznie

GW = Ker y x Im X7,

gdyz

geKerynImyz <= Elheg(z):(g:)@l(h) A X(g):e(Z))

=  h=xoxg (h)=x(9)=e® = g=x7(e?) =€V,
a ponadto dowolny element g ¢ G(!) ma rozktad

9=[9-@) vy (X& o x(9))] @) xg ©x(g) eKerx -y Imxz .
Wnosimy stad, ze kazda prawostronna odwrotnosé¢ zadaje dopelnienie
Kery w GO,
O

O znaczeniu zwigzku miedzy jednostronnymi odwrotnosciami homomorfizméw a
iloczynami (pot)prostymi grup przekonamy sie pelniej przy okazji dyskusji zagad-
nienia rozszczepialnosci ciggéw doktadnych moduléw nad pierscieniem w Rozdz. 8.

5.6. Grupy ilorazowe i ciggi dokladne w obrazie homomorfizmu

Tymczasem w nastepnym kroku zbadamy relacje pomiedzy grupami ilorazo-
wymi wynikajace z relacji zawierania pomiedzy odno$nymi dzielnikami normalnymi
grupy danej.

TWIERDZENIE 5.6 (Trzecie twierdzenie o izomorfizmie). Niechaj (G, ¢2, ¢1,
¢o) bedzie grupq i niech Hy > Hy bedq jej dzielnikami normalnymi. Istnieje kano-
niczny izomorfizm

(G/H3)[(H1[Hs) = G/H; .
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Dowdd: Zauwazmy, ze Hsy jest w oczywisty sposéb dzielnikiem normalnym Hi.
Istotnie, gH.g™' = H, dla dowolnego g € G, w szczegolnoéci wiec dla kazdego
g € Hy ¢ G. Mozna zatem zdefiniowa¢ H;/Hs jako grupe (ilorazowa). OkreSlmy
odwzorowanie

x : G/Hy — G/H, : gHy+— gH;.

Powyzsza definicja ma sens, bo dla dowolnego reprezentanta ¢, € gHs zachodzi
g1 =¢g-h dla pewnego h € Hs, zatem wobec Hy c Hy jest g1Hy = (g-h)H; = gH;.
Latwo widag, ze jest to homomorfizm grup, o jadrze

Kerx={gH> | geH }=H/H>,
gdyz
x(gH2)=Hy < gHi=H < geH.
Wobec surjektywnosci x teza przyjmuje teraz oczywista postaé
(G/Hs)[Kerx = Im .
por. Tw.5.1. O

Niniejszy dzial, po§wiecony abstrakcyjnym wtasnoéciom grup, zamkniemy opi-
sem transportu ciaggoéw doktadnych typu (5.4) wzgledem homomorfizméw grup.

TWIERDZENIE 5.7 (O homomorficznym przeciwobrazie normalnego ciggu
doktadnego grup). W notacji Def. 35, 42 oraz 43 i dla dowolnego dzielnika normal-
nego H® c G?) istnieje kanoniczny monomorfizm indukowany

X : GO HD)» G /HP |

ktory czyni przemiennym diagram

_ Ix-1(H2) Ta@) x-1(a2) _
x H(H®) eltd G [\ (H®)
X X X
H® [el®) G(2)/H(2)
J(2) TrG(2)/H(2>

W szczegolnosci jesli x jest epimorfizmem, to wéwczas X jest izomorfizmem.

Dowdd: Zauwazmy najpierw, ze X’l(H(z)) jest podgrupa GM_ Istotnie, hy,ho €
Y HH®P) = x(h),x(hy) € H?, ale H® jest grupa, zatem wtedy takze
x(h1 -1y h2) = x(h1) 2y x(h2) € H® = hy (1) hy € x"/(H®?). Ponadto h e
X’I(H(Z)) «— x(h) € H? — X(Inv(l)(h)) = Inv(gy (x(h)) € H?) —
Invy)(h) e x 1 (H®).

Bez trudu przekonujemy sie, ze rozwazana podgrupa jest normalna, bowiem

geG = x(9-0) X "(HP) -y Inv(1)(9)) = x(9) "2y H? - Inv(a) (x(9)) = H?,
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przy czym ostatnia réownos$é¢ wynika stad, ze H® jest dzielnikiem normalnym, i
implikuje inkluzje g1y X (H®) -1y Inv(1y(g9) ¢ x 1 (H®), co wobec dowolnosci
g potwierdza wypowiedziang teze.

Jako ze podgrupa H () jest normalna, mozemy zdefiniowac grupe ilorazowsa
GP/H® i rozwazy¢ ztozenie homomorfizmow

7Tc;(2)/H(2)
—

a® X, @ a? g™

Jadrem tego ostatniego jest
Ker (71'G(2)/H(2) o X) = X71 (H(Q)) 5

a to dlatego ze wobec rownosci Ker w2 g =Imjye) zachodzi (dla dowolnego
geGM)
Tao e ox(9) = H® <= x(9) e H® = g=x""(HY).

Stad wynika — na mocy Tw.5.2 — istnienie kanonicznego monomorfizmu (induko-
wanego)

G(l)/X—l(H(z)) = G(l)/Ker (WG@)/H(?) ox) = G(2)/H(2) ,

ktéry oznaczamy jako . Przemienno$é¢ diagramu jest teraz tre$cia definicji ¥ —
istotnie, ¥ to w $wietle Tw. 5.2 (jedyny) monomorfizm spelniajacy warunek

X O TG /-1 (H®) = Ta@ H@ © X,

por. (5.6).
Dla dowodu ostatniej czesci twierdzenia wystarczy policzy¢, dla x surjektyw-
nego i dla dowolnego g € G,
X (ox " (HP)) = 7 me o x(9) = x(9)HP
oto bowiem z racji zatozonej surjektywnosci x, Imy = G, jest x(GM)/H® =
G JH®  czyli Imy = GP/H®)  co wobec injektywnosci ¥ daje teze. O

Ostatnie twierdzenie znajdzie zastosowanie w dyskusji elementarnych zagadnien
algebry homologicznej w Rozdz. 14.

PRZYKEAD(Y) 27. Niechaj G = Z (z dodawaniem) i G®) = Z/6Z (z
dodawaniem modulo 6), a ponadto niech x = 776z bedzie rzutem kanonicznym.
Wybierzmy podgrupe (normalna) {[0]e,[2]s,[4]6} © Z/6Z, w oczywisty spos6b
izomorficzng z Z/3Z. Zachodzi

majez ({0016, [2]6. [4]6}) = 2Z.
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Diagram przemienny, o ktérym mowa w twierdzeniu, przyjmuje teraz postaé¢ (po
rozszerzeniu o krotki ciag doktadny definiujacy x)

67

27 z 7.)27.

1113

{[0]6, [2]6, [4]6}r—— Z/6Z ———» (Z/6Z) [{[0]6, [2]6, [4]6}
i daje nam kanoniczny izomorfizm
(Z|6Z)[(Z]3Z) = Z.[2Z..
Ten ostatni odpowiada rozktadowi (p6t)prostemu
Z[6Z = {[0]e, [2]s, [4]6} x {[0]e, [3]6} = Z/3Z = Z|2Z..

* * *

Literatura uzupelniajaca: Obok wymienionych wczesniej klasycznych pozycji
Bourbakiego i Cohna, warto zajrze¢ takze do ksiazki Romana | |




Rozdzial 6

Dzialanie grupy na zbiorze

Zasada symetrii jest bezsprzecznie jedna z podstawowych zasad nowoczesnej
fizyki, porzadkujaca — w duchu prac Wignera — strukture teorii fizykalnych (w
terminach tzw. teorii reprezentacji grup symetrii) i wyja$niajaca — za Noether —
gleboki sens matematyczny fizykalnych zasad zachowania. W potlaczeniu z zasada
lokalno$ci prowadzi ona wprost do mechanizmu cechowania symetrii globalnych,
fundamentalnego dla obowiazujacego opisu teoretycznego (czesci) oddziatywan ele-
mentarnych, jak réwniez dla modeli fizyki matematycznej stanowigcych rozwijane
obecnie propozycje kwantowego opisu oddzialywan grawitacyjnych.

6.1. Struktura zbioru z dzialaniem grupy i jej transport

Punktem wyjscia do strukturalnego zrozumienia zasady symetrii jest wprowa-
dzenie pojecia dziatania grupy na zbiorze.

DEFINICJA 49. Przyjmijmy notacje Def.32. Niechaj X bedzie zbiorem i
niech (G, ¢2, d1, do) bedzie grupa. Lewostronne dzialanie grupy G na zbiorze
X to odwzorowanie

A:GxX—X: (gx)—g>ux

spelniajace nastepujace aksjomaty (wyrazone przez diagramy przemienne i réowno-
wazne zdania logiczne):

(IDG1) (homomorficznosé dziatania)

GxGxX 9% L axx
¢2xidxl l/\ = Vgheg Veex @ g (h>x)=da(g,h) > x;
-
GxX 3 X

(IDG2) (trywialnos¢ dziatania elementu neutralnego)

{O}XX&GXX
Jk = Vax ebx=cx.
pro
X

Pare (X, ) okreslamy mianem zbioru z dzialaniem lewostronnym G (lub tez
— 7 angielska — lewostronnym G-zbiorem).
Prawostronne dzialanie grupy G na zbiorze X to odwzorowanie

0: XxG— X : (z,9)—z4g

87
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spelniajace nastepujace aksjomaty (wyrazone przez diagramy przemienne i réwno-
wazne zdania logiczne):

(rDG1) (homomorficznosé¢ dziatania)

gxidc

XxGxG@——— X x@G
idqubJ/ J{Q = Vg’heG vajeX : (‘(L‘Qh) 49:554(152(]%9)?
XxG—— X
o

(rDG2) (trywialnos¢ dziatania elementu neutralnego)

idx x¢o

X x {o} XxG

Jg = Veex 1 x<e=x.

X
Pare (X,p) okreslamy mianem zbioru z dzialaniem prawostronnym G (lub
tez prawostronnym G-zbiorem). G (lub tez prawostronnym G-zbiorem).
A

Jako prosty wniosek z powyzszej definicji otrzymujemy

STWIERDZENIE 47. W notacji Def. 32 i 49 oznaczmy — dla dowolnego g € G

Ag t X— Xt xr—>gbua, 0g X —X 1 xr—>x4g.
Wowczas odwzorowanie dane wzorem
A+ G—Map(X,X) : g—Ag

jest homomorfizmem monoidu (G, da, ) wmonoid (Map(X, X),o0,e —idx) od-
wzorowan zbioru X w siebie (ze sktadaniem odwzorowarn oraz odwzorowaniem toz-
samosdciowym jako elementem neutralnym). Homomorfizm ten okreslamy mianem
lewostronnej realizacji (albo inaczej reprezentacji) grupy G na zbiorze X
indukowanej przez dziatanie \. Analogicznie odwzorowanie dane wzorem

0.+ G— Map(X,X) : g— 04

jest homomorfizmem monoidu (G, ", ¢o) w monoid (Map(X, X),0,e — idx).
Homomorfizm ten okreslamy mianem prawostronnej realizacji (albo inaczej re-
prezentacji) grupy G na zbiorze X indukowanej przez dziatanie o.

NOTACJA 5. O ile nie bedzie to prowadzilo do nieporozumieni, bedziemy
czasem uzywaé pojecia ,dzialanie” w odniesieniu do odwzorowania . (wzgl. o.).

* * *

Obraz realizacji grupy daje sie opisa¢ duzo precyzyjnie;j.

STWIERDZENIE 48. W notacji Def. 32 i 49 dowolna realizacja lewostronna
(wzglednie prawostronna) G na X jest homomorfizmem tejze grupy (wzglednie
grupy do niej przeciwnej) w grupe symetryczng na X. I odwrotnie, kazdy taki
homomorfizm definiuje pewng realizacje grupy G na X.
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Dowdd: Istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ pomiedzy homomorfizma-
mi grup i homomorfizmami odnosnych monoidéw, jedyna zatem nietrywialng cze-
Scia powyzszego stwerdzenia jest ta moéwiaca o bijektywnym charakterze odwzo-
rowain A\, i o4 dla dowolnego g € G. Ich surjektywnosc jest prosty konsekwencjg
tozsamosci
AgoAg1 = Ag g1 = Ao =idx = 0c = 04-1.9 = 0g © 0g-1 ,

oto bowiem otrzymujemy — dla dowolnego x € X —

x=MAgoX1(x) elm),
oraz

x=0g0041(x)elmo,.
Injektywnos$¢ odwzorowania A, dla dowolnego g € G stwierdzamy w bezpoSrednim
rachunku:

A(2) = Xg(y) == x=Ag10Ng(x) = A1 0XNg(¥) =¥,

w ktorym x,y € X sa dowolne. Analogiczny rachunek dowodzi injektywnosci
0g- U

Kolejny wynik pozwala nam ograniczy¢ sie w dalszych rozwazaniach, bez jakiej-
kolwiek straty ogolnosci, do dziatan lewostronnych!. Oto bowiem

STWIERDZENIE 49. W notacji Def. 32 i 49 izomorfizm grup ¢1 : (G, pa, 1,
$0) — (G, 95", 1, ¢0) indukuje kanoniczng bijekcje miedzy zbiorami Morr, (G, X)
lewostronnych i Morgr (G, X) prawostronnych dziatarn grupy G na zbiorze X, dang
wzorem

L(ﬁf : MOI‘L(G,X) >—»MOI‘R(G,X) : /\J—>)\.O(Z51.

[
Dowdd: Odwrotnoscia ¢ jest odwzorowanie
Ro1 + Morg(G,X) —— Mor,(G,X) : 0. 000,
por. Stw. 25 (ii). O

PRZYKLAD(Y) 28.
(1) Dzialanie trywialne: \. : G— Gx : g+——idx.
(2) Naturalne dzialanie grupy symetrycznej &y na zbiorze X poprzez per-
mutacje jego elementéw: A =idg, .

1Odst(gpstwem od reguly bedzie dyskusja wigzek gtéwnych o grupie strukturalnej G, co do
ktorych zwyczajowo zaklada sie, ze tzw. wlokno typowe jest przestrzenia z (regularnym) dziala-
niem prawostronnym G.



90

R (Ry(2))

3)

(8)

6. DZIALANIE GRUPY NA ZBIORZE

Dziatanie grupy Z (z dodawaniem) na zbiorze R przez przesuniecia, A. =
T :72Z—G6R : n—1T,,gdzie T, : R O : r——r+n. Innym typem
dzialania tej samej grupy Z na tym samym zbiorze R jest odwzorowanie
A=(-1) : Z — 6g : n— (-1)", gdzie (-1)" : RO : r+—
(-1)™r. Przyklady te dokumentuja mozliwosé istnienia catkowicie réznych
realizacji tej samej grupy na tym samym zbiorze.

Dzialanie dolaczone grupy G nasobie: A = Ad. : G — Inn(G) c &¢.
Elementy g¢,Ad,(g) € G nazywamy (wzajem) sprzezonymi. Okresle-
nie to przenosimy takze na podgrupy nazywajac podgrupe Ady(H) pod-
grupa sprzezong wzgledem podgrupy H c G.

Dzialanie (lewostronne) regularne grupy G nasobie: \.=/¢. : G —
Gg : g—ly, gdzie £y : G O : h—g-h.

Dziatanie grupy symetrycznej & x na Map(X,Y'), dla dowolnej pary zbio-
row X, Y, poprzez cofniecie wzgledem odwrotnosci permutacji,

() olnv : &x — Gpap(x,y) 0 (U_l)* ;

(0'_1)* : Map(X,Y) O : fr— foo L.

Jego ztozenie z dzialaniem dowolnej grupy G na X prowadzi do realizacji
tejze grupy na Map(X,Y"), szczegoblnie istotnej w kontekscie fizykalnym
(w ktorym najczesciej zbior X jest nosnikiem dodatkowej struktury, np.
struktury topologicznej lub rézniczkowej, jak to ma miejsce choéby w
przypadku czasoprzestrzeni, na ktoérej dziata grupa izometrii, albo tez
wiazki pél rozwazanego modelu dynamiki, na ktérej to wiazce dziata grupa
symetrii teorii pola).

Dziatanie grupy R/27Z = U(1) na plaszczyznie R? & C przez obrét o
srodku (0,0), wedle definicji

R : R/27Z — G¢ : [9]'—>R[9]ER9,

Ry : CO: z—>e. 2.
W opisie kartezjariskim otrzymujemy znajome formuty:

0. 24e0. 2

2
(cosf—-isind)-(R(z)+iT(2)) + (cosf +isinh) - (R(z) —i7(2))
2

e*l

cosf-NR(z) +sinb-J(z),

J(Re(2)) = cosb-T(z)-sinb-R(z),

ktére mozemy przedstawi¢ zwiezle w zapisie macierzowym:

R(Re(2)) ) _ 0 sin6 R(2)
( ’J(R:(z)) ) - (—C;)isna (5:059) ’ ( J(z) ) '

Zapis ten ilustruje ciag izomorfizméw grup R/277Z = U(1) 2 SO(2,R).

Naturalne dzialanie grupy obrotéw w przestrzeni R® o §rodku w punkcie

o wspotrzednych (0,0,0) ogranicza sie do dowolnej 2-sfery o srodku w

tymze punkcie.
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(9) Niechaj (G,-,(-)"!,e —> ¢) bedzie dowolna grupa i niech

Hy={ (91,92, ,9n) €G" | 71-g2--gn=¢€}.

Grupa B,, warkoczy o n pasmach z Przykt. 15 (5) dziala na H,, w sposob
okreslony jednoznacznie przez dzialanie generatoréw grupy:

[7i] > (91,92, -+ Gi-15Gis Gis1: Gi+2s - - - » Gn)

= (glag%--'agi—lagﬂ-laAdg;}l(gi)agﬂ%gﬂb’a--~7gn)~
v

Zgodnie z ogdlna logika wykladu dyskusje wstepna zakonczymy opisem odwzo-
rowan miedzy no$nikami dzialania grupy, zgodnych z ta struktura.

DEFINICJA 50. Przyjmijmy notacje Def.32 i 49 i niech (X X)) « ¢
{1,2} beda zbiorami z dzialaniem lewostronnym grupy G. Odwzorowanie lewo-
stronnie G-ekwiwariantne (albo inaczej lewostronne G-odwzorowanie, wzgl.
lewostronny G-homomorfizm) (XM A1) w (X® A®) to odwzorowanie

f: xM _, x®@

spelniajace aksjomat (wyrazony przez diagram przemienny i réwnowazne zdanie
logiczne):

GxxO 2 v

(IGE) idgxf f = v(g,a:)erX(l) : fo Aé”(w) = )\5(,2) of(x).

)

Gxx@ 22 yv@

Jesli f jest przy tym bijekcja, to méwimy o G-ekwiwariantnym izomorfizmie
zbioréw z dzialaniem lewostronnym.
Odwzorowanie prawostronnie G-ekwiwariantne definiujemy analogicz-
nie.
A

PRZYKLAD(Y) 29.

(1) Niechaj Ay ) bedzie zbiorem trojkatow na plaszczyznie o jednym z
wierzchotkéw w punkcie (0,0). Na zbiorze tym grupa GL(2,R) odwra-
calnych przeksztatcen liniowych punktéow plaszczyzny dziata w naturalny
sposOb: obrazem punktu trojkata o wspolrzednych (z,y) wzgledem dzia-
tania macierzy (‘cl g) € GL(2,R) jest punkt plaszczyzny o wspotrzednych
(a-z+b-y,c-x+d-y). Odwzorowanie A : A(gg) —> Rso przyporzad-
kowujace trojkatowi jego pole powierzchni jest GL(2,R)-ekwiwariantne
wzgledem rzeczonego dzialania na A (o) i nastepujacego dziatania na
R>01

GL(2,R) xRsp — Rsp : ((zg),r)'ﬁ(a-d—b@)w.
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(2) Dla pary grup (G(O‘),dvga), ga),gb(()a)), a€{1,2} dowolny komomorfizmy

x : GO — G? jest odwzorowaniem GV-ekwiwariantnym wzgledem
dzialania dolaczonego,

x + (GW,Ad) — (GP,Ado (x xidge))
przy czym
Ad : GV xG® — GO ¢ (g,h) — Ady(h),

por. Przykt. 22 (2), jak réwniez wzgledem dzialania lewostronnego regu-
larnego,

X (GD0) — (6P 1o (x xidgw))
przy czym
0: GO G —GW 1 (g,h)— g h,

por. Przykt. 28 (5). W tym ostatnim przypadku konkretnym przykladem
jest automorfizm antypodalny « : U(1) O : u+— —u na okregu jed-
nostkowym U(1) = $*.

(3) Niechaj (G, ¢, ¢1,¢0) bedzie grupa, (KK, A, M,P,Inv,0,1) za§ — dowol-

nym ciatem, traktowanym jako zbiér z trywialnym dzialaniem Ay : G x
K —K : (g,k) — k. Funkcje klas grupy G o wartosciach z ciala
K sa definiowane jako odwzorowania G-ekwiwariantne
[ (G Ad) — (K, Ao).-
Konkretnym przyktadem takiej funkcji jest znak permutacji sgn : Sx —
{_17 1}
v

Elementarnej charakteryzacji odwzorowan G-ekwiwariantnych dostarcza

STWIERDZENIE 50. Odwrotnosé dowolnego bijektywnego odwzorowania G-

ekwiwariantnego jest takze odwzorowaniem G-ekwiwariantnym.

Dowdd: Przyktadajac odwrotnos¢ f do obu stron réwnosci

ForlD(x)=AP o f(2),

zapisanej dla dowolnych ¢ € G oraz = € X i definiujacej odwzorwanie G-
ekwiwariantne, otrzymujemy

A (2) =idyw o AP (@) = o foAM (@) = f1oAP o f(a),

skoro jednak dla kazdego x € XM istnieje, i to dokladnie jedno, y € X3 o
wlasnosci

z=f"(y),

a przy tym X = f(XM) to wnioskujemy, ze

Ao () = oA (y)

dla dowolnych ge G i ye X, a
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Dalszej charakteryzacji tych odwzorowan dokonamy po wprowadzeniu dodatkowych

pojec.

6.2. Stratyfikacja grupy i G-zbioru indukowana przez dzialanie

Zbadamy teraz anatomie dzialania grupy na zbiorze zaréwno od strony grupy,

jak i od

strony zbioru, po to by sklasyfikowa¢ w naturalny sposéb typy dziatan

i ostatecznie powiazac obie sktadowe opisu w terminach teorii mocy. Zaczniemy
dyskusje od strony grupy.

DEFINICJA 51. W notacji Def. 32 i 49 stabilizator (lub grupa izotropii)
elementu z € X no$nika dziatania grupy G to zbior

G,={geG | gra=x}.

PRZYKLAD(Y) 30.

(1)
(2)

Cata grupa G jest stabilizatorem dowolnego elementu nosnika reprezen-
tacji trywialne;j.

Stabilizatorem elementu x € X wzgledem naturalnego dzialania Sx jest
zbior wszystkich tych permutacji o elementow X, ktérych nosnik

supp(o) ={yeX | o(y)#y},

nie zawiera x. I tak, np.,

(63)1 = {id{172)3}, (23)} I~ Z2 .

Stabilizatorem dowolnego elementu R  wzgledem dziatania T
z Przykl. 28 (3) jest grupa trywialna. Stabilizatorem kazdego elementu
r # 0 wzgledem dzialania (-1)" z tego samego przykladu jest podgrupa
27, c Z. W przypadku r =0 stabilizatorem wzgledem tego dziatania jest
pelna grupa Z.

Stabilizator elementu ¢g € G wzgledem dzialania dotaczonego Ad.
z Przykt. 28 (4) okreslamy mianem centralizatora ¢ i oznaczamy jako

Calg)={heG | Adu(g)=g}.
Ogoélniej, dla dowolnego podzbioru S c G definiujemy centralizator S
jako podgrupe

Ca(S)={9geG | Vges : Adg(z) =z }.

Stabilizatorem dowolnego punktu = 2-sfery o §rodku w punkcie o wspoél-
rzednych (0,0,0) wzgledem (ograniczenia) dzialania grupy obrotéw z
Przyk?. 28 (8) jest podgrupa obrotéw (ptaskich) wokot osi przechodzacej
przez x oraz przez punkt o wspoélrzednych (0,0,0).

Stabilizatorem dowolnego wierzcholtka n-kata foremnego wzgledem dzia-
lania jego grupy symetrii Dy, jest podgrupa (izomorficzna z) Z, gene-
rowana przez odbicie symetryczne wzgledem dwusiecznej kata przy tymze
wierzchotku.

v

Mamy oczywiste
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STWIERDZENIE 51. Stabilizator dowolnego elementu nosnika dziatania gru-
py jest podgrupg tej ostatniej.

u
Ponadto
STWIERDZENIE 52. W notacji Def. 32, 36 i 49 zachodzi toZsamosé
Ker\. = () G,.
zeX
[

PRZYKEAD(Y) 31.
(1) Ker A =G dla trywialnego dzialania A. grupy G na dowolnym zbiorze.
(2) Jadro naturalnego dzialania &x na X jest trywialne.
(3) KerT ={0} oraz Ker(-1) =27 dla dzialan T' i (-1) grupy Z na R
z Przykt. 28 (3).

(4) KerAd. = 2(G) dla dzialania dolaczonego grupy G mna sobie
z Przyk!. 28 (4). Dzialanie regularne z Przyk!. 28 (5) ma jadro trywialne.
v

W nastepnej kolejnosci zajmiemy sie relacjami, jakie dzialanie grupy wprowa-
dza w no$niku realizacji. W tym celu bedziemy potrzebowaé¢ dodatkowego pojecia,
ktore okresla

DEFINICJA 52. W notacji Def.32 i 49 orbita elementu z ¢ X wzgledem
dzialania A to zbior

Goaz:={)(x) | geG}.

PRZYKLAD(Y) 32.

(1) Orbita elementu = € X wzgledem dzialania trywialnego grupy G na X
jest singleton {x}.

(2) Orbita elementu z € X wzgledem naturalnego dzialania Gx na X jest
X.

(3) Zbior {-r,r} jest orbita dziatania (-1) grupy Z na R z Przykl. 28 (3).

(4) Orbite elementu g € G wzgledem dzialania dotaczonego grupy G na sobie
z Przykt. 28 (4) okreslamy mianem klasy sprzezonosci g i oznaczamy
jako

C(g):={Adn(g) | heG}.

(5) Orbita elementu g € G wzgledem dziatania regularnego grupy G na sobie
z Przykt. 28 (5) jest G. Orbita tegoz g € G wzgledem dziatania regularnego
podgrupy H na grupie G,

L. : HxG—G : (h,g)— h-g,

jest warstwa prawostronna Hg.
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(6) Orbita elementu z € C wzgledem dziatania R. grupy R/27Z
z Przyktl. 28 (7) jest okrag |z|U(1).

(7) Orbita dowolnego punktu x € R?® wzgledem naturalnego dziatania grupy
obrotow w R? (wzgledem punktu o wspotrzednych (0,0,0)) jest 2-sfera
o $rodku w punkcie o wspétrzednych (0,0,0) i promieniu |z|.

v

Mozemy juz teraz wystowié

STWIERDZENIE 53. W notacji Def. 82 i 49 relacja na X 3> x,y zadana, jok
nastepuje:

Teyy <= xeGpy,

jest relacjg rownowaznosci. Dziatanie grupy zadaje zatem rozktad nosnika na sume
roztgczng orbit wzgledem tego dziatania.

Dowdd:

(1) z=epreGrar = x~) .
(2) 2~y = Jgeg F x=gPYy = g’lbm:g’lb(gby):(g’l-g)b
Yy=eby=r = Y~y T.
B) (z~xy Aym~rz) < Ty gec * (Z=q1DY A Yy=gadz) = x =
g1> (g2 2)=(g1-g2) >z = T~y 2.
O

Wprowadzenie pojeé¢ stabilizatora i orbity pozwala w naturalny sposob sklasy-
fikowaé dzialania grupy na zbiorze.

DEFINICJA 53. W notacji Def. 32, 49, 51 i 52 oraz Stw. 53 dzialanie A\ na-
zZywamy

e trywialnym, jesli Vgee : Ay = idx, tj. wszystkie orbity dzialania sg
jednoelementowe;

¢ przechodnim (lub tranzytywnym), jesli V, yex : @~y y, tj. zbior X
jest pojedyncza orbita G > x =X (dowolnego) swojego elementu z € X;

e wolnym, jeSli Vghee @ gpax=h>ao = g=nh,tj. Vex : Gy = {e},
zeX
co oznacza, ze odwzorowanie A, nie ma punktéw statych dla g e G\ {e},

a wtedy okre§lamy X mianem przestrzeni jednorodnej;

e wiernym (lub efektywnym), jesli Vg, peq : ( g+¥rh = Jpex t gbx #
hox ), czyli Ker A\ = {e}, a wtedy grupa G jest kanonicznie izomorficzna
z podgrupa Im A c &x;

e regularnym, jesli jest ono przechodnie i wolne, a wtedy okre§lamy X
mianem G-torsora lub gléwnej przestrzeni jednorodnej.

A
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PRZYKLAD(Y) 33.

(1) Ograniczenie dzialania grupy na zbiorze do jadra tego dzialania jest dzia-
taniem trywialnym. W szczegélnosci dziatanie dotaczone grupy przemien-
nej na sobie jest tego typu.

(2) Duzialanie grupy alternujacej na zbiorze n-elementowym jest przechodnie
dla kazdego n > 3, por. Stw. 64. Tego typu jest tez dzialanie grupy diedral-
nej rzedu 2n na zbiorze wierzchotkdéw n-kata foremnego. To samo dotyczy
(indukowanego) dzialania lewostronnego regularnego grupy G na zbiorze
warstw G/H wzgledem podgrupy H c G.

(3) Antypodalne dzialanie grupy odbi¢ wzgledem punktu o wspotrzednych
(0,0,0) € R? (izomorficznej z Zs) na dowolnej 2-sferze o §rodku w tym
punkcie jest wolne. Te wlasno$¢ ma réwniez dzialanie regularne dowolnej
grupy na sobie.

(4) Dzialanie dotaczone grupy G na sobie z Przykl. 28 (4) jest wierne wtedy
i tylko wtedy, gdy Z(G) = {e}. Podobnie, (indukowane) dzialanie lewo-
stronne regularne grupy G na zbiorze warstw G/H wzgledem podgrupy
H c G jest tego typu wtedy i tylko wtedy, gdy Nge gHg " = {e}.

(5) Zbior izomorfizmow Iso(G™M, G pomiedzy dowolnymi dwiema gru-
pami G i G® jest torsorem grupy Aut(G)) wzgledem dziatania
prawostronnego

0 ¢ Iso(GM, ) x Aut(GV) — Iso(GD,G@) : (y,a) — yoa.

Jest on zarazem torsorem grupy Aut(G(®)) wazgledem dziatania lewo-
stronnego

A Aut(GP) xIso(GV, ) — Iso(GV,GP) : (o, x) — a0 x.

W bezposredniej konsekwencji Stw. 38 i 40 oraz Tw. 5.1 wyprowadzamy

STWIERDZENIE 54. Przyjmijmy notacje Def. 32, 36 i 42 oraz Przykt. 5 (1).
Istnieje kanoniczny monomorfizm grup

G/Ker \. » &x,
ktory indukuje wierne dziatanie grupy ilorazowej na X wedtug wzoru

X : G/KerA x X — X : (gKer\,z) —> g .

Dostajemy ponadto

STWIERDZENIE 55. Stabilizatory elementéw z tej samej (dowolnej) orbity
dziatania grupy sq jej podgrupami wzajem sprzezonymi, a wiec — w szczegolnoSci —
izomorficznymi.

[

Dowdd: 7 jednej strony

Vo ogex :Adg(h)b(gbx):(g-h~gfl~g)Dx:gb(hbz):gbx,
(g,R)eGxGy
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a zatem Ady(G;) € Ggog. Z drugiej strony

Vo zex t Adga(R)pz = (¢7' hog)pa=g"v(he(g>a))
(9,h)eGxGgor

gle(grr) ==,
a zatem Adg1(Ggoy) € Gy = Ggop © Ady(G,). Ostatecznie wiec
Ggor = Ady(Gy) .

Zgromadzone dotychczas fakty i pojecia stanowia podstawe do sformutowania
kilku istotnych stwierdzen, ktére szczegdlowo charakteryzuja dziatanie grupy na
zbiorze.

TWIERDZENIE 6.1 (O klasyfikacji orbit). Przyjmijmy notacje Def. 32, 38,
49, 51 oraz 52 i rozwazmy, dla dowolnego elementu x € X, zbior warstw G|/G, z
dziataniem

(4] + Gx(G/Gy) — G[Gy : (9,hGa) — (g-h)Ge.
Istnieje kanoniczny G-ekwiwariantny izomorfizm
GIGy—» G,
stqd tez zachodzi tozsamosé
G| = |G.l- |G > af.

W szczegolnosci wiec moc dowolnej orbity w skonczonym zbiorze z dziataniem grupy
skoriczonej jest dzielnikiem mocy tejze grupy.
[

Dowdd: Pozadane odwzorowanie ma postac
fo : GIGy — Grz : gG,— g .

Jest ono dobrze okreslone, gdyz dla dowolnego reprezentanta h € gG, mozemy
zapisa¢ h =g-k dla pewnego k€ G,, a w takim razie gpax=g> (k> x)=(g9-k)>
x =hp> z. Jego G-ekwiwariantnosé¢ sprawdzamy w bezposrednim rachunku:

fa o [£](h,gG2) = fo ((h-9)Ga) = (h-g) > x = A(h,g > x) = A (h, f2(9G=)) -
Poniewaz za$ jest ono jawnie surjektywne, przeto pozostaje pokazac, ze jest injekcja,
czego dowodzimy, jak nastepuje:

f2(9G2) = f2(hG,) <= gl>x=hl>.%‘<:>(h_l-g)D$=;U<:>h_1~gEGx

<~ gehG, — gG,=hG,.

Ostatnia czesé tezy dowodzonego twierdzenia jest — w Swietle powyzszego — bezpo-
§rednim nastepstwem Cor. 4, oto bowiem na mocy (5.3) dostajemy

Gl =1G.|- (G : Go) = |Ge| |G > .
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Twierdzenie powyzsze znajduje bezposrednie zastosowanie w nastepujacym wyniku,
wykorzystywanym w rozwazaniach natury enumeracyjnej (prowadzonych w termi-
nach teorii mocy) dotyczacych zbioréw z dzialaniem grup skornczonych.

STWIERDZENIE 56. (Lemat Cauchy’ego—Frobeniusa, zwany tez Lematem
(nie od) Burnside’a) Przyjmijmy notacje Def. 32 i 49, a ponadto oznaczmy przez

X/G={Grx | zeX}
zbior orbit dziatania grupy G na zbiorze X i przez
X9={zeX | gra=z}
2bior punktow statych odwzorowania A\, Wowczas zachodzi tozsamosé

G| |1X /G| = 3 [X7].
geG

Dowdd: Wykorzystujac Stw. 53 zapiszemy

> x| Y Gea) = Y K(gy)eGx(Gra) | goy=yl

geG 9eG GrzeX |G GrzeX /|G
= > > HeeG | gry=yil= > X |G,
GrzeX |G yeGox GrzeX |G yeGox

a dalej — wobec Stw. 55 —
X=X Y Gl= Y |G al|Gal,
geG GrzeX |G yeGor GrreX |G

czyli tez — na mocy Tw.6.1 —

> xX= 3 1GlI=1GI1X/G].

geG GrzeX /G

6.3. Modele struktury zbioru z dzialaniem grupy

W podsumowaniu niniejszej czesci wyktadu dokonamy abstrakeji fundamental-
nych cech dzialania przechodniego, ktére z jednej strony okreslaja strukture grupy
w odwotaniu do wlasnodci dowolnego elementu nosnika dzialtania, z drugiej zas —
ustalaja swego rodzaju uniwersalny model zbioru z dziataniem przechodnim. Za-
czniemy od przestudiowania tego pierwszego aspektu.

STWIERDZENIE 57. (Lemat Frattiniego) Przyjmijmy notacje Def. 32, 34,
44, 49 1 51. Jesli ograniczenie dziatania grupy G mna zbiorze X do podgrupy H c
G jest dziataniem przechodnim, to wowczas — dla dowolnego elementu r € X -
zachodzi relacja

G=H-G,.
Jesli ponadto ograniczenie to jest dziataniem wolnym, to jest
G=He(G,.
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Dowdd: Ustalmy (dowolnie) x € X. Przechodnio$é¢ dzialania H implikuje dla do-
wolnego g € G istnienie pewnego h € H spelniajacego warunek g > x = h >z, co
oznacza h™'-ge G, < g€ hG,, skad tez wynika pierwsza z dowodzonych relacji.
Jesli dziatanie H na X jest ponadto wolne, tj. dla dowolnego x € X zachodzi
H, = {e}, to otrzymujemy dodatkowy warunek
HnG,=H,={e},

co w sumie odtwarza definicje iloczynu roztacznego H i G,. O

Mamy tez oczywiste

COROLLARIUM 6. Przyjmijmy notacje Def. 32, 38, 49, 51 i 52 oraz Tw. 6.1.
llekroé dziatanie grupy G na zbiorze X jest przechodnie, spelniona jest rownosé

X] = (G : Ga).

Na koniec opiszemy uniwersalng posta¢ zbioru z dziataniem przechodnim.

TWIERDZENIE 6.2 (O ekwiwariantnym izomorfizmie zbioréw z dziataniem).
Przyjmigmy notacje Def. 32 oraz Przykt. 29 (2). Dowolny zbior z dziataniem prze-
chodnim grupy G jest G-ekwiwariantnie izomorficzny z parg (G/H,[{]), w ktdrej
H c G jest pewng podgrupa, natomiast [£] jest naturalnym dziataniem indukowa-
nym przez £ na zbiorze warstw,

[{] : Gx(G/H)— G/H : (g,hH)— (g-h)H .
Dowolny zbior z dziataniem wolnym tejze grupy jest G-ekwiwariantnie izomorficzny
z parg (G x S,¢ xidg), w ktérej S jest pewnym zbiorem. Jesli dziatanie G na
zbiorze jest regularne, to wowczas zbidr tej jest G-ekwiwariantnie izomorficzny z
parg (G, 10).
]

Dowdd: W pierwszym przypadku przechodnios$é A, ktérag mozna wystowié¢ zdaniem
X =G x, prawdziwym dla dowolnego x € X, pozwala zastosowaé wprost Tw. 6.1,
co prowadzi do oczywistego wyboru G-ekwiwariantnego izomorfizmu zbioréw z dzia-
taniem:

fo : GIGy — X : gGp— g .

Podgrupa, o ktérej mowa w tresci twierdzenia, jest zatem H = G,.

W drugim przypadku, tj. dla dzialania wolnego A, wybieramy (dowolnie) po
jednym elemencie yan, € G > x z kazdej z orbit G > z dzialania G, na jakie
rozwarstwia sie X. Otrzymujemy w ten sposéb zbior

Sxic={yera | GrazeX/G}.
Nastepnie odwzorowujemy zbiér G x Sx ;¢ w X wedle przepisu

fsxe + GxSxja— X + (9,YGoz) — 9> YGox -

I tym razem proponowane odwzorowanie jest jawnie surjektywne i G-ekwiwariantne
jak w tezie twierdzenia, a przy tym injektywne, bowiem

fsx/c(gayGDw) :fSX/c(hayGDZ) - gDyGDZD :hDyG’Dz
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= yarz=(h""9) > ycer € G > Yooa
co jednak oznacza — wobec definicji zbioru Sx ;g — koniunkcje réwnosci
YGoz = YGou A hlog=e,
ktére pozwalaja podsumowaé nasz rachunek jednym zdaniem:
fsx,6(9:Yce2) = fsx6 (M yasz) = (9,Ycee) = (B yas:) -
Tak oto odwzorowanie fs, . zadaje pozadany G-ekwiwariantny izomorfizm miedzy
(G x Sx/g,x idSX/G) i (X, \).

Teze dotyczaca dzialania regularnego otrzymujemy jako szczegélny przypadek
ostatniej konstrukcji. [l

* * *

Literatura uzupelniajaca: Gladkie wprowadzenie do ksigzki Romana w kontek-
§cie ostatnich wykladow daje podrecznik Armstronga [ |-




Rozdzial 7

Grupa symetryczna jako model grupy ogoélnej

Nasze studia dotychczasowe eksponuja role grup symetrycznych w opisie dzia-
tania grup dowolnych na zbiorach. Nadto sama juz definicja grupy symetrycznej
podpowiada naturalny, jawny opis jej realizacji, z ktérego w bezposredni sposéb
mozemy wywie$¢ pelng wiedze o strukturze grupy. Te obserwacje uzasadniaja py-
tanie o to, ktore z grup moga by¢ traktowane jako grupy symetryczne i jako takie
poddaja sie — przynajmniej w zasadzie — elementarnej analizie. Pelnej a w istocie
swej dos§¢ banalnej odpowiedzi na to pytanie dostarcza

TWIERDZENIE 7.1 (Twierdzenie Cayleya). Kazda grupa jest izomorficzna
z podgrupq grupy symetrycznej na pewnym zbiorze.
[

Dowdd: Przywotujac Przykt. 28 (5), stwierdzamy istnienie homomorfizmu ¢. : G —
G¢ : g+~ {,. Pozostaje upewni¢ sie, ze jest on injektywny. Zatézmy, ze ¢, = idg,
a wtedy — w szczeg6lnosci — e = idg(e) = £4(e) = g-e = g, co oznacza, ze Kerl. = {e}.
Na mocy Stw.1 i 31 istnieje pozadany izomorfizm £. : G — Im/. c . O

Powyzsze sktania nas do doktadniejszego zbadania struktury grupy symetrycznej
jako modelowej struktury grupowe;j.

7.1. Permutacje i orbity — szczegdly anatomii
Wprowadzamy

DEFINICJA 54. W notacji Przyktl. 5 (1) rzad permutacji ¢ € Gx elemen-
tow zbioru X, ktéry oznaczamy symbolem ord(c), to najmniejsza z liczb natural-
nych N o wlasnosci

O'N :idX

lub oo, jesli liczba taka nie istnieje.
Nosnik permutacji o to zbior

supp(c):={zxzeX | o(z)+x}.
A
Zanim przejdziemy do zbadania nosnika permutacji w duchu rozwazan z Rozdz. 6,
wypowiemy uzyteczne

STWIERDZENIE 58. Permutacje o no$nikach roztgcznych sq przemienne,
czyli — w notacji Przykt. 5 (1) i 17(5) oraz Def. 54 a dla dowolnych 01,00 € Sx —

101
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zachodzi

supp(o1) Nnsupp(oz) =@ == [01,02] =idx.

Dowdd: Dokonajmy rozktadu X na podzbiory roztaczne:
X =supp(o1) Usupp(oz) U X,

gdzie X := Cx (supp(oy) Usupp(oz)). Zauwazmy, ze kazda ze sktadowych rozlgcz-
nych X jest zachowywana przez obie permutacje, tj.

Vac(1.2) ¢ (0a (supp(01)) = supp(01) A 0o (supp(o2)) = supp(o2) A ga(X) =X ).
W przypadku X jest to oczywista konsekwencja tozsamosci

(7.1) Oalg =idg

wynikajacej z X nsupp(ca) = @. Zalézmy teraz, ze dla x € supp(oy), spelniajacego

oczywista tozsamos$¢ oo(x) = x € supp(oy), zachodzi o1(x) = y € supp(o2) U X.
Otrzymujemy na tej podstawie

=idx(z) =07 o oi(x) =07 (y) = 07 001 (y) =idx (y) =y € supp(02) ,

czyli sprzecznos§é. Podobnie wykazujemy zachowywanie nosnika oo przez obie per-
mutacje. Jest zatem oq(x) =y € supp(o1), a w takim razie

o100z(x) =01(x) =y =02(y) = g2 001(7).

Analogicznie dowodzimy przemiennosci obu permutacji w przypadku x € supp(os).
Na koniec dla dowolnego T € X bez trudy pokazujemy

01002(%) =01(T) =T = 02(T) = 020 01(T) ,

korzystajac z réwnosci (7.1). O

Charakterystyke no$nika permutacji zaczniemy od

STWIERDZENIE 59. W notacji Przykt. 5(1) oraz Def. 5/ a dla ustalonego
elementu x € X zbioru skonczonego X cigg
@ N — X on— y = 0" (2), o =idy

jest okresowy, tj. istnieje liczba naturalna N, < |X| o wlasnosci Vpen : yfli)NT =

yff). Zachodzi rowno$é
ord() = NWW { min{ N, € 0.X] | Voay ¢ o5 =9 ) | zeX ),

przy czym prawa strona jest najmniejszq wspolng wielokrotnoscig liczb min{ N, €
OIXT | Vaen = ypiy, =" }.

n+Ng
Ponadto relacja na X 3> x,y okreslona przez warunek

Trogy < Tpeny : y=0"(x)

jest relacjg rownowaznosci.
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Dowdd: Zaczniemy od okresowosci ciagu (yf))ne]N. Skonczono$¢ X oznacza, ze
ciagg ten nie moze by¢ réznowartosciowy, zatem Ik, N, )eNxNog - y](:i )Nz = y,(f). Skoro
jednak yl(ci)Nz = ak(yg\fj), to otrzymujemy réwnosé ok(y](\g,cl?) = ak(yém)), ktoéra z
racji réznowartosciowosci 0¥ (bedacej pochodna réznowartosciowosci o) implikuje
réwnosé yg\i) = yéw), na tej za$ podstawie wnioskujemy, ze
Vnen  yDy, = 0" (WE) = 0" (u5) =,

co wyraza pozadana wlasno$é. Formula okreslajaca ord(o) jest oczywista.

Przejdziemy teraz do dowodu zwrotnosci, symetrii i przechodniosci ~,. Pierw-
sza z nich jest oczywista konsekwencja réwnosci = = idx (x) = 0°(z). Druga wypro-
wadzamy z nastepujacego rozumowania: niech = ~, y, tj. y = c™(x) dla pewnego
n € IN, przy czym z uwagi na N-okresowosé ciggu (Zn)new mozemy zalozyc, ze r:=
N-n>0,awtedy ©=29=2N = Trn =0 () =0"(y), czyli ostatecznie y ~, .
I wreszcie ilekro¢ = ~, y oraz y ~, 2, czyli o pen : (y=0"(x) A z2=0"(y) ),
wowczas z=o0" oo™ (x) =0 (x), co oznacza wladnie, ze x ~, 2. O

Wprowadzamy
DEFINICJA 55. W notacji Przykl. 5 (1) oraz Stw. 59 o-orbita elementu x €
X to jego klasa rownowaznosci [z]., wzgledem relacji ~,.
A

Wprost ze Stw. 59 dedukujemy

COROLLARIUM 7. W notacji Przykt. 5 (1) i Def. 55 a dla dowolnych o €
Sx oraz x € X odnosna o-orbita ma postaé

[2]., = {z,0(2),0%(2),...,0c" " (2)} .

dla pewnej liczby L € IN. Przy tym J(UL_l(x)) = z. Dowolne dwie takie o-orbity
albo sie pokrywajq, albo sq¢ roztgczne.

Ponadto dowolny podzbior Y c X jest niezmienniczy wzgledem o wtedy i tylko
wtedy, gdy Y jest sumg mnogosciowq pewnej liczby o-orbit.

[

Nasze wnioski dotyczace struktury o-orbity podpowiadaja ponizsza

DEFINICJA 56. W notacji Przykl. 5 (1) cykl o dlugosci L na zbiorze X
to permutacja v € Gx o wlasnosci v* =idx oraz nogniku

k
supp(7) = {xk =7 (x)}kem

bedacym pojedyncza orbita o mocy L. Cykl tej postaci zapisujemy jako

(£E0$1$2 ...SL’L,l)E(‘Tl(EQ ...$L,1$(])E($2$3 ...$L,1$(]$1):... .

O pierwszoplanowej roli wprowadzonego tu pojecia przekonuje nas

TWIERDZENIE 7.2 (O rozkladzie permutacji na cykle roztaczne). Dowolng
permutacje elementéw zbioru skoriczonego mozna przedstawié jako ztozZenie cykli o
nosnikach roztgcznych, przy czym rozktad taki jest jednoznaczny z doktadnoscig do
kolejnosci cykli.
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Dowdd: Niechaj
(7.2) supp(o) = J Xpc X
k=1

bedzie rozkladem nos$nika o € &x na sume rozlaczng o-orbit Xj. Dla dowolnego
k €1,n mozemy okresli¢c odwzorowania

() == o(x) dlaxeXy
TEAL) = z dlazeX~\Xp '’

tak ze Xj = supp(vx), a przy tym VY, , 75 : XinX; = @. Jak wynika wprost
k#l
z konstrukeji (oraz z Cor.7), {yi}ra, Jest wowczas rodzing cykli o nosnikach

wzajem rozlacznych, ktore spelniaja oczekiwang tozsamosé

0=7197209""07p,

co koniczy konstruktywny dowod istnienia rozktadu. Pozostaje zatem przekonaé sie
0 jego jednoznacznoci.
Niech teraz

o :;71 072 o...o’f?ﬁ
bedzie dowolnym takim rozktadem o, przy czym zaktadamy, ze w rodzinie {%;}, 7=

nie ma cykli o nosnikach pustych. Otrzymujemy wtedy rozktad

X

Ca

(7.3) supp(c) =

~
I
[

na roztaczne podzbiory X; := supp(5;) # @. Te ostatnie sa pojedynczymi o-orbitami,
na ktorych o|g, =7lx,, wobec czego (na mocy Cor.7) rozklad (7.3) musi si¢ po-
krywa¢ z rozkladem (7.2), tj. 7 =n iistnieje o € &, o wlasnosci

Vg ¢ XZZXQ(Z).

leln

Poniewaz jest tez

Yilg, = olg, = 0lx,0 = Yewlx,0) = Ve,

oraz
Tlx g, =ldx x, =X X,0, = Vo)X X,0) = Vo) x %,
przeto
VieTn & 0= Ye) s
co dowodzi rzeczonej jedynosci rozktadu. O

Ostatni wynik uzasadnia wprowadzenie

DEFINICJA 57. Przyjmijmy notacje Przykt. 5 (1), Def. 54 i 56 oraz Tw.7.2.
Niechaj

0=79190720""0%m, melN
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bedzie rozktadem permutacji 0 € Gx elementéw zbioru skoniczonego X na cykle
v; o niepustych nosnikach roztacznych i o dtugosci L; i oznaczmy
N :=max{L;,1}.
iel,n

Typ permutacji o to N-tka liczb naturalnych

typ(U) = (n17n27 cee 7nN)
w ktorej n; o indeksie j > 1 jest liczbg cykli o dtugosci j w rozkladzie, natomiast
ny = |Cxsupp(o)|.
A

Przed przystapieniem do dalszej analizy, wprowadzimy wygodny zapis permu-
tacji. W praktyce bedziemy najczesciej rozpatrywaé permutacje zbioru skoriczonego
X, o elementach x; € X ponumerowanych liczbami naturalnymi ze zbioru 1,|X| > 4.
Ustanawiamy dla nich

NOTACJA 6. Zapis

o= r1 X2 X3 T4 X5 T X7 Tg T9g T10
7 X3 X1 T T2 Tg T4 Ti10 Ty g

przedstawia permutacje o € Gx zbioru 10-elementowego X > z;, ktéra elemen-
towi x; o indeksie i€ 1,10 z wiersza gérnego przyporzadkowuje element z wiersza
dolnego lezacy bezposrednio pod nim, czyli o : z; —> x7, 29 —> T3, T3 —>
T1, Ty T5, T5 —> T2, Tg —> Tg, L7 > Ty, T8 > T10, T9 —> T8, T10 —> L9.
Innym sposobem zapisania tej samej permutacji, odwolujacym sie wprost do
tezy Tw. 7.2, jest rozklad na cykle o niepustych no$nikach wzajem roztacznych

g = (SCl L7 Ly X5 T 1'3)(1‘8 T10 Ig) ,
w ktorym opuszczamy znak ztozenia cykli. Znak ten bedziemy réwniez opuszczaé w
zapisie permutacji jako superpozycji dowolnych cykli, takze z uwzglednieniem cykli
trywialnych typu (zg) (jednoelementowych).

* * *

Mozemy juz teraz okresli¢ bezposredni zwiazek pomiedzy typem permutacji a
jej przynaleznoscia do ustalonej orbity dzialania dotaczonego grupy symetrycznej
na sobie.

STWIERDZENIE 60. Typ permutacji elementow zbioru skoriczonego jest staty
na klasach sprzezonosci i rozny dla rozZnych klas sprzezonosci w grupie symetrycznej
na tymze zbiorze.

[

Dowdd: Niechaj o i o beda dwiema permutacjami elementéw X i niech
O:=7107200%n, nelN

bedzie rozkladem o na cykle 7; o niepustych nosnikach wzajem rozltacznych i o
dhugosciach L;, o ktorym moéwi Tw. 7.2. Oznaczmy
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wprowadzajac dla wygody zapisu dodatkowe oznaczenie
Lo:=0.
Wypiszmy dalej poszczegolne cykle rozktadu w jawnej postaci,
Vi = (s g1 Ts, 142 -+ T, )

a nastepnie uzupenijmy podzbiér

n
U SUPP(’Yk) = {I17$27 ce 7xsn}
k=1

o punkty (parami rozne) z;, +; € Cxsupp(c), je€1,N, N :=|Cxsupp(o)|, przepi-
sujac zarazem o w roéwnowaznej postaci

o = (2122 .. T )(Tsy 41 Tsya2 -+ Tsy) o (Ts, 41 Ts, 42 o T, ) (Ts,41) (W5, 42)

(74) - (xs,4N)-

Na potrzeby niniejszego rozumowania wprowadzimy specjalne okre§lenie na roz-
ktady tego rodzaju bedziemy je mianowicie nazywaé¢ kompletnymi rozkladami
na cykle rozlaczne. Zal6zmy dalej, ze p € C(0) c &x, czyli ze istnieje permutacja
¢ € ©Gx speliajaca relacje

9250005_17
ktéra mozemy zapisaé jako
0 = Eo(mimy...ws) o0& 080 (o1 Tsyuz ... Tsy) 0E 00

o(Ts, 141 Ts, 142 -+ Ts,) O 5_1 ofo(rs,41)0 5_1 0fo(xs,42)0 5_1 0--0f

o(ws,+n) o€

Permutacje £ mozemy zawsze przepisaé jako
éhz( T Ty v TeaN )
Teay e o TN
dla pewnej permutacji ge Sx|, a wtedy

I Teay TEe) 0 TEsa+N)
T T2 Ts,+N

i z atwoScia przekonujemy sie o prawdziwosci formut

1 .
ool = (mg(si-ﬁl) TE(siq42) xg(si)) , 1el,n
oraz
o (l’sn+j) ° 671 = (xg(snﬂ')) ) JeLN,

z ktorych wynika wprost pierwsza czesé tezy.
Dowod implikacji odwrotnej przebiega podobnie. Niech o ma opisang powyzej
postac i niech o bedzie permutacja tego samego typu, o rozktadzie

0 = (W12 Ysy)Wsys1 Usyv2 -+ Yo ) (Yspoy 41 Ysoa w2 -+ - Ysp ) WUs,41) (Ys,+2)

(YN )
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przy czym wprost z konstrukcji wynikaja rownosci yi = L&y kel,s,+N spel-

nione dla pewnej permutacji Z € 6)x|. Indukowana przez t¢ ostatnig permutacja
elementéw X,

C': ( I ZTo xsn+N ) _ (1‘1 ) xSn+N)
T2y @) o TsarN) Y1 Y2 o Ysaen )
zadaje poszukiwane sprzezenie,

0=Cooo(".

Laczac tezy Stw. 58 i Tw. 7.2 otrzymujemy

COROLLARIUM 8. W notacji Przykt. 5 (1) oraz Def. 54 a dla dowolnej per-
mutacji 0 € Gx o rozktadzie

o=y107200%, nelN
na cykle v; o nosnikach roztgcznych o dtugosci L; zachodzi rownosé

ord(c) = NWW(Ly, Ly, ..., Ly) .

Dowdd: Wystarczy zauwazy¢, ze rzad cyklu jest réwny jego dtugosci. O

Innym prostym a uzytecznym wnioskiem z udowodnionego Tw. 7.2 jest

COROLLARIUM 9. Dowolng permutacje elementéw zbioru skorniczonego moz-
na przedstawié joko ztozenie pewnej liczby transpozycyi, czyli cykli o dtugosci 2.
]

Dowdd: Stwierdzenie to zostalo zapowiedziane w Przykl. 16 (1). W swietle Tw. 7.2
nalezy jedynie wykaza¢, ze dowolny cykl ma rozktad na transpozycje. Istotnie,
tatwo stwierdzamy réwnosé

(1‘0 r1xg ... Z‘L—l) = (1‘0 .131)(33‘1 xg)m(x,;_g xL—l)-

Stad juz tylko krok do

STWIERDZENIE 61. W notacji Przykt. 16 (1) grupa symetryczna S, na
zbiorze 1,m jest generowana przez kazdy z ponizszych zbioréw transpozycji:
(i) {(19) | ie2m};
(i) { ii+1) | iel,n—1}. Permutacje te okreslamy mianem transpo-
zycji prostych.

Dowdd:
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Ad (i) Wystarczy zauwazy¢, ze dla dowolnych i,j € 2,n, j #1i zachodzi
(i7) = (1) (1i)(1]),
reszta wynika bezposrednio z Cor. 9.

Ad (ii) Niechaj H c &,, bedzie podgrupa generowana przez transpozycje liczb
sasiednich,

H=((12),(23),...,(n-1n)) .
Zauwazmy, ze (12) € H, a nadto, dla dowolnego ke 2,n -1,
(1k)e H = (1k+1)=(kk+1)(1k)(kk+1)eH,

zatem teza wynika wprost z punktu (i).

7.2. Grupa symetryczna w terminach generatorow i relacji

Tres¢ udowodnionego stwierdzenia wskazuje na logiczng alternatywe dla do-
konanego przez nas na wstepie wyboru sposobu okre§lenia struktury algebraicznej
grupy symetrycznej. Dotychczasowy jej opis odwolywal sie wprost do istnienia no-
$nika dziatania grupy, a wiec de facto byt opisem realizacji grupy ©x na zbiorze X,
w ktorym elementy grupy Gx sa utozsamiane z konkretnymi wyznaczanymi przez
nie (jako odwzorowania bijektywne) relacjami na zbiorze X, mnozenie grupowe za$
— ze sktadaniem takich relacji. Ten schemat myslenia o grupie symetrycznej wynika
bezposrednio z samej jej definicji, nie jest jednak bynajmniej sposobem jedynym.
Przywotujac Def. 33, mozemy na podstawie Stw. 61 pokusi¢ sie o zadanie struktury
algebraicznej na Gx w terminach listy generatoréw i zupelnego zestawu spelnia-
nych przez nie relacji, w oderwaniu od ,anatomii” ich dziatania na X. Zaczniemy
od ustalenia relacji spelnianych przez transpozycje proste.

STWIERDZENIE 62. W notacji Przykt. 16 (1) i Stw. 61 generatory
7=+ 1), 1el,n-1

grupy symetrycznej S, spetniajg nastepujgce relacje, wypisane dla dowolnych in-
deksow i,j5el,n—-1,

Ti2=idx,
(7.5) li-jl=1 = (riom;)®=idx,

li-j|22 = (riom;)?=idx.

Dowdd: Relacje z pierwszej linii wynikaja z inwolutywnosci transpozycji, te z ostat-
niej za$ — ze Stw. 58. Pozostaje sprawdzi¢ relacje z linii sSrodkowej. Wobec ich nie-
zmienniczo$ci wzgledem zamiany indekséw 4,7 mozemy przyja¢ j =1+ 1, a wtedy

(Gi+1)(i+1i+2))° = (ii+1i+2)% = (ii+1i+2)(ii+2i+1)

(rioT;)?

= idx.
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Uwazny Czytelnik natychmiast skojarzy powyzsze relacje z relacjami spelianymi
przez generatory grupy warkoczowej z Przykt. 15 (5) i bez trudu zinterpretuje opusz-
czenie relacji z pierwszej linii przy przej$ciu do 95,,.

O zupelnosci wypisanego zestawu relacji zaswiadcza

TWIERDZENIE 7.3 (Grupa symetryczna w terminach generatoréw i relacji).
Przyjmigmy notacje Def. 32 i 35, Przykt. 16 (1) oraz Stw. 61. Ustalmy n € N\ {0}
i niechaj (Gn,-,(-)_l,o — e) bedzie grupg gemerowang przez rodzine {g;}
swoich elementow,

iel,n-1

Gn = (glaQQa (R 7gn—l> ;
spetniajgcych nastepujgocy zupetny uktad relacji, wypisanych dla dowolnych indek-
sow 1,je€l,n—-1,

gl =e,
(7.6) li-jl=1 = (gi-9;)° =e,

li-jl22 = (g:-9;)%=e.
Wowczas istnieje jedyny homomorfizm grup
X+ Gn— 6,
o wtasnosci
(7.7) Vit ¢ x(gi) =Ti-

Homomorfizm ten jest izomorfizmem.

Dowdd: Kazdy element G, mozna zapisa¢ jako iloczyn generatoréw g;, postulu-
jemy zatem, dla dowolnego g € G,, o rozkladzie

(7.8) 9=9iy " Giz " Gin s
zadawanym przez pewng rodzine {iy}, g, IV € N indeksow i, e 1,n -1 (N =0
oznacza, ze g = e), co nastepuje:
(7.9) x(g) :=Ti, 0T, 00Ty
Odwzorowanie to jest dobrze okreslone, jesli bowiem

g = %1 . %2 e
1

g
jest dowolnym innym rozkladem® ¢, to musi istnie¢ sekwencja operacji algebra-
icznych wykorzystujacych wytgceznie uktad (7.6) relacji miedzy generatorami g;
(wszak uklad ten jest zupetny), ktora przeprowadza pierwszy rozklad na drugi, a

1Przykladem niejednoznacznodci rozkladu jest réwnosé g1 -g2-93 =9g3-92-91-92-93-91 - g2,
wynikajaca z przejscia g3-g2-91-92-93-91-92 = 93-92-91-92-(92-91)-(92-91) - (92-91)-93-91-(91-93) "
(91-93)°92=93-92°91°92°9192-91-92- 91939393 91-93-g2 = 93-92-92-92-g1-92 9192 g1-93-g2 =
9395919297 9392 =93-g1-92-93- 92 =9g3-g1-92-93-92- (g2-93) - (g2 - g3) - (92 - g3)
93°91°92°93°95°93-92-93-92-93 = g3- 919292 92-93-92-93 = g3 - g1 - g2 - g3 - g2 * g3
93-91-93-(91-91)-92-93=(9g3-91)% - 91-92-93 = g1 - g2 - g3.
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wowczas — wobec (symbolicznej) tozsamosci x(7.6)=(7.5) — sekwencja obrazow tych
samych operacji algebraicznych wzgledem odwzorowania y przeprowadza permu-
tacje zapisana po prawej stronie (7.9) w
X(gzl .972 .....g{ﬁ) :T«-{l .7-—;2 .....Tqﬁ’
ustalajac tym samym réwno$é tych permutacji.
Latwo przekonujemy sie, ze x jest homomorfizmem grup. Istotnie, iloczyn
dowolnych dwoch elementow ¢(® € G, « € {1,2} o rozkladach, odpowiednio,

g(®) = G Gye) ey , mozna zawsze sprowadzi¢ do postaci g,ay - g, -
1 2 N(@) 1 2
9,0 g, g, g, poprzez pewng sekwencje operacji algebraicznych wy-
N T 2 &)

N
korzystujacych (wylacznie) relacje (7.6), a w takim razie — na mocy wcze$niejszego
rozumowania — uzyskujemy pozadang réwnoscé

X9 g®) = e ooy T o ooy =x(g) o x(9).
N

~N(2)
Jedli teraz X jest dowolnym innym homomorfizmem spelniajagcym warunki V
%(g:) = 7i, to zachodzi réwnoéc

ieln-1 *

Y(g) = Y(gh) o Y(gm) 00 y(glzv) =Tiy OTip ©" O Tin = X(g) )
ktora dowodzi jedynosci y.
Pozostaje wykazaé, ze x jest bijekcja. Zwazywszy, ze podgrupa (G, ) zawiera
wszystkie generatory &,,, zachodzi relacja x(G,) = &,, a stad nier6wnosc¢
|G| 2|6, =n!.

Dla zakonczenia dowodu wyprowadzimy nieréwno§¢ przeciwnag stosujac indukcje
wzgledem n. Nieréwnosé

|G1] < |64]
jest trywialnie spelniona, zal6zmy zatem, ze takze
|Gn—1| < |Gn—1|a
czyli Gp-1 2 6,-1. Grupe G,-1 mozemy przy tym wybra¢ jako podgrupe G,
postaci
Gn-1=(92,93,-+,9n-1) € Gn .

Uwzgledniwszy Cor. 4 (oraz zalozenie indukcyjne), przepiszemy teze indukcyjna w
postaci

1 1
o Sl (G s Gu) = (Gt (G s G)

1 1
-1y Ol = G oy 18l =

Azeby oszacowad liczbe warstw (prawostronnych) wzgledem G,,_1 w G, zbadajmy
zachowanie ich rodziny

(Gn : Gn—l)

Z = {H;}

iel,n
zlozonej z warstw szczegolnego rodzaju:

Hy=Gp1, Hy:=Hy g1, Hs:=Hs go, cey Hy = Hy 1 gna
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wzgledem (indukowanego) dzialania prawostronnego grupy G, ktore jest jedno-
znacznie okreslone przez dzialanie generatoréw. Wprost z definicji dostajemy

Vietn1 ¢ ( Higi=His1€Z N Hi1gi=Hi g} =H; € % ) .
Rozwazmy teraz warstwy H,g; dla j ¢ {i,i+1}. Mamy oczywista rownos¢

A :ngi:Hle%.

i€2,n-1
Przechodzimy zatem do przypadku j > 1, w ktorym mozemy zapisac
Hj;=Hhj, hj=g1-92-gj-1-
Zauwazmy, ze ilekroé¢ i > j + 1(> 2), wowczas
hj-gi=gi-hj,
czyli tez
Hjgi=(Higi)hj=Hyhj=H;eZ,

gdy natomiast j—-1>4>1, to

hj “gi = hi-gi-gix1- (gi+2 *Gi+3 " ""gj—l) gi = hy - (gi * i+l 'gi)

(giv2 - Givz - ""gj—l) = hi-(gis1 - Gi - 9iv1) - (Gis2 - Gis3 - ""gj—l)
= Giv1-hi 9 Giv1- (9¢+2 *Gi+3 ""gj—l) =Gi+1 hj )
czyli tez
Hjgi=(Higin1)hj=Hi hj=H; eZ.

Ostatecznie wiec stwierdzamy, ze rodzina Z# jest zachowywana przez zbior genera-
toréw G,

viel,n—l : Hjgi €%,
jeln
a zatem przez calg grupe,
jeln : Hj ['AS X .
geGnp,

W szczegolnosei
VgeGn : anlgEngE%a
co pokazuje, ze

Gn/Gn—l = {Hl,HQ,...7Hn} — |Gn/Gn—l| <n.
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7.3. Parzystos§é permutacji

Godzi sie podkresli¢, ze w odréznieniu od poprzednio dyskutowanego rozktadu
na cykle roztgezne rozktad na transpozycje (na ktore nie mozemy w ogolnosci narzu-
ci¢ ograniczajacego zalozenia o roztacznosci nosnikéw) jest wysoce niejednoznaczny.
Jako przyktad podamy

(12)(23)(12) = (12)(23)(12)(23)(23) = (13) = (12)(13)(23)

(13)(12)(13)(23)(13).

Ostatnia obserwacja staje sie zrodlem pytania o istnienie niezmiennika rozktadu
permutacji na transpozycje. Takim niezmiennikiem okazuje sie byé parzystosé
liczby czynnikéw rozkladu.

TWIERDZENIE 7.4 (O parzystosci permutacji). W notacji Przykt. 16 (1) i
dla permutacji 0 € &x elementow zbioru skoriczonego X o dwdch rozktadach

T1 0T 0+ 0Ty, :0':'7‘:1 0'7‘—'20...0’71’"
na transpozycje {7}, 1 {7}, #achodzi

(-1)" = (-1)".

Dowdd: Podstawe dowodu stanowi

LEMAT 7.5. Przyjmijmy notacje Przykt. 16 (1) oraz Stw. 59 i dla dowolnej
permutacji o € Sx zbioru skoriczonego X oznaczmy przez N (o) liczbe o-orbit w
X. Niech tez 1, = (zy) € Sx bedzie transpozycjq pewnych elementéw x,y€ X, a
wtedy

-1 dlax i,y

N (Tayo0) =N (o) = { +1 dlax~,y

Dowdd: Niech o = ~j0vy50---0, bedzie kompletnym rozktadem o na cykle roztaczne
(uwzgledniajacym trywialne cykle jednoelementowe odpowiadajace punktom sta-
tym o), jak w (7.4). Zwazywszy, ze kazdy z podzbiorow {xs, ,11,%s; 42, Ts; }
wystepujacych w definicji cyklu «; jest o-orbita oraz ze ich suma mnogosciowa
zadaje rozktad zbioru X, stwierdzamy

AN (o) =n.
Rozpatrzymy teraz po kolei oba przypadki. Niech najpierw « ¢, y, co oznacza, 7e
kazdy z elementow x,y nalezy do zbioru definiujacego inny cykl rozktadu, np. (bez
straty ogolnosci wobec przemiennosci cykli)

n=(@=ray...20,), Yo =(TL,41 SYTLi2 - TLi4L,) -
Dostajemy wowczas

(v120,+1) (@1 T2« 20, ) (TLy+1 TLyv2 - TLy4Ly)

T,y ©7Y1°72

(T122 ... L, TL 41 TLy42 - TLy+L0)
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i jasnym jest, ze wskutek takiej konkatenacji liczba cykli w rozktadzie 7,00 jest
mniejsza o jeden od A (o).
Jesli teraz = ~, y, to z i y naleza do zbioru definiujacego pojedynczy cykl,
np.
N =(T1=22TT2 ... Ty Tyl EYTna2 -+ TL, ) -
Tym razem wyznaczamy

Toy oYl = (L1Tme1)(T1T2 ... Ty Tpal Trns2 -+~ TL,y)

(122 ... Tp) (T4l T2 -+~ L, ),

wiec liczba cykli w rozkladzie przyrasta o jeden w efekcie opisanego rozklejenia cy-
klu zawierajacego oba elementy z,y. O

Na mocy lematu zachodzi rownosé

N (o) = AN(riomooTy)=c1+ A (120730 07n)
- El+52+'/V(T3°T4°"'°Tm):-~':ZEkh/V(idX)
k=1

dla pewnych liczb e € {-1,1}, k& € 1,m, a ponadto A (idx) = |X|, gdyz idx-
orbitami sg zbiory jednoelementowe zawierajace poszczegdlne elementy X. Biorac
pod uwage tozsamos¢ (-1)%+ = —1, wyprowadzamy relacje

(-7 = (™ (-,
czyli ostatecznie
(D)™ = ()OI = (.

Ostatni wynik nadaje sens ponizszej

DEFINICJA 58. W notacji Przykl.16 (1) znakiem permutacji o € Gx
elementéw zbioru skonczonego X nazywamy liczbe
sgn(o) = (-1)",
gdzie n jest liczba czynnikéw w dowolnym rozktadzie o na transpozycje.

Mamy oczywiste

STWIERDZENIE 63. W notacji Przykt. 16 (1) i Def. 58 znak permutacji jest
homomorfizmem
sgn : 6x — {-1,1}
grupy symetrycznej Sx mna zbiorze skonczonym X w grupe ({—1,1},-,id{,171},o
— 1). Jest to jedyny homomorfizm Sx w {-1,1} przyjmujgcy wartosé -1 na
dowolnej transpozycji.
[

W odwotaniu do Stw. 31 formulujemy (alternatywna wobec (5.2))
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DEFINICJA 59. W notacji Przyk!. 16 (1) i Def. 58 grupa alternujaca na
zbiorze X to podgrupa

Ax :=Kersgnc &x .

W analogii do grupy symetrycznej stosujemy zapis skrécony 2, w przypadku X =
1,n.

A

Zgodno$¢ powyzszej definicji z wczesniejsza, podana w Przykt 17 (5), jest natych-
miastowa konsekwencja nastepujacego
STWIERDZENIE 64. Grupa alternujgca na dowolnym zbiorze X jest gene-
rowana przez cykle o dtugosci 3. Kazdy taki cykl mozna przedstawié jako komutator
dwdch transpozycyi.
[

Dowdd: Dla dowolnych a,b,c,d € X zachodzi
(ab)(bc) = (abc) A (ab)(cd) = (ab)(bc)(be)(ed) = (abe)(bed),
co w polaczeniu z obserwacja, ze 2Ax jest generowana przez zlozenia par transpo-
zycji, daje pierwszg czeS¢ dowodzonej tezy. Czesé¢ druga wynika wprost z rownosci
sgn([o1,02]) = sgn(o1)? - sgn(o2)? = 1,

stusznej dla dowolnych 01,09 € Sx a implikujacej relacje [Sx,Ex] c Ax, oraz z
tozsamosci

(abe) = [(ab),(ac)],

ktora na mocy czesci pierwszej implikuje relacje odwrotna. O

* * *

Literatura uzupelniajaca: Bardziej wnikliwg analize struktury grupy symetrycz-
nej, jej podgrup oraz relacji z innymi grupami (skoriczonymi) Czytelnik znajdzie
w pracy Romana [ |. Zwiazki z grupami warkoczy i inne mniej trywialne
aspekty rzeczonej struktury zostaly opisane w monografii Kassela i Turaeva | ]




Czesé 3

Struktury zlozone



Dotychczasowe rozwazania, w ktorych skupili$émy sie na prostych (tj. grupo-
i pierscieniopodobnych) strukturach algebraicznych, dostarczaja naturalnych sche-
matéw myslenia i opisu niezbednych do rygorystycznej dyskusji tak istotnych z
fizykalnego punktu widzenia zagadnieni jak symetria i niezmienniczo$é (wzgl. wspot-
zmienniczo$¢). Zarazem przygotowuja one grunt pod konstrukcje obiektow bardziej
ztozonych, w ktorej kluczowa role odgrywa oddziatlywanie kilku wzajem uzgodnio-
nych struktur algebraicznych. Ostatnia czes¢ wyktadu, po§wiecona zbadaniu istot-
nie nowych relacji indukowanych w obecno$ci dziatania grupy na zbiorze, jak dotad
rozpatrywanym bez dodatkowej struktury algebraicznej, daje nam przedsmak te-
matyki, jaka podejmiemy w dalszej czesci kursu. Zajmiemy sie w niej strukturami
moduto- i algebropodobnymi znajdujacymi bezposrednie zastosowanie w nowocze-
snym opisie formalnym zjawisk fizykalnych. Pojeciem porzadkujacym dalsza czesé
dyskursu jest dzialanie struktur algebraicznych na sobie, bedace szczegélnym przy-
ktadem nastepujacej abstrakcji pojecia dziatania grupy na zbiorze:

DEFINICJA 60. Niechaj X i ©Q beda zbiorami. Realizacja zbioru {2 na
zbiorze X to odwzorowanie
A : Q— Map(X,X) : w— %, .
Z powyzszym stowarzyszamy lewostronne dzialanie zbioru 2 na zbiorze X
dane przez
0: OxX — X (w,z) — Zy(x)=wd 2z,
jak rowniez prawostronne dzialanie zbioru 2 na zbiorze X dane przez
p: XxQ— X (r,w)—Z,(x)=r<dw.
Zbiér X okreslamy mianem no$nika dzialania, natomiast zbiér 2 — mianem
dziedziny operatorow.
A

Tlekro¢ ktorys ze zbioréw X, 2 wystepujacych w powyzszej definicji sam jest no-
$nikiem struktury algebraicznej, naturalnym staje sie¢ wyroznienie tych realizacji (a
wiec takze dzialan), ktore sa w oczywistym znaczeniu zgodne z owa struktura. Tak
wlasnie bedzie w przypadkach studiowanych w dalszej czesci kursu.



Rozdzial 8

Elementy teorii moduléw

Jedna z najbardziej fundamentalnych i zarazem pojemnych struktur algebra-
icznych zbudowanych na relacji dzialania jest struktura modutu nad pierscieniem?,
taczaca w swej definicji struktury elementarne: grupy przemiennej oraz pierscie-
nia. Z czysto matematycznego punktu widzenia jej omoéwienie jest o tyle zasadne,
ze pozwala na uprawianie algebry liniowej na dowolnych grupach przemiennych,
a oprocz tego dostarcza wiedzy o najbardziej ogélnych wtasnosciach przestrzeni
wektorowych, niewymagajacych bogatszej struktury ciala na dziedzinie operato-
row. Wyposaza nas ono takze w aparat pojeciowy przydatny w dyskusji elementéow
algebry homologicznej (rozwinietej w Rozdz. 14), ktora znajduje szerokie zastoso-
wanie w klasycznej i kwantowej teorii pol (w szczegblnosci — teorii z tzw. symetria
cechowania). Z fizykalnego (ale nie nie-matematycznego) punktu widzenia struk-
tura modutu jest réwniez duzo bardziej adekwatna i naturalna nizli struktura prze-
strzeni wektorowej, o czym przekonuje nas chociazby dyskusja klasycznej teorii pola
zbudowanej na pojeciu wigzki wektorowej nad czasoprzetrzenia®. Na tym jednak
nie koniec, oto bowiem, jak przekonamy sie niebawem, analiza samych przestrzeni
wektorowych wyprowadza nas — na stosunkowo wczesnym etapie — poza wyjsciowa
kategorie, wprost do kategorii moduléw nad pierécieniem. Z tych to przyczyn teo-
ria moduléw stanowi wlasciwy punkt wyjscia do wszystkich naszych przysztych
studiéw w ramach kursu algebry.

8.1. Struktury elementarne i ich transport
Zaczniemy od pojecia podstawowego:

DEFINICJA 61. Przyjmijmy notacje Def. 21 i 32. Modul lewostronny nad
pierscieniem R (zwany tez z angielska R-modulem lewostronnym) to para
(G, 2 =+c,01==(-), 0 : #—0¢g),£) zlozona 7 grupy przemiennej (G,¢s =
+6,01 = —(),¢0 : e+ 0g) oraz z lewostronnego dzialania pierScienia
R, o elementach okreslanych mianem skalaréw, na grupie G

{: RxG— G : (r,g)—rpyg

spelniajacego nastepujace aksjomaty (wyrazone przez diagramy przemienne i row-
nowazne zdania logiczne):

1Baurdziej ogdlna jest struktura grupy z operatorami, ktoérej nosnik jest wprawdzie takze
grupa, lecz w ogolnosci nieprzemienna, patrz: | , Rozdz.1 §4.2]. Okolicznosci, w kto-
rych nosnik dziatania jest wyposazony w ubozsza jeszcze strukture algebraiczna, nie sg zwykle
oddzielnie dyskutowane.

27.asada superpozycji rozwiazan klasycznych zagadnieni liniowych, ktoéra zwykle przywoluje
sie dla uzasadnienia roli przestrzeni wektorowych w fizyce (klasycznej), jest tutaj pochodng struk-
tury modulu nad pierscieniem funkcji gltadkich na czasoprzestrzeni, jaka niesie zbidr cige¢ wiazki
wektorowej pol fizycznych.

117
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(IRM1) (G,?¢) jest zbiorem z lewostronnym dzialaniem monoidu (R, M, $}!), tj.

idrx£

RxRxG——Rx@G
Mxing/ lz = Vysr Vgee : 7D (s> g)=(r-gs)>yg
RXG64>G
oraz
#d xidg
{6} xG—— RxG
P = Vg lrRPg=9;
pro
G

(IRM2) (rozdzielno$¢ dziatania wzgledem dodawania skalarow)

(Lopry 3,00pry 3)

RxRxG ———Gx(qG

AXidGl l¢2

RxG J G

vr,seR vgeG : (T +R 8) >g
=(reg)+c (s> g)

)

(IRM3) (rozdzielnog¢ dziatania wzgledem dodawania grupowego)

(Zoprlg,éoprlﬁ)

RxGxG————GxG
VeerR Voneg @ 1> (g+ch
ided’zl }52 _ R Vg,heG (9+ch)

=(rvg)+g(r>h) -

RxG J G

Analogicznie, modul prawostronny nad pierscieniem R (zwany tez R-
modulem prawostronnym) to para ((G,d2 =+, P1,00 : ¢ +— 0g),p), w kto-
rej g jest odwzorowaniem

P GxR—G: (g,1)—g4r,

zwanym prawostronnym dzialaniem pierscienia skalaréw R na grupie G i
spelniajacym oczywiste prawostronne odpowiedniki powyzszych aksjomatow:

(rRM1) (G,p) jest zbiorem z prawostronnym dziataniem monoidu (R, M, ¢3"),

tj-
xid
GxRxR-Z" sGxR
ideMl l@ = Viser Vgeo (9gar)<s=g<a(r-rs)

GxR——G
©
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oraz
idgxoM
Gx{O}%GXR
Jp = Vg ' gdlr=g9;
pry
G

(rRM2)

(popry o00Pr 3)

GxRxR——F——"———GxG

. — vr,seR VgsG : gd (T +Rr s) .
idgxA b2 = =(g<ar)+g(gas) ’

GxR G
®
(rRM3)
GxGxR (@OPT1,3>P°PT2,3) GxC

) _ vreR Vg,heG : (g+G h,) 4r
¢2xidn G =(gar)+g (hor)

GxR G
©
A

Dla pelniejszego zrozumienia struktury modutu warto poddaé¢ jego aksjomatyke
prostej reinterpretacji. W tym celu wprowadzamy

DEFINICJA 62. Przyjmijmy notacje Def.21 i 32. PierScieri endomorfi-
zmoéw grupy przemiennej G to pierScien
(End(G)aa;Qa 07517507. — ldG) )
ktorego nosnikiem jest zbior End(G) ¢ Map(G,G) endomorfizméw grupy G z
operacjami ¢,, n€{0,1,2} jak w Przykl.15(4) dla S:=G
A

Zapowiedziana reinterpretacja przyjmuje postaé¢ oczywistego

STWIERDZENIE 65. W notacji Def. 21, 32 i 61 oznaczmy — dla dowolnego
reR —

by : G— G : g—rD>yg, pr : G—G : g—gdar.
Powyzsze odwzorowania bywajg nazywane homotetiami o skali r,
indexdziatanielpiericienia/homotetia patrz:
[ , Rozdz. 11 §4.2]. Obraz odwzorowania

¢ : R— Map(G,G) : r— 4,
jest zawarty w podzbiorze End(G) ¢ Map(G,G) i jako taki zadaje homomorfizm
piericienia R w pierscien endomorfizméw G. Podobnie obraz odwzorowania

Q. R—>Map(G,G) T 0,
jest zawarty w podzbiorze End(G) c Map(G,G) i okresla homomorfizm pierscie-
nia przeciwnego do R w pierscieri endomorfizméw G.
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I odwrotnie, kazdy homomorfizm pierscienia (wzgl. pierscienia przeciwnego)
w pierscien endomorfizmow danej grupy przemiennej zadaje na niej strukture R-
modutu lewostronnego (wzgl. prawostronnego).

Jak w przypadku dzialania grupy na zbiorze mozemy bez jakiejkolwiek straty
ogolnosci ograniczy¢ nasze rozwazania (tymczasowo) do modutéw lewostronnych, o
czym przekonuje proste

STWIERDZENIE 66. Przyjmijmy notacje Def. 21, 32 i 61. Struktura mo-
dutu lewostronnego nad pierscieniem R na grupie G indukuje na tej ostatniej w
kanoniczny sposob strukture modutu prawostronnego nad pierscieniem przeciwnym
do R i vice versa.

PRZYKLAD(Y) 34.

(1) Grupa trywialna niesie strukture modutu nad dowolnym pierscieniem.
Jest to tzw. modul trywialny, ktéry bedziemy oznaczaé symbolem 0.

(2) Grupa przemienna (R, A,P,¢{') definiowana przez dowolny pierscieri (R,
A=+,M=-P=~(),08 + e 0p, ¢} : o 1R) jest modutem lewo-
stronnym nad R z dzialaniem ¢ : RxR— R : (r,s) — r-s. Ogdluiej,
dla dowolnego n e N\ {0} grupa (R*", A" P" ¢4i™) zdefiniowana przez
pierscien R, z operacjami okre§lonymi ,wspétrzedna po wspolrzedne;j™

An((%1,$2,...7’In),(y1,y2,...,yn)) = (1?1 + Y1, 22 +y2,~--,xn+yn),
P*(x1,@a,...,xn) = (—21,~T2,...,—Tn),

¢4 " (e) := (Or,0R,...,0R),

dla (x1,22,...,2n), (Y1,Y2,.-.,Yn) € R*™, niesie naturalng strukture mo-
dutu lewostronnego nad R z dziataniem
" RxR™— R : (r,(z1,%2,...,2p)) — (1 21,7 Ta,...,7-Ty),

dla ktoérego bedziemy uzywaé oznaczenia >,. Oczywiscie zbior R*™ jest
takze no$nikiem naturalnej struktury R-modutu prawostronnego, zadawa-
nej przez mnozenie (,wspoétrzedna po wspolrzednej”) z prawej strony przez
elementy piericienia R. Dla jawnego rozréznienia — waznego w dalszej cze-
$ci kursu — tych dwoch struktur na R*™ bedziemy ich no$niki zapisywacé
odpowiednio jako pR*" (R-modul lewostronny) i RY* (R-modul prawo-
stronny).

(3) Dowolny homomorfizm y : RM — R®) pierscieni (R(®), M (@) A(®)
P(@) M 34 " € (1,2} indukuje na grupie (R, A® P®) ¢A™)
strukture modulu lewostronnego nad R z dziataniem ¢ : RM x
R® — R® . (r,5) — M@ (x(r), s).

(4) Grupa przemienna (G, 2, p1,¢0) jest nosnikiem kanonicznej struktury
modutu lewostronnego nad pierscieniem endomorfizméw z Def. 62, przy

czym dzialanie End(G) jest tu zadawane przez odwzorowanie ewaluacji
¢ : End(G)xG— G :(x,9) — x(9) = evy(9).
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(5) Grupa przemienna jest tez nosnikiem struktury modulu lewostronnego
nad piercieniem Z z Przykl.7, przy czym dzialanie Z jest okreslone
przez branie krotnosci jak w (5.1).

(6) Struktura modutu lewostronnego nad pierécieniem R na grupie przemien-
nej (G,éo.d1,¢0) indukwje na grupie (Map(S,G),d2, 31,90
z Przykt. 15 (4) naturalng strukture modutu lewostronnego nad R z dzia-
taniem ¢ : R x Map(S,G) — Map(S,G) : (r,f) —> r> f, przy czym
dla dowolnego x € S jest (r> f)(x):=r> f(x) .

v

Szczegolng i szczegodlnie istotna z fizykalnego punktu widzenia klase modutéw opi-
suje

DEFINICJA 63. W notacji Def.11, 32, 21 i 61 przestrzein wektorowa
nad cialem K (zwana tez przestrzenia K-liniowa) to modul nad pier§cieniem
(K, A, M, P,0,1) ciala (K, A, M,P,Inv,0,1). Elementy nosnika tej struktury okre-
§lamy mianem wektorow.

A

Nosniki struktury przestrzeni wektorowej tradycyjnie oznacza sie duzymi literami
z korica alfabetu lacinskiego, poczynajac od V, elementy za$ tych zbioréw (czyli
wektory) — odno$nymi literami malymi. W dalszej czesci wykladu bedziemy sie
starali dochowaé wiernosci tej tradycji.

PRZYKLAD(Y) 35.

(1) Grupa trywialna jest nosnikiem struktury przestrzeni wektorowej nad do-
wolnym ciatem. Jest to tzw. przestrzen trywialna (lub zerowa), ktéra
bedziemy oznacza¢ wprowadzonym wcze$niej symbolem 0.

(2) Dla dowolnego n € IN \ {0} grupa przemienna (K*", A™ P™ 0") defi-
niowana przez dowolne ciato (K, A, M,P,Inv,0,1) na sposéb opisany w
Przykl. 34 (2) niesie naturalng strukture przestrzeni wektorowej. W szcze-
golnosci grupa (C, +¢, e — 0) jest przestrzenia wektorowa nad ciatlem R
wzgledem dziatania opisanego w Def. 15.

(3) Uogolnieniem struktury opisanej w ostatnim punkcie jest struktura prze-
strzeni wektorowej nad K na zbiorze K¥ ciggow o wartosciach w K z
operacjami zdefiniowanymi “wyraz po wyrazie”.

(4) Grupa przemienna (K[t],+,—(-),e — 0) definiowana przez pierscien wie-
lomianow K[t] o wspotezynnikach z ciala K jest przestrzenia wektorowa
nad K z dzialaniem

s Kx K[t] — K[t]

2 2
(ryro+rit+ret +rpt")—rorog+r-rit+r-rot+r-r,th.

Mozemy teraz wskazaé najprostsze konsekwencje wypisanych aksjomatow.
STWIERDZENIE 67. W notacji Def. 21, 32 i 61 w module lewostronnym nad
pierscieniem R zachodzg nastepujgce tozsamosci:
(i) Vgee @ Or>g=0g;
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(ii) Vieer @ 7> 0q =0¢g;
(ii) v;é@ : P(r)pg=¢1(reg);
(iv) Vreg s regi(g) = di(reg).

ge

W przypadku przestrzeni wektorowych prawdziwe jest ponadto

STWIERDZENIE 68. W notacji Def. 11, 32 i 63 w przestrzeni wektorowej
nad ciatem K zachodzi tozsamosé

Vouyeksy @ Abv=0y = (A=0g v v=0y ).

Dowdd: Jesli X # Ok, to istnieje Invg(A\) == A7L, a wtedy v=1gbv=(A1-gA\) >
v=A"1> (A>v)=A"1>0y =0y, przy czym ostatnia réwnosé¢ wykorzystuje udo-
wodnione wczesniej Stw. 67 (ii). O

O tym, ze wlasnos¢ przestrzeni wektorowych opisana powyzej nie rozszerza sie
na dowolne moduty nad pierscieniem, przekonuje nas analiza prostego przypadku.
Oto w Z-module Z/nZ kazdy element spelia tozsamosé

n> [k], =[0]n.

DEFINICJA 64. W notacji Def. 21, 32, 61 i 63 podmodul modutu lewo-
stronnego ((G, ¢2, ¢1,¢0),¢) nad pierscieniem R to para ((H,oa,¢1,¢00),¢), W
ktorej H jest podgrupa G o wlasnosci

(IPM) {: RxH—HCcG.
Mowimy, ze dziatanie pierscienia R zachowuje H.

W przypadku przestrzeni wektorowej nad cialem K podmodut okreslamy mia-
nem podprzestrzeni (wektorowej).

A

Pojecie podmodutu stanowi punkt wyjscia do nader istotnej konstrukcji opisanej
ponizej.

STWIERDZENIE 69. Przyjmijmy notacje Def. 21, 32, 38, 42, 61 i 64 oraz
Stw. 40. Struktura modutu lewostronnego nad piercieniem R na grupie G in-
dukuje kanoniczng strukture modutu lewostronnego nad R na grupie ilorazowej
(G/H,+cju,Paym, H) wzgledem podmodutu H c G z operacjami (zdefiniowanymi
dla dowolnych g,91,92 € G)

(g1 +a¢ H) +qu (92 +a H) = (g1 +¢ H) +c (92 +¢ H) = (91 +c 92) +¢ H ,

Po/u(g+c H)=(-g9)+c H.
Struktura ta jest okreslona przez dziatanie
(CH . Rx(GJH) — G/H : (r,g+cg H)— (r>g)+c H
i nosi nazwe modulu ilorazowego (wzgl. przestrzeni ilorazowej, gdy R jest
ciatem).
]
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Dowdd: Okreslonosé (C/H jest prosta konsekwencja definiujacej wtasnosci (IPM)

podmodutu. Oto bowiem dla dowolnego reprezentanta k € g+g H zachodzi Jpcy -
k=g+gh,azatem (rok)+gH =(r>g)+qg(r>h)+¢H = (rv> g)+¢ H,
jako ze r > h € H. Aksjomaty modutu lewostronnego sprawdzamy w bezposrednim
rachunku. O

Wyrézniamy odwzorowania transportujace strukture modutu pomiedzy no$ni-
kami.

DEFINICJA 65. Przyjmijmy notacje Def.21, 32, 35 oraz 61. Homomor-
fizm R-modulu lewostronnego (G, (1 (1),¢(1) A1) w R-modut le-
2 1 0
wostronny ((G(Q),qbf), §2),¢(()2)),€(2)) to R-ekwiwariantny homomorfizm grup
przemiennych
X (GO, 050,010 66) — (G087, 67, 6”),

tj. taki ich homomorfizm, ktéry spelnia aksjomat (wyrazony przez diagram prze-
mienny i réwnowazne zdanie logiczne):

RxGO YA
Y (r.9)eRx i oxo V(g
(IRMH) id o= omen = ¢ o(X()g) '
¢(2)
RxG® ——— - G®

Bijektywny homomorfizm R-moduléw lewostronnych, ktoérego odwrotnosé jest ho-
momorfizmem R-moduléw lewostronnych, nazywamy izomorfizmem R-moduléw
lewostronnych.

Opisane homomorfizmy nosza miano odwzorowan R-liniowych. Wprowa-
dzamy oznaczenie

Hompz(GM,¢®):={ v : GV —G? | x R-liniowe }
dla zbioru wszystkich odwzorowan R-liniowych z R-modutu G(") w R-modut G(®.
W szczegolnym przypadku G = G3) =: G, bedziemy pisac
Endg(G) := Homg (G, G),
wyrdzniajac dodatkowo endomorfizmy (obustronnie) odwracalne, czyli automorfi-

zmy,

Autr(G):={ x € Endgr(G) | x bijektywne }.

PRZYKLAD(Y) 36.
(1) Odwzorowanie identycznosciowe na dowolnym module lewostronnym.
(2) Rzut kanoniczny pr; : R*™ — R na i-ty czynnik kartezjanski modutu z
Przykt. 34 (2), traktowany jako nosnik kanonicznej struktury modutu nad
R dlan=1.
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(3) Odwzorowanie grupy przemiennej G") bedacej nosnikiem struktury mo-
dutu lewostronnego nad piercieniem R w grupe przemienng G(2) dane
wzorem 0 : G — G® . g — q&(()2)(0) jest odwzorowaniem R-
liniowym (wzgledem trywialnej struktury R-modulu lewostronnego na
grupie trywialnej {qb(()Q)(O)}). Odwzorowanie to nazywamy homomor-
fizmem zerowym.

(4) Rzut kanoniczny mg/py @ G — G/H (no$nika struktury) modutu le-
wostronnego nad pierscieniem R na modul ilorazowy G/H wzgledem
dowolnego podmodulu H c G.

(5) Dowolny homomorfizm grup przemiennych traktowanych jako moduty le-
wostronne nad pierscieniem 7 (jak w Przykt. 34 (4)) jest odwzorowaniem
Z-liniowym.

v

8.2. Proste wlasnosci odwzorowan R-liniowych

Szczegdélowym opisem struktury odwzorowan R-liniowych zajmiemy sie w dal-
szej czeSci wykladu. Na obecnym etapie ograniczymy sie do elementarnych spo-
strzezen.

STWIERDZENIE 70. Przyjmijmy notacje Def. 21, 82, 35, 61 oraz 65. Czwor-
ka (HomR(G(l),G(2)),A =+ P=-(),e — 0), w ktorej sktad wchodzq operacje
punktowe

A Homp(GM,G®)*2 — Hompg(GM,G®) 1 (x1,x2) — X1+ X2+

P : Homgr(GM,G?®) — Homr(GM,G?) : y+— —x,
okreslone wzorami (zapisanymi dla dowolnego g€ G1))

(x1+x2)(9) = x1(9) +2) x2(9) , (=x)(9) :=Pge (x(9))

oraz stata 0(g) = 0qe), jest grupg przemienng. Szdstka (EndR(G), +,0,—(-), 0 —>
0,0 — idc) jest pierscieniem, natomiast czwirka (AutR(G),O, ()t e— idg)

jest grupq.
Jesli pierscieri R jest przemienny®, to wowczas HomR(G(l),G(Q)) niesie na-
turalng strukture R-modutu z dziataniem

¢ : RxHomp(GM,G?)) — Homp(GM,GP) : (r,x) —r> Y,

(rex)(g) =23 (r,x(9)) -

W szczegolnosci Hom]K(G(l), G(Q)) jest nosnikiem struktury przestrzeni wektorowej
nad ciatem K.

Powyzsze stwierdzenie pozwala wystowi¢ prosty, lecz zarazem caltkowicie ogoélny
argument przemawiajacy za wprowadzeniem struktury modutu nad pierscieniem

3Przemiennos¢ R gwarantuje, ze odwzorowanie r > x jest R-liniowe, gdy w przypadku
nieprzemiennym jest (7 > x)(s b1y 9) = 7 >(2) x(s >(1) 9) = (7R 8) >2) x(9) # (5 'RT) P(2)
x(g) =s>(2) (r>x)(9)-
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nawet w dyskusji, w ktérej punktem wyjscia jest struktura przestrzeni wektorowej
(R=K).

STWIERDZENIE 71. Przyjmigmy notacje Def. 21, 32, 35, 61 i 65 oraz Stw. 70.
Grupa przemienna (HomR(G(l),G(Q)),A =+,P=-(),e — ()) nieste naturalng
strukture modulu lewostronnego nad pierscieniem EndR(G(z)) oraz modutu prawo-
stronnego nad pierscieniem Endp(GM).

[ ]
Dowdd: Rzeczong strukture zadaje dzialanie lewostronne
At Endg(G®) x Homz (G, G?) — Hompg(GM,GP) : (a,x) — aoy
oraz dzialanie prawostronne
o+ Homp(GD,G®) x End(GD) — Homp(GV,G?) : (x,8) — yo 8,
dla ktorych tatwo sprawdzié¢ aksjomaty modutu. (I

Tym oto sposobem najprostsza analiza wlasno$ci homomorfizméw przestrzeni wek-
torowych wyprowadza nas poza wyjsciowa kategorie, czyniagc nieodzownym jej prze-
niesienie na bardziej ogélny poziom teorii modutéw nad pierscieniem.

Tytulem przygotowania do dalszych rozwazan dowodzimy

STWIERDZENIE 72. Kazdy bijektywny homomorfizm R-modutéw lewostron-
nych jest izomorfizmem R-modutéw lewostronnych.

Dowdd: Niechaj x : ((G1, 6", 6(”,6("), D) — ((G,6{7,6{,6(*)),¢®)
bedzie takim homomorfizmem., tj. niechaj dla dowolnych 7€ R i g e G zachodzi
xo D (g) = 6 o x(g),
a wtedy — wobec odwracalnosci x — dostajemy
t(g) =x P oxot(g)=x ot ox(g).

Skoro jednak x jest bijekcja, to kazdy element h € G® daje sie przedstawié¢ w
postaci h = x(g) dla pewnego (i jedynego takiego) g€ G, a zatem

Doy (h) = x o P (h),

co konczy dowod. 0

Zachodzi takze oczywiste

STWIERDZENIE 73. Jagdro homomorfizmu modutow lewostronnych nad do-
wolnym pierscieniem jest podmodutem dziedziny tegoz homomorfizmu, natomiast
jego obraz jest podmodutem przeciwdziedziny.

Wprowadzamy wygodna
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DEFINICJA 66. W notacji Def. 21, 32, 35, 36, 42, 61 i 65 oraz Stw. 40 ko-
obraz homomorfizmu y moduléw nad pier$cieniem to modul ilorazowy

Coim y := G /Ker v,
natomiast jego kojadro to modut ilorazowy
Coker y := G® /Im y .
A
Wiele poje¢ omoéwionych w Rozdz. 5, w tym pojecie ciagu doktadnego, pod-
nosi sie w naturalny sposéb do kategorii moduléw nad ustalonym pierscieniem. To
samo dotyczy niektérych fundamentalnych konstrukeji homomorfizméw kanonicz-

nych oraz indukowanych, ktére przytaczamy ponizej bez dowodu® po ich uprzednim
przeformutowaniu.

TWIERDZENIE 8.1 (Pierwsze twierdzenie o izomorfizmie modutow). W no-
tacji Def. 21, 32, 85, 36, 42, 61 i 65 oraz Stw. 40 Kerx jest podmodutem GV, a
nadto istnieje kanoniczny izomorfizm modutéw

Ay Coim)(i>1m><7

ktory czyni przemiennym nastepujgcy diagram o wierszach i kolumnach doktadnych

0 KeI‘X JKer x G(l) X G(Q) T Coker x Cokerx .o
TCoim x JIm x
0 ———— Coimy — Im y 0
X
0 0

Diagram ten opisuje kanoniczny rozktad homomorfizmu x jek w Tw. 5.2.
[

TWIERDZENIE 8.2 (Drugie twierdzenie o izomorfizmie modutéw). Przyj-
migmy notacje Def. 21, 32, 35, 61 i 65. Niechaj H, K c G niosq strukture pod-
moduty G. Wowczas K +¢ H K n H c G 3¢ podmodutami i istnieje kanoniczny
izomorfizm modutéw ilorazowych

(K+¢ H)/H=K/(KnH).

TWIERDZENIE 8.3 (Trzecie twierdzenie o izomorfizmie modulow). Przyj-
migmy notacje Def. 21, 32, 35, 61 i 65. Niechaj Hy > Hy bedg podmodutami G.
Istnieje kanoniczny izomorfizm modutow ilorazowych

(G/Hy)/(H1/H2) 2 G/H; .
]
4y kazdym z przypadkow dowo6d sprowadza sie do bezposredniego sprawdzenia R-liniowosci

stosownych homomorfizméw grup skonstruowanych w dowodach odpowiednikéw wypisanych
twierdzen zamieszczonych w Rozdz. 5.
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TWIERDZENIE 8.4 (O liniowym przeciwobrazie normalnego ciagu doktad-
nego moduléw). W notacji Def. 21, 32, 35, 42, 43, 61 oraz 65 i dla dowolnego pod-
modutu H® ¢ GP® oraz homomorfizmu R-modutéw lewostronnych x : G —
G podgrupa x " (HP) jest podmodutem i istnieje kanoniczny monomorfizm in-
dukowany modutow ilorazowych

X : G(l)/x’l(H(z)) - G(2)/H(2) 7
ktory czyni przemiennym diagram wypisany w tresci Tw. 5.7. W szczegdlnosci jesli
X jest surjekcjq, to wéwezas X jest izomorfizmem modutow.
]

Zanim przejdziemy do przedstawienia rozmaitych naturalnych konstrukcji wy-
korzystujacych strukture modulu nad pierscieniem i zbadamy wlasnosci odwzoro-
wan liniowych, zapoznamy sie z jednym jeszcze wynikiem abstrakcyjnym o nieba-
gatelnym znaczeniu rachunkowym. Jego wyprowadzenie pozwoli nam rozbudowaé
arsenal narzedzi logicznych szczegélnie wygodnych w dyskusji struktur algebraicz-
nych o metode okres§lana mianem ,pogoni wzdluz diagramu” (z jez. ang. ,diagram
chase”).

STWIERDZENIE 74. (Lemat Pieciu (Morfizméw)) Przyjmijmy notacje
Def. 21, 32, 35, 43, 61 oraz 65 i rozwasmy dwie pigtki ((A(V), N ¢§”)),£(7>)
i ((B('Y),gby%),qbg"’%),¢67+5)),€('7+5)), v e1,5 modutéw lewostronnych nad pier-

$cieniem R, a wraz z nig — kolekcje as, B85, 6 €1,4 i X, 7€1,5 homomorfizméw
modutow, sktadajgcych sie na diagram przemienny

A 2 A(2) ABG) A® AG)

BLH . pB® B® B@ B®)
B1

2 3 4

a2 a3 (e %3

ktorego wiersze sq ciggami doktadnymi. Wowczas prawdziwe sq¢ nastepujgce zdania:
(i) Jesli x1 jest surjekcja, a x2 i xa sqinjekcjami, to wtedy xs jest injekcjq.
(i1) Jesli x5 jest injekciq, a xo i x4 sq surjekcjami, to wtedy xs jest surjek-
cJq.
W szczegolnosci wiec ilekroé x1,X2, X4 & X5 S¢ izomorfizmami, izomorfizmem jest
takze xs.
[

Dowad:

Ad (i) Niechaj g € Ker x3, a wtedy xs0a3(g) = f30x3(9) = 0, zatem — wobec
injektywnosci x4 —jest as(g) = 04, czyli g € Ker az. Skoro jednak gorny
wiersz diagramu jest dokladny, to g € Imag, tj. g = as(h) dla pewnego
h e AP, przy czym Ope = xs(9) = x3 © az(h) = B2 o xa(h), przeto
x2(h) € Ker (2, skad — wobec dokladnosci wiersza dolnego — wniosek,
ze x2(h) = B1(k) dla pewnego k € B, Ale tez y; jest surjekcja, totez
istnieje [ € A speliajacy rownosé k = y1 (1), zatem yo(h) = Brox1(l) =
xz20a1(l). Uwzgledniajac injektywnosé ye, otrzymujemy na tej podstawie
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rownosé h =aq(l) idalej g = agoa;i(l) =0, zracji doktadnosci wiersza
goérnego. Przedstawione rozumowanie dowodzi injektywnosci xs.

Ad (i) Niech teraz g € B®), a wtedy — wobec surjektywnosci x4 — zachodzi
rownosé f3(g) = xa(h) dla pewnego h e AY skad dalej, z uwagi na
doktadnos¢ wiersza dolnego, Oge) = B1083(g) = Baoxa(h) = xsoaa(h), ale
X5 jest injekcja, zatem h € Keray = Imag, czyli h = az(k) dla pewnego
ke A®), W takim razie jednak B3(g) = xa(h) = x4 0 az(k) = B3 o x3(k),
co prowadzi do rownoséi g +pe) (—x3(k)) € Ker 33, co — gdy raz jeszcze
wykorzysta¢ dokladnosé wiersza dolnego — daje g = x3(k) +5i) B2(1)
dla pewnego [ € B®) | Zwazywszy surjektywnos¢ o, wnioskujemy na tej
podstawie, ze g = x3(k) +pw B2 0 x2(m) = x3(k) +p© X3 0 az(m) dla
pewnego m € A®). Ostatecznie zatem ¢ = x3 (k + 45 a2(m)) € Im x3, co
nalezalo okazac.

([l

8.3. Liniowa niezalezno$é, baza i pojecia pochodne

Dalsze nasze rozwazania wytyczaja strukturalnie najprostsza i najbardziej na-
turalng droge od ogoélnej struktury modulu nad pier§cieniem do struktury prze-
strzeni wektorowej. Zacznijmy od pomocniczej

DEFINICJA 67. Niechaj A i S bedazbiorami. Rodzina elementéw zbioru
S indeksowana przez zbioér A to odwzorowanie x. : A — S : A+ x), przy
czym element A € A okreslamy mianem indeksu, zbior A za$ — mianem zbioru
indeksow. Rodzine taka zapisujemy w postaci {x}area- Ilekro¢ S jest nosnikiem
struktury monoidu o elemencie neutralnym e, wprowadzamy pojecie nos$nika ro-
dziny {z)}xen danego wzorem

supp{zrfrer ={ AeA | zr#e}.
Rodzina o nos$niku skoiiczonym to taka, ktérej nosnik ma moc skorniczong. Zbior

wszystkich takich rodzin bedziemy oznacza¢ symbolem Z,(5).
A

Pozwala nam ona sformulowaé

DEFINICJA 68. W notacji Def. 67, 21, 32 oraz 61 i dla dowolnego podzbioru
S ¢ G modulu G kombinacja liniowa elementéw zbioru S o wspdélczyn-
nikach z pierScienia R to dowolna suma (w sensie dodawania +g w grupie

przemiennej G)
Z Tg>g,

geS
wyznaczona przez rodzing {ry},es elementéw z R indeksowana przez S, o nosniku
skonczonym. Elementy tej rodziny okreslamy mianem wspélczynnikow kombi-
nacji liniowej.
A

PRZYKLAD(Y) 37.
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(1) W Z-module Z*? z Przykl.34(2) element (5,2) jest kombinacja liniowa
2> (1,1) +3>(1,0) o wspotezynnikach 2 1 3.

(2) W Z-module Z/9Z z Przykl. 34 (5) element [6]y jest kombinacja liniowa
4> [7]o +9 (-1) > [4]9 o wspOtezynnikach 4 i —1.

(3) W przestrzeni R-liniowej R*® z Przykt. 35 (2) wektor (m,e,/2) jest kom-
binacjg liniowa 7 > (1,0,0) +g e > (0,1,0) +g V2 > (0,0,1) o wspotczyn-
nikach m, e i V2.

(4) W przestrzeni R-liniowej C ([0,1],R) (patrz: Przykt. 35 (5)) wektor sinh
jest kombinacjg liniowa, % > exp + (—%) > expolnvy o wspoétezynnikach %
i-1

v

Bez trudu dowodzimy

STWIERDZENIE 75. Przyjmijmy notacje Def. 67, 21, 32, 61 oraz 68. Pod-

zbior
(S)R = { Z TgP>g | {Tg}ges € Zo(R) } cG
gesS

jest podmodutem G. Jest to najmniejszy podmodut G zawierajgcy S. Okreslamy go
mianem (pod)modulu generowanego (albo rozpinanego ) przez zbior S (albo
inaczej powloki liniowej zbioru S nad R czy wreszcie powloki R-liniowej
zbioru S), ten ostatni za$ nazywamy zbiorem generatoréw (lub generujacym)
podmodutu (S),.
indexmodut nad piericieniem!zbior generujacy Jesli S ={g} (jest singletonem), to
odnosny modut oznaczamy przez (S)p = (g) 1 nazywamy modutem cyklicznym.
Modut o skoriczonej liczbie generatoréw, tj. taki, dla ktdrego |S| < oo, nosi miano
modulu skoriczenie generowanego.

]
Dowdd: Strukture podgrupy na (S)p, okreslajy operacje
¢2 : (Sﬁ{z - (S>R : (deS Tg > g, deS Sg l>g) — ZgES (Tg R 59) >g,
¢1 : <S>R - (S>R : deS Tgb>gr— deS (_Tg) >g
oraz
d)() : {0}—><S)R D e —> Z ORDQ:OG_
geS
Dzialanie pierscienia R zadajemy wzorem
81) A Rx(S)p— (g : (T,ngbg)r—>2(r~Rrg)>g.
geS geS
O

PRZYKLAD(Y) 38.
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(1) Podmodutl (0¢)p = {0g} jest modultem trywialnym.
(2) Modul R z Przykt. 34 (2) jest powtoka liniowa elementu neutralnego 1g.
Jest to zatem modul cykliczny.
(3) Podmodut ([2]¢), c Z/6Z to {[0]s,[2]s,[4]6} = Z/3Z, natomiast po-
wloka Z-liniowa singletonu {[5]¢} jest caly modut Z/67Z.
(4) Powloks liniowa pary wektorow v,w € R3 w przestrzeni wektorowej R?
nad R jest
e plaszczyzna przechodzaca przez (0,0,0),v i w, gdy ta trojka jest
niewspotliniowa — jest to przyktad modutu skoniczenie generowanego
niecyklicznego;
e prosta przechodzaca przez (0,0,0),v i w, gdy ta trojka jest wspot-
liniowa, a przy tym v #0 lub w # 0;
e singleton {(0,0,0)}, gdy v =(0,0,0) = w.

Kolejne istotne pojecia zbiera

DEFINICJA 69. W notacji Def.67, 21, 32, 61 oraz 68 rodzina {gy}xca
elementéw modulu G jest liniowo niezalezna nad pierScieniem R,
indexliniowa niezalezno$c¢ jesli spelnia warunek

VirsJaerco(R) * ( Yorabga=0g = Vaer : 'a=0gr ) .
AeA

Podzbiér S c G nazywamy liniowo niezaleznym nad pierScieniem R,
indexpodzbiér liniowo niezalezny jesli jako rodzina elementéw z R indeksowana
przez S jest liniowo niezalezny nad R, tj. jesli znikanie dowolnej kombinacji liniowe;j
Yges g > g = 0 implikuje rownos¢ r, = Or dla kazdego g€ S.
Rodzine {gx}rea (wzgl. podzbior S c G) nazywamy liniowo zalezna(-nym),
jesli nie jest liniowo niezalezna(-ny).
A

Pojecie liniowej niezalezno$ci charakteryzuje nastepujace
STWIERDZENIE 76. Przyjmijmy notacje Def. 67, 21, 32, 61 oraz 68. Je-
§li podzbior S c G jest liniowo niezalezny, to réowno$é kombinacji liniowych jego
elementow jest rownoznaczna z rownoscig ich wspotczynnikow, tj.
YN rgbg=Y, 5409 <> Vg5 : Tg=35g.
geS geS
Ponadto jesli R =X jest ciatem, to liniowa zaleznosé S jest rownowazna temu, Ze
jeden z elementow S jest kombinacjq liniowq pozostatych.
]

Dowdd: Zachodzi réwnowaznos¢ Yocg g > g = Ygeg Sg P g < Yges (rg+R
P(sg)) > g = 0, ktéra wobec liniowej niezaleznosci S daje pozadana réwnosé.

Liniowa zalezno$¢ S w przypadku R = K jest rownowazna istnieniu niezerowej
rodziny skalaréw {r,}gcs o skoficzonym noéniku, dla ktérej ¥ e 74 > g = Oc. Niech
g € S ma te wlasnodé, ze r4 # Ok, a wtedy otrzymujemy

g=-Invg(rg)> > rmoh= Y Pg(nvk(ry) kra)>h,
heS\{g} heS\{g}
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co konczy dowdd. O

PRZYKLAD(Y) 39.
(1) W Z-module Z*? z Przykt. 34 (2) zbiér {(2,0),(3,0)} jest liniowo za-
lezny, bo

3> (2,0)+(-2) > (3,0) = (0,0),

ale zarazem nie istnieje n € Z o wtasnosci (2,0) = n > (3,0). Jest to
przyktad modulu nad pierscieniem, w ktérych réwnowaznosé z drugiej
czesci Stw. 76 nie jest prawdziwa.

(2) W Z-module Z/nZ 7 Przykt. 34 (5) dowolny singleton {[k],} jest liniowo
zalezny, patrz: uwaga pod dowodem Stw. 68.

(3) Wielomiany 3t2-t° i 2t2-7t" tworza podzbior liniowo niezalezny modutu
Z[t] nad Z.

(4) W przestrzeni R-liniowej R*? 2z Przykl.35(2) zbior {(2,7),(15,-2),
(1,58)} jest liniowo zalezny.

(5) W przestrzeni R-liniowej C ([0,7],R) (por. Przykt.35 (5)) zbiér {sin,cos}
jest liniowo niezalezny.

v

Dotychczasowe rozwazania doprowadzaja nas wprost do kluczowego pojecia
pozwalajacego dokonaé precyzyjnego jakosciowego rozréznienia pomiedzy ogélnymi
modutami nad pierScieniem i przestrzeniami wektorowymi.

DEFINICJA 70. Przyjmijmy notacje Def. 67, 21, 32, 61 i 68 oraz Stw. 75. Ro-
dzine {gx}rea elementéw modutu G nad pierscieniem R nazwiemy baza modulu
G7
indexmodutl nad pier§cieniem!baza jesli jest ona niepusta, liniowo niezalezna nad
R i generuje G. Podzbiér S c G o tych samych wlasnosciach okre§limy w ten sam
Sposdb.

Modul wolny (na zbiorze %) to modul trywialny lub taki, ktéry posiada
baze A.

A

PRZYKEAD(Y) 40.
(1) Element neutralny 1p jest baza modutu R z Przykt. 34 (2).
(2) Modul Z/nZ, n € N~ {0} nad piericieniem Z, cho¢ jest cykliczny, nie
posiada bazy, albowiem nie istnieje w nim podzbiér liniowo niezalezny,
por. uwage pod dowodem Stw. 68.
(3) Rodzina elementéw {e;}, 1, €i = (62{%]’)3'&1,77 gdzie

R _ 1R dla j =1

B3| Op dlaj#i

jest symbolem Kroneckera (zwanym tez delta Kroneckera), jest
baza standardowa modulu wolnego R*" z Przykl. 34 (2).
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W przypadku pierécienia R = K o strukturze ciata ta sama rodzina
elementow (wektorow) jest baza standardowa przestrzeni wektorowej IK*"
z Przykt. 35 (2).

v

Definiujaca charakterystyke bazy modulu podaje

STWIERDZENIE 77. Przyjmijmy notacje Def. 67, 21, 32, 61, 68 i 70 oraz
Stw. 75.

Podzbior 2 c G jest bazg modulu G wtedy i tylko wtedy, gdy jest spetniony
warunek

Voea A ratnemesto(R) © 9= 2, Th>h,
he%

tj. gdy kazdy element modutu ma jednoznaczne przedstawienie w postaci kombinacyi
liniowej elementow tego podzbioru.

Dowdd:
= Niech # bedzie baza G. Woéwczas kazdy element ma pozadane przed-
stawienie, gdyz % jest zbiorem generujacym. Jego liniowa niezalezno$é
gwarantuje — na mocy Stw. 76 — jednoznaczno§é takiego rozktadu.
<« Istnienie rozkladu oznacza, ze # jest zbiorem generujacym, jego jedno-
znaczno$¢ za$ implikuje liniowa niezalezno$¢ elementéw bazy, albowiem
Z Thl>h=0(;= Z ORl>h
he% he%
prowadzi do réwnosci rj, = Og.
O

Jak stwierdziliSmy wczesniej, modul nad pierscieniem moze nie posiadaé¢ bazy, por.
Przykt. 40 (2). Odpowiedzi na pytanie o istnienie bazy w przypadku przestrzeni
wektorowej (i tym samym naturalnego kryterium rozrézniajacego te dwie struk-
tury) dostarcza

TWIERDZENIE 8.5 (O istnieniu bazy przestrzeni wektorowej). Przyjmijmy
notacje Def. 11, 67, 21, 32, 61, 63, 68 i 70 oraz Stw. 75 i zalézmy, Ze V jest
nietrywialng przetrzenig wektorowg. Jesli T jest dowolnym zbiorem generatoréw
V nad K, a S — pewnym liniowo niezaleznym (nad ) podzbiorem T, to wtedy
istnieje w V' baza B o wltasnosci Sc Bcl.

Dowdd: Podstawa dowodu jest Lemat Kuratowskiego—Zorna, ktorego sformutowa-
nie wymaga pewnego przygotowania. Zacznijmy od przypomnienia

DEFINICJA 71. Niechaj S bedzie zbiorem. Czesciowy porzadek na S to
relacja < ¢ S xS o nastepujacych wlasnosciach

(PO1) (zwrotno$¢) Vies @ = <ux;
(PO2) (antysymetria) Vyyes @ ((2=sy A ysz) = x=y);
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(PO3) (przechodnio$¢) Vi, y.es : ((22y A y<z) = w=<z).
Jesli z <y, to mowimy, ze y jest pozniejszy niz x lub tez ze x jest wczesniejszy
niz. y. Zbioér, na ktérym zostal okreslony czedciowy porzadek, nazywamy zbiorem
czesSciowo uporzadkowanym.
Liniowy porzadek na S to cze$ciowy porzadek spelniajacy dodatkowy ak-
sjomat
(PO4) (totalno$¢) Vi, yes @ (z=<y v y=<zx),
tj. bedacy relacja totalng.
Podzbiér < S zbioru S z czeSciowym porzadkiem <, ktory jest liniowo upo-
rzadkowany (wgledem <), okreslamy mianem taricucha w S. Ograniczenie gérne
taricucha c S to element x € S o wlasnosci

Vye 1 y<T.
Zbiér lanicuchowo zupelny to zbiér cze$ciowo uporzadkowany, w ktérym

kazdy tancuch ma ograniczenie gérne.
A

Przykladem czesciowego porzadku jest relacja c (zawierania sie) okreslona na zbio-
rze 2% podzbioréw danego zbioru S. Ten wiasnie przyktad odegra istotna role
ponizej.

Mozemy juz teraz wystowi¢

TWIERDZENIE 8.6 (Lemat Kuratowskiego—Zorna). W kazdym niepustym
zbiorze S taricuchowo zupelnym istnieje element maksymalny m o wltasnosci defi-
niujgce;j

Vees : (m<x = z=m).

Dowdéd twierdzenia, ktéry mozna znalezé¢ w pracy Kuratowskiego i Mostowskiego
[ , Rozdz. VII§ 8], wykorzystuje pewnik wyboru. Warto takze przeczytaé
wersje dowodu przedstawiona w ksiazce Langa | , Dod. 2].

Wracajac do dowodu zasadniczego, rozwazamy rodzine zbioréw

RZ(T)S):={ Xe2" | X>58 A X liniowo niezalezny nad K }
z czeSciowym porzadkiem c. Rodzina ta jest niepusta, gdyz S € Z(I|S), a ponadto
dla dowolnego tancucha {X}iea ¢ Z(T|S) podzbioréw S c Xy cT' (A jest tutaj
zbiorem indeksow) zachodzi Uyep Xa € Z(TS), bowiem Uyep Xx 2 Xy 2 S, a
ponadto kazda kombinacja liniowa nad K
Z(p.) = Z Ho B>V
veUxea Xa
jest zawarta w pewnym elemencie X rodziny {X}xea z racji skoriczonosci nognika
rodziny jej wspotezynnikow i wobec istnienia liniowego porzadku c na {Xj}aea, @
zatem
f(,u,) =0 — vveu/\eA Xy Mo = Ok
w konsekwencji liniowej niezaleznosci X,. Powyzsza dyskusja pokazuje, ze zbiér
Z(T|S) jest tancuchowo zupelny, wiec tez — na mocy Tw.8.6 — istnieje element
maksymalny

ScHcl', Vyer : XcAB.
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Mozemy teraz rozpatrze¢ podprzestrzen (#)y c V. Gdyby nie zachodzila tu row-
nos¢, (#)i ¢V, to wowczas musiatby istnie¢ generator v € I' o wlasnosci v ¢ (B)y,
w przeciwnym bowiem razie kazdy wektor w € V' mozna byloby rozpia¢ na gene-
ratorach z powloki 4, czyli byloby Vev @ w e (#)g. Skoro jednak v ¢ (B)g, to
PBu{v}>PA>S jest liniowo niezalezny, albowiem réwnosé

Z /J'w[>w+G//‘v[>U:0V
weAB

implikuje p, =0k, bo w przeciwnym razie

v= Z@ P (Invik (110) 'K ) B w € (B) i -

Wtedy jednak dostajemy

Z Moy B> W = Ov,

weRB
wiec tez koniecznie Viez @ tyw = Og z uwagi na liniowa niezalezno$§¢ . Koniec
koncéw stwierdzamy, ze

BeRBuU{v}eZ(T|S),

co przeczy maksymalnosci B w Z(T'|S). Napotkana sprzeczno$¢ pokazuje, ze musi
zachodzi¢ rownosé¢ (A)y =V, anadto £ # @, gdyz V # {0y }, skad wniosek, ze £
jest baza o pozadanych wlasnosciach. (Il

Nalezy podkresli¢, ze powyzsze twierdzenie orzeka twierdzaco o istnieniu bazy w
dowolnej przestrzeni wektorowej — istotnie, kazda przestrzen V ma zbiér generu-
jacy, np. V. Przedstawiony jego dowdd, jakkolwiek szalenie elegancki, nie niesie
najskromniejszej nawet sugestii odnosnie do konstrukcji bazy przestrzeni wektoro-
wej. W przypadku przestrzeni skoficzenie generowanej (tj. takiej, w ktorej |T'| < oo)
niezreczno$é te usuwa konstruktywny dowod ponizszego

STWIERDZENIE 78. (Lemat Steinitza o wymianie) Dowolny podzbior li-
niowo niezalezny skoriczenie generowanej przestrzeni wektorowej V. nad ciatem K
ma moc mniejszqg od mocy zbioru generujgcego lub jej réwng, a ponadto mozna go
uzupetni¢ do bazy tej przestrzeni wektorami ze zbioru generujgcego.

Dowdd: Niechaj T := {vy,vs,...,v,} ¢ V bedzie zbiorem generujacym przestrzeni
V' i niech X bedzie zbiorem liniowo niezaleznym w V', przy czym zaktadamy, ze
V # {0y }. Wprowadzmy oznaczenie mx :=|X]|.

Jesli mx =0, to baze &£ tworzymy z elementéw I' w nastepujacej procedurze
sustracji”: posuwajac sie w kierunku wzrostu indeksu naturalnego ¢ w zbiorze wek-
toréow v; odrzucamy kazdy z wektordéw, ktory jest kombinacja liniowg poprzednikow
(w szczegolnosei vy odrzucamy wtedy i tylko wtedy, gdy jest wektorem zerowym).
Uzyskany tym sposobem podzbior {v;,,vi,,...,v;, } T jest (niepustym) zbiorem
generujacym V', a zarazem — wprost z konstrukcji — jest liniowo niezalezny, czyli
jest baza.

Zalozmy dalej, ze 0 <mx <n, przy czym X ={x1,22,...,Zmy }. Skoro T' jest

zbiorem generujacym, to istnieje taka rodzina skalaréw {\;}, 1 c K, ktéra zadaje
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rozktad
n
T = Z i D ;.
i=1
Zauwazmy, ze rodzina ta musi mie¢ supp{\;},_1; >0, w przeciwnym bowiem razie

z1 =0, a wtedy X nie moze by¢ liniowo niezalezny (bo np. nietrywialna kombinacja
liniowa 1k > z1 +v Z;":)g Ok > z; = Oy zadaje rozktad Oy ). Dokonujac stosownej
permutacji indekséw rodziny I', mozemy doprowadzi¢ do tego, by A # Ok, a wtedy

M=

-1 -1
1)12)\1 > T +y (—>\1 ']K)\j)D’Uj,

j=2
co oznacza, ze zbior T = {z1} U {vy,vs,...,v,} jest zbiorem generujacym V. W
takim razie istnieje rodzina skalaréw {1}, 15, o niepustym nosniku, ktéra zadaje

rozktad
n

ZL'Q:M11>£E1+VZ/LjI>Uj,
Jj=2

przy czym musi istnie¢ indeks j > 1 o wtasnosci p; # Ok, bo inaczej s € (x1)y, co
przeczy liniowej niezaleznosci X. Przeindeksowujac {vs,vs,...,v,} odpowiednio,
doprowadzamy do tego, by bylo us # 0k, a wtedy

n
Vg = (_M51 ‘K Ml) > +y /,L;l > To +y Z (—/})51 K /’L]) > vj,

j=3
czyli tez T3 := {21, 25} U {vs,v4,...,0,} jest zbiorem generujacym V. Zasto-
sowawszy te procedure my razy, otrzymujemy zbior generujacy I'(™X) := X u
{Umx+1,Umx+1s---5Un}, Przy czym drugi czlon sumy jest pusty, gdy mx = n.

Oznaczmy

- z; dlal<i<my
7] v dlamx+1<i<n

JLustracja” Tmx) = {y;}
zadnego z elementow X c I'(™X) (z racji liniowej niezaleznosci X), a zatem daje
nam baze V bedaca rozszerzeniem X, zgodnie z teza stwierdzenia.

Jesliby mx > n, to wybierajac z X dowolny podzbiér Y o mocy n i stosujac
do niego powyzsze rozumowanie doprowadzamy do zastapienia wszystkich gene-
ratoréow z I' wektorami z Y, co czyni z Y zbiér generujacy V. W konsekwencji
dowolny wektor x € X \Y # & jest kombinacja liniowa wektoréw z Y, co przeczy
liniowej niezaleznosci X. Sprzecznosé ta dowodzi tej sktadowej tezy, ktora orzeka,
ze mx <n,itym samym zamyka dowod. ([

T wedle opisanego wczesniej schematu nie eliminuje

Te czes¢ wyktadu zakonczymy podsumowaniem wtasnosci bazy modutu wolnego.

STWIERDZENIE 79. Def. 67, 21, 32, 61, 68 i 70 oraz Stw. 75. W dowolnym
module G nad piericieniem R ponizsze zdania
(i) & jest bazqg G.
(il) A jest maksymalnym (w sensie c) podzbiorem liniowo niezaleznym G.
(iil) A jest minimalnym (w sensie c) podzbiorem generujgcym G.
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pozostajg w relacyi

(i) = (i) (BL)
(i) = (iii). (BG)
Jesli R=1K jest ciatem, to takze
(i) = (i) (K-LB)
(i) = (i). (K-GB)
a
Dowdd:

(BL) Baza jest z definicji zbiorem liniowo niezaleznym, wystarczy zatem wyka-
zac¢ jego maksymalnogé. W tym celu rozwazmy dowolny element g € GNZ.
Skoro G = (#)p, to istnieje {ry}nez € Zo(R) o wlasnosci Y,z rn>h=
g, a zatem

PR(I) >g+a Z ’I“hDh:OG,
heZ
skad wniosek, ze U {g} 2 # jest zbiorem liniowo zaleznym.

(BG) Baza jest z definicji zbiorem generujacym, pozostaje wiec udowodni¢ jego
minimalno§¢. Niech g € & i rozwazmy B’ = B\ {g}. Gdyby bylo
(AB')p = G, wowczas w szczegolnoscei istniataby rodzina {rp }res € Zo(R)
o wlasnosci Y peq Th > h = g, a wtedy mielibySmy réwnosé

Pr(l)>g+g >, mh>h=0g,
he%B’
ktora przeczy liniowej niezaleznosci 4.

(K-LB) Zalézmy, ze (B)y # G, czyli istnieje g € G\ (B). Wowczas zbior %' :=
B u{g} 2 P jest liniowo niezalezny, gdyby bowiem Y.z rn > h = 0¢
dla pewnej niezerowej rodziny {rp}res € %o(K), to musiatoby byé¢ g €
supp {rp trew (z racji liniowej niezaleznosci %), a wtedy dostaliby$my

g= Z (—7“;1 KTh) > he(B)g .
heAB
co nie jest prawda. Jednakowoz liniowa niezalezno$¢ £’ lezy w sprzecz-
nosci z zalozeniem o maksymalnosci Z.

(K-GB) Przyjmijmy, ze % jest liniowo zalezny, czyli ¥ e 7y > g = O¢ dla pewnej
niezerowej rodziny {r4}gem € Zo(K). Niech g € # ma wtasnosé¢ r, # Og,
a wtedy, zdefiniowawszy %' := B\ {g}, otrzymujemy

g= >, (—7“;1 K Th) D> he (B )y,
he%B'
czyli #' ¢ # generuje G, co przeczy minimalnosci 4.
O

Przykladem modutu nad pier§cieniem, w ktérym nie jest spetnione wynikanie (K-
LB) jest kanoniczny Z-modul Z (patrz: Przykl.34(2)), w ktérym podzbior {2}
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jest w oczywisty sposéb maksymalnym zbiorem liniowo niezaleznym, ale nie ge-
neruje calego modutu (bo np. 1 ¢ (2),). Zdanie (K-GB) traci stusznos¢ np. w
przypadku Z-modutu Z/nZ (patrz: Przykl. 34 (5)), w ktérym minimalny zbiér ge-
nerujacy {[1],} nie jest liniowo niezalezny (patrz: uwaga pod dowodem Stw.68).

Chwila zastanowienia pozwala stwierdzi¢, ze wyboér bazy — ilekro¢ jest mozliwy
— nie jest w ogélnosci jednoznaczny. Pozostaje jednak intuicyjne pytanie o istnienie
niezmiennika takiego wyboru okreslonego jako moc dowolnego podzbioru bazowego.
Do sformutowania pierwszej odpowiedzi w tym kontekscie prowadzi nas

STWIERDZENIE 80. Przyjmijmy notacje Def. 67, 21, 32, 61, 65, 68 i 70
oraz Stw.75. Niechaj A + @& bedzie zbiorem (indekséw) i niech rodzina B :=
{gg\l)}AeA c GM bedzie bazg modutu G, Dla dowolnej rodziny {gE\Z)}AeA cG®
istnieje jedyny homomorfizm R-modutéw

Y G, @
o wtasnosci

(8.2) VaeA X(Q,(\l))zg,(\Q)~

Dowdd: Jest jasne, ze rzeczony homomorfizm — o ile istnieje — jest okre§lony jed-
noznacznie przez warunek (8.2). Istotnie, niech ¥ bedzie dowolnym innym takim
homomorfizmem, a wtedy dla dowolnego g € GV, o rozkladzie w bazie £ da-
nym wzorem g = Y e T >(1) gf\l) dla pewnej rodziny {rx}xea € Zo(R), zachodzi
ré6wnosc

X(g) = > X(ravq 9&1)) = > Taba 55(9&1)) = > TAb 95\2)
AeA AeA AeA
= Y Tab(y) X(gil)) =x(9),
AeA

przy czym skorzystaliémy z tego, ze suma wystepujaca powyzej jest skonczona, Y i
x za$ s3 odwzorowaniami R-liniowymi. Wnioskujemy zatem, ze koniecznie X = x.
Pozostaje wiec wskaza¢ y. Postulujemy, dla g € G (dowolnego) jak wyzej,

x(g) = Z X P>(2) 9&2) .
AeA

Definicja ta spelnia zalozenia stwierdzenia, oto bowiem

X(ggl)) = X (1R >(1) 9&1) +y Y. Or>(y gﬁl))
peAN{A}

= lrre o)t Y Orbe) gl =1rbe) gy
peAN{A}
e

a przy tym x jest oczywiscie homomorfizmem R-moduléw, gdyz — dla dowolnego
reR —

X(reay 9) = X (rrma) by 050 =) X mare) 98 = e x(9),
AeA AeA

patrz: (8.1). O
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Powyzsze stwierdzenie mozna wystowi¢ w sposob przemawiajacy do wyobrazni bar-
dziej bezposrednio: Oto kazde odwzorowanie R-linjowe x : G — G®) jest
jednoznacznie zadane przez wartosci, jakie przyjmuje na elementach bazy % swej
dziedziny, a zarazem dowolne odwzorowanie & — G*) mozna rozszerzy¢ do od-
wzorowania R-liniowego o dziedzinie G > 2.

Jako istotny wniosek z tego stwierdzenia wyprowadzamy

COROLLARIUM 10. W notacji Def. 67, 21, 32, 61 i 65 oraz Stw. 80 x jest
izomorfizmem R-modutow, jesli rodzina {g§\2)}>\e/\ jest bazg modutu G,
a

Dowdd: 7 symetrii zagadnienia wynika — na mocy ostatniego stwierdzenia — istnie-
nie jedynego odwzorowania R-liniowego v : G® — G o wlasnosci Vaep
1/J(g§2)) = g/(\l), ktore — jak tatwo widaé — jest (obustronng) odwrotnoscia x. O

Stad tez oczywiste

COROLLARIUM 11. Dowolne dwa moduty nad tym samym pierscieniem
maggce bazy jednakowej mocy sq izomorficzne.

Powyzsza analiza sktania do postawienia pytania o stuszno$é¢ implikacji odwrotne;j.
Odpowiedz dla przypadku modutu nieskoriczenie generowanego zawiera

STWIERDZENIE 81. Przyjmigmy notacje Def. 21, 82 oraz 61 i niech Ty
bedzie minimalnym podzbiorem generujgcym R-modutu G, przy czym zaktadamy,
ze moc |Tg| =t ko jest nieskoriczona (ko jest stosowng liczbg kardynalng). Kazdy
podzbior generujgcy G ma moc nie mniejszq niz kg. W szczegdlnosci G nie jest
skoriczenie generowany. Ponadto dowolne dwa minimalne zbiory gemerujgce majg
jednakg moc.

Dowdd: Niech T' bedzie dowolnym podzbiorem generujacym G, o mocy & := |T).
Dowolny element g €T jest kombinacja liniowa, (skoriczonej liczby elementow) T'g,
tj. g €(l'y), dla pewnego skoniczonego podzbioru T'y c I'g. Prawdziwa jest rownos¢
o= Ty,.
gel’

Istotnie, U = Uger I'g c I'g, co wynika wprost z definicji, a przy tym (U)p jest pod-
modulem zawierajacym I', a zatem réwnym G (jako zbiér zamkniety ze wzgledu
na branie kombinacji liniowych i zarazem zawierajacy podzbior generujacy). Jest
przeto U podzbiorem generujacym G zawartym w I'g, co wobec minimalnosci I'g
oznacza réwnos¢ U = I'g. W jej konsekwencji skoriczona moc I' oznaczalaby, ze
'y — bedac skoriczona suma mnogosciowa zbioréw o skoriczonej mocy — takze jest
skoniczony, co przeczy zatozeniom. Stad wniosek, ze koniecznie I' jest nieskoriczony,
co pozwala wykorzystaé

LEMAT 8.7. Niechaj k1 i ko bedg liczbami kardynalnymi, z ktdrych przynaj-
mniej jedna jest nieskoniczona. Wowczas

K1+ Ko =sup(k1,k2),
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przy czym lewa strona okresla moc iloczynu kartezjariskiego dowolnych zbioréw o
mocach k1 1 Ko, odpowiednio.

Dowo6d powyzszego prawa arytmetyki liczb kardynalnych mozna znalezé np. w
[ , Rozdz.111§6.3] (patrz: Cor.4 ib.), a pozwala nam ono zapisa¢ nier6w-
nosc
ko =Tol <D Tyl <R+ Y 1=Ro-k=sup(Ro, k) = K,
gel gel’

ktora pokazuje, ze moc dowolnego zbioru generujacego majoryzuje rg. Jedli przy
tym takze I' jest minimalny, to na zasadzie symetrii mozemy orzec, ze < kg, skad
— w tym przypadku — rownos¢ k = k. O

Okazuje sie, ze réwnoliczno$é dowolnych dwéch baz modutu nad pier§cieniem
nie jest cecha uniwersalng. Ta konstatacja uzasadnia

DEFINICJA 72. Pierécienn o cesze IBN® R to taki, dla ktérego kazde
dwie bazy dowolnego modutu (wolnego) G nad tymze pier§cieniem maja te sama
moc. Te ostatnig okre§lamy wtedy mianem rzedu modutu i oznaczamy symbolem
I‘kR G.

A

Brak cechy IBN jest uznawany za patologie w kategorii pierécieni, sg jednak znane
przyktady struktur tego rodzaju, a nawet cale ich rodziny, patrz: prace Leavitta(-
Forgetitta) | , ]. Okreslonos¢ rzedu jest kolejna cecha wyrézniajaca
przestrzenie wektorowe sposrod modutéw. Oto bowiem zachodzi

TWIERDZENIE 8.8 (O wymiarze przestrzeni wektorowej). Dowolne ciato
ma ceche IBN, tj. dowolna przestrzen wektorowa ma dobrze okreslony rzqd.

Dowdd: Zacznijmy od tego, ze na mocy Tw.8.5 kazda przestrzen wektorowa jest
modutem wolnym, mozemy zatem moéwié o jej bazie. Przy tym w $wietle Stw. 79
kazdy minimalny podzbiér generujacy przestrzeni wektorowej jest jej baza, wiec
udowodnione wczesniej Stw. 81 zapewnia stlusznosé tezy twierdzenia w przypadku
przestrzeni nieskoriczenie generowanej. Pozostaje zaja¢ sie przypadkiem skoniczo-
nym. Niech # bedzie bazg o mocy n < oco. Jak orzeka Stw. 78, dowolny zbiér T’
liniowo niezalezny ma moc m < n, jeSli do tego I' jest baza, to — przez symetrie —
takze n < m, czyli ostatecznie m =n. O

Powyzszy wynik uzasadnia

DEFINICJA 73. Przyjmijmy notacje Def.11, 32, 61 oraz 72. Rzad prze-
strzeni wektorowej V' nad cialem K okreslamy mianem wymiaru (K-liniowego)
tej przestrzeni i oznaczamy symbolem

dim]K V= I‘k]K V.

57, jez. ang., w ktorym akronim IBN pochodzi od wyrazenia ,Invariant Basis Number”, ktore
w wolnym ttumaczeniu oznacza ,niezmiennicza moc bazy”.
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A

Wprowadzony niezmiennik jest staly na klasach izomorfizmu przestrzeni wektoro-
wych.

STWIERDZENIE 82. Izomorficzne przestrzenie wektorowe majg ten sam wy-
miar.

Dowdd: Niechaj V() o ¢ {1,2} beda para przestrzeni wektorowych nad cia-
tem K i niech odwzorowanie K-liniowe y : V) — V) bedzie izomorfizmem
(przestrzeni wektorowych). Wybierzmy baze (1) := {vil)} xeA przestrzeni V() i
zdefiniujmy rodzine %3 := {vf\ig\},\a\ wektorow z V(2| jak nastepuje:

Ve v/(\z) = X(vg\l)).

Pokazemy, 7e B?) jest baza przestrzeni V(?). Po pierwsze zbiér ten jest koniecznie
niepusty, bo ceche te ma Z1). Po drugie jest on zbiorem generujacym V(| oto
bowiem dowolny wektor v z tej przestrzeni mozna zapisa¢ w postaci v = x(w) dla
pewnego w € V)| ten ostatni zas mozemy przedstawi¢ w postaci w = Y yep pix >(1)

vgl) dla pewnej rodziny {px}aea € Zo(K), a wtedy stwierdzamy, ze

1 2
U:X(Z () Ui))= > ez o).
AeA AeA
Latwo tez widaé, ze %) jest zbiorem liniowo niezaleznym, gdyz

> @) =0p = X ey = ( 2, 1) ng)) =0q)
AeA AeA AeA

< Vaen : pr=0xk.

Ma on tez (intuicyjnie) oczekiwang ceche monotonicznosci

STWIERDZENIE 83 (Bilans wymiaroéw). Przyjmijmy notacje Def. 11, 32,
61, 651 73. Niechaj V bedzie przestrzenig wektorowq nad ciatem XK ¢ niech W c 'V
bedzie jej podprzestrzeniq. Wowczas

dim]K V= dim]K W+ dim]K V/W .
W szczegolnosci wiec
dimg W <dimg V',

przy czym ilekroé dimg V < oo, rownosé zachodzi wtedy 4 tylko wtedy, gdy W =V
Ogdlniej, miech x : V) — V() bedzie odwzorowaniem IK-liniowym, a wtedy

dimy v = dimgk Ker y + dimg Im .
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Dowdd: Wynikanie pierwszej rownosci (wiec tez i nieréwnosci) z drugiej jest oczy-
wista konsekwencja istnienia normalnego ciaggu dokladnego dla dowolnej podprze-
strzeni W c V' (bedacej automatycznie dzielnikiem normalnym przestrzeni V),

(8.3) 0—w -2y Y, yviw o,
ktoére implikuje
dimg V' = dimg Ker 7y + dimg Im 7y = dimg Tm gy + dimgk Im 7y

dimg W + dimg V /W .

W przypadku ogélnym oznaczmy jako {vf\z)} reA@ baze podprzestrzeni Imy c
V() i jako {U£1)}VGA(1) baze podprzestrzeni Kery c V. Niech tez {v)}yeac
bedzie podzbiorem V() okreslonym przez warunki

Vaere © x(va) =08

Twierdzimy, ze zbior I'(1) := {v,\}/\EA@)U{vl(,l)},,EA(l) jest baza V(1. Istotnie, wezmy
dowolny v e V(| a wtedy x(v) € Imy mozemy przedstawi¢ jednoznacznie jako
kombinacje liniowa elementéw bazy

2
NOEEDIITISEI
AeA(2)

o wspolczynnikach z pewnej rodziny {iux}rea € Zo(K), czyli

x(v) = Z KX >(2) x(vr) = X( Z B P>(1) UA) )

AeA(®) AeA(®)

skad wniosek, ze

v+ay . (=) >y va € Kery,

AeA (@)
a zatem istnieje jednoznaczny rozktad
vi 2 Cm)rm = Y Grea v

AeA ) veA®)

dla pewnej rodziny {(,},ca0) € Zo(IK). Przepisawszy powyzsza rownosé w postaci
(1)

v= Y @ Uty 2, Gbay vy,
AeA(2) veA(1)

stwierdzamy, iz — w rzeczy samej — I'!) jest podzbiorem generujacym V. Pozo-
staje pokazaé, 7e jest on liniowo niezalezny. W tym celu rozwazmy rozktad

0y = > me@mua+ay 2 Goavdh.

AeA®) veA(D)
Przyktadajac x do obu stron réwnosci, otrzymujemy réwnosé pochodng
2

02 =x(0) = X i x(0) +@) 2 Lo x@) = Y uee) ’Ug ),

AeA (@) veA(D) AeA (@)

ktora implikuje

Vaea® ¢ px =0k
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.. .. . L . 2 .
wobec liniowe] niezalezno§ci {vg\ )}MA(Q). Jest zatem takze

Oy = > Coaol?,
veA(1)

€O 0znacza, ze
Vieam G =0k

z racji liniowej niezaleznosci {vﬁl)}ye,\(l). Na mocy Stw.79 T'™) jest zatem baza
V) i zachodzi rownosé

dimg V = [A®]+]AP®)] = dimg Ker x + dimg Im x .

Wprowadzamy

DEFINICJA 74. Przyjmijmy notacje Def. 11, 32, 61, 72 oraz 73. Kowymiar
podprzestrzeni W c V przestrzeni wektorowej V' nad cialem K to liczba

COdiI’Il](KV) W = dimg (V/W).

Podprzestrzen kowymiaru 1 okre§lamy mianem hiperplaszczyzny.

8.4. Produkt i suma prosta moduléw jako struktury uniwersalne

Po omoéwieniu podstawowych aspektéw ,,anatomii” modutu nad pierscieniem, ze
szczegblnym uwzglednieniem specyfiki przestrzeni wektorowych nad ciatem, przej-
dziemy obecnie do dyskusji rozmaitych naturalnych operacji na modutach takich
jak produkt, suma prosta oraz iloczyn tensorowy. Uwazny Czytelnik dostrzeze
z latwoscia strukturalne zwigzki miedzy tymi operacjami (szczegélniej: dwiema
pierwszymi) a rozpatrywanymi wczesniej konstrukcjami iloczynu roztacznego oraz
iloczynu prostego grup. Jako miare naturalnosci przedstawianych konstrukcji, po-
zwalajaca uniknaé koniecznodci uzasadniania rozwazan nad nimi a posteriori, w
odwolaniu do konkretnych sytuacji o znaczeniu matematycznym lub fizykalnym,
w ktorych wystepuja i odgrywaja znaczaca role, przyjmiemy ich uniwersalnosé —
definicje tego konstruktu, przykrojona do ram niniejszego kursu, podajemy poni-
zej. Godzi sie zawczasu podkresli¢ istotna jego ceche swoista: oto wyrdznia on
noé$nik struktury okreslonego rodzaju (np. modutl nad pierscieniem) poprzez precy-
zyjne scharakteryzowanie jego wtlasnosci wzgledem odwzorowan transportujacych
owg strukture (np. homomorfizméw modutéw). Ten schemat myslenia o obiek-
tach, nie tylko zreszta algebraicznych, jest konkretna realizacja pewnej glebszej
idei opisu bytéw matematycznych, jaka jest teoria kategorii® | |, przedktada-
jaca rzeczony schemat nad szczegdtowa specyfikacje i jawng rekonstrukcje struktury
wewnetrznej bytéw opisywanych.

SWarto przy tej okazji wspomnieé, ze teoria ta, wspoéltworzona od podstaw przez wychowanka
Uniwersytetu Warszawskiego i pozniejszego aktywnego bourbakiste Samuela Eilenberga (wraz z
Saundersem Mac Lanem) na gruncie — m.in. — rezultatéw erlangenskiego programu Kleina opisu
geometrii oraz fundamentalnych studiéw Noether, Tannaki, Kreina i wielu innych nad zwiazkami
miedzy strukturami algebraicznymi i klasami ich realizacji, stanowi — obok logiki, teorii mnogo-
§ci, teorii przestrzeni Banacha i tzw. przestrzeni polskich, jak réwniez algebry homologicznej —
oryginalny a przy tym wysoce niebanalny przyczynek Polskiej Szkoty Matematycznej do rozwoju
matematyki nowoczesnej.
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DEFINICJA 75. Przyjmijmy notacje Def.2, 10 oraz 67 i ustalmy rodzine

S = {f(A)}AeA struktur algebraicznych tego samego rodzaju ‘R,
A) . A () () (2
y( ) T (S( )7¢k1 7¢k2 7"'a¢kN)’

oznaczajac przy tym S = {SM 1 4.

Rozwazmy najpierw zbior Homg (-, S) wszystkich rodzin x := {x"}yex ho-
momorfizmow struktur rodzaju R o wspoélnej dla catej rodziny dziedzinie i o prze-
ciwdziedzinie S, tj. — dla ustalonej x —

Yaea @ xPM ¢ X — 5™

sa homomorfizmami struktur rodzaju R, co bedziemy zapisywaé zwiezle w postaci
XM € Homgy (X, SM) oraz x € Homg (X, S). Dla dowolnych x € Homg (X, S) oraz
v € Homgpi (Y, S) okreslamy homomorfizm przed-ktadajacy v w x jako pewien
homomorfizm ® € Homy (X,Y) o wlasnodci (wyrazonej przez diagram przemienny
i rownowazne zdanie logiczne)

X
@ \ = VXV =Moo,
Y%S

Struktura terminalna (zwana tez koicowa) dla zbioru Homwx (-, S) to para

(7,71:= {T(A)}AEA)

zlozona ze struktury 7 rodzaju R o noéniku T oraz rodziny 7 € Homn(T,S) o
nastepujacej wlasnodci: dla dowolnej struktury 2~ rodzaju R o no$niku X oraz
dowolnej rodziny £ € Homg (X, S) istnieje doktadnie jeden homomorfizm induko-
wany ® € Homgy (X, T') przed-kladajacy 7 w &, co bedziemy zapisywaé za pomoca
diagramu przemiennego

X
(8.4) @

[

[

|

[

1

T——S8

w ktérym przerywana cieciwa strzatki symbolizuje ,jistnienie i jedyno$¢”.
Rozpatrzmy nastepnie zbior Homg (S,-) wszystkich rodzin 6 := {§()}ca ho-

momorfizméw struktur rodzaju R o wspdélnej dla catej rodziny przeciwdziedzinie i

o dziedzinie S, tj. — dla ustalonej 6 —

Vaer : 6N 1 5N 0

sa homomorfizmami struktur rodzaju fR, tj. 6 € Homgx (S, 0). Dla dowolnych 6 €
Homg (S,0) oraz ¢ € Homgpi(S,Z) okreslamy homomorfizm po-kladajacy 6
w ( jako pewien homomorfizm ¥ € Homgn(O,Z) o wlasnosci (wyrazonej przez
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diagram przemienny i rownowazne zdanie logiczne)

VA
v = V)\eA : \IJOQ(A):C(/\).

0+—"2 5
Struktura inicjalna (zwana tez poczatkowa) dla zbioru Hom, (S, ) to para
(f, L= {[/(/\)}/\GA)

zlozona ze struktury .# rodzaju PR o nosniku I oraz rodziny ¢ € Homn(S,I) o
nastepujacej wlasnosci: dla dowolnej struktury % rodzaju PR o nosniku U oraz
dowolnej rodziny v € Homg (S,U) istnieje dokladnie jeden homomorfizm induko-
wany ¥ e Homg (I,U) po-ktadajacy ¢ w v, co opisuje diagram przemienny

U
/P
[
(8.5) vl Y
[
|
I«————35§

Struktury terminalne i inicjalne (stowarzyszone z dang rodzing .#) nosza miano
struktur uniwersalnych.

A

Sens uniwersalnosci tatwo wystowi¢ w jezyku potocznym: oto elementy dowolnej
rodziny odwzorowan transportujacych strukture rodzaju 38 do ¥ (wzgl. z %) sa
przeprowadzane, za po$rednictwem homomorfizméw indukowanych, przez struktury
terminalne (wzgl. inicjalne). Na pytanie o istnienie struktur uniwersalnych nie
ma uniwersalnej odpowiedzi — tej trzeba kazdorazowo poszukiwaé w interesujacym
nas kontekscie algebraicznym. Mozna natomiast bardzo konkretnie skwantyfikowaé
swobode ich wyboru (bedaca miara ich jednoznacznosci), co czyni ponizsze

TWIERDZENIE 8.9 (O jednoznacznosci struktur uniwersalnych). Przyjmij-
my notacje Def. 2, 10, 67 oraz 75. Niechaj (T4,7a), a€{1,2} bedq dwiema struk-
turami terminalnymi dla Homu (-, S) i niech (Fs,t8), B € {1,2} bedg dwiema
strukturami inicjalnymi dla Homgx (S,-). Istniejq jednoznacznie okreslone izomor-
fizmy struktury rodzaju R

T2 ¢+ S — T, g @ I — S

Dowdd: Przeprowadzimy dowdd dla struktur terminalnych, pozostawiajac Czytel-
nikowi koncepcyjnie w pelni analogiczny dowéd dla struktur inicjalnych. Polézmy
w opisie struktury terminalnej w Def. 75 najpierw (2,€) := (Z1,71) (nosnik T7)
i (7,71):=(%,m2) (nosnik T3), a nastepnie — na odwrot — (27,§) = (o, T2)
i (7,7) = (S1,m1). Korzystajac kazdorazowo z definiujacej wlasnosci struktury
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terminalnej (7, 7), stwierdzamy istnienie pary jedynych homomorfizmoéw induko-
wanych, domykajacych odno$ne dwa diagramy przemienne, ktére ztozymy ze soba
na dwa sposoby, jak nastepuje:

T T

| |

| |
T1 T2

T1,2 | 72,1 |

| |

4 +

TQ T> S oraz T1 ﬁ S .

| |

| |
72,1 | - T1,2 | -
1 2

| |

+ +

T Ty

Jak wynika wprost z konstrukeji, 7.1 071 2 € Endn(T1) oraz 71 90721 € Endn(15)
(czyli w szczegdlnosci oba zlozenia sa homomorfizmami struktury rodzaju R). Z
drugiej jednakowoz strony mozemy potozy¢ (2°,€) :=(Ta,7a) 1 (7,7) = (Ta,Ta)
dla « € {1,2}, uzyskujac odnosne diagramy

Ta
|
| T
Ea | ,
|
KB
Ta T> S

w ktérych homomorfizmy indukowane musza — wobec swej jedynosci — przyjaé pro-
sta postaé e, =idr, (co stwierdzamy zauwazajac, ze homomorfizmy identyczno-
Sciowe spelniaja kryteria definicyjne). Ten sam argument (jednoznacznosé okresle-
nia homomorfizméw indukowanych) pozwala nam zapisaé tozsamosci

To,1 0712 = idp, A T1,20721 =idp, ,

na podstawie ktorych wnioskujemy, ze 71 2 jest pozadanym jedynym izomorfizmem
struktur terminalnych (o odwrotnosci 72 1). O

Praktyczny sens udowodnionego twierdzenia jest oczywisty: kazde dwie struktury
uniwersalne mozemy utozsamic, i to w jednoznaczny sposéb (zgodny z niesiong
przez nie struktura algebraiczna), za posrednictwem stosownego izomorfizmu 71 o
(wzgl. t12).

Mozemy juz teraz w pelni §wiadomie wystowié

DEFINICJA 76. Przyjmijmy notacje Def.2, 10, 67 oraz 75. Produkt ro-
dziny struktur . rodzaju R to struktura terminalna

( n W%{wm)

dla zbioru Homy (-, S). Homomorfizm w) okreslamy przy tym mianem rzutu ka-
nonicznego na (sktadowa) .7V,
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Koprodukt rodziny struktur . rodzaju R to struktura inicjalna

(H y(/\)v {JA}AeA)

AeA

dla zbioru Homgx (.S,-). Homomorfizm 7, okreslamy przy tym mianem wlozenia
kanonicznego (sktadowej) .7,
Koprodukt struktur z rodzaju R € {grupy przemienne, moduty nad
pierScieniem R} jest najcze$ciej okreslany mianem sumy prostej.
A

Tlustracji wprowadzonych dotychczas poje¢ i konstrukeji abstrakcyjnych dostarcza
ponizszy przyktad, ktérego doktadne zrozumienie w czesci poczatkowej dotyczacej
produktu stanowi podstawe dalszych naszych rozwazan po$wieconych modutom.

PRZYKLAD(Y) 41. Rozwazmy strukture algebraiczna rodzaju trywialnego
(tj- ,pustego”), ktorej nosnikiem sa zbiory bez jakichkolwiek wyrdznionych opera-
cji wieloargumentowych i dla ktérej homomorfizmami sg dowolne odwzorowania
miedzy zbiorami. W tym szczegélnym przypadku produktem zbioréw z rodziny

{SM\en jest produkt kartezjanski | , Rozdz. IV § 6]
[ SMN={f:A—JSY | Vaar: f(A)esSM}
AeA AeA

wraz z rodzing {wy = pry }aea rzutéw kanonicznych na sktadowe SO,

pry  [15% — 80 frm f().
Ae

Nalezy zwrocié uwage, ze w przypadku skoriczonego zbioru indekséw A = 1,n pro-
dukt kartezjanski sprowadza sie do standardowego iloczynu kartezjanskiego” i za-
pisuje w postaci

Xy () ={ (z1,29,...,2n) | Vit © Tk e §(F) 1,
przy czym
pr; @ xp., Sk g (z1,29,...,2p) — 2.
Dla dowolnej rodziny odwzorowan
{f(/\) L X —s S(A)})\eA
znajdujemy jedyne odwzorowanie
d: X —[]sW
AeA
przed-ktadajace rzuty kanoniczne pry, w odwzorowania f(), a mianowicie
> ®(z),  (x)(N) = V().

Koproduktem jest tutaj natomiast suma rozlaczna®

L] SV ={(2,A) | 2eSM A XeA}
AeA

"Por. uwagi pod definicja w traktacie Kuratowskiego 1 Mostowskiego, jak réwniez Konw. 1.
8N.B. llekro¢ z € S n S | X %, wowezas (z,\) # (, ).
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wraz z injekcjami (wlaczeniami) kanonicznymi

o SW — || SN ¢z (w,p).
AeA

7 dowolng rodzing odwzorowan
{g(A) M SICY N Y Ve
stowarzyszamy jedyne odwzorowanie

TS sy
AeA

po-kladajace injekcje kanoniczne ) w odwzorowania ¢, a mianowicie
(2,0) — Uz, )) = gV (x).
v

Zwienczeniem obecnej dyskusji jest szczegbltowe wyprowadzenie postaci pro-
duktu i koproduktu dla struktury z rodzaju modut nad pier§cieniem.

DEFINICJA 77. Przyjmijmy notacje Def. 67, 21, 32, 61 i 75 oraz Przykt. 41.
Niechaj

M = {//N)}m , AP = ((Gm, o 6™, ¢(()A)) ’g(A))

bedzie rodzing moduléw nad pierscieniem R. Produkt moduléw z rodziny .#
to para

(%n’{pr)\}kél\) ) %ﬂ = ((}'\_[l\ G()\)7¢ga¢|;7¢(‘_)l)7€n) 5

w ktorej ¢ll, ne{0,1,2} to kanonicznie indukowane operacje grupowe, ¢ zas to
kanonicznie indukowane dziatanie R na produkcie kartezjariskim [Tyey GOV,
A

Poswiecimy obecnie troche czasu na bezposrednie uzasadnienie i wyjasnienie po-
wyzszej definicji w odwotaniu do wczesniejszej definicji produktu struktur algebra-
icznych jako struktury terminalnej. Oto wiec rozwazamy zbior G := [Tyey GO 2z
rzutami kanonicznymi pr, : G7 — G, Dodawania grupowe”

¢ék) N g g™
zadaja — dla dowolnego indeksu A\ € A — odwzorowania
o (pryxpry) + G x G — GO,

co wobec terminalnosci pary (G™,{pry}rea), W ktorej G" traktowane jest jako
struktura trywialna (czyli ,,goty” zbidr), oznacza istnienie jedynego odwzorowania
(a priori bez dodatkowych wlasnosci wzgledem operacji grupowych i dziatan okre-
Slonych dla poszczegolnych sktadowych rodziny)

(bg S GTxG" — @G
o wlasnosci

(8.6) pry 0 @5 = ¢35 o (pry x pry).

9Opisyvvanau konstrukcja produktu po opuszczeniu dzialan 28] stosuje sie takze do grup
nieprzemiennych.
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Zauwazmy, ze jesli tylko @5 jest poprawnie okreslonym dodawaniem na G" a rzuty
pry sa homomorfizmami grup transportujacymi owo dodawanie w dodawanie w
poszczegdlnych sktadowych GO, czego mozolnie dowodzimy ponizej, to tozsamosé
(8.6) identyfikuje operacje ¢ jako ,dodawanie po wspoélrzednych”. Latwo przy
tym stwierdzamy, ze homomorficzno$§¢ rzutéw wynika bezposrednio z zalozenia, ze
@Y =+ jest pozadana operacja grupowa, oto bowiem (8.6) implikuje rownoscé

pry(g+nh) =pry(g) +on pra(h),

stuszna dla dowolnych dwoch elementow g, h € G™ a oznaczajaca wlasnie, ze pry sa
homomorfizmami grup. Wystarcza zatem sprawdzi¢ definiujace wtasnosci dodawa-
nia grupowego w odniesieniu do odwzorowania ¢5. W pierwszej kolejnosci zbadamy
jego tacznosé. Bioragc dowolne g,h,k € G", obliczamy — wykorzystujac po drodze
(przy przejsciu z linii 2. do linii 3.) laczno$¢ operacji ¢§A) -

pry 0 0 (63 (9,h), k) o (pry xpry) (65(g,h), k)

68" (pry 0 ¢4 (g, h), pra(k))

= 68 (687 0 (pry x pra) (g, 1), pra(k))
(68 (ora(9), pra(h)) ,ra () )
= 687 (pra(9), 68 (pra (). pra()))
D (pra9), 65" o (pra x pry) (. k) )
= 68V (pra(9), pry 0 G5 (h, k)

o (pry xpry) (g, 65 (h. k))

= pryods (g9,95(h.k)) .

Tym sposobem otrzymujemy dwa odwzorowania

GN X G x G #50(¢hxidgn) G pry G()‘)
qb';o(idcm ><¢';')

ktérych obrazy pokrywaja sie, dajac odwzorowanie qﬁé’\) o(idgn x ¢>§A) )o(pryxpr)y x
pry ). Raz jeszcze przywolujac terminalnosé pary (G, {pr,}rea), wnioskujemy, ze
istnieje doktadnie jedno odwzorowanie

o’ G"xG'x G — G"
przez nie indukowane, ktore przed-ktada pry, w (bg’\)O(idGm ><¢g’\))0(p]rA XPTy XPry ),
pryoa' = g)\) o (idgo x 9255/\)) o (pry x pry xpry),

a poniewaz zaro6wno ¢ o (¢ xidgn), jak i ¢ o (idgn x @) spelniaja ten warunek,
przeto koniecznie

¢ 0 (¢ xidgn) = o' = ¢ o (idan x ¢5) ,

co dowodzi tacznosci ¢f.
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Analogicznie wykazujemy przemiennos$é ¢f, korzystajac z przemiennosci gb;/\).
Oto bowiem, dla dowolnych g,h e G",

pry o (65 0 76n(g, ) o (pry x pry) (h,g) = 65 (pry(h), pra(g))
o (pra(9), pra(h)) = 5N o (pry x pry) (g, h)

pryo° ¢g(gah)7

skad réwnosé odwzorowan

A Pry
G'xGn— =G —2 GV |
3

tozsamych z qbg )o (pry xpry ), czyli wobec jednoznacznosci okreslenia indukowanego
przezenn odwzorowania

g7 G"xG"— G"
o wlasnosci
pryo "= g,\) o (pry xpry)
mamy pozadang identycznosé
¢y oTGn =" =¢.
Nastepnie rozwazamy elementy neutralne w kazdej z grup sktadowych,
6/\) : {o} — GO ;e W)

i zapominajac jak uprzednio o strukturze algebraicznej na rozwazanych zbiorach,
stowarzyszamy z nimi jedyne odwzorowanie

¢5| : {o}—>Grl e
o wlasnosci

A
pry o 0f = .

W ten sposéb wyrézniamy element e”' zbioru G", o sugestywnej postaci uogol-
nionego ciggu (o indeksach z A) elementéw neutralnych z grup sktadowych. Jego
wlasnosci wzgledem dodawania ¢ sprawdzamy w bezposrednim rachunku. Biorac
dowolny element g € G", otrzymujemy

pryedi(c”g) = 05" e (pryxpry)(e"9) =95 (pry o 65 (). pra(9)
oS (65 (0), pra(9)) = 08 (¢, pra(9)) = pra9)

pryo° pr2(6H7g) )

stad za$§ rownos$¢ odwzorowan

Do(d ' xid ~n
[} wGn =) o
pry

pokrywajacych sie z qbg)‘) o ((b(())‘) x pry ). Znowu wiec znajdujemy jedyne odwzoro-
wanie

el {O}XGH—>GH
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spelniajace warunek
pryoe” =95 o (o x pry),
a zatem
¢5 0 (¢p xidgn) =" =pry.
Podobnie dowodzimy tozsamosci
¢5 o (idgn x @) = pry

co w sumie pokazuje dowodnie, ze e" jest elementem neutralnym dodawania ¢¥.
Bez trudu rekonstruujemy tez operacje brania przeciwnosci w G", biorac za
punkt wyjécia odnosne operacje w sktadowych

6N L a® 5
Rozumujac jak wczesniej, tworzymy rodzine odwzorowan
N opr, : GN— GV
z ktorymi mozemy zwiazaé jedyne odwzorowanie
¢7 : GN O
o wlasnosci
pry o ¢y = g/\) OPTy,

ktora identyfikuje ¢ jako ,branie przeciwnosci po wspolrzednych”. Trzeba jeszcze
tylko upewnié sie, ze odwzorowanie to nadaje monoidowi przemiennemu (G", ¢35, ¢f)
strukture grupy przemiennej. Z rachunku

pry o 85 (67(9),9) o (pry x pry) (67(9), 9) = 65 (pry © 67(9), pra(9))

057 (61 0 pra(9). pra(9)) =€ = 6§ (e) = pry 0 65(e)

wykonanego dla dowolnego g € G a wskazujacego na rowno$é¢ odwzorowar

{o} x G :;¢go(¢T’idcn)0pr2 Gn P G(A)
_ s
¢popry

identycznych z (b((f‘) o pry, wywodzimy wniosek o istnieniu jedynego odwzorowania
u’ s {e} x G — G"
o wlasnosci
pryop = o5 opr; .
Ostatecznie wiec stwierdzamy stuszno$é tozsamosci
¢ o (¢7,idgn) o pry =y = ¢ o pry .
Analogiczne wnioskowanie prowadzi do jej symetrycznego odpowiednika
63 o (idan, ¢7) o pry = 1" = 6 o pry

co potwierdza identyfikacje ¢} jako operacji brania przeciwnoSci.
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Na koniec wreszcie indukujemy na zrekonstruowanej powyzej grupie przemien-
nej strukture modutu nad pierscieniem R ze struktur skladowych. W tym celu z
kazdego z dziatan

N Rxa™ g
budujemy odwzorowanie
(Mo (idg xpry) : RxG"— GO,
co daje nam jedyne odwzorowanie
M Rx G — G"
o wlasnosci
pry o 7 =¢™ o (idg x pry) .

Z tej ostatniej odczytujemy definicje ¢ jako ,dzialania po wspolrzednych”. W
zmudnym, lecz poza tym absolutnie trywialnym rachunku przekonujemy sie, ze tak
zdefiniowane odwzorowanie spelnia aksjomaty dzialania, i tym samym zamykamy
kanoniczng konstrukcje modutu na produkcie kartezjaniskim G".

O ile konstrukcja produktu modutéw postepuje automatycznie po dokonaniu
narzucajacego sie wyboru noénika G", o tyle konstrukcja koproduktu, ktory be-
dziemy w dalszej czesci kursu nazywaé suma prosta moduléw, wymaga pewnej dozy
inwencji oraz rozlicznych sprawdzen (jednoznacznosci konstrukeji). Zaznaczamy
zawczasu, ze ponizsza konstrukcja stosuje sie wylacznie do grup przemiennych, co
bedziemy podkresdlaé piszac e w notacji addytywnej jako Ony-

DEFINICJA 78. Przyjmijmy notacje Def.67, 21, 32, 61, 75 i 77. Suma
prosta modulow z rodziny .# to para

(A, {nYaen) , MO = ((@A G<A>,¢9,¢T,¢8),f”) :

w ktorej .#® jest podmodutem produktu modutéw .#" z rodziny .# o nos$niku

87) @GV i={geG" | {AeA | pry(9)#0n) }<oo}
AeA

(czyli pry(g) jest rowne elementowi neutralnemu dla prawie wszystkich indeksow)
i wktorej gy : GO — G sg injekcjami kanonicznymi spelniajacymi warunki

) ) g, dlaX=p
8.8 4 I pry o =
55) s P os(0) { g i

A

Pokazemy najpierw, ze odwzorowania j) s3 homomorfizmami oraz ze maja ceche
uniwersalnosci. Na poczatku ustalmy (dowolnie) indeks p € A i obliczmy — dla
dowolnych g,,,h, € G —

¢V o (pry x Pry) © (7 % 71) (Gpas o)

pry o ¢S ° (]I—L x ]u)(gm hu)
o ((pry 0 7u) % (pry 0 7)) (G 1)

{ A\ ¢§#)(guahu) dla A = H }
¢; )(O(A)»O(A)) =00y dla A £ p
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= Pryojuc° gbg“)(gu,h#),

dowodzac tym samym réwnosci dwoch rodzin odwzorowan

G x G 220 oo PG
Ju°¢g‘)

(1) -
identycznych z ) (g, hy) — ?5 ((Jf,/\t; hu) gizi;z . W konsekwencji

terminalnosci pary (G",{pry}iea) réwnosé ta implikuje istnienie jedynej rodziny
odwzorowan
oM g g g
o wtasnosci
Vaea @ DIy o o) = )
Na tej podstawie wnioskujemy o réwnosci

(255 © (Ju X ]u) =Ju° ¢§”)

ktéra wyraza homomorficzny charakter j,. Dowéd uniwersalno$ci j, wymaga, iz-
by$my z dowolna rodzing homomorfizméw grup (przemiennych)

X()\) QW x

)

okreslong dla dowolnej grupy przemiennej X potrafili stowarzyszy¢ odwzorowanie
H: W =X

AeA
spelniajace relacje
(8.9) Vaer + Hogy=x™
oraz udowodnié, ze odwzorowanie o tej wlasnosci jest dane jednoznacznie. Postu-
lujemy, dla dowolnego g € @yepn GV,

H(g) = Y xMopry(g).
AeA

Zauwazmy, ze suma w powyzsze] definicji jest skoniczona, por. (8.7), zatem definicja
ma sens. Sprawdzamy tez bez trudu (8.9), wybrawszy dowolnie gy € G,

Hoj(gn) = > x"™opr,os(gn)
pel
= xMopryon(g)+x . x™opr,os(gn)
peAN{A}
= XM +x Y XM (04) =xM(gr).

peAN{N}

Dowodzimy nastepnie jedyno$ci H. Niechaj H : ®Drea G» — X bedzie dowol-
nym innym takim odwzorowaniem, a wtedy réznica odwzorowan
H-H: @GN —X: g— H(g)+xPxoH(g),
AeA

bedaca homomorfizmem grup przemiennych (przypomnijmy, ze rzuty kanoniczne
sa homomorfizmami grup przemiennych), spetnia tozsamosci

(H-H)og(gn) = Hog(gn) +x Px (Hon(gn))=xM(g2) +x Px (xM(gn))
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= Ox.
Mozemy stad wyciagnac¢ prosty wniosek:

U 5 (G™) cKer (H - H).
AeA

Jednakowoz Ker (H-H) jest — na mocy Stw. 31 — podgrupa @xea G, tj. podzbio-
rem domknietym ze wzgledu na operacje brania skoriczonych sum jego elementéw,

kazdy za$ element ¢ € @xep G jest taka wlasnie suma skoriczona elementéw z
roznych 7, (GWM)). Azeby sie o tym przekonaé, rozwazmy odwzorowanie
P EN O g— Y popra(g),
AeA AeA
ktore jest dobrze okreslone z tych samych powodéw co H i ktére wobec homomor-

ficzno$ci rzutéw kanonicznych spelnia tozsamosci

pry 01®(g) = pryo Z‘A Juopr,(g) = Z}\ (pry o 3.) (pr,(9)) = pralg) .

Te ostatnie — jak w poprzednio dyskutowanych przypadkach (tj. w konsekwencji
terminalnosci produktu kartezjariskiego) — prowadza do rownosci

(810) LsB = ide%\eA G,

zadajacej rzeczony rozktad g na skonczong sume

(8.11) g= Z Ixoe Pf,\(g) .
AeA

Wracajac do zasadniczego wywodu, stwierdzamy, ze jedynym podzbiorem @5 G
zawierajacym Uxea j)\(G(A)) i domknietym wzgledem operacji brania sum skon-
czonych jest caly zbior @yea GV,

Ker(H-H) =@ W,
AeA

czyli tez ostatecznie
H=H.

Nalezy podkreslié, ze nigdzie w dotychczasowej dyskusji koproduktu nie bra-
liSmy pod uwage dodatkowej struktury R-modulu na no$niku grupy przemienne;j,
mozemy przeto podsumowac te jej cze$é stwierdzeniem, ze oto czworka

(69 G<*>,¢>Q,¢T,¢>E)
AeA

stanowi spOjna definicje sumy prostej grup przemiennych. Jako ze dzialanie pier-
Scienia R w jawny sposéb zachowuje podgrupe @ ca G c G, dla naszych ce-
low wystarczy jeszcze tylko upewnié sie, ze zaréwno injekcje kanoniczne 7y, jak
tez jedyny homomorfizm grup H s3 odwzorowaniami R-liniowymi. W tym dru-
gim przypadku wtasnosé ta jest bezposrednim nastepstwem R-liniowosci rzutéw
kanonicznych pr, oraz odwzorowan xo‘). W przypadku pierwszym R-liniowosci
stwierdzamy na gruncie terminalnoéci produktu kartezjanskiego oraz dowiedzionych
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wlasnosci odwzorowan 7 i ¢(M) | stosujac sprawdzona strategie rozwazan wezesniej-
szych. Punktem wyjscia jest obserwacja (wystowiona dla dowolnych A, u € A oraz
(r,g,) € Rx GW)

pryo ™o (idg x g )(r,g,) = (™ o(idg x pry) o (idg x 7,)(r, g,)

= (Mo (idr xpry 0 3,)(r, 94) = (pry 0 3,) 0 L9 (r, 9,1)

wskazujaca na rownosé¢ dwoch rodzin odwzorowan

Mo (id g x “ r
Rx G )y o G0 P GOy
ol ’

(W (r,g,) dlaX=p
O(A) dla A= p
(G™,{pry}rea) przesadza w tej sytuacji o istnieniu jedynej rodziny odwzorowan

p(u) c RxGW D GW) g
veA

identycznych z r™ : (r,g,) —> { . Terminalno$é¢ pary

o wlasnosci

Vaea : pryop® =r®)

Stad ostatecznie wyprowadzamy pozadang réwnoscé
a0l =00 (idg x 1)

wyrazajaca R-liniowos¢ injekcji kanonicznych.

Warto zwréci¢ uwage, ze o ile definicja obu rozpatrywanych struktur uniwer-
salnych: produktu oraz sumy prostej modutéw stawia je na pozycjach obiektow
wzajem ,dualnych” (co odzwierciedla odwroécenie strzalek w odnosnych diagramach
przemiennych precyzujacych sens uniwersalnosci), o tyle bezposrednia konstrukcja
w ramach teorii moduléw nad pierscieniem uwypukla ich wewnatrzstrukturalne
powinowactwo, prowadzac wprost do

COROLLARIUM 12. Produkt i suma prosta skoriczonej rodziny modutéw nad
pierscieniem pokrywajq sie.

NOTACJA 7. W przypadku skoriczonej rodziny {G™}, 17, n e N modulow
nad pier§cieniem R bedziemy czasem stosowaé zapis

fan P =gV @ g...0 g™ .
kel,n

8.5. Suma prosta — zwiazek z suma algebraiczna i rodzinami rzutéw,
warunki rozszczepialno$ci modutu

W dalszej czesci wyktadu zajmiemy sie prosta, konstruktywna charakteryzacja
modutéw o strukturze sumy prostej. Zaczniemy od istotnego
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STWIERDZENIE 84. Przyjmijmy notacje Def. 67, 21, 32, 61, 75, 77 i 78.
Niechaj ((H, o, {I,gbgl),EH) bedzie modutem nad pierScieniem R i mniech
{X(A)}AEA bedzie rodzing odwzorowan R-liniowych XM o GN — H, induku-
jacg — wedtug Diag. 8.5 — jedyne odwzorowanie R-liniowe X : @xea GN — H
po-ktadajgce injekcje kanoniczne 3, w odwzorowania YN, Na to by x byt izomor-
fizmem R-modutéw, potrzeba i wystarcza, izby istniata rodzina {w()‘)}AeA odwzoro-
wari R-liniowych v : H — G o nastepujgcych wtasnosciach:

RGN W47 WD IR e c9) dla =y
(DS1) Vaen = 970X { 0 dla X=p ’

(DS2)
Vier : (|{)\eA | ()00 <o A A=) X(’\)ow(’\)(h)).
AeA
| |
Dowdd:

= Jedli x jest izomorfizmem, to istnieje izomorfizm odwrotny x~' : H —
@Brer GM| a wtedy naturalnym (z punktu widzenia konstrukcji struktur
uniwersalnych) staje sie rozwazenie rodziny odwzorowan R-liniowych

o g2 @ e P, g
AeA

ktore spelniaja tozsamoscei

N o x ¥ =pryoxtox o, =pryog,.
Z tych ostatnich wynika juz wprost wlasno§¢ (DS1), patrz: (8.8). Skon-
czono$é nosnika rodziny {1/ (h)}aea jest tutaj natychmiastows konse-
kwencja definicji sumy prostej. Ponadto zachodzi

XN o™ = x oy 0pryoxt,
co w polaczeniu z (8.11) implikuje druga czesé zdania (DS2),
> xaova(h) > xomopryox (k)= X(Z I 0PIy (X_l(h)))

AeA AeA AeA
x(x7'(h) =h.

< Ilekroé¢ prawdziwe jest zdanie (DS2), mozemy zdefiniowa¢ odwzorowanie
jawnie R-liniowe

P(h) =Y o™ (h)

AeA

modutu H w @,.n G™). Wobec homomorficznosci x i na mocy (DS2)
zachodzi

xot(h) = xomopM(h) =3 xMoyp®M(h)=nh.

AeA AeA

Z drugiej strony dla dowolnego g € @ycp G otrzymujemy wobec (DS1)

Mo x(g) =M ox ( > Juo pr#(g)) =M ( > x®o pru(g)) =pry(9),

peA peA
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a stad
Pox(g)= Y motvMox(g) = mopra(g) =g,

AeA AeA

co pokazuje, ze 1 jest homomorfizmem odwrotnym do y.

Zajmiemy sie teraz waznym przypadkiem szczegélnym, kiedy to sume prosta
tworza podmoduly modutu danego.

DEFINICJA 79. Przyjmijmy notacje Def. 67, 21, 32, 61, 64, 75, 77 i 78 oraz
Przykt. 18 (7). Niechaj ((G,¢2,¢1,¢0),¢) bedzie modutem nad pierscieniem R i
niech {GM},ca bedzie rodzing jego podmodutéw. G jest suma prosta wszystkich
moduléw z tej rodziny, jesli jedyne odwzorowanie jo : @pea G — G po-
kladajace — wedtug Diag. 8.5 — injekcje kanoniczne 7, : GO — D en G we
wlozenia standardowe j;o G — G jest izomorfizmem moduléw, lub tez —
co na jedno wychodzi — jesli dowolny element g € G ma jednoznaczny rozktad w
postaci

9= gV, gWVeaW,
AeA

zadawany przez rodzine {g()‘)} aca O nosniku skoriczonym. Sume prosta opisanego
typu okreslamy mianem wewnetrznej sumy prostej podmoduléw, natomiast
niezerowe elementy rozkltadu ¢ to sktadowe z podmodulu GOV, Bedziemy
tu (najczesciej) stosowaé zapis uproszczony
G=@ aW,
AeA

w ktérym kanoniczny izomorfizm miedzy modutami po obu stronach znaku réwnosci
zostal opuszczony.

A

Wygodnym jest mie¢ do dyspozycji kilka rownowaznych praktycznych definicji we-
wnetrznej sumy prostej. Dostarcza ich ponizsze

STWIERDZENIE 85. Przyjmijmy notacje Def. 67, 21, 32, 61, 64, 75, 77, 78
oraz 79 i oznaczmy przez

Z G()\) ::{ Z Iu | {gH}HEA 6%0(0) N VMEA P Gu EG(N) }
AeA peA

sume algebraiczng podmodutéw z rodziny {GM}xea. Poniisze zdania sq réwno-
wazne

(1) Taer GP =@yen GM.
(il) Vuer @ G 0Ty GN ={0c}.
(1) Y{gr}reneo(@) : ( (Vaer : 926GV A Tyagr=0c) =
Vaer : gr=0g
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Dowad:
(i)=(ii) Zal6zmy, przeciwnie, ze GU) 0 Y30 G 5 gy # 06, a wowczas ele-
ment g, € G mialby dwa rozktady, mianowicie
gu=gu+c Y, 00y, O =0a,
AeAN{p}
wynikajacy z relacji g, € G oraz — dla pewnej niezerowej rodziny
{9x}reav{uy © elementach gy € GW) —
9 =0+ 2, 9, O =0q,
AeAN{p}
wynikajacy z relacji g, € Yeawqu G Istnienie takich dwoch istotnie
réznych rozktadéw przeczyloby jednak wprost Def. 79.
(ii)=(iii) Niech dla pewnej rodziny {gx}res € Zo(G) o elementach gy ¢ G za-
chodzi relacja

> gx=0c.
AeA

Powyzsza relacje mozemy przepisaé, dla dowolnego p € A, w postaci
9u = Z PG(gA) ;
XeA<{u}
wtedy jednak widac, ze g, € G n T aeA{u} GW, wiec tez na mocy (ii)
jest g, = Og 1 wniosek taki wyciggamy w odniesieniu do kazdego elementu
rodziny, odtwarzajac tym samym (iii).
(iii)=(i) Niech miedzy pewnymi rodzinami {gx}xea, {hr}rea € Zo(G) o elemen-
tach gx,hy € GO zachodzi relacja
Z gx = Z h’)\u
AeA AeA
ktora przepiszemy w postaci
Y. (gr+a Pa(ha)) = 0c .
AeA
Na podstawie (iii) wnioskujemy wtedy, ze Vea : gx = hy, skad wynika
(i)
O

Prosta a wazng konsekwencja powyzszego jest

STWIERDZENIE 86. Przyjmijmy notacje Def. 67, 21, 32, 61, 64, 68, 75, 78
i 79 oraz Stw.75. Niechaj ((G,d2,01,00),¢) bedzie R-modutem wolnym o bazie
{gr}ren, a wtedy G jest sumgq prostg swych podmodutéw
G=6D (92)r -
AeA
]

Relacje miedzy suma algebraiczna, suma prosta oraz przecieciem (pod)moduléw
zwiezle ujmuje
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STWIERDZENIE 87. Przyjmijmy notacje Def. 21, 32, 43, 61, 64, 65 i 78
oraz Przykt. 18 (7). Niechaj H,, « € {1,2} bedq dwoma podmodutami modutu G
nad pierScieniem R i niech

n + Hi—Hi+gHy : hi— hi+¢0q,
g2+ He—Hi+gHz : ha— 0 +¢ h2,
A ¢ HynHy— H — Hy®Hy : h— hw— (h,0g),
5+ HinHs— Hy—> H ®Hs : hrh—> (0c,h)

oznaczajq injekcje kanoniczne. Wowcezas ponizszy cigg R-modutow jest doktadny:

]T+jg J10pr+Pgojzopr,

O—>H10H2—>H1®H2 H1+GH2—>O.

Dowdd: Najpierw dowodzimy injektywnosci jf + 75 liczac, dla dowolnego h e Hyn
Hs,

(06,0¢) = (47 +22)(h) = 1 (h) +6 55 (h) = (h,0c) +e (0, h) = (h,h) <= h=0g,

a nastepnie — surjektywnosci j;opr; +Pgogeopry znajdujac, dla dowolnego hq+ghs €
Hl +a H27

hi+ghy = (h1+c0g)+c (0g +g h2) = 31(h1) +G 32(h2)

(s1opry +Pgogaopry) (hi,Pg(hs)) .

Na koniec wykazujemy réwnosé Ker (g1 o pry + Pg o g2 0 pry) = Im (47 + 55) w bez-
posrednim rachunku (w ktorym h, € H,, a€{1,2})

Oc = (1opry +Pg o2 opry)(hi, he) = hi +a Pa(ha)

<~ hl = hg €H1 ﬂHQ <~ (hl,hQ) = (.]T +jg)(h1)

Warto przesledzi¢ konsekwencje rozktadu modutu na sume prosta rodziny jego
podmodutéw w kontekscie Stw. 84. Tytulem przygotowania do tej dyskusji rozwa-

zymy
DEFINICJA 80. Przyjmijmy notacje Def.67, 21, 32, 61, 64, 65 i 80. Nie-
chaj ((G,d2, d1,d0),¢) bedzie modutem nad pierscieniem R. Rzut (lub operator

rzutu) to idempotentny endomorfizm 7 modutu G, tj. taki, ktory spelnia toz-
samos¢ (w Endr(G))

TOT="T.
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Rodzine {m)}xen okreslamy mianem rodziny rzutéw komplementarnych (lub
dopekniajacych!?), jesli spetnione sa warunki

Vaued + (A#p = myom,=0).

Mozemy juz teraz sformutowac¢ nader istotne

STWIERDZENIE 88. Przyjmijmy notacje Def. 67, 21, 82, 61, 64, 75, 78,
79 i 80. Jesli modut G nad pierscieniem R jest sumgq prostq rodziny {G(’\)}AeA
swoich podmodutéw, wéwczas rzuty kanoniczne pr, : G = @xea G — g
na podmoduty G wraz z injekcjami kanonicznymi Ju ¢ G — @ indukujg
rodzine rzutow komplementarnych

Tp=guopr, GO Y gor—gute », O0c=gu
AeA AeAN{pu}

o wtasnosci

Vgeg * g = Z 7‘—)\(9);
AeA

ktorg bedziemy tez zapisywaé w postaci'!

(812) Z ™ = idG

AeA
I odwrotnie, kazda rodzina {m)}xean € Endgr(G) rzutéw komplementarnych o wia-
snosci (8.12) okreslonych na module G nad piericieniem R zadaje rozktad G na
sume prostq

G=@7T)\(G).

AeA

Rodzine rzutow komplementarnych o wtasno$ci bedziemy nazywaé zupelna.

Dowdd: Niech G = @ ep GV, a wtedy dowolny element g € G ma jednoznaczny
rozktad g = Y\cs gx na sktadowe gy € GV, zatem tozsamos$é (8.12) jest automa-
tycznie spelniona. Pozostaje sprawdzié, ze rzuty kanoniczne sg wzajem komple-
mentarnymi idempotentami. Dla dowolnego g o rozkladzie jak wyzej wyznaczamy

m Oﬂ—u(g) STmpoTy ( Z QA) = Wu(gu)a

AeA
co wobec jednoznaczno$ci rozkladu kazdego z elementow G, a wiec w szczegolnosci

Gu=9u+c¢ », O,
AeAN{p}

10Bourbaki uzywa w odniesieniu do odwzorowan ) okreslenia ,rzuty ortogonalne”, my jed-
nak rezerwujemy to okreslenie dla pewnego typu rzutéw komplementarnych w przestrzeni z ilo-
czynem skalarnym, patrz: Rozdz.9.

11NaLleZy podkresli¢, ze w przypadku nieskoriczonej rodziny moduléw zapis ten jest umowny,
oto bowiem suma w nim wystepujaca jest nieskoficzona. Skoriczong jest natomiast kazda z sum
w réwnosci poprzedniej.
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daje pozadany wynik

Wuoﬂu(g):ﬂ-u (gu +a Z OG):QMZWM(Q)-
AeAN{p}

Analogicznie pokazujemy komplementarno$¢ wzajemng 7, i m, dla dowolnych
H#V,

T, 0mu(g) =T (gu) =T (gu +a 0y +a Y. OG) =00y =0(g) -
AeAN{p,v}

Niechaj teraz {my}xean bedzie rodzing rzutéw komplementarnych o wlasnosci
(8.12). Ta ostatnia oznacza, ze

Gc Z ’/T)\(G) )
AeA
a poniewaz zachodzi takze zawieranie odwrotne, przeto
G= Z 7T)\(G) .
AeA

Niechaj teraz bedzie dana dowolna rodzina {mx(gx)}rea € Zo(G) elementow g, €
G o wlasnosci

Y, malgr) =0c .

AeA

Wykorzystujac komplementarno$é rzutéw my, wyliczamy wtedy, dla kazdego pe A
z osobna,

Og = 7rM(OG) =Tp ( Z WA(QA)) = Z T © ma(gr) = Ty © 7"#(9#) = 7"#(9#) .
AeA AeA

Na mocy Stw. 85 jest zatem
P m(G) = Z m(G)=G.
AeA AeA
|

Wyslowimy teraz proste acz wazne corollarium ostatniego stwierdzenia, bedace roz-
winieciem dyskusji naturalnego zwiazku miedzy (wewnetrznymi) sumami prostymi
moduléw a operatorami rzutowymi i tym samym przygotowujace grunt pod dalsza
czes¢ wyktadu.

STWIERDZENIE 89. Przyjmijmy notacje Def. 21, 32, 36, 61, 78, 79 i 80.
Niechaj m € Endgr(G) bedzie rzutem. Wowczas
(i) odwzorowanie
idg-7: GO : g—g+aPgom(g)
jest rzutem;
(ii) Ker(idg —7) =Imm oraz Im (idg — 7) = Ker7;
(iii) G =Kerm @ Imm, przy czym dla dowolnego elementu g € G o rozktadzie
g = g1 +g g2 na sktadowe g1 € Kerm ¢ go € Im7 zachodzi rownosé gs =
m(9).
]
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Dowdd:

Ad (i) Sprawdzamy, dla dowolnego g € G,
(idg - m) o (idg - 7)(g) (idg =7) (9 +c Pc o m(g))

= g+gPgon(g)+cPgon(g+cPgon(g))
= g+aPgom(g) +aPaom(g) +¢mom(g)

= g+aPgon(g) +aPaon(g) +an(g)

= g+ Pgon(g)=(idg -7)(9).
Ad (ii) Bezposrednim rachunkiem dowodzimy tez tozsamosci
(8.13) wo(idg-m)=0=(idg-m)om,
ktore w polaczeniu z oczywista rownoscia
idg =7g + (idg — 7).
oznaczaja, wobec Stw. 88, ze
(8.14) G=Im(idg-7)®Imm.
Ponadto (8.13) implikuje
Im (idg - 7) c Kerm
oraz,
Im7 cKer (idg — 7).
Niech g € Kerw, a wtedy
9= (mg +¢ (idg - m)) (9) = 7c(9) +¢ (ide - 7)(9) = (ide - 7)(g) € Im (ide — ) ,
czyli Kernm c Im (idg - 7), wiec tez ostatecznie
(8.15) Kerm =Im (idg - 7).
Dowdd réwnosci
Ker (idg - 7) =Imm,

przebiega analogicznie.
Ad (iii) Zadana tozsamo$¢ otrzymujemy wprost z (8.14) podstawiajac (8.15). Jed-
noznaczny rozktad dowolnego g € G na sktadowe z Kerm i Im7 to teraz

g = (mg +¢ (idg - 7)) (9) = (ide - 7)(9) +a 7(9) ,

skad wynika ostatnia czesé tezy dowodzonego punktu stwierdzenia.

Dotychczasowe nasze rozwazania w naturalny sposéb prowadza do pytania o
istnienie rozktadu modulu na sume prosta zadawanego przez dowolny jego podmo-
dut. Jak sie okaze, twierdzaca odpowiedZ na to pytanie jest kolejnym wyrdznikiem
strukturalnym przestrzeni wektorowych posr6d modutéw ogélnych. Zanim jednak
przekonamy sie o tym, wprowadZzmy niezbedne pojecia.
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DEFINICJA 81. Przyjmijmy notacje Def.21, 32, 61, 64, 75, 78 i 79. Do-
pelnienie proste podmodutu H; ¢ G modutu G nad pier§cieniem R to podmo-
dul Hs c G o wlasnosci

G=H,®H,.
Podmodul H; c G posiadajacy dopelnienie proste w G nazywamy skladnikiem
prostym G.
A

Przywotawszy konstrukcje i kanoniczne przykltady krétkich ciaggéw doktadnych
z Rozdz. 5, u§wiadamiamy sobie bez trudu, ze sg one wlasciwym narzedziem for-
malnym pozwalajacym precyzyjnie sformulowaé¢ warunki istnienia dopetnienia pro-
stego. Przekonuje nas o tym

TWIERDZENIE 8.10 (O rozszczepialno$ci modutu). Przyjmijmy notacje
Def. 21, 82, 43, 61, 64, 75, 78 i 79 oraz Praykt. 25. Niechaj ((G(), ¢, ¢, ¢{™)),
E(a)), a€{l1,2,3} bedg trzema modutami nad pierscieniem R i niech

(1) (2)
(8.16) 0—-GV X ,g® X ,g® o

bedzie krotkim ciggiem doktadnym modutow. Ponizsze warunki sq wowczas rowno-
wazne.

(i) Imx® jest sktadnikiem prostym modutu G,

(ii) Istnieje odwzorowanie R-liniowe p : G® — GW) bedgcee lewostronng
odwrotnoscig Y1, t). takie, ze pox(l) =idga) (odwzorowanie takie nosi
miano retrakcji liniowej stowarzyszonej z X(l)).

(iii) Istnieje odwzorowanie R-liniowe o : G3) — G bedgce prawostronng
odwrotnoscig Y@, tj. takie, ze P oo = idge) (odwzorowanie takie nosi
miano ciecia liniowego stowarzyszonego z X(Q)).

llekroé sq one spetnione, odwzorowanie
X(l) opry +(2) 0 OoPpry : GV ec® —ag®

jest izomorfizmem R-modutéw (zadajgcym rozktad przeciwdziedziny na sume prostq
podmodutéw). O ciggu doktadnym majgecym te wlasnosé mdéwimy, ze rozszczepia
sie (albo Ze jest rozszczepiony ), trajke (G, x( x?)) zas nazywamy trywial-
nym rozszerzeniem modutu G®) przez modul GO, por. Def. 43.

]

Dowdd:

(i)«>(ii) Ilekro¢ H® :=Im (") jest sktadnikiem prostym G, istnieje — na mocy
Stw.88 — operator rzutu 7 € Endg(G®)) na tenze obraz, dla ktorego
spelniona jest — w Swietle Stw. 89 — tozsamo§é

(8.17) T(GP)=H®
Oznaczmy przez ngl izomorfizm bedacy odwrotnoscia monomorfizmu
X okreslona na H® w zgodzie z Tw.8.1. Latwo sprawdzamy, ze ho-

momorfizm

ster « 60— GO
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jest poszukiwana retrakcja liniowa stowarzyszona z x(1), oto bowiem dla
dowolnego ¢ ¢ G istnieje — z racji (8.17) — ¢(® € G o wlasnosci

XD (gM) =m(g®),

a zatem
X tomox@(g®My = xWitoron(g®) =x Wt om(s™)

Xt o xP(g™M) = g®.
I odwrotnie, dowolna taka retrakcja p definiuje odwzorowanie R-liniowe
Y o peEndr(GP),
ktore spelnia tozsamosé
(1) (1)

(1)) (1)

(xMop)o(xPop)=xPo(poxM)op=xPoidgmop=xMop,

jest zatem operatorem rzutu, a przy tym dla dowolnego elementu obrazu
g@ =xM (M) e H® obliczamy
X op(g®) =xM o (poxM)(g™M) =x" oidgm (97) = xP (M) = g,
wiec tez
Im (xV 0 p) > H® |
Jest tez oczywiscie
fm (x D 0 p) ¢ H®,

przeto x(Dop jawi sie by¢ rzutem na Im (X(l)Op) = H® a w konsekwencji
H® jest sktadnikiem prostym G® na mocy Stw.89.

(1)< (iii) Jesli G® = H® @ D, to wtedy injekcja kanoniczna jp : D — G®
definiuje homomorfizm R-modutéow

X(Q) ojp : D— G®.
Nietrudno sie przekonaé, ze wobec istnienia rozktadu
GP=HP¢oD=KeryP oD,
bedacego konsekwencja doktadnosci ciagu rozwazanego, x(® ojp jest izo-
morfizmem. W rzeczy samej, po pierwsze jest to monomorfizm, bowiem
Ker (X(z) ojp)=Dn Ker y? = {02y},

przy czym ostatnia réwnos$¢ wynika wprost ze specjalizacji Stw. 85 (ii) do
przypadku A ={1,2}, w ktorym

Ba8 P eoG? = (G=6M+6® A  Wnc®={0g}).
Jest to takze epimorfizm, gdyz z racji surjektywnosci x(?) dla dowolnego
g® ¢ G®) mozemy znalezé h € G o whasnosci x(h) = ¢©®, ktory
po rozbiciu na sktadowe h; € Ker X(Q) i hp € D do postaci h = hy +(3) h2
daje nam

X(2)(h2) - X(2)(h) - 9(3) )

Odwrotno$¢ izomorfizmu x® o jp, zlozona z jp jest pozadanym cieciem
liniowym stowarzyszonym z x (). Istotnie,

()

X@o(po(xPon)™)=(xPoyp)o(xP o)™ =idge -
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I odwrotnie, jesli tylko istnieje takowe ciecie o, to wtedy odwzorowanie
R-liniowe

oo x? e Endp(G?)
jest rzutem, albowiem spelnia tozsamosé
(goxP)o(cox@)zoo0(xPoa)ox® =goidgem o xP =gox?.
Jego jadro zawiera H®), gdyz
Ker (0o x®) o Ker @ =Im V) = H®) |
ale tez dla dowolnego g € Ker (o o x(?)) stwierdzamy, ze
0 = x®(002) = x® ((60xP)(9)) = (x® 00) o xP(9) =xP(9).
skad
Ker (0o x?) c Kery® = H®
Ostatecznie zatem
Ker (cox®)=H®
czyli H®) jest obrazem operatora rzutowego idge — o o X2 (patrz:
Stw. 89 (i) i (ii)) i jako taki ma dopetienie proste Im (o o x(?) = Imo,
wedle Stw. 89 (iii).
Jak wynika wprost z powyzszej analizy, przy spelnionych réwnowaznych wa-
runkach (i)-(iii) znajdujemy rozktad
G=xD(GE)ea(GY),

a to jawny dowod prawdziwodci ostatniej czesci tezy twierdzenia. [

Godzi sie zauwazyé, ze ostatnie twierdzenie jest naturalng reinkarnacja Tw.5.5
w strukturalnie bogatszym kontekscie teorii grup przemiennych z dziataniem pier-
§cienia.

Prostego kryterium rozszczepialnos$ci modutu dostarcza

STWIERDZENIE 90. Przyjmijmy notacje Def. 21, 32, 43, 61, 64, 75, 78

i 79, Przykt. 25 oraz Tw. 8.10. Jesli modut G®) jest wolny, wéwczas krétki cigg
doktadny (8.16) rozszczepia sie, tj. zachodzi

GP=cMea®.

Dowdd: Niechaj {ggs)})\eA bedzie bazg modutu G®), z ktora z racji surjektyw-
nosci x® mozemy stowarzyszy¢ rodzine {gf)}m elementéw modutu G, jak
nastepuje:

Vaen © XP(9?) = 0.
Jedyne odwzorowanie R-liniowe o : G®) — G o wlasnosci

Vaea : 0(gP) =g,
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o ktorego istnieniu orzeka Stw. 80, jest cieciem liniowym stowarzyszonym z x(?, oto
bowiem dla dowolnego elementu g € G o rozktadzie (w bazie) g = Y ycp 2 > (3)

3 . ) ‘i
g§ ) stwierdzamy réwnosé

xPoa(g) =;ﬁ”(z7uwm0@fn)=%”(27uwmggﬁ
AeA AeA

Z X P> (3) X(z)(9§2)) = Z X >(3) 9&3) =g-
AeA AeA

Teza stwierdzenia wynika teraz wprost z Tw. 8.10. O

Uzytecznym uzupelnieniem opisu moduléw rozszczepiajacych sie na sume pro-
sta swych podmoduléw jest ponizsze oczywiste

STWIERDZENIE 91. Przyjmijmy notacje Def. 67, 21, 32, 61, 64, 68, 70,
75, 78 i 79 oraz Stw.75. Niechaj B ¢ G, X e A bedg bazami podmodutiw
G c G R-modutu G. Jesli modut ten ma rozktad na sume prostq

G=@ aW,
AeA
wowczas zbior
B=) BN
AeA

jest jego bazq.'? W szczegdlnosci wiec rzqd modutu (nad ciatem o cesze IBN) bedg-
cego sumgq prostg podmodutow jest sumqg rzedow tychze podmodutow.

Nasza analiza prowadzi nas wprost do istotnego wyroznika (pod)przestrzeni
wektorowych.

COROLLARIUM 13. Kazda podprzestrzen przestrzeni wektorowej ma dopet-
nienie proste.

Dowdd: Wystarczy rozwazy¢ normalny ciag dokladny (8.3) stowarzyszony z dana
podprzestrzenia W c V przestrzeni V. Na mocy Tw. 8.5 przestrzen ilorazowa V /W
jest modutem wolnym, a zatem mozna zastosowaé¢ Stw.90. Otrzymujemy w ten
sposob kanoniczny rozktad

V=WeW, W=V/W.
Te czes¢ dyskusji zamkniemy pozytecznym wynikiem natury buchalteryjnej.

L2y analogiczny sposob tworzymy (jako sumy teoriomnogosciowe odnosnych podzbiorow
sktadnikéw prostych po zbiorze indekséw) podzbiory generujace oraz liniowo niezalezne G.
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STWIERDZENIE 92. (,Kwantowy” bilans wymiarow) Przyjmijmy notacje
Def. 11, 32, 61, 63, 64, 73, 78 i 79. Niechaj V., « € {1,2} bedq dwiema pod-
przestrzeniami przestrzeni wektorowej V. nad ciatem K. Wowczas prawdziwg jest
TOWN0SE

dim]K V1 + dlm]K ‘/2 = dlm]K(Vl +v ‘/2) + dlm]K(Vl n ‘/2) .

Dowdd: Rozpatrzmy krotki cigg doktadny z tresci Stw.87, w ktérym kladziemy
H, :=V,, i zastosujmy Stw.90 (tudziez Cor.13), aby dosta¢

VieV, (V1 +V‘/é)@(V10V2).
Przywotawszy Stw. 91 oraz 82, wyliczamy

dimg V7 +dimg Vo = dimg (‘/1 ® VQ) = dimy ((V1 +v VQ) ® (‘/1 N Vg))

= dlm]K (V1 +v VYQ) +dim]K (‘/1 N VQ) .
O

Warto zwréci¢ uwage, ze powyzsze stwierdzenie bywa wykorzystywane jako wy-
godne kryterium istnienia rozkladu przestrzeni wektorowej na sume prosta jej pod-
przestrzeni.

PRZYKLAD(Y) 42. Doskonatej ilustracji tez zgromadzonych w ostatniej cze-
$ci wyktadu dostarcza analiza poréwnawcza dwoch prostych przyktadéow Z-modutu,
a mianowicie nieizomorficznych grup przemiennych rzedu 4.

Pierwsza z nich to grupa cykliczna

Cy4:={0,9,2¢9,39} 2 Z/AZ
o tabelce dodawania
+]0 g 25 3g
010 g 2 3g
g|8g 28 3 0
2g12g 3g 0 g
g3 0 g 2
Grupa ta jest nosnikiem struktury modutu nad piersScieniem 7 z dzialaniem

{:72ZxCi—Cy : z—nzx.
Jedynym podmodulem wtasciwym C, jest
H:={0,2a} 2 Z/27..
Jest jasnym, ze H nie posiada dopelnienia w C4. Istotnie, dopemienie takie nie
moze zawiera¢ g ani 3g, bo jako podmodul zawieratoby wtedy takze wszystkie
elementy postaci ng wzgl. 3ng, czyli caly modut C4, co oznaczatoby nietrywialne
przeciecie HnCy = H # {0} podmodutu H z jego dopelnieniem. Poniewaz za$ z

definicji nie moze zawiera¢ 2g, przeto nie istnieje.
Z izomorfizmu H = 7Z,/27. wynika istnienie ciaggu dokladnego Z-modutow

0—7/22 > C, 25 7/22 — 0,
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w ktorym odwzorowania Z-liniowe x i ¢ sa okreslone (jednoznacznie) na genera-
torach odnosnych grup, jak nastepuje:

x([1]2) = 2a, ¥(g) =[1]2.
Zauwazmy, ze jest to jedyny wybér gwarantujacy dokladno$é wypisanego ciagu
moduléw. Sprobujemy teraz skonstruowaé retrakcje liniowa p : Cy — Z/27
monomorfizmu . Tozsamo$é¢ definiujgca
(8.19) pox =idzz
narzuca wybor wartosci p na podzbiorze x(Z/2Z) = {0,2a} w postaci

p(0) = [0]2, p(29) = [1]2.

Potézmy nastepnie p(g) = [k]2, k€ {0,1}, a wtedy

[1]2 = p(29) = 2p(g) = 2[k]2 = [2k]2 = [0]&,
czyli sprzecznosé. Wnioskujemy na tej podstawie, ze retrakcja liniowa y nie istnieje,
co obrazuje pierwsza czes¢ tezy Tw.8.10. Czes¢ druga orzeka o nieistnieniu ciecia
liniowego o : Z/27 — C4 epimorfizmu 1. Odnosna tozsamosé definiujaca,
(820) ’l/} o0 = idz/zz

pozostawia nam dwie mozliwosci:

o([1]2) € {g,3g} .
W obu przypadkach dostajemy
0=0([0]2) = (2[1]2) = 20([1]2) = 29,

czyli sprzeczno$é, ktéra pokazuje, ze o nie istnieje.
Drugi z interesujacych nas przykladéw to grupa czwérkowa Kleina!
V:={0,9,h,g+h},
czyli najmniejsza niecykliczna grupa przemienna, o tabelce dodawania
+ | 0 g h g+h
0 0 g h g+h
g g 0 gt+th h
h h g+h 0 g
g+h|g+h h g 0
I w tym przypadku mamy rozwazamy strukture modulu nad piericieniem Z z
dziataniem

3

£ : ZxNVN—V : z—nx,
natrafiajac przy tym na trzy podmoduly witasciwe:
G:={0,9}, H:={0,h}, S:={0,9+h},

z ktorych kazdy jest izomorficzny z Z/27. Bez trudu wykazujemy prawdziwosé
nastepujacych relacji

(8.21) V=GeH=SeG=HaS,
korzystajac z kryterium (ii) ze Stw.85 w wersji (8.18). Oto wiec
GnH={0}=SnG=HnS,

Lw zachodniej literaturze bywa ona nazywana z niemiecka “Vierergruppe” (nie myli¢, nawet
w wymowie, z “Fiihrergruppe”), stad tez standardowe oznaczenie jej nosnika.
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a do tego
g=9g+0=0+g=h+(g+h), h=0+h=(g+h)+g=h+0,
co potwierdza stusznosé Réwn. (8.21). Mozemy zatem zapisac
V27/27 & 7/27,
a poniewaz automorfizmy V zadane (na generatorach g,h) wzorami
ai(g) =9, ar(h)=g+h,
as(g):=h, az(h):=g+h
przeprowadzaja poszczegbélne rozklady w siebie nawzajem wedle schematu
a(GoH)=Ga& S, ax(GoH)=Ha S,

istnienie dowolnego z tych rozkladéw jest rownowazne istnieniu pozostatych. Mo-
zemy przeto ograniczy¢ dalsze rozwazania do jednego z nich, np. do

V=Go H.

Dotychczasowa dyskusja uzasadnia konstrukcje ciaggu doktadnego Z-moduléw

0— 722 2>V 727 —0.

I tym razem dokladno$é¢ ciagu wymusza na nas konkretng posta¢ odwzorowan Z-
liniowych x i %, ktore sa okreslone na generatorach odnosnych grup, jak nastepuje:

x([1]2) =9, ¥(g) =[0]2, Y(h) =[1]2.

Ograniczenie retrakcji liniowej p : V — Z/27 monomorfizmu x do podmodulu
x(Z/27Z) = {0,g} jest — jak uprzednio — wyznaczone jednoznacznie przez warunek
(8.19),

p(O) = [0]27 P(g) = [1]2a

i dopuszcza dwa rozszerzenia do V, okreslone przez wartosci przyjmowane na dru-
gim generatorze,

p(h) € {[0]2,[1]2}-

Bez trudu przekonujemy sie, ze kazde z rozszerzen prowadzi do definicji homomorfi-
zmu Z-modutéw bedacego lewostronng odwrotnoscia x. Analogicznie stwierdzamy,
ze ciecie liniowe o : Z/27 — V epimorfizmu + musi spetia¢ warunki

o([0]2) =0, o([1]2) € {h,g+h},

przy czym kazdy z wyboréw definiuje prawostronng odwrotno$é¢ . W sumie raz
jeszcze zyskujemy bezposrednie potwierdzenie — tym razem wprost — tezy Tw. 8.10.

v
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8.6. Macierzowy opis moduléw rozszczepionych i ich homomorfizméw

Spozytkujemy obecnie zgromadzone elementy opisu modutu nad pier§cieniem
oraz konstrukcje produktu i sumy prostej moduléw w szczegdtowej dyskusji struk-
tury odwzorowan R-liniowych, ktéra w naturalny sposéb doprowadzi nas do macie-
rzowej realizacji tych odwzorowaii. Ich najbardziej elementarne wtasnosci zostaty
juz oméwione w Stw.70 i 71. Rozpoczeta wtedy wstepna charakterystyke homo-
morfizméw uzupeliamy o uzyteczne

STWIERDZENIE 93. Przyjmijmy notacje Def. 21, 32, 85, 61 oraz 65. Nie-
chaj ((G(a),gbga) ga),qﬁéa)), E(O‘)), a€{1,2,3} bedg trzema modutami nad pier-

$cieniem R. Dowolne odwzorowanie R-liniowe ® ¢ Homp(G™M,G®) indukuje ho-
momorfizm grup przemiennych

Hompz(®,G®) : Homp(G?®,G®) — Homp(GV,G®) : y— xod.

Analogicznie, dowolne odwzorowanie R-liniowe U e Hompr(G®,G®)) okresla ho-
momorfizm grup przemiennych

Hompz(G®, @) : Homp(GW,G?) — Homp(GW,G®)) : x— Toy.

]
Dowdd: Dla dowolnych dwoch yi, x2 € Homgr (G, G®)) dostajemy rownosé
Homp(®, G (x1+x2) = (x1+x2)o®=x10®+xp0®
= Homp(®,G™)(x1) + Homp(®,G¥) (x2).
Dow6d homomorficznosci Hompg(G™), W) przebiega identycznie. O

Wprowadzone powyzej obiekty powalaja nam dokonaé¢ zwiezltej parafrazy warun-
kéw definiujacych struktury uniwersalne dla rodziny moduléw.

STWIERDZENIE 94. Przyjmijmy notacje Def. 67, 21, 32, 35, 61, 65, 75,
774 78. Niechaj {G(A)}AEA bedzie rodzing R-modutéw i niech G bedzie dowolnym
R-modutem. Homomorfizmy

Hompg(y,G) HOmR(69 G(”,G) — [] Homp(G™M,G) : x+— x07,
AeA AeA
xojy + A— |J Homg(G™,G) : A— xon
AeA
oraz
Hompg(G,pr) : Hompg (G, [ G()‘)) — [] Homgp(G,G™M) : x—proy,
AeA AeA
prox : A— |J Homp(G,GV) : Xr—pryox,
AeA

indukowane — odpowiednio — przez rzuty kanoniczne na moduty sktadowe i ich wto-
zenia kanoniczne, sq izomorfizmami grup przemiennych. Okreslamy je mianem
izomorfizméw kanonicznych.
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Dowdd: O istnieniu homomorfizméw odwrotnych do wypisanych przesadzaja defini-
cje odnosnych struktur uniwersalnych. I tak, np., rodzinie {x"} cn odwzorowan
R-liniowych x® : G — G prazypisane jest jedyne odwzorowanie R-liniowe
X ¢ @®rea G — G o whasnosci yozy = YN, ktéremu homomorfizm Hompg (7, G)
przyporzadkowuje na powrdt wyjsciowa rodzine odwzorowar. (|

W dalszej czeéci wykladu ograniczymy uwage do moduléw majacych rozklad na
sumy proste swoich podmoduléw. Punktem wyjscia do naszej dyskusji jest tutaj

COROLLARIUM 14. Przyjmijmy notacje Def. 67, 21, 32, 35, 61, 65, 75
oraz 78 i niechaj {G(“1 )}y n | ae{1,2} bedg dwiema rodzinami R-modutéw o
sumach prostych, odpowiednio, G(®)® := D, e, G2 | Odwzorowanie

M Homp(GMe g@e) M Hom (G| G(2122)
(A2,A1)eAaxAy

X—>proexej,

proxoj : AyxA; — U HomR(G(l‘)\l),G(2‘)\2))
(A2,A1)€Aax Ay
(A2, A1) > pry, 0 x 0o, = ///(X)/\f1
jest monomorfizmem grup przemiennych. Ilekroé zbior indeksow Ao jest skoniczony,
M jest izomorfizmem.

Dowdd:  Wprost z konstrukeji sumy prostej moduléw wynika, ze GP® c
[Magers G122 3 zatem kazde odwzorowanie R-liniowe x : G — G®® jest
zarazem elementem Hompg(G, [y e, G(QMZ’)). Przy tym zawieranie przechodzi w
rownosé dla skoriczonego zbioru indeksoéw. Teza jest wiec nastepstwem Stw.94. [

Przeciwdziedzina monomorfizmu .# okazuje sie by¢ bardzo wygodnym mo-
delem w analizie odwzorowarni R-liniowych. Majac to na uwadze, zajmiemy sie
obecnie rekonstrukcja i formalizacja struktury algebraicznej indukowanej na gru-
pach przemiennych typu [Mix, x,)eAsxa; Hompz(GU M) GRIA2)Y przez naturalne
operacje algebraiczne na homomorfizmach R-moduléw (takie jak np. dodawanie i
skladanie). W tym celu musimy wprowadzi¢ kilka nowych pojec.

DEFINICJA 82. Przyjmijmy notacje Def. 67 oraz Przykt. 41 i niechaj Aj, A
beda zbiorami, S := {SA2A)Y (| o\ a, za$ niech bedzie rodzing zbioréw indek-
sowang przez zbidér A, x A;. Macierz typu As x A; o wyrazach ze zbioru

SY = U G(Az,21)
(A2,A1)eAaxAq
to dowolne odwzorowanie

Me I—l G(Az,21) ,
(A2,A1)eAaxAq
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ktore bedziemy identyfikowaé z jego zbiorem wartosci zapisywanym w postaci
(MA)?I = M()‘2> )\1))()\2,>\1)5A2><A1 :

O zbiorze tym mozna mysleé¢ jako o “dwuwymiarowym” rozkladzie (“tablicy”) ele-
mentéw zbioru SY nad dziedzing As x A;. W tym samym “geometrycznym” duchu
podrodzine

Az . A2
Mg :=(M ,\1))\15/\1
okreslamy mianem wiersza macierzy M o indeksie )\;, natomiast podrodzine
o _ (nr2 \haeAs
M*y, = (M)

nazywamy kolumna macierzy M o indeksie \;. Zbiér wszystkich macierzy
opisanego rodzaju oznaczamy symbolem

Mat(S; Ay x Ay) =[] S§G2M)
(A2,A1)€Aax Ay

a w przypadku Ny = |Ay| < oo, a€{1,2} takze symbolem
Mat(S; Ny x Ny) = M G(na2m1)
(n2,m1)€l,Nox1,Ny

Macierz kwadratowa o wyrazach z S* to macierz typu AxA dla pewnego
zbioru indekséw A. Podrodzina

(M) rer

wyrazOw macierzy kwadratowej M nosi miano przekatnej M. Zbiér macierzy
kwadratowych zapisujemy jako

Mat(S;A)= [ S,
A, e

a w przypadku N :=|A| < oo takze jako
Mat(S;N)= [ S,

m,nel,N

Elementy Mat(S; N) nazywamy macierzami kwadratowymi stopnia N o wy-
razach z S".

A

Zbadamy nastepnie okolicznosci, w ktérych Mat(S; Ay x A1) jest nosnikiem natu-

ralnej struktury algebraicznej. Najprostsza taka sytuacje opisuje
STWIERDZENIE 95. W notacji Def. 32, 77 i 82 struktura grupy przemien-

nej (G2 4,300, Powan)s © = Oany)) na kazdym ze zbiordw S =

GP2M) 5 rodzing S = G indukuje na zbiorze macierzy Mat(G; Ay x Ay) kano-
niczng strukture grupy przemiennej

(Mat(G§A2XA1)7¢SEG7¢T5PG7¢8 : .'_)OAngl),

ktorg na zbiorze wartosci odwzorowan z Mat(G; As x A1) realizujq nastepujgce ope-
racje, okreslone “wyraz po wyrazie” i zwane dodawaniem macierzy

B Mat(G; Ay x A1)*? — Mat(G; Ay x Ay)

A
((M )?1 )(A2’)\1)6A2><A1v (N#,uzl )(,uz,ul)eAzxAl )
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)\2 )\2
= (M7 +000) VXD Qaadn)enaxa,
oraz braniem przeciwnosci macierzowej

PG : Mat(G, Ag X Al) O

)\2 A2
(M Al)(A27>\1)€A2><A1 (P(>\27>\1)(M )\1))()\27,\1)51\%/\1 )
a wraz z nimi element neutralny dla dodewania macierzy Bg dany przez macierz
zZerowq
0nzxa: = (00a5,01)) (A2, A1 )ehaxA, -
[

Obecnosé¢ dodatkowej struktury na G pozwala — bywa — wzbogaci¢ wprowadzong
powyzej strukture grupy przemiennej na Mat(G; Ao xAq). Dosé ogdlnego przyktadu
dostarcza

STWIERDZENIE 96. Przyjmijmy notacje Def. 32 i 82, Stw. 95 i niech S(®) :=

{S@PRastXad}  Sehwixaas @ €{1,2} bedq dwiema rodzinami zbioréw. Dla do-
wolnego |As| < oo rodzina odwzorowan

fi= {f/\;zAl c §C2IAsA2) o g(1[A200) G(X&’M)}(As,/\z,/\l)eAngzxAl

definiuje (lewostronne) mnozenie macierzy z Mat(S(); Ay x A;) przez ma-
cierze z Mat(S®); A3 x Ay) wzdtuz f dane wzorem:

? © Mat(S®; Az x Ag) x Mat(S™M); Ay x Ay) — Mat(G; Az x Ap)

((M/\)f’g)(/\s,Az)EAwAw (J\/v/\,\z1 )(z\z,)q)eAzxAl )

— ( Z f>\272>\1 (MA;2 ’ N)\)?l ))
Azehz (A3,A1)eAsxAy
Mnozenie macierzy jest zatem okreslone wedle schematu“wiersze przez kolumny”.
Jesli ponadto zbiory S(@1rer:Ae) = GlalraAa) sq nosnikami odnosnych struk-
tur grupy przemiennej (G(O‘"\““’)‘a), F(a|Xas1Aa)s P(aMaﬂ,)\a)a *—> O(QMMIJ\@)),
odwzorowania fz\i,2>\1 za$ sg Z-dwuliniowe, tj. spetniajqg, dla dowolnych elementow

g(a|Aa+17Aa)’ h(a‘Aa+17)\a) € G(a|Aa+17Aa)’ o€ {1’ 2}7 tozsamosci

A , , , ,
P (@813 g 5 gy REIRA) g gy RO

:f/\??)\l (g(2|/\3,)\2)7g(1\/\27>\1)) +(rsh) f}\;\?)\l (g(2|>\37)\2)7h(1|/\2,>\1))

(h(2|>\3,>\2)7g(1\>\2»h)) + (s (h(2\>\3»A2)’ h(l‘)‘2’>‘1)) 7

)\2 >\2
+(>‘3a)‘1)fk3,>\1 >‘1) f)\3,/\1

to mnozenie ? jest homomorfizmem grup przemiennych, tj. splata ze sobg doda-
wanie macierzy w Mat(GM; Ay x A1) > My, My, M oraz w Mat(GP; A3 x Ay) 3
Ni,No, N z dodawaniem macierzy w Mat(G; Az x A1), co wyrazajg réwnosci

(MlG(l)MQ)?N = (Ml?N)Eg(MQ?N),

Ml?(Nl Ha(2) NQ) (M?Nl) Hg (MI?NQ)
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Przyjmigmy, zZe sq dane rodziny grup przemiennych (G((”’\a“”\")7 () Aas1 Aa )
Plaldarira)® — O(alx\aﬂ,/\a))a ae{l,2,3} oraz (G(ﬁ+1”8|A’3*2”\B)a+(ﬁ+1,3|,\ﬁ+2,,\,3),
P8+1,8| Asuzrs)r ® = 0(841,8 [ Asrars) ) B €{1,2} wraz 2 rodzinami odwzorowar

— A2 . (2| A3,22) (1] A2,A1) (2,11 X3,21)
fen) = {reny, e xG — G |
_ A3 . [CIRVIP YY) (2123,22) __ (¥(3,2]Ag,22)
13,2 = {rG32)), : ¢ x G G b rrsr e,
oraz rodzinami odwzorowan Z-dwuliniowych
FQ) = L)Y s GO gl gOuan)
F3) = {I@)Y, ¢ GO @A) GO

o wltasnodci (wyrazonej przez rodzine diagramdw przemiennych)

A .
f(372))\4?>\2 deg(l [A2,21)

GGBIA:A3) o (21X3,22) o (1] A2,A1) G3:2[Aa,22) o (1] A2,A1)

i A Y
id g (31a0.08) X F(2,1),35% FWG2

GGBlIAA3) o (2,11 X3,A1) GPasA1)
£330

4,21

Wowezas, o ile |As|,|As| < oo, dla dowolnych macierzy M) € Mat(G(®); A,y x
Ay), a€{1,2,3} zachodzq tozsamosci
M® g (M(Q) & M(l)) - (M(S) = M(Z)) a MY
f3) f(2,1) f(3,2) f()

W szczegdlnosci struktura pierscienia (R,+g, r,Pr,® — Ogr) na zbiorze R
indukuje strukture pierscienia na zbiorze Mat(R; N) macierzy kwadratowych stop-
nia N o wyrazach z R. Dodawanie macierzy Bgr jest tu okreslone jak wyzej (“wy-
raz po wyrazie”) i ma element neutralny dany przez macierz zerowg Oy = (M =
OR),, nei v, Matomiast obustronnie wzgledem niego rozdzielne i tgczne mnoZenie
maciérzy, okreslamy wzorem

Br : Mat(R; N)*?* — Mat(R; N)

N
k m m k
(A s (B2 i) — (kzl A™ 2 B n) B
= m,nel,N

przy czym elementem neutralnym dla mnozenia jest macierz jednostkowa

]-N = (551

1 m,nem'
Branie przeciwnosci Pr jest takze zdefiniowane jak uprzednio (“wyraz po wyrazie”).
Pierscien ten,
(Mat(R; N),®g,8r,Pr,e —> On,0 —> 1y) ,
okreslamy mianem pierScienia macierzowego stopnia N nad R.

indexpierscien/macierzowy stopnia N Niesie on strukture modutu nad R zadawang
przez dziatanie

¢ : RMat(R; N) — Mat(R;N)
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(7 A ) — (TR AT i = 7o) (A0 e

Elementy odwracalne pierscienia Mat(R; N) okreslamy mianem macierzy od-
wracalnych (stopnia N o wspélczynnikach z R). Tworzq one grupe gléwna
liniowa (macierzy ) stopnia N o wspélczynnikach z R, ktérej nosnik bedziemy
oznaczaé symbolem GL(R;N).

W nastepnej kolejnosci rozpatrzymy odwzorowania miedzy grupami macierzo-
wymi transportujace opisang powyzej strukture algebraiczng a indukowane przez
odwzorowania miedzy zbiorami, z ktérych pochodza elementy macierzy.

STWIERDZENIE 97. Przyjmijmy notacje Def. 32 i 82 oraz Stw. 95 i 96.
Rodzina homomorfizméw grup przemiennych

Y= {X(/\zv\l) . G(Az)q) N H(/\2>>\1)}
indukuje homomorfizm grup przemiennych

[x] : Mat(G;A2 x A1) — Mat(H; Az x Ap)

A Az A
(M )?1)0\27)\1)51\2“\1 — (X( ’ 1)(M )?1))(>\27>\1)€A2><A1 ’

Jesli wszystkie homomorfizmy x*2™M) sq izomorfizmami, to [x] takze jest izomor-
fizmem.
Przyjmijmy, zZe jest dana rodzina homomorfizmow grup przemiennych

X = {X(Az,/\ﬂ . G()\S’)\l) N H(/\3,)\1)}
oraz dwie rodziny odwzorowan

A Az, A A2, A Az, A

vo= {7)\331 . G(2| 3,A2) XG(U 2,A1) s GOQss 1)}()\3,)\2,>\1)sA3xA2xA17
A

n o= {77>\3,2)\1 . H(Q‘)‘?”)‘?)XH(H)‘?’)“) H()\&)\l)}()\3,)\2,/\1)EA3><A2><A1

zadajgce — odpowiednio — mmozenie @ macierzy z Mat(G); Ay x A1) przez macie-
&t
rze z Mat(G®; A3 x Ay) oraz mnozenie @ macierzy z Mat(HM:; Ay x Ay) przez
7

macierze z Mat(H®); A3 x Ay). Niech bedg tez dane dwie rodziny homomorfizméw
grup przemiennych

X(a) = {X(a|)\a+1,)\a) . G(a‘)‘oﬁrl’)‘a) — H(a‘A‘”l’)\“)} s « € {1, 2}
o wtasnodci (wyrazonej przez rodzine diagramdw przemiennych)

(1xg:22) 4\ (11A2:A1)

G(21xs.22) o (1A2,A1) X H@IAs:22) o fr(11A2,A1)

A2 A2
Yrgirg Magixg

GAs21) HXs:21)

X(*?,v*l)
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Wowcezas, o ile |As| < oo, dla dowolnych M € Mat(G); AgxAy) @ N e Mat(G™M); Aox
A1) spetniona jest tozsamosé

[XI(MBN) = [X®](M) o D@

Dowdd: Pierwsza czesé tezy jest oczywista, skupimy zatem uwage na czesci drugiej.
Obliczamy wprost z definicji:

A3
Az, A A A
([x](MglN)) N “(A;A m?xl(MfzaNfl))
1 2 2
A A A
) )\ZI:\ X(A3’)\1)07)\372/\1(M /\32’N>\21)
2€A2
= Z 77)\)\2/\ (X(2|>\37>\2)(M)\)\3 )7X(1|/\2’>\1)(N)\)\2 ))
)\25[\2 35N 1 2 1

A3
- (W®10n8R®IM)

Mozemy juz teraz wypowiedzieé istotne

STWIERDZENIE 98. Przyjmijmy notacje Def. 67, 21, 32, 85, 61, 65, 75, 78
1 82, Cor. 14 oraz Stw. 95 i 96. Oznaczmy przez
(2,1) ._ (1A1) (21A2)
H = {HOHIR(G ! ,G 2 )}()\2,)\1)51\2“\1
rodzine grup przemiennych
A/ Z122) 2 Homp (G GEIAY

Odwzorowanie # zdefiniowane w Cor. 14 jest monomorfizmem grup przemiennych
(przechodzqcym w izomorfizm dla Ao skoviczonego)

M : (HomR (G(1)$,G(2)®)a+7_(')7. ’—>0)

= (Mat(# D5 Ay x A1), 8, Py o — Onyun,y ) s

ktory bedziemy okreslaé¢ mianem macierzowej realizacji odwzorowania R-li-
niowego G® w G ®_ Jawnie Z-dwuliniowe operacje ztozenia homomorfizmdw

o #B321x22) o sp(21A20) 03,1125 A1)

(X(?),2|>\3,>\2)7 X(271\>\27z\1)) s X(3,2|/\3,>\2) ° X(Q,l\/\z,kl)

okreslajq, o ile |As| < oo, mnozenie macierzy

=3 : Mat(#PD; A3 x Ay) x Mat (273D Ay x A) — Mat (273D Ay x Ay)
A
((%(X) )3‘2 )(/\3,>\2)€A3><A2 ’ (%(1/})#51 )(#2,#1)61\2 xAq )

— ( M), oM ()

AgeAy )(AS,,\l)eAng1
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o wltasnosciach

(A (x1) Bopen M(X2)) © M (Y) = (M (Xx1) © A (V) By (M (x2) © A (V) ,

A (X) © (M (1) By M(h2)) = (A (X) © M (Y1) B ey (M (x) © A (¢2))

oraz
(8.22) M(x o) =AM(x)0 M),

wypisanych dla dowolnych odwzorowan x1,X2,x € Homg (G @ GGI®) i 4 4y, 1)y
€ Homp(GM® G ®). Mnozenie to jest tgczne w sensie wyrazonym przez tozsa-
mosé

(8.23) (A (Q)o A (x)) o #())=2#(C)o (A(x)o A Y)) ,

stuszng, pray |As|,|As| < oo, dla dowolnych odwzorowan ¢ € Homp(G®)®, G @),
x € Homp(GP® G ®) i ¢ e Homp(GM®,G9).
]

Dowdd: Pierwsza czesé tezy dowodzonego stwierdzenia stanowi proste przeformu-
towanie tezy Cor. 14 uwzgledniajace tres¢ Def.82. Z kolei laczno$¢é mnozenia ma-
cierzowego, ktora wyraza formula (8.23), jest — wobec lacznosci operacji sktada-
nia homomorfizméw — bezposrednim nastepstwem relacji (8.22). Pozostaje zatem
sprawdzi¢ stusznos$é tej ostatniej. Czynimy to w bezposrednim rachunku, korzysta-
jac przy tym z tozsamosci (8.10),

M (x o)y pry, o (X 0t) o, =pry, °X°( > opr)\z)owO]A1

Ao€eAs

> (pra, © X0 Jx.) 0 (pry, 0o a,)
Ag€els

S M), 0 MWV = (M(x) 0 M),

Ag€elo

O

Dla ujednolicenia opisu homomorfizméw moduléw z rozktadem na sumy proste
podmodutéw i samych moduléw, a zarazem celem przygotowania gruntu pod dal-
sze rozwazania, formutujemy

STWIERDZENIE 99. Przyjmijmy notacje Def. 67, 21, 32, 35, 61, 65, 75, 78
i 82, Cor. 14 oraz Stw. 95, 96 i 98. Niechaj {G(*12)Y\ \ e {1,2} bedg dwiema
rodzinami R-modutéw o sumach prostych G(®)® := @ e, G@12) i wprowadimy
z2apis
G .= {G(a\ka»u)}()\m#)max{.} , Glalrase) . (alra)

Istnieje trywialny monomorfizm'* R-modutéw (przechodzqcy w izomorfizm dla |A,| <
)
. e ()n (a)n (a)n
M (G850 60
et jasnym, ze wypisany monomorfizm to tylko inny, réwnowazny sposob zapisu elementow

modulu majacego rozklad na sume prosta podmodultéw, pozwalajacy na wykorzystanie wczesniej-
szych konstrukeji dotyczacych odwzorowan R-liniowych.
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- (Mat(G(O‘);Aa x {®}),Bg, Par, o — OAax{o})

g— pr(g),

pr(g) = Aax{e} : (Aa,®)—pry (9) = #(9)*,
ktory bedziemy okreslaé¢ mianem macierzowej realizacji elementu R-modulu
G®.
Tlekroé |A1] < oo, jawnie Zi-dwuliniowe odwzorowanie ewaluacji
ev ¢ AN LGOI, GEIN L () s (g)

okresla mnozenie macierzy

=@ : Mat(# 3D Ay x Ay) x Mat(GD; A; x {o}) — Mat(G?; Ay x {e})

(200 cnyersns 2O en,)

H( S 00 (mgm)
A1€Aq Aaels

o wtasnosciach

(A (x1) By M (x2)) © M (g) = (A (x1) © A (9)) Ba (A (x2) © #(g)) ,

A (X) © (A (91) Bgay M (g2)) = (A (X) © A (91)) B (A (X) © 4 (g2))

oraz
(8.24) M (x(9)) = A (x)© #(g),
wypisanych dla dowolnych X1, x2,x € Homp(GM® G ®) j g 91,9, e G,

Dowdd: T w tym przypadku jedyna nietrywialna relacja jest (8.24). Poddajemy ja
bezposredniej weryfikacji:

M (x(9)* = pry, ox(g) =pry, © x( > oprxl(g))

A1€Aq
= Y (pra,oxoam) (e (9) = X A, (A (9)™)
A€l A€/
= (A(x)0.#(9)" .
O

Powyzsze obserwacje pozwalaja na szczegblnie dogodne i naturalne zarazem
przeformutowanie opisu modutéw wolnych — w tym przestrzeni wektorowych — w
terminach operacji macierzowych. W tej swojej odslonie algebra liniowa ujawnia
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rozliczne powiazania z problematyka o istotnym znaczeniu fizykalnym (jak np. teo-
ria liniowych réwnan rézniczkowych, w tym takze czastkowych, znajdujaca zastoso-
wanie w opisie zjawisk o naturze liniowej, mechanika macierzowa, algebraiczna teo-
ria systemow catkowalnych, modele macierzowe fizyki statystycznej oraz grawitacji
kwantowej, macierzowe sformutowanie M-teorii, lagranzowski opis oddzialywan fun-
damentalnych etc.), a przy tym poddaje sie prostej algorytmizacji, ktora wydatnie
usprawnia rachunki. Niebagatelne znaczenie praktyczne algebry macierzowej oraz
mnogo$c¢ technik rachunkowych, jakich dostarcza, usprawiedliwiaja czas po$wiecony
na jej dyskusje w dalszej czesci niniejszego kursu. Zaczniemy od prostych obser-
wacji pozwalajacych na identyfikacje zasadniczych elementéw opisu macierzowego
modutéw wolnych nad pier§cieniem przemiennym.

TWIERDZENIE 8.11 (O macierzy elementu modulu wolnego i odwzorowania
R-liniowego). Przyjmijmy notacje Def. 67, 21, 32, 35, 61, 65, 68, 70, 75, 78 i
82, Cor. 14 oraz Stw. 75, 95, 96, 97, 98 i 99. Niechaj ((G*),+(4),Pa).® —
0¢a)); E("‘)), a € {1,2,3} bedq trzema modutami nad piercieniem przemiennym!®
R. Wybor bazy B = {91 a) P raehs W G okresla rodzine izomorfizméw R-
modutow

Aa . « )\a . = .
o) G (g p — R TP (a) G(alan) T

ktora indukuje monomorfizm R-modutéw (przechodzgey w izomorfizm dla |Ay| < o0)
[0t G o Mat (G, Aax {o}) > Mat (R, Aa x {o})

()
g—pr(g)— g1,
przy czym dla g =3\ cp, e >(a) 9(a|r.) Jest
()
[g](/g (Ao, @) = e )
a ponadto dla kazdych dwich elementéw g1, go € G zachodzi tozsamosé

(a) (@) B
17 I I~ .

[91 +(a) 92 = [ Br [ge

Macierz [g]@(a) nosi miano macierzy elementu ¢ wzgledem bazy 2(®).

Ograniczenie monomorfizmu do jego obrazu w Mat (R, A, x {#}) okresla izomor-

fizm

Papla) * G(Oé)i> @ R.
Aa€AN

Kazde dwa wybory, B i BP) wspélokreslajy rodzine izomorfizmdéw grup
przemiennych

Q(B’ap\ﬁ’)\a) o p(BeldgAa) HomR(G(a‘/\“),G(BMﬂ)) Z. R Zb'_’Wf 7
gdzie
A
U(Gialra) = V75, P(8) 9B1As) -

Rodzina ta indukuje monomorfizm grup przemiennych

[0 o4 : Homp(G®,GM) N Mat(i(ﬁ’a);AB x Ay)

157 alozenie o przemiennosci pierécienia mozna opusci¢ za cene bardziej skomplikowanej struk-
tury multyplikatywnej na zbiorze macierzy rozwazanych.
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— Mat(R; Ag x Ay)

B)
X+ proxo g [x]%0 .

przy czym dla x okreslonego wzorami

A
X(Galra) = 20 X a8 9(81As) »
)\gGAﬁ

stusznymi, o ile |Ag| < oo, dla wszystkich \, € Ay, jest
®)
(8.25) (X1 % (s Aa) =

Dla kazdych dwoch odwzorowan R-lintowych x1,x2 € HomR(G(O‘),G(ﬁ)) zachodzi
tozsamosé

2 ®
[x1+ Xz] Blo) = [Xl] Vg(a) R [Xﬂ%g(a) .

Macierz [X]%g;fi) nosi miano macierzy odwzorowania R-liniowego g wzgle-
dem baz %) i B,

Tlekroé |As| < oo, dla dowolnych odwzorowari R-liniowych x (%) ¢ Homp(G(®),
G e {1,2} spetniona jest toisamosé

(3) PG 22
(8.26) [X(S’z) 2 1)] m =[x @, 2)] B BR[X 2. 1)] ;(1) )

a ponadto dla dowolnych ge G? i y¢ HomR(G(Q),G(3)) prawdziwg jest rownosé

(8.27) ()17 = %0 5r (917

Dowdd: Tezy twierdzenia stanowig bezposrednig konsekwencje definicji oraz Stw. 98
i 99 podpartych Stw. 86 oraz obserwacja, odniesiong do Stw. 97, ze oto w przypadku
przemiennego pierscienia R izomorfizmy [o(*D],[0®?)] oraz [oV] razem z o
i ‘g czynig przemiennym kazdy ze stosownej rodziny diagraméw

0(3:2123:22) 5 ,(2:11A2,71)

%(372\/\3%\2) « %(2»1\/\29\1) RxR

%(3,1”\3,)1) R

9(3«1|*3,%1)

W $wietle powyzszych obserwacji zasadne wydaje sie ustalenie macierzowego
obrazu procedury zmiany wyboru bazy, tak w dziedzinie, jak i w przeciwdziedzinie
odwzorowania R-liniowego. Odpowiedzi dostarcza
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STWIERDZENIE 100. Przyjmijmy notacje Def. 67, 21, 32, 35, 61, 65, 68,
70, 75, 18 i 82, Cor. 14, Stw. 75, 95, 96, 97, 98 i 99 oraz Tw. 8.11. Niechaj & =
{9m} i bedzie bazg modutu G nad pierscieniem (przemiennym) R, i niech
bedzie dana macierz

M:=(M"7) = ¢€Mat(R;N).

m,nel,N

Zbior B' = {hn}nﬂT\r ZtozZony z elementow G okreSlonych wzorami

N
I = Z MN;Lng

m=1
jest bazg G wtedy i tylko wtedy, gdy
M e¢GL(R;N),
tj. gdy M jest macierzq odwracalng. W takim przypadku prawdziwg jest tozsamosé
M =[idg]%, .
Powyzszq macierz okreslamy mianem macierzy przejScia z bazy %’ do bazy

B.
]

Dowdd: Tozsamo$¢ stanowiaca ostatniag czesé tezy jest oczywista. Pozostaje zatem
udowodnié pierwsza jej czesc.
= Niechaj rodzina {h,}, 5 bedzie baza G. Na mocy Stw.80 istnieje do-
kladnie jeden endomorfizm x € Endgr(G) o wlasnosci

N
vnem : X(gn):hnE Z MTZnga

m=1

dla ktorego wprost z definicji (8.25) zachodzi rownosé

[X]%B =M,
czyli M jest macierza odwzorowania y wzgledem bazy . Zgodnie z

Cor. 10, odwzorowanie y jest automorfizmem, czyli istnieje ¥ € Endg(G)
spelniajacy tozsamosci

Yox=idg=xo01.
Odwracalno$¢ M wynika teraz wprost z Rown. (8.26) — poszukiwang od-

wrotnoscia jest [¢]%,.

< Niechaj M € GL(R; N) iniech N = (N™)
Woéwcezas

N N N
ngZ(Sﬁngnz Z (MT;C'RNkm)Dgn:ZNkmth7
n=1 k,n=1 k=1

mnein Pedzie jej odwrotnoscia.

co pokazuje, ze &' jest uktadem generujgcym.
Zalozmy dalej, ze dla pewnej rodziny {Tm}dev c R zachodzi row-
nos¢
N
Z e hm =0g )

m=1
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ktora mozemy przepisa¢ w postaci

N /N
Z (Z rm'RMT;n)DgnZOG-

n=1 \m=1

Liniowa niezalezno$¢ % pozwala wtedy stwierdzic¢

M=

m n
T -RMm:OR,
1

3
Il

wiec tez

N N N
TkEZTm'R(SZ,k: > Tm'RMnm'RNkn:ZOR'RNkn:ORa
m=1 m,n=1 n=1
skad wniosek, ze zbior %’ jest liniowo niezalezny. Ostatecznie wigc jest
on bazy G.

O

Z polaczenia ostatniego stwierdzenia z formulami (8.26) i (8.27) wyprowadzamy
bez trudu proste acz poreczne

STWIERDZENIE 101. Przyjmijmy notacje Def. 67, 21, 82, 35, 61, 65, 68,
70, 75, 78 i 82, Cor. 14, Stw.75, 95, 96, 97, 98 i 99 oraz Tw.8.11. Niechaj
%’ia),%’éa), a € {1,2} bedg dwiema dowolnymi bazami skoriczenie generowanego
modutu G nad pierscieniem (przemiennym) R. Dla dowolnego odwzorowania
R-liniowego x € Homp(G™M,GP®) i dowolnych elementéw ¢‘® € G(*) spetnione
sqg formuly przejscia (miedzy bazami)

(@(2) . %(2) @(2) . {@(1)
[x] Qigl) = [1dG(2)] 9;52) ©r [x] 5;9) ORr [ldGu)] 9;;1’ ,
(o) X B (a)
(9177 = g ] o B [ 1,
przy czym
() %(a) @(Q) @(a)

[idg ] o PR [idge ] e = Likn(G) = [idge] a OR lidge ]

Warto w tym momencie zauwazy¢, w odniesieniu do przestrzeni wektorowych
nad cialem I, ze wszelka nietrywialna struktura macierzy (dowolnego) odwzorowa-
nia K-liniowego jest zwiazana z wyborem baz w dziedzinie oraz w przeciwdziedzinie
(a &cislej — w obrazie) tegoz odwzorowania. Méwi o tym

STWIERDZENIE 102. (O postaci kanonicznej (macierzy) odwzorowania K-
liniowego) Przyjmijmy notacje Def. 67, 21, 32, 35, 36, 61, 63, 65, 68, 70, 73, 715,
78 1 82, Cor. 14, Stw. 75, 95, 96, 97, 98 i 99 oraz Tw. 8.11. Dla dowolnych dwéch
skoticzenie wymiarowych przestrzeni wektorowych V(¥ o e {1,2} nad ciatem K, i
dla dowolnego odwzorowania K-liniowego x € Hom]K(V(l), V(z)) istnieje taki wybor
odnosnych baz B, przy ktérym macierz x prayjmuje kanoniczng postaé blokowg

(@(2) _ 1T O’I“Xk
X)zae ( Op@-ryxr  O(D@-r)xk )’
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gdzie 0.y, € Mat(IK;m x n) jest macierzqg o wszystkich wyrazach réwnych Ok i
gdzie

r = dimg Im x, k := dimg Ker x, D@ = dimyk v,

Dowdd: Baze BV otrzymujemy jak ') w dowodzie Stw.83. Baza £ po-
wstaje z uzupelnienia odnosnej bazy Imy do bazy V(. (]

Rola, jaka odgrywa wymiar obrazu odwzorowania IK-liniowego, takze w dalszej cze-
Sci wyktadu, usprawiedliwia wprowadzenie dla niego specjalnej nazwy i osobnego
oznaczenia.

DEFINICJA 83. Przyjmijmy notacje Def. 11, 32, 35, 36, 61, 63, 64, 65, 72
i 73. Niechaj V(®, a e {1,2} beda dwiema dowolnymi skonczenie wymiarowymi
przestrzeniami wektorowymi nad ciatem I, i niech x € Homg (V") V() bedzie
dowolnym odwzorowaniem K-liniowym. Rzad odwzorowania K-liniowego to
wymiar jego obrazu, oznaczany jako

rk x := dimg Im x .

Elementarne wtasnosci rzedu odwzorowania R-liniowego podaje
STWIERDZENIE 103. Przyjmijmy notacje Def. 11, 32, 35, 36, 61, 63, 64,
65, 72, 73 i 83. Prawdziwe sq nastepujgce zdania:
(i) rkx < min{dimg GO, dimg G };
(ii) jesli dimg G < oo, to rky = dimg G «— x jest injektywny;
(iil) jesli dimg G® < oo, to rkx = dimg G = y jest surjektywny.

Dowéd: Wszystkie wypisane (nie)réwnodci wynikajg wprost z koniunkcji bilanséw
wWYMLarow

dimg G = dimy Ker y +rk y,

dimg G® = rk y + dimg (G /Im ) = rk x + dimy Coker y .

W zwiazku 7z opisang odpowiedniodcia miedzy odwzorowaniami R-liniowymi miedzy
modutami wolnymi i ich macierzowymi realizacjami wprowadzamy takze

DEFINICJA 84. Przyjmijmy notacje Def. 11, 67, 21, 32, 61, 63, 68, 75 i 82,
Stw. 75 oraz Przykt. 41 i niech K bedzie cialem. Rzad macierzy M € Mat(IK; Ny x
N3) to wymiar powloki K-liniowej jej kolumn,

rk M := dlm]K <M.1,M.2,...,M.N2>]K )

przy czym kolumny traktujemy tutaj jako elementy przestrzeni wektorowej Mat(IK,
Ny x 1) = KM | czyli tzw. wektory kolumnowe.
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Zachodzi oczywiste

STWIERDZENIE 104. Przyjmijmy notacje Def. 11, 67, 21, 32, 85, 61, 63,
65, 68, 70, 75, 78, 82, 84 i 83, Przykt. 41, Cor. 14, Stw. 75, 95, 96, 97, 98 i
99 oraz Tw. 8.11. Niechaj V) i V(2 bedq dwiema przestrzeniami wektorowyms
skoticzonego wymiaru nad ciatem XK, o bazach — odpowiednio — BY i B2, i
niech y : V) — v bedzie odwzorowaniem K-liniowym. Wowczas zachodzi
tozsamosé

(2)
rky =1k [X]gggg(l) .
]

W dalszej czesci kursu, rownolegle do naturalnego kierunku jego rozwoju abstrak-
cyjnego, bedziemy rozwija¢ i wykorzystywaé poczynione tu obserwacje dotyczace
prostego zwigzku miedzy odwzorowaniami R-liniowymi i macierzami, w tym w
szczegoOlnosci tymi o wyrazach z pierscienia R.

8.7. Rownania liniowe

Przedyskutowany powyzej problem algebraicznego opisu transformacji bazy w
module wolnym ma swoje naturalne uogélnienie, jakim jest zagadnienie odwrotne
dla zadanego odwzorowania R-liniowego x € Homp (G, G(z)) miedzy dwoma R-
modutami lewostronnymi G i G, polegajace na wyznaczeniu przeciwobrazu
X' ({v}) ustalonego elementu v € G® przeciwdziedziny . Jego rozwiazanie spro-
wadza sie do znalezienia wszystkich elementéow x € G™ dziedziny y spelniajacych
réwnanie

x(@)=v = zex ({v}).
Motywacji do rozwazania tego typu zagadnienn dostarcza chociazby geometria afi-
niczna czy teoria réwnan rézniczkowych wyzszego stopnia oraz czastkowych. Ich
dyskusje zaczniemy od

DEFINICJA 85. Przyjmijmy notacje Def. 21, 32, 35, 37, 61 i 65. Niechaj
((G(O‘), +(a) Pa), @ = 0a)), E(“)), a € {1,2} beda dwoma R-modutami nad pier-
§cieniem R iniech y : G — G®) bedzie odwzorowaniem R-liniowym. Ustalmy
element v € G?). Réwnanie liniowe niejednorodne z niejednorodnoscia v
to réwnanie postaci

x(z)=v,
w ktorym z jest niewiadoma, z zalozenia nalezaca do GV, W szczegdlnym przy-
padku v =03y méwimy o réwnaniu liniowym jednorodnym.
Dowolny element ¢ € GV, dla ktérego powyzsze réwnanie obraca sie w toz-

samo$¢ po podstawieniu x := g, nosi miano rozwigzania réwnania liniowego
(niejednorodnego). Zbior
-1
Z(x,v)=x" ({v})
nazywamy zbiorem rozwian réwnania liniowego (niejednorodnego). Ilekro¢

Z(x,v) = @, rownanie okreslamy jako sprzeczne.
A
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Przywotawszy Stw. 35, otrzymujemy natychmiast prosty opis zbioru rozwigzan nie-
sprzecznego réwnania liniowego.

STWIERDZENIE 105. Przyjmijmy notacje Def. 21, 32, 85, 36, 37, 42, 61,
65 i 85 oraz Stw. 40. Niechaj g, € GV bedzie dowolnym rozwigzaniem réwnania
liniowego niejednorodnego

x(@)=v.
Wowczas
K(X:v) = g« +1) Z(X,0(2)) = g« +(1) Ker x € G(l)/Kerx.

Rownanie powyzsze ma zatem doktadnie jedno rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy
ma przynajmniej jedno rozwigzanie i x jest monomorfizmem.

Nalezy podkresli¢, ze zbior Z(x,0(2y) nigdy nie jest pusty, zawiera bowiem w
szczegllnodci rozwigzanie trywialne réwnania jednorodnego

01y € Z(x,0¢2)) -

W przypadku, gdy mamy do czynienia z modutami wolnymi (w szczegolnosci gdy
R = K jest cialem), dyskusje zagadnienia istnienia i jednoznacznosci rozwiazan
roéwnania liniowego wygodnie jest przenie$¢ w dziedzine algebry macierzowej, od-
wolujac sie przy tym do fundamentalnego Tw.8.11. Ten tok rozumowania prowadzi
nas wprost do

DEFINICJA 86. Przyjmijmy notacje Def.67, 21, 32, 61, 64, 68, 75 i 82,
Stw. 75, 95 1 96 oraz Przykl.41 i niech R bedzie pier§cieniem przemiennym. Dla
dowolnych liczb Ni,No € N\ {0} ustalmy elementy M e Mat(R; Ny x N3) oraz
veMat(R; Ny x1) = R*M1. Niejednorodny uktad réwnan liniowych o wspél-
czynnikach z R o macierzy M i niejednorodno$ci v (zwany dalej w skrocie
niejednorodnym ukltadem réwnan liniowych, ilekro¢ obiekty definiujace R, M,v sa
znane) to réwnanie macierzowe

(8.28) Moz=v,

w ktorym z jest niewiadoma, z zalozenia nalezaca do Mat(R; Nox 1) = R*N2, W
szczegdlnym przypadku v = Op,x; méwimy o jednorodnym ukladzie ré6wnan
liniowych.

Dowolny element g € Mat(R; Nax1), dla ktorego powyzsze rownanie obraca sie
w tozsamos$¢ po podstawieniu z := g, nosi miano rozwiazania (niejednorodnego)
ukladu réwnan liniowych. Zbior

A(M,v):={geMat(R;Nax1) | Mog=v}

nazywamy zbiorem rozwiazan (niejednorodnego) ukladu réwnan liniowych.
llekro¢ Z(M,v) = @, uktad rownan okreslamy jako sprzeczny.
Wprowadzamy ponadto pojecia pomocnicze: jadro macierzy to podmodut

Ker M := Z(M,0n,x1) c Mat(R; Ny x 1),
obraz macierzy to podmodul

Im M := (M‘l,M°2,...,M°N2)R c Mat(R; Ny x 1),
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natomiast macierz rozszerzona niejednorodnego ukladu réwnan liniowych
to macierz

[M|v] e Mat (R; Ny x (N3 +1))
0 kolumnach
[M|V].i::M.iv i€1vN27 |:J\4'|l/:|.N2+1::1/7

tj. macierz otrzymana przez dostawienie niejednorodnosci v do kolumn macierzy
M jako kolumny o indeksie Ns + 1.
A

Przepisawszy uktad rownan liniowych (8.28) w postaci

No
(8.29) Z z' >(Ny) M.i =V,
i=1
badz tez — dla 2™V2*!:= -1z — w postaci réwnowaznej
Na+1
Z ! [>(N1) M.i = 0N1><1 )
i=1

gdzie zaréwno suma jak i dzialanie > sa wyprowadzonymi wczesniej operacjami
,wspOlrzedna po wspoélrzednej” z Przykl. 34 (2), spostrzegamy natychmiast, ze py-
tanie o istnienie rozwigzania uktadu mozna réwnie dobrze rozumieé jako pytanie o
przynalezno$¢ niejednorodnosci uktadu do powtoki liniowej zbioru kolumn jego ma-
cierzy. Obserwacje te precyzuje i rozszerza (w przypadku, gdy R =K jest cialem)
nastepujace
STWIERDZENIE 106. (Twierdzenie Kroneckera—Capelliego albo'® Twier-
dzenie Rouchégo—Fontenégo) Przyjmijmy notacje Def. 11, 67, 21, 32, 61, 63, 64,
68, 75, 82, 84 i 86, Stw. 75, 95 i 96 oraz Przykt. 41 i niech IK bedzie ciatem. Uktad
rownan liniowych
Moxz=v

ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy spetniony jest jeden z rownowainych wa-
runkdiw:

(i) velmM;

(ii) rk[M|v]=rk M.
Uktad ten ma doktadnie jedno rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy rzqd jego ma-
cierzy jest rowny rzedowi macierzy rozszerzonej i zarazem maksymalny, tj.

tk[M|v]=Ny=rkM.

Dowdd: Rownowaznosé istnienia rozwigzania z warunkiem (i) staje si¢ oczywista
w Swietle wcze$niejszej naszej reinterpretacji uktadu réwnan liniowych z niejedno-
rodnodcia, a stwierdzenie dotyczace jednoznacznosci rozwigzania jest prosta konse-
kwencja koniunkcji warunku (ii) i bilansu wymiarow

rk M = Ny — dimyg Ker M ,

16Druga nazwa, historycznie najbardziej bodaj usprawiedliwiona, jest uzywana w krajach
francuskojezycznych.
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rozpatrywanej w polaczeniu ze Stw.105. Wystarczy zatem udowodnié¢ réwnowaz-

nos¢ (i) < (ii). Implikacja I/E(M'l, ‘2,...,M'N2)]K = (M'l, ’2,...,M’N2,y)]K:

( M, M .N2)]K nie wymaga wyjasnien. Dla uzyskania implikacji odwrotnej
zauwazmy, ze réwno$é¢ wypisanych powltok K-liniowych oznacza istnienie, dla do-
wolnych £ e K i {¢? }jem c K, rodziny {\'}, 7 ; elementéw ciala K speiajacej
réwnosc

N2 . N2 .
2. vy MG +Een v =00 N e MY,
i=1 j=1
zapisang w konwencji Przykl. 34 (2). Wybierajac dowolne ¢ # Ok, otrzymujemy
réownosc

No . .
v=3 (&1 (N =€) vy MY,
i1

ktora koniczy dowod. ([

8.8. Elementy teorii form wieloliniowych i wyznacznikow

Warto zwréci¢ uwage, ze warunek maksymalnosci rzedu macierzy M mozna
zinterpretowa¢ jako warunek liniowej niezaleznosci jej kolumn. To spostrzezenie
kaze nam zastanowi¢ sie nad okoliczno$ciami, w ktérych uktad kolumn macierzy
o wyrazach z ciala K albo — ogélniej — z pierécienia przemiennego R jest liniowo
niezalezny. Wygodnych narzedzi formalnych do takiej analizy dostarcza teoria wy-
znacznikéw, ktoéra pozwala tez zgrabnie zapisaé rozwigzania odnosnych uktadéow
rownan liniowych, gdy te istnieja. Teoria ta stanowi specjalizacje teorii odwzoro-
wanl wieloliniowych na modutach nad R. Majac na wzgledzie przyszte zastosowania
tej szerszej teorii w dyskusji dwoistosci i form kwadratowych, wykorzystamy nada-
rzajaca sie tutaj sposobnos$¢ do zbudowania stosownie poszerzonej bazy pojeciowe;j.
W celu wyrobienia sobie elementarnych intuicji odnosnie do pojawiajacych sie tu
struktur matematycznych rozwiazemy konkretne zagadnienie polegajace na ustale-
niu algebraicznych warunkéw liniowej zaleznosci nad cialem K kolumn macierzy

MY M12)
€ Mat(K;2).
(M21 M2, (K;2)

Zaltozymy przy tym — dla uczynienia zagadnienia nietrywialnym — ze jedna z ko-
lumn, np. M?%,, jest niezerowa, a wiec np. M? # Ok. Z warunku liniowej zaleznosci
kolumn,

A D2y M® Bk p ) M% = 0251, (A ) e K* N {(0x, 0K)}

w ktorego zapisie >() symbolizuje dziatanie K na kolumny polegajace na ,mno-
zeniu po wspotrzednej” z Przykl. 34 (2), wyprowadzamy réwnos$c

p==AK M21 'K (M22)71 )
a stad
O = AN MY +pwrM,=X g M, - Xg M g (M%) M,

A K (M22)71 ‘K (Mll K M22_M12 K M21)~



8.8. ELEMENTY TEORII FORM WIELOLINIOWYCH I WYZNACZNIKOW 187
Rowno$¢ A\ = Ok pociaga za soba rownosé¢ p = Ok i z tego powodu musimy ja
wykluczyé¢, co pozwala przepisa¢ powyzsze w rownowaznej postaci

1 2 1 2
MYy x M5 -My g M4 =0k.

Potraktujmy wyrazenie po lewej stronie réwnosci jako wynik odwzorowania w K
kolumn macierzy M,

e(M*®, M%) = M11 'K M22 _Mlz 'K M21 .
Odwzorowanie to jest jawnie Z-dwuliniowe,

Q(M*® mg N°%, M%) = o(M®, M%) +k o(N°, M%),

(M, M% Br N%) = o(M*, M%) +k o(M*,N%),
i R-jednorodne w kazdym z argumentoéw,
(A M®, M%) = A p(M*y, M%) = (M5, A MY%),
a ponadto antysymetryczne wzgledem transpozycji argumentow,
O(M%, M%) = —p(M*, M%).
Przeprowadzona analiza sktania nas do wypowiedzenia

DEFINICJA 87. Przyjmijmy notacje Def.21, 32, 35, 61 oraz 65 i niech R
bedzie pierscieniem przemiennym. Niechaj G(®), a e T,n oraz G beda modutami
nad pierscieniem przemiennym R. Odwzorowanie n-liniowe nad R to dowolne
odwzorowanie

© GW @ ... xgm) G,

ktore jest R-liniowe (tj. Z-liniowe i R-jednorodne) wzgledem kazdego swojego ar-
gumentu, czyli spelnia warunek

vieﬁ V(fh,927---,91—17Qi+1791:+27~-»gn)€><ﬁeﬁ\{,;} G

: Qp(glvg% s Gi-1y59i41, G425 - - - 7gn) € HOHlR(G(i),G) .

Zbioér wszystkich takich odwzorowar oznaczamy symbolem
Lr(GM,¢? . ...a™.q).

W przypadku, gdy V _ g5 G = H, méwimy o odwzorowaniu n-liniowym

na H, a odnosny zbiér zapisujemy jako
%(H;G)=Lg(H,H,...,H;G).
[ —
n razy
Jesli ponadto G = R, to mamy do czynienia z formami n-liniowymi oznaczanymi
— odpowiednio — jako

Lr(GM,G? ... a™) lub L (H).

Bez trudu stwierdzamy prawdziwo$¢ ponizszego



188 8. ELEMENTY TEORII MODULOW

STWIERDZENIE 107. Przyjmijmy notacje Def. 21, 32, 35, 61, 65 i 87. Zbior
Lr(GM,GP) ... .G™:G) (a zatem takie zbiory L7 (H G), LR(G(l) G?,.
G™) g L}’{(H)) jest nosnikiem struktury R-modufu z operacjami grupowyms

¢2 : LR(G(I)aG(2)7"'7G(n);G)X2 - LR(G(l),G(z)a7G(n)7G)

(p1,02) —> 1+ @2,
¢ o Lr(GW,GP.GMG) O g -,

¢o {‘}—>LR(G(l),G(Q),...,G(");G) ;e (),
okreslonymi wzorami

(01 +92)(g, 9P, g") = 019, 9P, gt) 46 02(9M 9P, g
(=) (g, 9@, M) =Pg (p1(9™M,9P,...,g™M))

O(g(l),g(2),...,g(")) =0g,
oraz z dziataniem pierScienia

¢+ RxLp(GW,6®,...¢";6) — Lg(@W,¢?,...,¢";q)

(ryp) — 1o,

okreslonym formutq

(ro9)(gM, 9P, g =r g (g, 9@, L g™).
| |

W przypadku odwzorowania n-liniowego na pojedynczym R-module zasadnym jest
pytanie o wlasnosci symetrii tegoz odwzorowania, tj. jego zachowanie wzgledem
dziatania grupy symetrycznej &,, na zbiorze jego argumentow.

DEFINICJA 88. Przyjmijmy notacje Def. 21, 32, 35, 61, 65 i 87. Odwzoro-
wanie ¢ € L} (H;G) nazywamy

- symetrycznym, jedli V,es, @ poo =@ —ich zbiér oznaczamy symbolem
L™ (H;G) (wzgl. L™ (H));

- skos$nie symetrycznym (lub antysymetrycznym), jesli V,es, @ @o
o = sgn(c) e — ich zbiér oznaczamy symbolem Ly™"V™(H;G) (wzgl.
L'r];,antysym(H));

- alternujacym, jesli

(gD =g = (g, gD, g™y =06 ) ;

i,jel,n
i<j

ich zbiér oznaczamy symbolem L%’alt(H; G) (wzgl. Lg’alt(H)).

PRZYKLAD(Y) 43.
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(1) Dla dowolnego pierscienia przemiennego R odwzorowanie

5 : RNxRVNx..xRN LR : (g(l),g@),...,g(n))'—>g§1) 'R9§2) 'R""Rgén)

)

D"F(p)(€iy,€ipy---y€i, )"

3)

n razy

w ktorego definicji gj(.i) jest wspotczynnikiem przy e; w rozkladzie gD w
bazie standardowej {e; }jeﬁ R-modutu R", jest n-liniowe i symetryczne.
Pochodna stopnia n odwzorowania F € C*(R™ R™?) w punkcie p e RV
dziedziny jest symetrycznym odwzorowaniem n-liniowym

DTLF(p) : RNl XRNI X oo X RNl _)RNQ)

n razy

okreslonym jednoznacznie przez wartosci przyjmowane na tanicuchach ele-
mentéw bazy (standardowej) R™N' (przy oznaczeniu z' na i-ta wspot-
rzedna kartezjariska argumentu F)

B o"F

- (‘9$i1 axi2 axin

Komutator macierzy

(p)7 il,ig,...,inGI,Nl.

[-] : Mat(R;N)*? — Mat(R;N) : (M,N)—> MoN-NoM

(4)

jest skosnie symetrycznym odwzorowaniem 2-liniowym.
Iloczyn wektorowy

3 ) 3 )
R3x]R3—)R3 : (Zvlei,ijej)»—)vxw

i=1 j=1

o rozkladzie w bazie (standardowej) R-modutu R?

vxw= (2w - v w?)e; +ps (V3w - v w?) ey +ps (v w? —vPw')es,

(5)

jest skognie symetrycznym odwzorowaniem 2-liniowym.
Nawias Poissona

{'7'}P~B‘ : CM(R27R)X2 - CW(R2aR)

0f1 0fs 0Ofa 0fx
(f1, f2) — 67:{1 87; - 87:{:1 873{2 = {f1, f2}pB.
jest sko$nie symetrycznym odwzorowaniem 2-liniowym (dla C°°(R?;RR)
traktowanego jako przestrzen wektorowa nad R). Struktura ta odgrywa
istotna role w mechanice klasycznej (a takze — w polaczeniu z ta z punktu
(3) powyzej — w mechanice kwantowej). Jej uogélnieniem, istotnym w
pewnych sformutowaniach M-teorii, jest nawias Nambu—Poissona

{ydn-ps ¢ CO(RYR)® — C*(R*R)

Ofi  Ofs  Ofs
2o (1) 9ro(2) §ro(3)

(f1,f2, f3) — Y. sgn(o) 5

geS3

= {f1, f2, 3}N-PB.-
v

Zwiazek miedzy odwzorowaniami skosnie symetrycznymi i alternujacymi ustala
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STWIERDZENIE 108. Kazde alternujgce odwzorowanie n-liniowe jest sko-
$nie symetryczne. Kazda skosnie symetryczna forma n-liniowa nad ciatem o cha-
rakterystyce roznej od 2 jest alternujgca.

Dowdd: Niech ¢ € L%’alt(H;G), a wtedy dla dowolnych 7,5 € 1,n, i < j oraz
9k, 9, he H, kel,n~{i,j} otrzymujemy rownosé

0 = @(g1,92-->9i-1,9 +H Ny Gis1, Givas -+, 9j-1,9 +1 P, i1, Gjsas -+ Gn)
= 0(91,92, -+ 9i-1,9: Gis1,Giv2s - 9j-1,9,9j+1, G425 - - - > In)
+a (91,925 -+ > 9i-1, 1 Giv1, Giv2s - G5-1, s Gji1, Gjvzs - - -5 Gn)
+a0(91,925 - -+ 9i-1, 9, Gi+15 Git2s - - - 9j-1, 1y Gje1, Gjs2s - - - Gn)
+a0(91,92, -1 9i-1, P Giv1, Gix2s - -1 Gj=1595 Gje15 9425 - -+ In)
= 091,921 9i-1,9, Gis1: Gix2s - - -1 G515 s Gjis15 Gjs2s - - Gn)

+(91,92, -, 9i-1: 1, Givt, Giv2s -+, 9j-1,95 G541, Gj+2, - - In) 5
ktora po uwzglednieniu dowolnosci argumentéw mozemy przepisa¢ w postaci
poti;=—p=sgn(ri;)p.

Pierwsza czesé tezy wynika teraz wprost z Cor. 9.
Jesli ¢ e L™ ™ (H) nad ciatem K, to stwierdzamy, co nastepuje (przy
oznaczeniach jak wyzej):

@(917927 <3 9i-1,9,9i+15, 91425 - - - 7gjf1,g,gj+lagj+27 s 5gn)

9007'1',3'(91,92,~--,gi—l,g,giﬂ,gmz, v 95-1,9,95+1, 95425 - - - 7gn)
= sgn(7i ;) K (91,92, Gi=1,9, Gis1,Gix2s - -+ Gj=15 95 Gj+15 Jj+25 - - -+ In)

= _SD(917927 <3 9i-1,9,9i+15, 90425 - - - 7gj—17979j+179j+2w .. 7g’n) .

Mozemy zatem zapisa¢ (w notacji (5.1))
2@(917927 -9 9i-1,95,9i+159i+25 - - -, 95-1,9,95+1, Gj+25 - - - >gn) = O]K )

CO przy @(917927 -9 9i-1,9,9i+159i+25 - - -, 95-1,9,95+1, Gj+25 - - - 7gn) * O]K7 a WIQC od-
wracalnym, implikuje 1k +k 1k = 21k = Ok, czyli char(IK) = 2. ]

Koniunkcja warunkéw wieloliniowosci i alternowania narzuca bardzo ciasne wiezy
strukturalne na odwzorowania n-liniowe, o czym przekonuje nas

STWIERDZENIE 109. Przyjmijmy notacje Def. 67, 21, 32, 35, 61, 65 i 87.
Niechaj ¢ € L?{’alt(H;G) i miech A = {h} bedzie rodzing elementow R-

modutu H. Wowczas dla dowolnej rodziny {g(i)}igﬁ Ztozonej z elementow g(*) =

i€l,n
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Z;Ll rij >y h) powtoki R-liniowej S zachodzi tozsamosé

e(gM, P, ... g"™)

= Z sgn(U) (Tlo'(l) ‘R TQU(Z) ‘R'R rng(n)) >a ¢(h(1)7 h(2)a ceey h(n)) .
ceS,

Dowdd: Wykorzystujac R-liniowos¢ ¢ w kazdym argumencie z osobna, przepisu-
jemy

09", g®, ... g™)
= Z Loy h(]l) Z 7“ by h(jz)7 ] Z 7“ Y h(jn)
1=1 J2=1 ]n*l
Z Z Z 'R"“anjn)DG (R B2 pln)y
: :1 71_

Ilekroc Jk = 71 dla dwoch indekséw k # [, prawa strona réwnosci zeruje sie, gdyz
para hU*) = hU1) jest anihilowana przez alternujace odwzorowanie ¢. W takim
razie sekwencje indekséw (j1,72,...,jn) dajace niezerowy wklad do kombinacji
R-liniowej po prawej stronie réwnoéci stanowia permutacje zbioru 1,n. Przy tym
ewidentnie kazda permutacja z &, wystepuje, i to dokladnie raz, w rzeczonej
kombinacji, a zatem te ostatnia mozemy przepisa¢ w postaci

g(l) (2) g(n))

geeey

o(

S y m ey T ) e (RO BE@) ey,

oe6G,

Po uwzglednieniu sko$nej symetrii ¢ otrzymujemy teze. [l

Powyzsze stwierdzenie pokazuje dowodnie, ze ograniczenie alternujacego odwzo-
rowania n-liniowego do powtoki liniowej dowolnego n-elementowego podzbioru mo-
dutu, na ktérym definiujemy owo odwzorowanie, jest w sposéb jednoznaczny okre-
Slone przez obraz zbioru generujacego wzgledem tego odwzorowania. Obserwacja
ta nabiera szczegblnego znaczenia w przypadku modutéw wolnych, na ktérych sku-
pimy uwage w dalszej czesci wyktadu.

Celem ustalenia bezposredniego zwiazku z wyjsciowym zagadnieniem rozwia-
zywalnosci niejednorodnych uktadoéw réwnan liniowych (w opisie macierzowym),
a zarazem dla wyrobienia sobie intuicji, ktéra nastepnie przeniesiemy na sytuacje
bardziej skomplikowane, zaczniemy od zbadania struktury alternujacych form wie-
loliniowych na modelowym module wolnym

H:=R"™=e;'|R.
Ciag oczywistych utozsamien
Mat(R;mxn) =@ @ R=E Mat(R;mx1) =X R,
k=1 1=1 k=1 i=1

wyrazajacych mozno$¢ traktowania macierzy wskazanego typu jako n-sktadniko-
wych uktadéw elementéw modutu H zadawanych przez kolumny tychze macierzy,
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pozwala nam przy tym uzywac¢ w dyskusji form wieloliniowych na réwnych prawach
z zapisem wyj$ciowym (wykorzystujacym ukladow elementéw dziedziny H) zapisu
macierzowego, tj. w szczegdlnosci ewaluowaé¢ formy wieloliniowe na macierzach.
Kluczowe dla naszych rozwazan jest

STWIERDZENIE 110. Przyjmijmy notacje Def. 67, 21, 32, 35, 61, 65, 68,
70, 75, 170 87 oraz Przykt. 34 (2), 40(3) i 41. Niechaj ¢ € LZ’alt(Rxm). Wowczas
@ =0, jesli n>m, gdy zas n <m, to forma ¢ jest jednoznacznie okreslona przez
warto$ci przyjmowane przezen na (7:) uktadach (e;,,€;,,...,€;, ) elementéw bazy
standardowej {e;}, -~ R-modutu R*™ uporzqdkowanych przez relacje 1 < iy <
Ig < -+ < iy, <ML W7szczego’lnoéci przy m =n forme ¢ zadaje pojedynczy skalar
pler,ea, ... en)-
]

Dowdd: Potraktujmy dowolny uktad n elementow g; = ¥72, M >, ej, ieln
jako uktad kolumn macierzy M = (M”))(; iyeimmxin € Mat(R;m x n). Stosujac ro-
zumowanie analogiczne do tego uzytego w dowodzie poprzednim, mozemy wtedy
zapisac

(M)

Yooy (MY R M3 g R M) R (e, €5y, 0€5,)
J1=1 jz2=1 Jn=1

Z Z sgn(o) (Mjcl,(l) ‘R ij-(g) ‘R R Mj;(n))

(G1sd25eerin (1) T€On

'R‘P(ejl 1€ ejn) )
przy czym (?) jest zbiorem n-elementowych kombinacji bez powtdrzen elemen-

tow zbioru 1, m. Istotnie, kazdy inny uktad wektoréw bazowych jest badz to ani-
hilowany przez ¢ (jesli zawiera powtorzenia), badz tez sprowadza sie do jednego
z ukladow wyrdznionych przez stosowana permutacje argumentéw formy (jesli nie
zawiera powtorzen). Uwzglednienie tej ostatniej ewentualnosci prowadzi do koniecz-
nosci wysumowania czynnikéw skalarnych pochodzacych od wszystkich permutacji
n-elementowego zbioru wskaznikow z ustalonej kombinacji (j1,j2,.--,jn). Nalezy
w tym miejscu podkresli¢, ze uzyskane w ten sposéb wyrazenie skalarne
R(M, (jl,jg, e ,_]n)) = UGZG: sgn(a) (Mj;(l) ‘R M]§(2) ‘R 'R MJ;(n)) €eR

charakteryzuje wytgcznie argumenty formy ¢, nie za$ — ja sama. Przepisawszy
wynik powyzszego rachunku w zwartej postaci

(P(M): Z - R(M;(jlﬂj%"'vjn))'R(p(ej1vej27"'7ejn)7
(jlaijng.jn)e(l;Lm)
odtwarzamy teze stwierdzenia. W szczegdlnosci jest jasnym, ze przy n > m forma

¢ anihiluje dowolny uktad elementéw modutu H, gdyz nie mozna wybraé sposrod
m indekséw bazy standardowej n indeksow wzajem roéznych. (I

Jak pokazuje ostatnie stwierdzenie, do w pelni jednoznacznego okreglenia formy
maksymalnego rzedu (tj. formy o maksymalnej liczbie argumentéw) na module
R*™ potrzeba 1 wystarcza ustalenie wartosci przyjmowanej przez nig na ukladzie
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bazowym. Ta konstatacja prowadzi nas wprost do podstawowego celu praktycznego
naszych analiz, jakim jest

DEFINICJA 89. Przyjmijmy notacje Def. 67, 21, 32, 35, 61, 65, 68, 70, 75, 77,
82 i 87 oraz Przykl. 34 (2), 40 (3) i 41. Niech R bedzie pier§cieniem przemiennym i
niech N € N\{0}. Wyznacznik macierzy kwadratowej stopnia N o wyrazach
z R to alternujaca forma N-liniowa

N
det(yy : Mat(R;N)= X R*Y — R

i=1

spelniajaca warunek normalizacyjny

det(N)(lN) = det(N)(el,eg,. . .,eN) = 1R~
A

Dotychczasowe nasze rozwazania upewniajg nas, ze forma taka, o ile istnieje, jest
dana jednoznacznie. Pozostaje zatem sprawdzi¢, czy warunek normalizacyjny jest
niesprzeczny z warunkami N-liniowosci i alternowania. Twierdzaca odpowiedz na
tak postawione pytanie jest tre$cig ponizszego

TWIERDZENIE 8.12 (O istnieniu wyznacznika). Przyjmijmy notacje Def. 67,
21, 32, 35, 61, 65, 82, 87 i 89 oraz Przykt. 34 (2) i 41. Wyznacznik macierzy kwa-
dratowej M dowolnego stopnia N € N\{0} o wyrazach z pierscienia przemiennego
R istnieje i jest dany wzorem rekurencyjnym

(8.30) detiny (M) = 3 (1) M, - det 1y (M),
j=1

zapisanym, dla dowolnego i € 1,N, przy uzyciu macierzy Mifj € Mat(R; N - 1)
otrzymanej z M przez usuniecie M, (i-tego wiersza) i M*; (j-tej kolumny).
Wyznacznik tej ostatniej okreslamy mianem minora (gléwnego) macierzy M.
Wypisany wzor to rozwiniecie Laplace’a wyznacznika macierzy M wedlug
i-tego wiersza.

Dowdéd: Zastosujemy (mocna) indukcje wzgledem stopnia N. Polézmy
det(l) = idp

(co ma sens, gdyz det(1y(1r) = 1g) i przyjmijmy, 7e teza twierdzenia jest praw-
dziwa dla dowolnego stopnia n < IV, przy czym N > 2. Postulujemy wéwczas postaé
wyznacznika jak w tresci twierdzenia. Wobec jednoznaczno$ci det ) stwierdzo-
nej wczesniej wystarczy teraz pokazac, ze tak zadane odwzorowanie jest w istocie
alternujacg formg N-liniowa okreslong na kolumnach macierzy M.

Zaczniemy od sprawdzenia N-liniowosci wyznacznika. W tym celu ustalmy (do-
wolnie) wskaznik k € 1,N i rozwazmy zalezno$¢ skladnika (-1)"7 M YR
det(ny_1) (Mﬂj) sumy wystepujacej po prawej stronie znaku rownosci w Rown. (8.30)
od M?*, . Ilekro¢ j # k, wyraz Mij nie nalezy do M*,, gdy tymczasem M*jj zawiera
kolumne M *k“ i zalezy od niej (a zatem takze od M®, ) R-liniowo. W przeciwnym
razie, tj. przy j = k, to wyraz Mij = Mik zalezy R-liniowo od M?¢, , natomiast
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M7, = M¥, jest od tej kolumny niezalezny, albowiem zawiera wszystkie (skro-
cone) kolumny M poza ta jedng wtagnie. W obu przypadkach mamy do czynienia
z R-liniowa zaleznoScia od M®,, a poniewaz wyrazenie definiujace det(ny(M) za-
lezy od poszczegolnych sktadnikow (-1)"7 M} -g det(y_1y(M7;) liniowo, przeto
zalezno$c jego od M*, jest (R-)liniowa.

Niech teraz M® = M*; dla pewnej pary wskaznikow 4 # j. Jesli I ¢ {4, ]}, to
M?*E zawiera identyczne kolumny M*F® i M*}’“, a zatem det(N,l)(Mikl) =0p
na mocy zalozenia indukcyjnego. Odnosne rozwiniecie Laplace’a wedlug k-tego
wiersza redukuje sie wiec do postaci sumy dwusktadnikowej

det(ny (M) (~1)F M g det(v_py (M7E) +r (-1)*7 M* - det(y_1) (ML)

= (—1)k+i Mkl ‘R [det(N_l)(Miki) +RrR (—l)j_i det(N—l)(Mil{;‘)] .

Jedyna réznica miedzy macierzami M *fi i M *f, jest pozycja kolumny M *j’“ =

J
M?#F* —oto w M?*E pojawia sig ona jako kolumna o indeksie j -1, w Mikj za$
jest kolunma o indeksie i - 1. Biorac pod uwage zalozenie o tym, ze det(n_1) jest
forma alternujaca, a zatem sko$nie symetryczna, stwierdzamy rownosé

det(N_l) (Mikj) = (—1)jii+1 det(N_l) (Mikl) s

ktora prowadzi do wniosku, ze takze det(yy) jest forma alternujaca.
I wreszcie na koniec zauwazamy, ze jedyny niezerowy przyczynek do rozwiniecia
Laplace wedtug i-tego wiersza, ktore definiuje det(yy(1n), pochodzi od indeksu

j =1, gdyz (1N)ij = (5{3. Wobec tego wprost z zatozenia det(y_1)(1n-1) = 1r

wyprowadzamy pozadana réwnosé

det(ny(1n) = (1) 67 g det(n-1) (In)*L) = (-1)* 67 -r det(y-1)(1n-1) = 1&.
|

Wygodnie bedzie wprowadzi¢ na tym etapie operacje zamiany miejscami wyra-
zO6w macierzy M € Mat(R; N1 x Na) sprowadzajaca sie do lustrzanego odbicia
wyrazoéw macierzy w prostej wyznaczonej przez wyrazy macierzy o wskaznikach
Mii7 i € 1,min(Ny, Na). Operacji tej nadamy glebszy sens algebraiczny w dalszej
czesci wyktadu, teraz natomiast spelni ona swoja funkcje pomocnicza.

DEFINICJA 90. Przyjmijmy notacje Def. 67, 21 i 82 oraz Przykt. 41 i niech
M e Mat(R; Ny x Ny). Macierz transponowana do M to macierz M7T € Mat(R;
Ny x N7) o wyrazach

(MT)' =M, (i,j) €1, Ny x1,Ny.

Mamy oczywiste

STWIERDZENIE 111. Przyjmijmy notacje Def. 67, 21, 32, 95, 61, 65, 82,
871 89, Przykt. 34 (2) i 41. Odwzorowanie

Mat(R;N) O : M +— MT,

zwane transpozycja macierzy, jest inwolutywnym antymultyplikatywnym auto-
morfizmem R-modutu Mat(R; N), tj. spetnia tozsamosci

(MlMg)T:MiTMQT, (Ml(DMQ)T:MQT@MiT,
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(T’ I>(N) M)T=7”D(N) MT

oraz
(MT)T =M,
wypisane dla dowolnych M, My, Ms e Mat(R; N) i r € R, a takze
1 =1y.

Mozemy juz teraz wystowi¢

STWIERDZENIE 112. Przyjmijmy notacje Def. 67, 21, 32, 35, 61, 65, 82,
87, 891 90 oraz Przykt. 34 (2) i 41. Dla dowolnej macierzy M € Mat(R; N) zachodzi
tozsamosé

det(N)(MT) = det(N)(M) .

W szezegolnosci wiec wyznacznik jest alternujgeq formq N-liniowq okreslong na
wierszach macierzy i stuszne jest rozwiniecie Laplace’a wyznacznika macierzy
M wedlug i-tej kolumny

N . . . .
det(N)(M) = Z (1) M]i ‘R det(N—l)(MtZi) .
j=1

Dowdd: Odwotujac sie do dowodu Stw.110 i definicji macierzy transponowane;j,
mozemy zapisaé

detovy(MT) = 3 sgn(o) MG g MG g MOV
ceS N
= o) @ @)
) gezes:N sgn() Moo 1y 7 M ooy B R M Gn oy

Poniewaz jednak o jest bijekcja, przeto {o(1),0(2),...,0(N)} ={1,2,...,N}, a
stad (wobec przemiennosci R)

det(N)(MT) = z Sgn(O’)Mlo._1(1) ‘R M20—1(2) 'R""RM]X—I(N)

UEGN

= Z Sgn(O'_l)Mlgq(l) 'RM2071(2) 'R""RM](\;—I(N)
ceG N

= Y sen(a )My Mgy m e r MYy
0'_1661\/

det(N)(M) .

d

Szczegdlng pozycje wyznacznika w teorii alternujacych form wieloliniowych ujawnia

STWIERDZENIE 113. Przyjmijmy notacje Def. 67, 21, 82, 35, 61, 65, 82,
87 i 89 oraz Przykt. 34 (2) i 41. Niechaj G bedzie modutem nad pierScieniem
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przemiennym R i niech {g(i)}iem bedzie rodzing elementow G, a ponadto niech
M e Mat(R; N). Zapiszmy

X¢O) g®
(2) (2
h: =M> g: ,
BN g™
co oznacza, ze
R = Z; M’j >a g(j),
Jj=

i miech @€ Lg’alt(G; H). Wowczas
@(h(1)7 h(2)> BN h(N)) = det(N)(M) >H 80(9(1)79(2)7 s 7g(N)) .

]
Dowdd: Wystarczy dokonaé rozwiniecia wyrazenia
N N N
90( Z Mlj1 bo g(jl)7 Z M2j2 [ g(jz)"”’ Z Mf}fN bo g(jN))
Jji=1 J2=1 jn=1
jak w dowodzie Stw. 110, a nastepnie przywotaé teze Stw. 112. O

O przydatnosci powyzszego stwierdzenia zaswiadcza

STWIERDZENIE 114. (Wzér wyznacznikowy Cauchy’ego) Przyjmijmy no-
tacje Def. 67, 21, 32, 85, 61, 65, 68, 70, 75, 77, 82, 87 i 89, Przykt. 34 (2), 40(3)
i 41 oraz Stw. 96. Dla dowolnych dwdch macierzy My, My € Mat(R; N) zachodzi
tozsamosé

det(N)(Ml © Mg) = det(N)(Ml) ‘R det(N)(Mg) s

tj. wyznacznik jest odwzorowaniem multyplikatywnym.

Dowdd: Potozywszy G := RN, ¢ := det(ny oraz g™ = e; (baza standardowa) w
tresci Stw. 113, dostajemy

R e f
(2) ©)
h: :(M1®M2)D 6:2 =M > f
B ex £
gdzie
F e
f(2) My es
£V en
a stad

det(N)(h(l),h(z), .. ,h(N)) = det(N)(Ml O} MQ) ‘R det(N)(el,eg, .. .,61\])
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1 zarazem

det(N)(h(l),h(Q),...,h(N)) = det(N)(Ml)-Rdet(N)(f(l),f(z),...,f(N))

= det(n) (M) ‘r det(n)(M2) -r det(n)(e1,e2,....6n).

Biorac pod uwage normalizacje wyznacznika, otrzymujemy ostatecznie zadana row-
nos¢. (]

Wprowadzimy teraz kolejne pojecie pomocnicze, ktére da nam mozliwos¢ wypo-
wiedzenia w zwieztej formie relacji miedzy wyznacznikiem macierzy kwadratowej a
jej odwrotnosdcig w pierscieniu Mat(R; V).

DEFINICJA 91. Przyjmijmy notacje Def. 67, 21, 32, 35, 61, 65, 82, 87 i 89,
Przykt. 34 (2) i 41 oraz Tw.8.12 i niech M € Mat(R; N) bedzie dowolng macierza
kwadratowy. Dopelnienie algebraiczne wyrazu M ij macierzy (kwadratowej)
M to skalar postaci

M’lj = (—1)Z+J det(N_l) (Mi]l) .
Macierz M ¢ Mat(R; N) o wypisanych powyzej wyrazach jest nazywana macierza
dopelnieni algebraicznych macierzy M.
A

Mozemy juz teraz sformulowaé¢ fundamentalne

TWIERDZENIE 8.13 (O odwracalnoéci macierzy). Przyjmijmy notacje
Def. 67, 21, 32, 35, 61, 65, 82, 87, 89 i 91, Przykt. 34 (2) i 41 oraz Tw. 8.12 i niech
M e Mat(R; N) bedzie dowolng macierzq kwadratowg. Prawdziwg jest relacja

M@MZdet(N)(M) >(N) lNZMQM.

W szezegdlnosci M jest odwracalna w pierscieniu Mat(R; N) wtedy i tylko wtedy,
gdy jej wyznacznik det(ny(M) jest odwracalny w pierscieniu R. Zachodzi wowczas
tozsamosé

M™ti= InVMat(R;N)(M) =Invp (det(N)(M)) >(N) M.

Dowdd: Rozwazmy wyrazenie
(MoM)';=5% MY -gp M=) (-1)"7 M -gdet(y1)(M7,).
k=1 k=1

Jesli i = j, to otrzymujemy

N

(M ® M)zj = Z (—1)“]@ Mlk ‘R det(N,l)(MiZk) ,

k=1
czyli rozwiniecie wyznacznika M wedlug i-tego wiersza. Pozostaje zatem upewnié
sig, ze dla dowolnego j # i zachodzi ré6wnos¢ (M © M)*; = Or. Niech M(j — i)
oznacza macierz o wierszach M(j — i)*, = M* dla kazdego k # j oraz M(j —
i)e = M?, (tj. taka, ktora powstaje z M poprzez zastapienie j-tego wiersza i-tym
wierszem tej samej macierzy), ktorej wyznacznik jest tozsamosciowo rowny zeru (z
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racji rownosci wierszy o indeksach i oraz j). Jak tatwo wida¢, M(j — i)™/, = M/,
dla dowolnego ke 1, N, a zatem

N .
i =2 (LMY g detn oy (M)
k=1

N . . .
= 2 ()M gdetyoyy (M (G~ )7,)
k=1

(M o M)*

Z

= kZl (-1)7** M(j - i), g det(n1y (M (5 —9)*,)

= dety) (M(j > 1)) =0r.
Ostatecznie wiec wyprowadzamy réwnosé

M © M =det(ny(M) >(xy 1y,
a poniewaz takze (wprost z definicji)

MT = M7

)

totez na mocy Stw. 111 oraz 112
(MoM)"=M"oM" =M" o MT = det(ny(M7) by Ly = det(n) (M) b(y) 1 -

Dokonujac transpozycji obu stron uzyskanej réwnosci i uwzgledniajac inwolutyw-
noéc¢ tej operacji, otrzymujemy druga cze$¢ pozadanej réwnosci.

Prawdziwo$¢ czedci tezy okreslajacej warunek konieczny i wystarczajacy odwra-
calnodci M jest w §wietle wczesniejszych uwag oczywista, oto bowiem odwracalnosé
wyznacznika M w R oznacza, ze macierz X := Invg (det(N)(M)) >(N) M spelnia
tozsamosci

MoX Invg (det(ny(M)) bny (M © M)

II'IVR (det(N)(M)) [>(N) (det(N) (M) [>(N) ]-N)

(IHVR (det(N)(M))~Rdet(N)(M)) >(N) 1y =1g >(N) 1y=1x

i (wyprowadzang podobnie)

XoM-=1y,

a ponadto dla dowolnej M € GL(R;N) o odwrotnosci M~ otrzymujemy — na
mocy definicji wyznacznika oraz Stw.114 —

1p = det(N)(lN) = det(N)(MOMil) = det(N)(M) ‘R det(N)(Mil),
skad wniosek, ze det(ny(M™") jest odwrotnosciag wyznacznika det(yy(M). O

Dotychczasowe nasze rozwazania prowadziliSmy w bardzo ograniczonym kon-
tekécie algebraicznym, a mianowicie dla moduléw modelowych postaci R*™V. Nic
nie stoi jednak na przeszkodzie, izby uogélni¢ uzyskane tu konstrukcje i wyprowa-
dzone z nich wnioski na catg klase R-moduléw wolnych wykorzystujac w tym celu
izomorfizmy [0 ]o.# i [0P]o.# 7 tresci Tw.8.11, indukowane w obecnosci
bazy. Idac tym tropem, mozemy stowarzyszy¢ z dowolnym endomorfizmem modutu
wolnego skalarny niezmiennik wyboru bazy, ktéry wprowadza
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DEFINICJA 92. Przyjmijmy notacje Def.67, 21, 32, 35, 61, 65, 68, 70, 72,
75, 77, 821 87 oraz Przykt. 34 (2), 40 (3) i 41. Niechaj G bedzie modutem wolnym
nad pierScieniem przemiennym R, niech % bedzie dowolng jego baza i niech y e
Endg(G). Wyznacznik endomorfizmu y to skalar

det x = detk, G([X]%) .

Z potaczenia Stw. 101 i 114 wysnuwamy istotne

STWIERDZENIE 115. Wyznacznik endomorfizmu modutu wolnego nad pier-
Scieniem przemiennym nie zalezy od wyboru bazy modutu.

Nie koniec jednak na tym, oto bowiem pozostajac w klasie modutéw wolnych mo-
zemy dokona¢ dalszej abstrakcji pojecia wyznacznika, z ktérej wylania sie ciekawa
a zarazem calkowicie naturalna interpretacja pojecia bazy modutu.

STWIERDZENIE 116. Przyjmijmy notacje Def. 67, 21, 32, 35, 61, 65, 68,
70, 72, 75, 77 i 87 oraz Przykt. 41. Niechaj G,H bedg dwoma modutami nad
pierscieniem przemiennym R, przy czym o G zaktadamy ponadto, Ze jest wolny i
skoniczenie generowany. Niech B = {g(i)}ieﬁ’ N =1kgr(G) € N bedzie dowolng
bazg G, a wtedy

Vher E”AheLg’alt(G;H) : Ah(g(l)vg(z)v""g(N)):h'

Dowdd: Na mocy Stw. 109 ustalenie obrazu ukladu generujacego wzgledem alter-
nujacego odwzorowania wieloliniowego zadaje to odwzorowanie catkowicie jedno-
znacznie. Jest zatem jasnym, ze odwzorowanie, o ktéorym mowa w tresci powyz-
szego stwierdzenia, jest jedyne, o ile tylko istnieje. Wykorzystujac jednoznaczny
rozktad dowolnych N elementéw ' € G, i€ 1, N w bazie 4,

'yl::ZijDGg(]), TZjER,
j=1
potézmy
A7 A2 AN = dety (), ) o B

Latwo sprawdzamy, ze tak okreslone odwzorowanie G* — H ma wszystkie po-
trzebne wtasnosci. ([l

Jako prosty wniosek z powyszego stwierdzenia dostajemy

COROLLARIUM 15. Przyjmijmy notacje Def. 67, 21, 32, 35, 61, 65, 68, 70,
72, 15, 17 i 87, Przykt. 41 oraz Stw. 107. Niechaj G bedzie skoriczenie generowa-
nym modutem wolnym rzedu tkr(G) := N € N nad pierscieniem przemiennym R.
Modut Lg’alt(G) jest wolny i ma rzqd jednostkowy,

rkp (LY (G)) = 1.
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Dowdd: Wybierzmy (dowolnie) baze £ := {g(i)}iem, N =1kr(G) € N modutu G i
stowarzyszmy z nig alternujaca forme N-liniowa Ag na G okreslong jednoznacznie
przez warunek

Ag(gM, 9P, g™ =15
Woéwcezas dla dowolnej formy ¢ € Lg’alt(G) zachodzi tozsamosé

0=p(gM, 9@, 6" > Ag,

ktora sprawdzamy w bezpos$rednim rachunku. (I

Przedstawione tu rozumowanie prowadzi do

DEFINICJA 93. Przyjmijmy notacje Def.67, 21, 32, 35, 61, 65, 68, 70, 72,
75, 77 1 87, Przykt. 41, Stw. 107 oraz dowodu Cor. 15. Niechaj G bedzie modulem
wolnym rzedu rkg G := N € IN nad pier§cieniem przemiennym R. Wyznacznik na
module G to dowolna alternujaca forma N-liniowa Ag spelniajaca warunek

Ag(B) = Ag(gP, 9@, ... g™ =154

dla pewnej bazy % := {g(i)}ieﬁv modutu G, przy czym zapis powyzszy impli-
cite wyrdznia porzadek na % wyznaczony przez ustalona (dowolnie) numeracje jej
elementéw.

A

W $wietle powyzszych rozwazan mozemy utozsamiaé dowolna baze % (skoriczenie
generowanego) modutu wolnego G nad pierScieniem przemiennym R ze stowa-
rzyszonym z nia wyznacznikiem Ag na G. W tym podejsciu transformacje bazy
odpowiadaja odwracalnym elementom R, oto bowiem rozumujac jak w dowodzie
Cor. 15, otrzymujemy tozsamosé

A@z = A@z (@1) > Aggl

dla kazdej pary ., «a € {1,2} baz G, a ponadto — jak poucza dowod Stw. 116 w
potaczeniu z trescia Stw. 100 i Tw.8.13 —

Ag, (1) = detne, o([ida]73,) -

Wtasciwym podsumowaniem tej czesci naszej dyskusji, okre§lajacym prosty zwiag-
zek miedzy wyznacznikiem endomorfizmu modutu wolnego i (dowolnym) wyznacz-
nikiem na tymze module, jest ponizsze

STWIERDZENIE 117. (O wspolzmienniczo$ci wyznacznika na module wzgle-
dem endomorfizmu) Przyjmijmy notacje Def. 67, 21, 32, 35, 61, 65, 68, 70, 72, 715,
77, 87, 92 i 93, Przykt. 41, Stw. 107 oraz dowodu Cor. 15. Niechaj G bedzie mo-
dutem wolnym rzedu tkr G := N € IN nad pierscieniem przemiennym R, niech
Age Lg’alt(G) bedzie wyznacznikiem na G stowarzyszonym z (dowolng) bazq %
modutu G iniech x € Endr(G) bedzie jego endomorfizmem. Cofniecie wyznacz-
nika Ay wzdluz endomorfizmu Yy,
indexwyznacznik!modutu nad pierscieniem!cofniecie wzdtuz endomorfizmu zdefinio-
wane wzorem

X" Ag:i=Ago(xxxxxX)E Lg’alt(G),
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spetnia tozsamosé

(8.31) X' Ag=detx>Ag.

Dowdd: Zgodnie z teza Stw.109 dla zweryfikowania tozsamosci (8.31) wystarczy
poréwnacé¢ wynik ewaluacji kazdej z form na bazie 4% := {g(i)}ieﬁ' Niech [X]%g =
(Xij)i,jﬂTv bedzie macierza x wzgledem bazy 4. Rozumujac jak w dowodzie

Stw. 100 i przywolujac tres¢ Stw. 100 i Tw.8.13, bez trudu wyliczamy
XAz(B) = Az(x(gM)x(g®),. ... x(¢"™))

A%(Z X (11) Z X g(iz) Z XzN g(iN))

211 121 7/N1

det(ny([X]%) -k Az (B) = det x - Ap(B).

O

Prostej geometrycznej ilustracji tezy udowodnionego tu stwierdzenia dostarcza kurs
analizy matematycznej (wzgl. geometrii rézniczkowej), w swej czesci poswieco-
nej calkowaniu na rozmaitosciach rézniczkowych. Wyznacznik (lokalnie wolnego)
C*(M,R)-modutu cie¢ gladkich wiazki stycznej rozmaitosci M pojawia sie tam
jako forma objetosci na M.

Zgromadzona wiedza pozwala nam sformulowaé prosty warunek ilosciowy jed-

noznacznej rozwigzywalnosci niejednorodnego uktadu réwnan liniowych o wspol-
czynnikach z ciala. Aby to uczyni¢, wystowimy najpierw istotne (i bardziej ogolne)
STWIERDZENIE 118. (Wzory Cramera) Przyjmijmy notacje Def. 67, 21,
32, 35, 61, 64, 65, 68, 70, 75, 17, 82, 86 i 89, Stw. 75, 95 i 96 oraz Przykt. 34 (2),
40(83) i 41. Niechaj R bedzie pierscieniem przemiennym i niech M € Mat(R; N)
bedzie macierzqg kwadratowg o wyrazach z R. Zatézimy, zZe element g = (gi)ieﬁ €
Mat(R; N x 1) jest rozwigzaniem niejednorodnego uktadu réwnan liniowych

Moz=v.
Wowczas spetnione sq tozsamosci

Viaw ¢ 9 rdetny (M) = detny (M®, M%, ..., M%_, v, M® 0, Mo, ., M2y ).

i+1»

Dowdd: Korzystajac z Rown. (8.29) oraz z R-liniowosci wyznacznika, przepisujemy
det(ny(M®, M%, ..., M%_1,v,M%, |, M%,5,...,M°")
N
Zg Rdet(N)(Ml,M% ’M1 17M. M.z+1vM.1+27 ~aM.N)'
j=1
Wobec wlasnosci alternowania jedyny nietrywialny przyczynek do sumy pochodzi

od sktadnika o indeksie j = 7 i odtwarza wzér z treSci dowodzonego stwierdze-
nia. ]
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Bezposrednia a istotna dla nas konsekwencja powyzszego jest

STWIERDZENIE 119. Przyjmijmy notacje Def. 11, 67, 21, 32, 35, 61, 63,
65, 68, 70, 75, 77, 82 i 87 oraz Przykt. 34 (2), 40(3) i 41. Niech K bedzie ciatem
i niech M € Mat(IK; N), N € IN bedzie macierzq kwadratowg o wyrazach z K.
Kolumny M sq liniowo zalezne wtedy i tylko wtedy, gdy detny(M) =0.

Dowod:

= Liniowa zalezno$¢ kolumn oznacza istnienie nietrywialnego uktadu (A, A%,
oMY e KV N {(0k, 0k, . . ., 0k )} skalaréw, dla ktorych spelniona jest
tozsamosc

)\i >N M.i =0pnx1 -

M=

i=1
W $wietle Stw. 118 implikuje to uktad réwnosci

vieﬁ : )\l ‘K det(N)(M)

=det(ny(M®, M, ..., M%_1,0nx1, M, M% 5, ..., M%) =0k
Wobec odwracalnosci (przynajmniej) jednego ze skalaréw A* wnioskujemy
na tej podstawie, ze
det(N)(M) =0k .
< Zalézmy, ze kolumny M sa liniowo niezalezne, a wtedy istnieje macierz

(Aj‘)ij61 ~ € Mat(IK; N) zadajaca rozktad elementow e;, i € 1, N bazy

2

standardowej przestrzeni IK*V w bazie {M *} e, wedlug wzoru

N .
€e; = Aji >N M.J .
j=1
Na mocy Stw. 113 i 112 dostajemy
]-]K = det(N)(lN) = det(N)(el, €2,... ,eN) = det(N)(AT) ‘K det(N) (M) 5
skad wniosek, ze

det(N)(M) #+ 0k .

Nasza dyskusje (niejednorodnych) ukladéw rownan liniowych wiericzy

STWIERDZENIE 120. Przyjmijmy notacje Def. 11, 67, 21, 32, 35, 61, 63,
64, 65, 68, 70, 15, 17, 82, 84, 86 i 87, Przykt. 34 (2), 40 (3) i 41 oraz Stw. 95 i 96.
Niech K bedzie ciatem i niech M € Mat(IK; N), N € N bedzie macierzqg kwadratowg
o wyrazach z K. Niejednorodny uktad rownan liniowych

Moz=v

ma doktadnie jedno rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy spelniony jest jeden z
rownowaznych warunkow
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(i) tkM = N;
(ii) Ker M ={Onx1};
(111) det(N)(M) + 0.
u

Na zakoriczenie niniejszego rozdziatu przedstawimy proste przyktadowe rachunki
wyznacznikéw macierzowych, z ktérymi przyjdzie nam sie spotykaé nieraz w toku
dalszej nauki.

PRZYKLAD(Y) 44.
(1) Wyznacznik macierzy gérnotréjkatnej, tj. macierzy M € Mat(R; N)
o wszystkich wyrazach pod przekatna réwnych zeru,

N ZMTZ:OR.

m>nel,N

Zachodzi
det(ny(M) =M, g M% g g MY, .

Istotnie, rozwiniecie Laplace’a wyznacznika wedlug pierwszej kolumny
przyjmuje prosta postac

det(N)(M) = Mll ‘R det(N_l)(M*jlqtl) .
Takie samo rozwiniecie dla minora dety_1y(M fjli_l) daje wynik
det(n1y (ML) = M% g det(y o) (M1 5),

przy czym M*Jlﬁg € Mat(R; N - 2) jest macierza otrzymana z M po-
przez usuniecie kolumn i wierszy o indeksach 1,2. Wykonawszy te sama
procedure (rozwiniecia Laplace’a wedlug pierwszej kolumny) N razy dla
kolejnych macierzy zredukowanych, otrzymujemy pozadany wynik. Pozo-
staje on stuszny takze w odniesieniu do macierzy dolnotréjkatnych,
zdefiniowanych w spos6b analogiczny.

(2) Wyznacznik macierzy blokowo tréjkatnej, tj. macierzy T otrzymanej
z opisanej powyzej macierzy goérno- wzgl. dolnotréjkatnej poprzez zasta-
pienie wyrazéw macierzami stosownego wymiaru,

M™ e Mat(R; Dy, x D), D, Dp €N,

Wyznacznik ten jest iloczynem wyznacznikéw podmacierzy lezacych na
przekatnej,

N
det(D1+D2+---+DN)(T) = I_I det(Dn)(MT’il) °
n=1

Wrynik ten wyprowadzimy dla przypadku macierzy blokowo gérnotrojkat-
nej o N = 2, pozostawiajac dowod ogolny (przez indukcje) Czytelnikowi.
Zdefiniujmy odwzorowanie

MYy MY

1 1 2
(M-, M, M%) det(D1+D2)( 0p,xD, M22

):: -@(MllaMl%MQQ)'
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Dla ustalonych macierzy MY% i M?% otrzymujemy tym sposobem alter-
nujaca forme D;-liniowa okreslong na kolumnach macierzy MY, przeto —
przywolujac argumenty z dowodu Stw. 110 — mozemy zapisaé

9(M117M127M22) = det(Dl)(Mll) ‘R -@(1D1aM12:M22) .
Ustalajac M1, i rozumujac analogicznie, stwierdzamy dalej, ze
-@(1D17M12aM22) = det(Dz)(MZQ) ‘R '@(1D1’M12’ lDz) .

Zauwazmy, ze 2(1p,, M, 1p,) jest wyznacznikiem macierzy gérnotroj-
katnej o wszystkich wyrazach na przekatnej rownych 1g, korzystajac za-
tem z poprzedniego wyniku, orzekamy réwnosé

9(1D1,M12,1D2) = ]-Ra

ktora zamyka dowod.
(3) Wyznacznik (macierzy) Vandermonda, tj. wyznacznik macierzy po-

staci
1R 1R 1R
X1 To TN
V(zy,x9,...,xN) = Qj‘% x% x?\f e Mat(R; N),
V-1 xé\}‘l Nt
jest réwny
N-1 N
det(vy (V(z1,22,...,2N)) = [T (@j-=),
i=1 j=i+l

8.9. Moduly sprzezone, formy dwuliniowe oraz pary dwoiste

Posrod form wieloliniowych odnajdujemy odwzorowania szczegoélnej postaci

o G @ x..x™) L R

N M, . .
(9D,9P, g = Y i 9 (D) R 92 (9P)

n=1 i,=1
‘B R ()Oiz\r(g(N))7
gdzie @' € Lr(G™). W szczegolnosci konstruktywna dyskusja wyznacznikow ma-
cierzowych podpowiada przyktad struktury

5 + &N —5R

(91,92, n) — 35 s80(0) 9! (9o1)) 79 (Go(2) R R €™ (o))
geG N
okreslonej przy uzyciu form (1-)liniowych ¢™ € Lg(G) . Ta obserwacja sygnalizuje
istotna role odgrywana przez formy (1-)liniowe w ogoélniejszej teorii form wieloli-
niowych, ktéra zostanie precyzyjnie opisana w czesci wyktadu poswieconej dyskusji
iloczynu tensorowego. Tymczasem warto odnotowaé jedng jeszcze okolicznos§é wy-
rozniajacy wskazane tu odwzorowania. Oto o ile nie istnieja naturalne powody,
dla ktérych mozna by bylo spodziewaé sie na grupach odwzorowan R-liniowych
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Hompz(GM,GP®) w ogolnosci (tj. dla dowolnych R-modutow G, a € {1,2} i
bez narzucania ograniczajacych warunkéow na R) struktury modutu nad piercie-
niem innym niz 7, czyli po prostu stwierdzonej juz struktury grupy przemienne;j,
o tyle formy (1-)liniowe Hompg(G, R) stanowia wyjatek od tak rozumianej reguty.

DEFINICJA 94. Przyjmijmy notacje Def.21, 32, 35, 61, 65 i 70 oraz
Przykt. 34 (2) i niech G bedzie dowolnym R-modulem lewostronnym. Forma li-
niowa (lub inaczej funkcjonal liniowy) na G to dowolny element zbioru
Homp (G, gR). Ten ostatni jest no$nikiem naturalnej struktury grupy przemiennej

(HOIHR(G, RR)7 +, _(')7 o — 0) )
opisanej w Stw. 70, na ktorej jest okreslone prawostronne dzialanie pierscienia R

p" : Homp(G, rR) x R — Homp(G, rR) : (p,7) — @ <r,

Voo (pa7)(9) = @(g9) ar=p(9) r7-
Tak zadana struktura R-modutu prawostronnego
((HOIIIR(G, RR)7 +, _(')a o —> 0) 7P*)

nosi miano modulu sprzezonego do G,
indexmodul nad pier§cieniem!sprzezony wzgl. przestrzeni sprzezonej w przy-
padku, gdy R =K jest cialem. W tym kontekscie stosujemy oznaczenie
G* :=Hompg(G, rR).
A

Nalezy zwroci¢ uwage, ze struktura R-modutu prawostronnego na G* pokrywa sie
w przypadku pierscienia przemiennego ze strukturg R-modutu (lewostronnego) na
zbiorze Hompg (G, pR) zadawana przez dziatanie

¢ : RxHompg(G, gRR) — Hompg(G,gR) : (r,p) — 1>,

Voea + (1o 9)(g):=7-r0(g).
Ta mniej og6lna sytuacja, nierzadko przyjmowana za punkt wyjscia do dyskusji
struktury liniowej na module sprzezonym w ramach pierwszorocznego kursu alge-
bry, w oczywisty sposob nie pozwala rozpoznaé jako naturalnej struktury R-modutu
prawostronnego na G*.

PRZYKLAD(Y) 45.
(1) rR* 2 Rpg, czyli tez w szczegolnosci IK* =z K dla ciala K. Istotnie, roz-
wazmy odwzorowanie

.+ RR— gR" : 71— ¢y,

Vser © @r(8):=sgT.

Jest ono jawnie R-liniowe, oto bowiem dla dowolnych p,q,r,s,t € R otrzy-
mujemy

t'r((r'rp)+r(5'rRq)=((t-r7T)RP)+rR ((t'RS) R Q)

P(rap)+r(s<q) (t)

(or(t) rp) +r (0s(t) R ) = (Lr <P+ s q)(1).
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Azeby zanalizowaé¢ wlasnosci ., przywotajmy Stw. 80, na mocy ktorego
kazda forma liniowa jest w pelni okreslona przez warto$ci przyjmowane
przez nig na bazie dziedziny, czyli (np.) na elemencie 1g. Niech zatem dla
ustalonej formy ¢ zachodzi ¢(1g) :=r, a wtedy mozemy napisa¢ ¢ = ¢, €
Im ., czyli . jest epimorfizmem. Ponadto réwnosé ¢, = ¢ implikuje
— po dokonaniu ewaluacji obu jej stron na 1p — réwnos$é argumentéw
r = s, skad wniosek, ze ¢. jest takze monomorfizmem. Ostatecznie wiec
odwzorowanie to zadaje pozadany izomorfizm R-modutow.

(2) To, jak istotny jest wybor pierScienia przy okreslaniu nos$nika struktury
sprzezonej dla ustalonego nosnika struktury wyjsciowej, pokazuje przyktad
grupy przemiennej (Q,+q,Pq,[(0,1)]) traktowanej to jako Q-modut, a
wowczas Homg(Q, Q) =z Q (patrz: wyzej), to znowu jako Z-modul, a
wtedy Homyz(Q,Z) = {0}. O stusznosci tej ostatniej rownosci przekonuje
nastepujacy prosty argument: niech ¢ € Homgz(Q,Z) i zalozmy, ze dla
pewnej liczby ¢ € Q zachodzi ¢(q) = n € N\ {0} (co zawsze mozna
osiagnac, jesli tylko ¢ # 0); wobec Z-liniowosci ¢ a dla dowolnego N, >n
dostajemy wtedy n = ¢ (N, > (¢-q [(LN)]) = Ny - 0 (a0 [(1LN)]) €
Ny - N, co oznacza, ze Ny | n, ale Ny > n, wiec sprzecznosé, skad tez
pozadany wniosek ¢ = 0.

(3) Przykladow form liniowych na przestrzeniach wektorowych dostarcza na-
stepujaca lista:

(i) 0 : V—K : v+ 0k dla dowolnych V i K (funkcjonal ze-
rowy);

i) o : V—-K : £V, N>, — N dla V,K jak wyzej (przy
dimg V = N < o0) oraz dla dowolnej bazy {v,}, przestrzeni V;

(iii) foy @ C0.1LR) — R : fr— [} dtf(2).

el,N

v

Natychmiastowa konsekwencja definicji modutu sprzezonego oraz Stw. 94 jest

STWIERDZENIE 121. Przyjmijmy notacje Def. 67, 21, 32, 85, 61, 65, 75, 77
1 78. Niechaj {G()\)})\EA bedzie rodzing modutow lewostronnych nad pierScieniem R
iniech jn 1 GO — G, Ae A bedg whozeniami kanonicznymi. Istnieje kanoniczny
izomorfizm R-modutéw prawostronnych

Homp(y, R) : (69 G(A)) — [1GV" : pr—poy,
AeA AeA
ktory w przypadku skoriczonego zbioru indeksow, A =1, N, przybiera postaé

N * N
(EB G(")) =P G,

n=1 n=1

Ograniczenie rozwazan do kategorii przestrzeni wektorowych umozliwia najbardziej
zgrubne poréwnanie dowolnej przestrzeni z przestrzenia do niej sprzezona, co czy-
nimy w

STWIERDZENIE 122. Przyjmijmy notacje Def. 11, 32, 85, 61, 63, 65, 72,
78 i 94 oraz Przykt. 45 (1) i niech V bedzie dowolng przestrzenig wektorowq nad
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ciatem K. Wowczas

dimg V < dimg V™.
Na to, izby przestrzenn V* miata wymiar skonczony, potrzeba i wystarcza, aby
dimg V < o0, a wtedy dimg V* = dimg V.

Dowdd: Na mocy Tw.8.5 V ma baze B = {v)}rea, ktora okresla izomorfizm

Ve (k2@ K.

AeA AeA

Ten pozwala nam zapisaé, korzystajac ze Stw. 94,

Ve (@ ]K) = Homg (P K, K) 2 [ | Homg(K,K)=[ | K'2 [ | Ko P K=zV.
AeA AeA AeA AeA AeA AeA

W $wietle Stw. 82 i 83 wnioskujemy na tej podstawie o stusznosci nieréwnosci
dimkg V* >dimg V = |A| .

Takoz warunkiem koniecznym skoniczonosci wymiaru V* jest dimg V < oo, a zara-
zem jego spelnienie gwarantuje rowno$é @Pyep K =[yea K, ktéra pociaga za soba
istnienie izomorfizmu V* 2 V| przesadzajace o réwnosci wymiarow. O

Wyjatkowosé struktury opisanej w Def.94 w kontekscie teorii odwzorowan R-li-
niowych kaze nam przyjrzeé sie jej nieco doktadniej, co tez uczynimy ponizej. Za-
czniemy od precyzyjniejszego scharakteryzowania relacji miedzy wzajem sprzezo-
nymi strukturami liniowymi G i G*. W tym celu wprowadzimy kilka nowych poje¢,
ktore okaza sie przydatne takze w dalszej czedci wykladu.

DEFINICJA 95. Przyjmijmy notacje Def. 21, 32, 35, 61 i 65. Niechaj ((G(V,
§1) = +(1),¢§1) = P(l),qb(()l) I Ye— 0(1)),6(1) El>(1)) (wzgl. ((G(Q),gbg) = +(2),¢§2)
=P(a), P e 0(2)), p? = (2 <)) bedzie modutem lewostronnym (wzgl. prawo-
stronnym) nad pierscieniem R (wzgl. R(®) i niech ((G,¢2 =+q,¢01 = Pg, ¢ -
o —> 0g),l =>,p E<1) bedzie (R, R®))-bimodulem, tj. grupa przemienna ze
strukturag modutu lewostronnego nad R™") oraz modutu prawostronnego nad R(?)
uzgodnionymi wzajemnie w sensie wyrazonym przez diagram przemienny (wypisany
wraz z rownowaznym zdaniem logicznym)

idR(l) Xg

RMD « G x R® R x @
v s (r>g)<s
i _ (r,9,5)eRM xGxR(2) g
¢ dR(Z)J( lé = =r>(g<s)
G x R® o G

Odwzorowanie 3 : G(!) x G®) — G nazywamy dwuliniowym (lub tez bilinio-
wym), ilekro¢ spelnia warunki wyrazone przez nastepujace diagramy przemienne
(wypisane wraz z rownowaznymi zdaniami logicznymi)
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(BL1) (Z-liniowos¢ w pierwszym argumencie)

1)><idG(2)

(
a2 o %

G x G2
v(g,h,k)eG(1>><2><G(2)
(Bopﬁ,svﬁoprzs)J/ lﬂ = )
: /B(g +(1) h7k) = /B(ga k) e ﬁ(ha k)
Gx2 = G

(BL2) (Z-liniowos¢ w drugim argumencie)

idc(l)xd;gz)

GO x @2 G x G®
v(g7h,k)€G(1)xG(2)x2
(50pr112,60pr173)l lﬁ _ |
2 Blg,hr) k) = B9, ) +a Blg, k)
G><2 - b

(BL3) (jednorodno$¢ w pierwszym argumencie)

I)XidG(Z)

(
RO oM x @ o x @@

Y (r,9,1)e RO xGAIXG
idR(l) x3 B =

: B(re>ay g,h) =r>a B(g,h) 7

RW x @ ’ G

(BL4) (jednorodno$¢ w drugim argumencie)

a1 xg.;(2

i )
a0 % @@ x p@ 1 o) % @

Y (4,7, eGOXGE < RO
,BXidR(Q) B

: B(g,he@y<r)=pB(g,h)aar
G x R® 5 G

Zbiér wszystkich odwzorowan 2-liniowych opisanego typu bedziemy oznacza¢ sym-
bolem

L(R(l)’R(2))(G(1), G(Z), G) .

Waznej charakterystyki odwzorowan dwuliniowych dostarcza

DEFINICJA 96. Przyjmijmy notacje Def. 21, 32, 35, 61, 65 i 95. Odwzoro-
wanie R(?)-liniowe prawostronnie stowarzyszone z 3 to odwzorowanie

rg + G® — Hompay (GW,G) : g B(.9),
natomiast odwzorowanie R(!-liniowe lewostronnie stowarzyszone z 3 to
odwzorowanie

ls + G — Hompe (GP,C) + g+ B(g.).
Odwzorowanie 8 okre§lamy mianem prawostronnie (wzgl. lewostronnie) zwy-

rodnialego (lub zdegenerowanego), jesli odwzorowanie rg (wzgl. lg) jest nie-
injektywne, tj. Kerrg # {0(2)} (wzgl. Kerlg # {0¢1)}). Ilekro¢ 3 jest prawo- lub
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lewostronnie zwyrodniate, méwimy, ze jest ono zwyrodniale. W przeciwnym ra-
zie mamy do czynienia z odwzorowaniem niezwyrodnialym. Prawostronnie
(wzgl. lewostronnie) niezwyrodniate odwzorowanie  nazwiemy prawostronnie
(wzgl. lewostronnie) nieosobliwym, jesli odwzorowanie 15 (wzgl. Ig) jest takze
surjekcja. Odwzorowanie dwuliniowe nieosobliwe to takie, ktére jest zarazem
prawo- i lewostronnie nieosobliwe.

Jesli RM = R®) = R i G = R (z oczywista struktura bimodutu nad R), od-
wzorowanie dwuliniowe ® : G x G?) — R nazywamy forma dwuliniowa na
GV xG®) | w zgodzie z Def. 87. Nieosobliwa forma dwuliniowa A : G xG®?) —
R mosi miano (doskonalej'”) dwoistosci (lub inaczej dualnodci), a odnosna
trojke (G, G A) nazywamy (doskonala) para dwoista (lub dualna). Sto-
sujemy tez wtedy wygodne oznaczenie

A=A -
A

Warto podkredli¢, ze nazwy odwzorowan rg i Ig maja sens, albowiem grupe prze-
mienng Hom pay (G, G) mozna traktowac jako R(®-modut prawostronny z dzia-
taniem

©(1) © Hompa) (GM,G) x R®) — Hompa) (G, G) = (x,1) — x()aar

i — analogicznie — grupe przemienng Hom pey (G?), G) mozna traktowac jako RM)-
modut lewostronny z dziataniem

iy o RY xHompe) (GP),G) — Hompe (GP,G) : (r,x) — b6 x().

Wypiszmy tez dla nalezytego podkreslenia znaczenia warunku nieosobliwo$ci formy
dwuliniowej

COROLLARIUM 16. Przyjmijmy notacje Def. 21, 32, 85, 61, 65 i 95. Do-
wolna dwoistosé

A:GWxag® SR
zadaje pare izomorfizmow

ra s G® 2, g Iy 0 GO 2, @

PRZYKELAD(Y) 46.
(1) Odwzorowanie (dwuliniowe) zerowe 0 : GMxG?) — G : (g, h) —
Og-
(2) Kluczowym z punktu widzenia wykladu przyktadem formy dwuliniowe;
jest forma ewaluacji

() GxG"— R : (9,0) — ¢(9) =(g,%) ;
wypisana w oznaczeniach Def. 94. Jak pokazemy w dalszej czesci wyktadu,
w kategorii przestrzeni wektorowych nad cialem stanowi ona w pewnym

17Cz@s‘co rozwaza sie mniej restryktywna definicje dwoistosci, nie narzucajaca warunku nie-
osobliwoéci, a nawet — warunku niezwyrodnienia. Dobor terminologii wyktadowej podyktowata w
tym wypadku XVII-wieczna zasada ,,Non sunt multiplicanda entia sine necessitate”, zwana potocz-
nie (i niestusznie, gdyz pochodzi od irlandzkiego scholastyka Johna Ponce’a) ,brzytwa Ockhama”.
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(dobrze okreslonym) sensie kanoniczny przyktad nieosobliwej formy dwu-
liniowej.

(3) GV xG® — R = (g.h) — xW(g) r xP(h) dla pewnych x) e
Hompz(GW, zR) i x® e Homp(GP, RR).

(4) Niechaj th) [t1,t2,...,tn] oznacza przestrzen wektorowa (nad R) jed-
norodnych wielomianéw stopnia d o wspoétczynnikach rzeczywistych w
n € N\ {0} zmiennych t;, i € 1,n. Typowy element tej przestrzeni ma
postac

d
w= Z Aiyin..ip t?ll tléQ"'tz{L ; Qiyig.. iy eR.

_i177_;2>~~-7in:1
i1 +ig++in=d

Oznaczmy przez D; operator pochodnej czastkowej wzgledem zmiennej
t;, ktorego dziatanie na wielomianach w zmiennych t¢q,to,...,t, okresla
jednoznacznie reguta Leibniza w polaczeniu z formutami

. _ sR
v : Dty =0k,

ijeln

Dla wielomianu w o powyzszym rozkladzie w bazie jednomianowej

]Rgh)[tl,tg, ..., tn] wprowadzmy oznaczenie
d . . .
w(D):= 3 iy, Dy oDy oo Dy

11,82,.,in=1
i1 +ig+ e t+in=d

Woéwecezas formula
<'7 ')d : ]ngh) [tlat27 ce atn] X Réh) [tla t27 D) tn] — R : (w17w2) — le(D)u)g (O) 3
zapisana w notacji Def. 25, zadaje niezwyrodniala (i symetryczna) forme
dwuliniowa na IR((ih) [t1,t2,. . tn]
(3) C([0,1R)2 — R : (f,9)— [y dt f(t)g(t) = (f.9)-
v

W nawiazaniu do omawianych wczesniej macierzowych realizacji odwzorowan linio-
wych wprowadzamy

DEFINICJA 97. Przyjmijmy notacje Def. 67, 21, 32, 35, 61, 65, 68, 70, 82 i
95, Stw. 75 oraz Przykt. 34 (2) i 41. Ilekro¢ G(*), o € {1,2} sa modutami wolnymi
o odnosnych bazach #(*) := {g(@[2)}, 1 okreslamy macierz odwzorowania
dwuliniowego wzgledem baz #) i ) wzorem

33(1)[/8]@(2) = (ﬂ)\l)\rz)()q,)a)e/\lez € Mat(G; Al X AQ) )

ﬁ)\l,/\Q = ﬂ(g(l\/\1)’g(2|>\2)) .

Zachodzi przy tym oczywiste

STWIERDZENIE 123. Przyjmijmy notacje Def. 67, 21, 32, 35, 61, 65, 68,
70, 82 i 95, Stw.75 oraz Przykt. 34 (2) i 41. Odwzorowanie dwuliniowe 0
GM x G?) — @ jest jednoznacznie okreslone przez swg macierz wzgledem do-
wolych baz B = {g(@1A)}y x modutéw G, ae{1,2}. I odwrotnie, dowolna
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macierz (6A17A2)(A1’A2)€A1XA2 € Mat(G; A1 x A2) zadaje odwzorowanie dwuliniowe,
jak nastepuge:

B( Z T [>(1) g(ll)\l)7 Z g(ZI)\?)(Q)QS/\z

— A1,
= T, Dgﬁ 1 2@<1$>\2.
AreAy A2elAs (A1,A2)eA1xA2

Powyzsze przyporzedkowania okreslajqg izomorfizm grup przemiennych
L?R<1>,R(2))(G(1),G(2); G) 2 Mat(G; A1 x A),
ktéry w praypadku RY i R® prazemiennych jest izomorfizmem (R, R())-bi-

modutow.
| ]

O formach dwuliniowych mozna mys§le¢ na wiele roznych a wzajem réwnowaz-
nych sposob6éw. Niektére z nich opisuje

STWIERDZENIE 124. Przyjmijmy notacje Def. 21, 32, 35, 61, 65, 95 i 96.
Istniejg izomorfizmy grup przemiennych

L%(G(l),GQ)) Homp (G(l),HomR(G(2),RR)) ,

112

LR(GM,6®)

ktore w przypadku R przemiennego sq izomorfizmami odnosnych R-modutéw. Po-
nadto kazda nieosobliwa forma dwuliniowa zadaje izomorfizmy grup przemiennych

LZ(GW,GP) 2 Endg(GWM), LZ(GW,GP) 2 Endp(G@),

ktore w przypadku R przemiennego sq izomorfizmami odnosnych R-modutéw.

112

Homp (G, Homp(G™Y, 4R)) ,

Dowdd: W pierwszym przypadku pozadane izomorfizmy przyjmuja postac
L L2(GW,G®) — Homp (GV, Homp(G?,RE)) : ©+— g,

r.: L2(GW,G®) — Homp (G®, Homp(GM, zR)) : & +— 1.

Homomorfizmy odwrotne do nich przyporzadkowuja odwzorowaniom R-liniowym
x : G — Homp(G®,Rp) i ¥ : G® — Homp(GW), zxR) formy dwuliniowe

M) GPxG® — R : (g.h) — x(g9)(h),

i (@) 2 GO RGO — R (g,h) — 1w (h)(g).

W celu skonstruowania izomorfizmu L% (G, G(®) = Endg(GM) ustalmy nie-
osobliwa forme dwuliniowa A = (-,-) ,. Dowolnemu endomorfizmowi y € Endg(G™))
mozemy teraz przypisa¢ jawnie dwuliniowe odwzorowanie

¢y G xGP — R (g,h) — (x(9),h)a

ktére przyjmujemy za obraz x wzgledem rzeczonego izomorfizmu. Odwrotnosé
tego ostatniego konstruujemy, jak nastepuje. Dla dowolnej formy dwuliniowej ® €
LA(GM G i dowolnego g e G stwierdzamy

lo(g) eGP,
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co wobec Cor. 16 pozwala okregli¢ element
I3 ola(g) e G

zalezacy od g w spos6b jawnie (lewostronnie) R-liniowy. Tym samym z wyj$ciowa
forma dwuliniowa stowarzyszamy endomorfizm

Yo = A olp € Endg(GM) .

Dow6d istnienia izomorfizmu L%(GM,G?)) = Endr(G®) przebiega analogicz-
nie. (]

Powyzsze stwierdzenie w znaczacy sposob porzadkuje dyskusje form dwuliniowych
w obecnosci struktury pary dwoistej, sprowadzajac analize dowolnej takiej formy
do analizy odno$nego endomorfizmu jednego (dowolnego) z moduléw pary. Do
dyskusji tej wrocimy przy okazji omawiania form kwadratowych.

Rola form dwuliniowych w fizyce i matematyce (w ktoérych pojawiaja sie mie-
dzy innymi pod postacig struktur metrycznych na geometriach riemannowskich,
operatoréow drugiej pochodnej przydatnych w opisie punktéw krytycznych beda-
cych przedmiotem badain rachunku wariacyjnego, struktur symplektycznych na
przestrzeniach stanéw i wielu innych) usprawiedliwia nasza dalsza dyskusje tych
obiektow, ze szczegblnym naciskiem na warunki niezwyrodnienia i nieosobliwosci.
Celem uzyskania strukturalnie bogatszego opisu formy dwuliniowej, jak rowniez
dla lepszego zrozumienia pojecia dwoistosci wpisanego w jej definicje w kategorii
przestrzeni wektorowych, wprowadzimy dodatkowe pojecia.

DEFINICJA 98. Przyjmijmy notacje Def.21, 32, 35, 61, 64, 65 i 95 oraz
Przykt. 34 (2). O elementach ¢(®) ¢ G(®) modul6éw, na ktorych okreslone jest od-
wzorowanie dwuliniowe 3 : G x G?) — @ moéwimy, ze anihiluja sie (wza-
jemnie) wzgledem [, gdy zachodzi rownosé

B(g™M,¢?) =0q.

To samo powiemy o podzbiorach H(® c G(®) jesli jest spelniony warunek
Y g@yenmxne B, 9 =06

Niechaj bedzie dany podmodut HM ¢ G (wzgl. H® ¢ G?)). Anihilator
H® (wzgl. H?) w G® (wzgl. w GMV) to podmodut HMO ¢ G?) (wzgl.
H®0 ¢ @MW) zlozony ze wszystkich elementow G (wzgl. G™)) anihilujacych
dowolny element HM (wzgl. H®).

A
PRZYKLAD(Y) 47.
(1)
(2)
v

7 tatwoscig sprawdzamy
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STWIERDZENIE 125. Przyjmijmy notacje Def. 67, 21, 32, 34, 35, 61, 64,
65, 95 © 98. Niechay Hy c Hy bedg podmodutami dowolnego z pary modutow
G e {1,2}, na ktdrych okreslone jest odwzorowanie dwuliniowe [ : G x
G®) — G. Wowezas zachodzg tozsamosci

i Hyc (H)° = HY, ii HY c H?,
2 2 2 1
() H = (HD)® = (H)" = HY™
Ponadto dla dowolnej rodziny {Hx}xea podmodutow G prawdziwe sq réwnosci

(U H) nm-(U HA)O

AeA AeA AeA R(a)

Dowdd: Jedyny nietrywialny element tezy to tozsamosé (iii). Na mocy (i) mamy
HY c (H9) = ((Hg)o)o, ale tez Hy ¢ HJ°, wiec wobec (ii) jest ((HS)O)O =
(HI®)? c HY, a stad w sumie wynika (iii).

O

Znaczenie pojecia anihilatora ujawnia

STWIERDZENIE 126. Przyjmijmy notacje Def. 21, 32, 34, 85, 38 61, 64, 65,
95 i 98 oraz Stw. 40. Zwyrodnienie odwzorowania dwuliniowego 8 : G xG? —s
G jest rownowazne temu, ze GO = {0¢2)} Iub G204 {01y} Dowolne takie od-
wzorowanie zadaje jednoznacznie niezwyrodniale odwzorowanie dwuliniowe
stowarzyszone z 3, jak nastepuje
B+ GVIGPxGPIGMY — G+ (g+31) GO h+9) GDO) — B(g,h).

Analiza wlasnosci anihilatora staje sie szczegdlnie prosta w przypadku R =K,
tj. w kategorii przestrzeni wektorowych nad cialem IK. Punkt wyjscia stanowi tutaj
ponizsze nader istotne

STWIERDZENIE 127. Przyjmijmy notacje Def. 11, 32, 84, 35, 38, 61, 64,
63, 65, 72, 73, 95 i 98. Niechaj V() « ¢ {1,2} bedq dwiema przestrzeniami
wektorowymi nad ciatem K i niech ® : VIIxV ) — K bedzie formg dwuliniowg.
Przestrzen V(l)/V(?)0 jest wymiaru skoniczonego wtedy i tylko wtedy, gdy wtasnosé
te ma VP VO i wowezas

dimg (Vv = dimy (V@ jy 0y
czyli tez
V(l)/V(2)0 ~ V(2)/V(1)O.

Dowéd: Niech ® : V)20 y@)yM0 _, K bedzie niezwyrodnialy forma
dwuliniowa stowarzyszong z ® i niech dimg V(l)/V(Z)0 < oo. Injektywnod¢ ro :
V@ ymo _, (V(l)/V(z)OyF w polaczeniu z teza Stw. 122 daje nam nieréwnosé

dimg (V@ /v M 0) < dimg (VO /v A 0)* = dimg (VO 20
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ktoéra implikuje w szczegdlnosci réwnosé
dimg (V@ )y D0y = dimy (VO )y D0 ¢ oo

Ten sam zestaw argumentéw w odniesieniu do odwzorowania /¢ prowadzi — wobec
powyzszego — do nieréwnosci odwrotnej, co w sumie implikuje relacje

dimg (V@ )y D0 = dimy (VO /@0y < oo,
7 symetrii zagadnienia wynika, ze analogiczny ciag implikacji mozna otrzymacé przy
zatozeniu dimg (V) /V10) < co. O
Ostatni wynik motywuje

DEFINICJA 99. Przyjmijmy notacje Def. 11, 32, 34, 35, 38, 61, 64, 63, 65,
72,73, 951 98 oraz Stw.127. Rzedem formy dwuliniowej ® nazywamy wymiar
przestrzeni V(l)/V(2)0, o ile ten ostatni jest skonczony.

A

Powyzsze stwierdzenie pozwala ustali¢ dalsze elementarne wtasno$ci anihilatora
(pod)przestrzeni wektorowej.

STWIERDZENIE 128. Przyjmijmy notacje Def. 67, 21, 32, 84, 35, 38, 61,
64, 65, 72, 78, 74, 95 i 98. Niechaj V®) ¢ {1,2} bedg dwiema przestrzeniami
wektorowymi nad ciatem K, niech W c V(D bedzie podprzestrzenig 1 niech ®
V<V K bedzie niezwyrodniatq formq dwuliniowq. Woéwcezas dimg W < oo

@
wtedy @ tylko wtedy, gdy codim](Kv IWO <00, W tej sytuacji zachodzi rownosé
@
codimQ” ) WO = dimg W,
a nadto

W =w.

(2)0

Dowdd: Skoro ® jest niezwyrodniala, to V ={0¢2)}, a w takim razie obciecie

® do W x VP pozwala orzec, na mocy Stw. 127, rownowaznosc
dimg W = dimg (W/V® %) < 00 <= o0 > dimg (VP /W) = codim](KV(Z)) wo.
Przy tym spelnienie ktoregokolwiek z rownowaznych warunkéw zapewnia réwnoscé
dimg W = codim{ ) WO
Zarazem wobec rownosci (iii) z tezy Stw. 125 oraz powyzszego otrzymujemy impli-
kacje
codim](Kv(z)) (W90 = codim](Kv(Q)) W%<o0o = dimg W < oo
oraz rOwnosé
dimg W = codim](KV<2)) wo,
ktéora w potaczeniu z poprzednio otrzymana daje

dimg W = dimg W .
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Poniewaz za§ W c WY, przeto otrzymujemy woéwczas pozadang réwnosé¢ W =
Woo. (]

Miara naturalnosci wyréznionej przez nas konstrukcji anihilatora w kontekscie
teorii przestrzeni wektorowych jest jej prosta strukturalna relacja wzgledem ele-
mentarnych operacji algebraicznych, jakie mozemy wykonywaé na przestrzeniach
wektorowych.

STWIERDZENIE 129. Przyjmigmy notacje Def. 67, 21, 32, 34, 35, 61, 64,
65, 72, 78, 95 i 98. Niechaj Ve ae {1,2} bedqg dwiema przestrzeniami wek-
torowymi nad ciatem K, niech XY c v bedg podprzestrzeniami i niech ®
VO x V@) K bedzie formg dwuliniowg. Wowczas zachodzi tozsamosé

(8.32) X+ V) =X"nY",
a ponadto ilekroé dimg X,dimk Y < oo, takze tozsamos$é
(8.33) (XnY)? =X+ Y.

Dowdéd: Prawdziwos¢ Rown. (8.32) jest oczywista, przejdziemy zatem do dowodu
Rown. (8.33). Niech dimg X,dimg Y < oo i oznaczmy

Z:=X%4 Y.
Na mocy (8.32) oraz Stw. 128 zachodzi rownosé
2= (X" + V)= X" ny® =X nY.

Ograniczmy ® do X x Z i przywolajmy teze Stw.127 (oraz Stw.83), aby — wobec
relacji X°c Z i Z°c X - dostaé

dimg (X/(X nY)) = dimg (X/2Z°) = dimk (Z/X°).

Dopelnienie podprzestrzeni Z/X° c V(Q)/X0 jest — w $wietle dowodu Cor. 13 —
kanonicznie izomorficzne z przestrzenia

VPIxN/(z2/x°) =2v®)z,

przy czym wypisany izomorfizm wynika wprost z Tw.8.3 i prowadzi — poprzez
Stw. 83,

dimg (V®/x°)

dimg (Z/X°) + dimg (V®/X°)/(Z/X°))

= dimg (Z/X°) +dimk (V) 2),
a wobec skoriczonosci dimy (V) /Z), wynikajacej ze skoriczonosci
dimg (V®/X°) = codim{ ™) X0 = dimg X < oo
oraz,
dimg (Z/Xp) = dimg (X/(X nY)) <dimg X < oo

— do wyniku

dimg (X/(XnY)) = codim](KV(Q)) X0- codim](KV(Q)) Z =dimg X - codim](KV(z)) Z.
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Uwzgledniwszy nastepnie dimg (X nY') < dimg X < oo, otrzymujemy w ten sposob
ré6wnoscé
dimg X - dimg (X nY) = dimg X - codim{ ) Z,
z ktorej wynika wprost réwnosé
0o > dimg (X nY) = codim{’ ) Z = dimg (V?/2) .
Ta w potaczeniu 7z
00 > dimg (X nY) = codim{’ ™) (X nY)° = dimg (VP /(X nY)°)
i wobec relacji
ZcZ%=(XnY)°
pozwala stwierdzi¢, ze
dimg ((X nY)°/Z) <dimg (VP/Z) < 00,
a zatem z relacji
VD) (X nY))Z2) 2V (X nY)°,
wywnioskowanej jak poprzednio, wyprowadzamy réwnosé
dimg (V®/Z) - dimg (X nY)°/Z) = dimg (V®/(X nY)°) = dimg (VP/2),
czyli ostatecznie
dimg ((X nY)°/Z)=0.
Ostatnia réwnos¢ prowadzi wprost do oczekiwanego wyniku
(XnY)=Z=X"+45Y",

Udowodnione uprzednio Stw. 127 nie tylko dostarcza porecznych narzedzi do
analizy wlasnosci algebraicznych anihilatora (pod)modutu i (pod)przestrzeni wek-
torowej, ale takze — i z fizykalnego punktu widzenia przede wszystkim — pozwala
ustali¢ precyzyjne kryterium nieosobliwo$ci formy dwuliniowej na parze przestrzeni
wektorowych skoriczonego wymiaru, z ktérego bedziemy mogli skorzystaé¢ bezpo-
§rednio w dyskusji form dwuliniowych ® : V xV — K okreslonych na kwadracie
kartezjanskim ustalonej przestrzeni wektorowej V' nad cialem K.

STWIERDZENIE 130. Przyjmijmy notacje Def. 11,32, 34, 35, 38, 61, 63,
64, 65, 72, 73, 95, 96 i 98. Niechaj V), a e {1,2} bedg dwiema przestrzeniami
wektorowymi tego samego wymiaru skoniczonego nad ciatemn K,

D :=dimg VP = dimg VP < o0,
iniech ® : VD x V@) K bedzie formg dwuliniowg. Ponizsze zdania sq wtedy
rownowazne:
(i) odwzorowanie T jest injektywne;

odwzorowanie r¢ jest surjektywne;

(i)

iii) odwzorowanie lg jest injektywne;
iv) odwzorowanie le jest surjektywne;
(v)
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Tlekroé sq one spetnione, (VD V) ®) jest parg dwoistq.

Dowdd: Zalozenia stwierdzenia implikuja na mocy Stw. 122 ciag relacji
dimg VI = dimg VO = dimg V® = dimg VO * < 00

Sa przy tym spetnione bilanse wymiaréw

dimg VP = dimgk Kerlg + dimg Im lo

dimp v = dimg Kerrg + dimg Imr¢
dla podprzestrzeni

Imlg c V*, Imre c VA

wymiaru
dimg Imlg < dimg V®* = D = dimg VP * > dimg Im 7.
Zdanie (i) jest zatem réwnowazne ciggowi relacji
D =dimg v = dimg Kerrg + dimg Imrg = dimg Imrg < D,
ktoérego jedynym rozwiazaniem jest
dimg Imrg = D = dimg V®
czyli

Imre = V&~

a to wyraza zdanie (ii). Analogicznie pokazujemy rownowaznosé (iii) <= (iv).

217

Ponadto wobec skoriczonoéci wymiarow V(1 i () (pociagajacej za soba
skonczonos¢ wymiarow V1D /V(20 i () /y(M0) i na mocy Stw. 127 mozemy za-

pisaé

dimg Ker lg dimg VPO = dimg VY - dimg (VD /v 30)

D —dimg (VI /v = D - dimy (V@)D 0)

to za$ wprost dowodzi rownowaznosci (i) <= (iii).

dimg V@ - dimg (V® VD) = dimg VDO = dimg Kerrg

Rownowaznosé (v) < (i) A (iii) <= (i) wynika teraz wprost z definicji i

zamyka dowod stwierdzenia.

O

Dotychczasowa analiza przygotowuje nas nalezycie do wykorzystania w dal-
szych naszych rozwazaniach wyréznionej formy dwuliniowej, jaka jest forma ewalu-
acji z Przykt. 46 (2). Bedziemy przy tym korzysta¢ z tego, ze forma ta jest — wprost
z definicji — (dwuliniowa i) prawostronnie niezwyrodniata, gdyz ..y = idg+. Innymi

stowy, bedziemy sie nieraz powolywaé na (trywialne)
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COROLLARIUM 17. Przyjmigmy notacje Def. 21, 32, 35, 61, 65 i 95 oraz
Przykt. 46 (2). Prawdziwg jest réwnowaznosé

(Ygee : (9,9)=0r ) <= ©=0.
]
Zaczniemy od zbadania naturalnego mechanizmu indukcji odwzorowan R-liniowych

miedzy modutami sprzezonymi z odwzorowan miedzy modutami wyjsciowymi. Me-
chanizm ten opisuje

DEFINICJA 100. Przyjmijmy notacje Def. 21, 32, 35, 61, 65, 94 i 95, Stw. 94
oraz Przykt. 46 (2). Niechaj G(®) a € {1,2} beda dwoma modutami lewostronnymi
nad piercieniem R iniech xy : G — G?) bedzie odwzorowaniem R-liniowym.
Odwzorowanie sprzezone do x to homomorfizm R-moduléw prawostronnych

X =Homp(x, R) : GP* —@W* : p—pox,
czyli odwzorowanie okreslone formuty
V(g.eamxa« (9, X () = (x(9),¥) -

A

O tym, ze definicja ma sens (tj. ze zadaje homomorfizm R-moduléw prawostron-
nych), przekonujemy sie w bezposrednim rachunku:

(9.x* 0@y m) = (x(9). 0@ r)=(x(9). ) rr={g.X*(©)) rT

(gax*((p) (1) 7") )

przeprowadzonym dla dowolnych (g, p,r) € G xG?) *x R. Rachunek ten pokazuje,
7€

(9.x* (@ 9@y ) = x*(9) 9y ) = OR,
co w $wietle Cor. 17 prowadzi do pozadanej rownosci
X (e 9@y r) =x" () sy -
W podobny sposéb dowodzimy podstawowego

STWIERDZENIE 131. Przyjmijmy notacje Def. 21, 32, 35, 61, 65, 94 i 100.
Niechaj G, a e {1,2,3} bedq trzema modutami lewostronnymi nad pierscieniem
R oraz miech x,x1,x2 € Homp(G™M,G?)) i ¢ e Homz(G?®,G®)). Wowczas

(x1+x2)" =x1+x3, (Yox)" =x"ov",
a ponadto
idg(a) = idg(a)* .
Jesli pierscien R jest przemienny, to takze, dla dowolnego r € R,
(rex) =rex’,
przy czym dla dowolnych g € G pe G®* zachodzi
(r>x)(9) =r>@) x(9), (rex ) (@) =r-rx"(©)().
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Dowdd: Wszystkie wypisane tozsamosci wynikaja wprost z definicji odwzorowa-
nia sprzezonego. Udowodnimy dwie z nich, a mianowicie: druga i czwarta. Oto
stwierdzamy, dla dowolnych ge G i pe GG *,

{9 (¥ ox)"(#)) {((Pox)(9):#) = (¥ (x(9), 0) = (x(9), 97 (¢))
(g:x" (V7 (@))) = (g, X" 2™ (¥))

a ponadto dla dowolnych & e G®)* i elementu r pierScienia przemiennego R,

{9, (r>x)"(©) ((ro>x)(9),€) = (r>e) x(9),€) =rr (x(9),€) =7 r (g, X (£))
= (g,(r>x")()) -

Prostym a waznym nastepstwem powyzszych tozsamosci jest

COROLLARIUM 18. Przyjmijmy notacje Def. 21, 32, 85, 61, 65, 94 i 100
oraz Praykt. 46 (2). Niechaj G, a € {1,2} bedg dwoma modutami lewostronnymi
nad pierScieniem R oraz niech

v G EL @

bedzie izomorfizmem R-modutow lewostronnych. Wowczas odwzorowanie sprzeione
do x jest izomorfizmem R-modutéw prawostronnych,

Yt GO =, G+
przy czym zachodzi
C1V* -1
(X)) =)
Ostatni izomorfizm nosi miano izomorfizmu kontragredientnego do x i jest
oznaczany symbolem

= (X—l)* oMW 2, a@)x
Spetnia on — wprost z definicji a dla dowolnych (g,¢) € G x G+ — tozsamosé

(8.34) (x(9), X(#))(2) = 9,1y -

PRZYKLAD(Y) 48.

(1) Niechaj Co(R;R) bedzie przestrzenia wektorowa (nad R) funkcji rze-
czywistych zmiennej rzeczywistej o zwartym nosniku. Na jej kwadracie
kartezjariskim okre§lamy forme dwuliniowa

() Co(RsR) x Co(BiR) — R ¢ (f.g) — [ dtf(0)g(0).

Odwzorowaniem sprzezonym do odwzorowania (R-liniowego) pochodnej
stopnia pierwszego

D Co(RiR) — Co(R;R) : f— DY, DI(t) = (1)
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jest odwzorowanie
D*=-D.

(2) Rozwazmy przestrzenie wektorowe R&h)[tl,tg, ...y tn] zPrzykl. 46 (4). Do-
wolny wielomian P ¢ IRS:) [t1,t2,...,tn] zadaje odwzorowanie R-liniowe

P(D) : Rty ta,. o tn] — RP) [y, 0] © w— P(D)w.

m

Mozemy okresli¢ uogélnione odwzorowanie sprzezone do P(D) wzo-
rem

(w1, P(D)"(w2))q = (P(D)(w1), w2) 4y,

zapisanym dla dowolnych w; € R&h)[tl,tg, cootn] 1 wg e ]R((i}i)m[tl,tg, ...
t,]. Przy tej definicji P(D)* znajdujemy bez trudu

)

P(D)* : RMY [t1,ta, .. tn] — R [t b0, 8] - w— POw.

m

v

Dalszej charakteryzacji algebraicznej odwzorowan sprzezonych, rzucajacej $wiatto
na ich nature, dostarcza

STWIERDZENIE 132. Przyjmijmy notacje Def. 21, 32, 34, 85, 36, 61, 6/,
65, 94, 98 i 100. Niechaj G, « ¢ {1,2} bedg dwoma modutami lewostronnymi
nad pierscieniem R, niech H ¢ GO bedzie podmodutem i niech x : G — G2
bedzie odwzorowaniem R-liniowym. Wowczas zachodzi tozsamosé

X(H)" = x*" 71 (H"),

przy czym wypisane tu anihilatory sq okreslone przez forme ewaluacji na — odpo-
wiednio — GP x G * § GO x GM* | W szezegdlnosci

(Imx)° = Ker x* .

Dowdd: Teza jest tutaj bezposrednia konsekwencja definicji x*, oto bowiem dla
dowolnych he H i pe G®* otrzymujemy

(x(h),¢) = (h, X" (¢)) ,

zatem
pe(m(xln))’ <= Vien : (hx'(9))=0r = Xx"(p)cH°

— wex*fl(HO).

Pouczajacy przyktad zgrabnego zastosowania odwzorowan sprzezonych opisuje

STWIERDZENIE 133. Przyjmijmy notacje Def. 21, 32, 34, 85, 61, 64, 65,
75, 77, 78, 94, 98 i 100. Niechaj G bedzie R-modutem lewostronnym rozszczepia-
jacym sie na sume prostq swych podmodutow Hy,H, c G i niech pr, : G —
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H,, ae{l,2} bedq rzutami kanonicznymi na sktadniki proste, jo @ Hy — G za$
— wtozeniami kanonicznymi tychze sktadnikow. Wowczas odwzorowanie R-liniowe

(pry,0) +(0,pry) : H @ Hy — G*
jest izomorfizmem R-modutéw (prawostronnych), przy czym
pr; : Hf — HYcG*, pry : Hy — HYc G*
sq izomorfizmami. Ponadto endomorfizmy
To = pry o 7h € Endg(G*)

sq rzutami zadajgcymi rozktad

G* =pri(H]) @ pr;(Hy).

Dowdd: Zacznijmy od wypisania elementarnych tozsamosci spelnianych przez od-
wzorowania pr, i ja,

(8.35) pr, o s =01 5idp, , J1opry +j20pry =idg.
Obrazem odwzorowania
p: {1,2} — H{UHy : ar— @, €H,
wzgledem prg = (pry,0) + (0,pr3) jest
pre () = 1 opry + @20 pry.
Przywotawszy kanoniczny izomorfizm
Homp (s, R) : (Hi®Hy)* — Hi @ Hy : ¢+ oy,

opisany w Stw. 94, bez trudu sprawdzamy, ze odwzorowanie prg jest jego odwrot-
noscia, oto bowiem wobec pierwszej z tozsamosci (8.35) zachodzi

Hompg(y,R) oprg(e) : {1,2} — HUH;

o —> (1 0PIy + P2 0Pry) © Jo = o 0idh, = Pa
a ponadto — wobec drugiej z tozsamosci (8.35) a dla ¢ e G* —
prg o Homp(y, R)(¢¥) = prg (v o) =¢o (jropry +j20pry) = 1.
Powyzsza dyskusja dowodzi, ze prg jest izomorfizmem R-moduléw.

Rozwazmy nastepnie odwzorowanie pry (analiza odwzorowania prj przebiega
analogicznie). Latwo widaé, ze pri(Hj) c HY(c G*) — istotnie, wprost z definicji
odwzorowania sprzezonego wyprowadzamy dla (0,hs) € 3o(Hz) rownosé

((0,h2),pri(p1)) = (pri(0,h2), ) = (0,¢) = Or .
Jest tez HY c pri(H{), albowiem dla dowolnej formy ¢ € G* réwnosé (0, hy) = Og
implikuje — z racji dwuliniowoéci ¢ i dla (hq,0) € 31(Hy) —
@(h1,h2) = p(h1,0) +r ©(0,h2) = ¢(h1,0) = po g1 opry(hi, h2),

czyli

¢ =pri(y1p) € Impry .
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Dokonujac obustronnego sprzezenia Rown. (8.35) zgodnie z regutami sformuto-
wanymi w Stw. 131, otrzymujemy

Ja oDl =idmy Jsopry =0=y7opr;, prj o j7 +prs o g5 =idgs .
Odwzorowania m, spelniaja zatem relacje
o 0T = Pray o (5 0 prj) 0 gy = priy 0 61 gidpy 0 g5 = 61 s ma
oraz
m + e = idgx

ktore identyfikuja pare {m,me} jako zupelng rodzine rzutéow komplementarnych.
Ostatnia czesé tezy jest teraz prosta konsekwencja Stw. 88. O

Powyzsze stwierdzenie pozwala dokona¢ naturalnego utozsamienia
* ~ 770 * ~ 770
H{ ~Hj, H, ~ Hy

form liniowych na skladniku prostym H; ¢ G (wzgl. Hy ¢ G) z tymi formami
liniowymi na calym module G, ktore zeruja sie na dopelnieniu Hs (wzgl. H;)
tegoz skladnika.

8.10. Ciagi dokladne grup odwzorowan R-liniowych i ciagi dualne

Dotychczasowe nasze rozwazania ustalaja ledwie najbardziej elementarne wta-
snosci operacji sprzezenia — tak w odniesieniu do modutu, jak i w odniesieniu do
odwzorowania R-liniowego — oraz zwiazek modutu sprzezonego i jego podmodutéw
z konstrukcja anihilatora. Poglebienie zgromadzonej przez nas wiedzy, w szczegol-
nosci za$ — precyzyjna identyfikacja obrazu wyroznionych podmodutéw (takich jak
obraz i jadro odwzorowania R-liniowego) oraz modutéw ilorazowych, a takze zbada-
nie warunkéw rozszczepialno$ci modutu sprzezonego do danego (rozszczepialnego),
wymaga uzycia nowych §rodkéw formalnych. Wyjatkowo wydajnych narzedzi oka-
zuje sie tu dostarcza¢ teoria ciggéw dokladnych wprowadzona w Rozdz.5.3. Pod-
stawowe wyniki tej teorii znajdujace bezposrednie zastosowanie w interesujacym
nas konteks$cie gromadzimy ponizej. O sile wystowionych tu twierdzen przekona
nas dalsza analiza, jak réwniez dyskusja zagadnienn z dziedziny algebry homolo-
gicznej. Nalezy podkresli¢, iz twierdzenia te stanowia doskonata egzemplifikacje
podejscia kategorialnego do opisu struktur algebraicznych, oto bowiem o wtlasno-
§ciach obiektow algebraicznych z pewnej kategorii (w tym wypadku: modutéw nad
ustalonym pierscieniem oraz przestrzeni wektorowych nad ustalonym ciatem) orze-
kamy na gruncie analizy morfizméw (tejze kategorii) odwzorowujacych interesujace
nas obiekty w dowolny obiekt referencyjny tej samej kategorii tudziez tych odwzo-
rowujacych obiekt referencyjny w obiekty dane.

Zgromadzone tu obserwacje dokumentuja w nader przekonywajacy sposéb na-
turalno$é'® omawianych wczesniej schematéw indukcji homomorfizméw: y —
Hompg(x, G) oraz ¢ —> Hompg(G, 1) w kontekscie konstrukeji ciggéw doktadnych.
Zaczniemy od przeanalizowania wlasciwosci pierwszego z tych schematéw.

I8W jezyku teorii kategorii opisane wlasnosci odwzorowania Hompg(-, @), okreslonego —
dla dowolnego modutu referencyjnego G — zaréwno na modutach, jak i na odwzorowaniach R-
liniowych miedzy nimi, identyfikuja to odwzorowanie jako tzw. lewostronnie dokladny funktor
kontrawariantny. Podobnie wlasnosci odwzorowania Hompg (G, ) czynia z niego lewostronnie
dokladny funktor kowariantny.
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TWIERDZENIE 8.14 (O lewostronnej doktadnosci Hompg(+,G)). Przyjmijmy
notacje Def. 21, 32, 35, 43, 61, 65, 94, 95 i 100 oraz Stw. 93. Niechaj G(®), « €
{1,2,3} bedg trzema modutami (lewostronnymi) nad pierscieniem R i niech x(gy :
GP) — @B Be{1,2} bedg dwoma odwzorowaniami R-liniowymi miedzy nimi.
Cigg modutow

X(1) X(2)

elty a® a® 0
jest doktadny wtedy i tylko wtedy, gdy cigg grup przemiennych

Hompg (X (2),G) Hompg(x(1),G)
_ _

0 — Hompz(G®, @) Homz(G?, @) Hompz(GM, @)

jest doktadny dla dowolnego modutu (lewostronnego) G nad R.
W szczegdlnosci doktadnosé powyzszego ciggu modutow implikuje doktadnosé
ciggu modutow sprzezonych

0—G®* X2, @+ X0 a0y

Dowdd:
= Niech ¢ € KerHompg(x(2),G) ¢ HomR(G(S),G), tj. 1 o x(2) = 0. Skoro
X(2) jest epimorfizmem, to G® = Im x(2y, czyli tez PGB = (X(Q)(G(Q))) =
{0c}, aw takim razie 1 = 0, co oznacza, ze —istotnie — Ker Homg(x 2y, G) =
{0}
Niech teraz & € Ker Homg(x(1),G) c Homp(G®, @), czyli Elmxqy =
0. Rozumujac jak w dowodzie Tw. 5.2, mozemy dokonaé rozktadu

§= go TG@ [Imx 1y »
w ktorym
€ : GP[myny — G 1 g+ Imxa) — £(9).
Z racji dokladnosci ciaggu modutéw jest jednak
G® Im x 1y =GP [Ker x(2) ,

a nadto — wobec surjektywnosci xo — istnieje kanoniczny izomorfizm mo-
dutéw

X(@2) * G(Q)/KQFX(z) R g +(2) Ker x(2) — x(2)(9) ,
ktory zadaje rozktad
X(2) = X(2) © TGO /T x 1) -
Ostatecznie zatem
¢=(8o X2)) © (35(2) ° 7TG(2)/ImX(1)) = (&o X(2)) © X(2) € ImHompg(x(2), G) ,

co dowodzi inkluzji Ker Homg(x (1), G) ¢ ImHompg(x(2), G). Inkluzja od-
wrotna wynika wprost z tozsamosci x(2) © x(1) = 0, bedacej nastepstwem
réwnosci Kery gy =Im x ().
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<= Dokladnosé ciagu grup odwzorowan R-liniowych implikuje tozsamos¢
§ox@yoxa = Homg(x)oxa),G)(§)=Homg(x),G)oHomg(x(2),G)(§)
0(§)=0

dla dowolnego modutu G i dowolnego odwzorowania R-liniowego & ¢
Hompz(G®),G). Wybierajac G := G®) i ¢ = idge), wnioskujemy na tej
podstawie, ze

Im x (1) c Kerx(z) -
Rozpatrujac natomiast G := Coker (1) = G(Q)/Imx(l) wraz z rzutem
kanonicznym TG /Imxqy G® — G®?) /Im X(1), otrzymujemy rownos¢
HomR(X(1)7 G(2)/ImX(1))(TrG(z)/ImX(l)) = WG(Z)/ImX(l) °X@1) = 0,
z ktorej odczytujemy
WG(Q)/ImX(l) € Ker HOmR(X(l), G(Q)/Im X(l)) = ImHomR(X(Q), G’(2)/Imx(1))

i ktora zatem pociaga za soba istnienie odwzorowania R-liniowego v €
Homp(G®,G® [Im x(1)) o whasnosci

TG@ Imxay = ¥ °X(2) -
Ostatnia réwnosé pokazuje dowodnie, iz
Ker x(2) © Kerwg(z)/lmx(l) =Imyx (),

co w sumie daje pozadang rownosé

Ker x(2) =Im (1) -
Na koniec wyznaczamy — dla rzutu kanonicznego TG [Imxay G® —
G®Imx ) =G -

TG fTm sy € Ker Homp(x(2), G [Im x(2)) = {0},

skad wniosek, ze

G® [Imx ) =0,
czyli tez x(2) jest surjekcja.

Jak stwierdzilismy w Rozdz. 8.5, konstrukcja krotkiego ciggu dokladnego po-
zwala na uzyskanie szczegoélnie zwiezlego opisu warunkéw rozszezepialno$ci modutu
na sume prosta jego podmodutéw. Rozpoczeta wowczas dyskusje znaczaco wzbo-
gaca

STWIERDZENIE 134. Przyjmigmy notacje Def. 21, 32, 35, 43, 61, 65, 9/,
95 i 100, Stw. 93 oraz Tw. 8.14. Jesli cigg doktadny modutow

X(1) X(2)

GG —o

(8.36) 0— G G?
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rozszczepia sie (tj. Tmx 1y jest sktadnikiem prostym G(Q)), to cigg grup przemien-
nych

Hompg (x(2),G)
_

0 — Homzr(G®, @) Homp(G?, Q)

Homn(x), @) | Hompz (G, G) — 0
jest doktadny i rozszczepia sie dla dowolnego modutu (lewostronnego) G nad pier-
Scieniem R. I odwrotnie, jesli powyzszy cigg grup przemiennych jest doktadny dla
dowolnego R-modutu (lewostronnego) G, wéwczas doktadny cigg modutéw (8.36)
rozszczepia sie.

W szczegolnosci rozszczepialnosé doktadnego ciggu modutéw (8.36) implikuje
doktadnosé i rozszczepialno$é ciggu modutow sprzezonych

* *
X(2) X(1)
aM* 0.

0— Q@ G2+

Dowdd:
= Skoro ciagg moduléw jest rozszczepiony, to w $wietle Tw.8.10 istnieje re-
trakcja liniowa stowarzyszona z x(1), czyli odwzorowanie R-liniowe p €
HomR(G(Q),G(l)) o wlasnosci p o x(1) = idga). Dowolne odwzorowanie
¥ e Homp (G, G) mozemy zatem zapisa¢ w postaci

Y =1oidga = (Yo p)oxa) e ImHomg(x(1),G),

co pokazuje surjektywnos¢ Hompg(x(1),G). W $wietle Tw. 8.14 przesadza
to o dokladnosci ciagu grup homomorfizméw.
Istnienie retrakcji liniowej pociaga za soba takze tozsamosé

Hompg(x(1),G) o Homg(p,G) = Homg(po x(1),G) = Homg(idga, G)

= 1dHomR(G(l),G) )

stuszng dla dowolnego modutu G. Ta ostatnia oznacza jednak, ze odwzo-
rowanie Hompg(p,G) jest cieciem liniowym stowarzyszonym z odwzoro-
waniem Hompg(x(1), &), ktorego istnienie gwarantuje rozszczepienie ciggu
grup odwzorowar R-liniowych na mocy tego samego twierdzenia.
< Zaczniemy od udowodnienia dokladnosci podciagu 0 — G — G,
ktora na mocy Tw.8.14 gwarantuje doktadnosé pelnego ciagu modutéow.
Polézmy G := G Skoro HomR(x(l),G(l)) jest surjekcja, przeto idga) =
tox (1) dla pewnego ¢ € HomR(G(Q), G(l)). Stad jednak mozemy wypro-
wadzi¢ wniosek, ze Ker x (1) ¢ Keridgay = {01}, ktory oznacza injektyw-
nos¢ x(1y- Jest przy tym jasnym, ze ¢ jest retrakcja liniowa stowarzyszona
z X(1), a to na mocy Tw. 8.10 oznacza, ze cigg moduléw rozszczepia sie.
O

Przejdziemy obecnie do rozpatrzenia drugiego schematu indukcji homomorfi-
zZmow.



226 8. ELEMENTY TEORII MODULOW

TWIERDZENIE 8.15 (O lewostronnej doktadnosci Homg(G,-)). Przyjmijmy
notacje Def. 21, 32, 35, 43, 61 i 65 oraz Stw. 93. Niechaj G, o € {1,2,3} bedg
trzema modutami (lewostronnymi) nad pierscieniem R i niech X(gy : G¥ —
GP | B e {1,2} bedg dwoma odwzorowaniami R-liniowymi miedzy nimi. Cigg
modutow

X(1) X(2)

0— g felt)) a®
jest doktadny wtedy i tylko wtedy, gdy cigg grup przemiennych

Hompg (G,x(1)) Homp (G,x(2))
- T - 7,

0 — Homp(G,GW) Homp(G,G?) Homp(G,G®)

jest doktadny dla dowolnego modutu (lewostronnego) G nad R.

Dowod:

= Wezmy dowolne odwzorowanie ¢ € Ker Homp (G, x(1)) ¢ Homg(G,GW),
czyli takie, dla ktorego zachodzi x(1) o1 = 0. Wobec trywialnosci jadra
X(1) ostatnia réwno$¢ oznacza Im1) = {0¢y)}, czyli o = 0, i tym samym
pokazuje injektywnos¢ Hompg (G, x(1)).
W nastepnej kolejnosci zauwazmy, ze

Hompg (G, Xx(2y) e Homg (G, x(1)) = Homg(G, x(2) © x(1)) =0
w konsekwencji rownosci Ker x 2y = Im x(1). W takim razie
Im Hompg(G, x(1y) € Ker Hompg(G, x(2))

i pozostaje tylko udowodni¢ zawieranie odwrotne. W tym celu wybierzmy
dowolne odwzorowanie ¢ € KerHompg(G, X (2)), tj. spetniajace warunek
X(2) ©& =0, z ktorego wynika inkluzja

Im¢ c Ker x(2) = Im x(1) -
Wobec injektywnosci x (1) istnieje kanoniczny izomorfizm

Axay ¢ Gt i>Im><(1),

o ktérego istnieniu orzeka Tw. 8.1. Pozwala nam on roztozy¢ &, jak naste-
puje:
_ -1

£=xm e (M, €)
przy czym )\;(}1) o & e Homp(G, GM). Jest zatem

€ € ImHomR(G7 X(l)) )
skad

Ker Hompg(G, x(2)) € ImHompg(G, x (1)),

czyli tez ostatecznie

Ker HOIHR(G’7 X(2)) = ImHomR(G, X(l)) .
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<= Dokladnosé ciaggu grup odwzorowan R-liniowych daje nam tozsamosc¢

X@)°oxa o€ = Hompg(G,x(2)°xa))(€) =Homg(G, x(2)) o Homg(G, x(1))(§)

0(¢)=0
dla dowolnego modutu G i dowolnego odwzorowania R-liniowego & ¢
Hompz(G,GW). Wybierajac G =G i ¢:=idga), wyprowadzamy rela-
cje
Im x (1) € Ker (o) -
Wybdr G := Ker x(2) wraz ze standardowym wlozeniem jiery,, = Kerx(a)
— G® prowadzi do réwnosci
HomR(KerX(Q)a X(Q))(]Kerx(g)) =X(2) © JKer x(2) =0,
z ktorej wynika
JKer x (2, € Ker Hom g (Ker X (2), x(2)) = Im Homg (Ker x(2), X(1))
i ktora zatem pociaga za soba istnienie odwzorowania R-liniowego 1) €
Hompg (Ker x(2), GM) o wlasnosci
JKerxy = X(1) © ¥,
co 7 kolei dowodzi inkluzji
Ker x(2y c Imx (1),
dajac ostatecznie pozadang réwnosé
Ker x(2) = Im (1) -
I wreszcie dla G = Ker X(@1) 1 idKer X1 stwierdzamy
idKerX(l) € KeI‘HOHlR(KeI'X(l), X(l)) = {O} )
co pozwala zidentyfikowaé
Kerx) =0,

to za$ pokazuje, ze x(1) jest injekcja.

Takze drugi schemat indukcji homomorfizmow daje wglad w zagadnienie roz-
szczepialnosci modulow.

STWIERDZENIE 135. Przyjmijmy notacje Def. 21, 32, 35, /3, 61 i 65,
Stw. 93 oraz Tw. 8.15. Jesli cigg doktadny modutow

(8.37) 0— GW G

rozszczepia sie, to ciqg grup przemiennych

X(1) X(2)

G® —o

Homp(G,x(1))
Rl SN

0 — Homp(G,GM) Hompg(G,G?)

Hompg (G,
omalOXe) | Homp(G,GP) — 0

jest doktadny i rozszczepia sie dla dowolnego modutu (lewostronnego) G nad pier-
Scientem R. I odwrotnie, jesli powyzszy cigg grup przemiennych jest doktadny dla
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dowolnego R-modutu (lewostronnego) G, wéwczas doktadny cigag modutéw (8.37)
rozszczepia sie.

Dowdd:
= Doktadno$¢ ciaggu moduléw oznacza istnienie kanonicznego izomorfizmu

G® = x1y (@) e a(GY),
w ktorego zapisie o € Homp(G®),G?)) reprezentuje ciecie liniowe sto-
warzyszone z X (2)- 10zsamo$¢ x(2y © 0 = idge) implikuje surjektyw-
nos¢ Hompg (G, x(2)), oto bowiem dowolne odwzorowanie R-liniowe v €
Homp(G,G®)) mozemy zapisa¢ w postaci

¥ =X(2) °(00¢) e InHomp(G, x(2)) -
Na mocy Stw. 94 zachodzi ponadto
Homp(G,G?) 2 Homp (G, X(l)(G(l))) ® Homp, (G, U(G(3))) ,

przy czym

Hompg(G, x(2)) (HomR (G, X(1) (G(l)))) Homp (G, X(2) © X<1)(G(1)))

n

Hompg(G,0) ={0}.

Co wiecej, jesli

Hompg (G, x(2)) (¥) = x(2) 2% =0
dla pewnego ¢ € Homp (G,0(G®)), to koniecznie 1 =0, gdyz kazdemu
g € G mozemy przyporzadkowaé h € G®) o whasnosci ¥(g) = o(h), a
wtedy na podstawie rachunku

0@3) = X(2) °¥(9) = x(2) oo (h) = h
stwierdzamy, ze

¥(g9) =0 (0¢3)) =02y,
co wobec dowolnoéci g daje ¢ = 0 i pokazuje injektywnos¢ Homp (G, x(2))
ograniczonego do Homp (G, J(G(3))). W takiej sytuacji wystarczy zatem
pokazac, ze Hompg(G,x(1)) zadaje izomorfizm
HOIDR(G, X(l)) : HOI’IIR(G, G(l)) i) HOIHR (G,X(l)(G(l))) )

to jednak wynika wprost z injektywnosci x(1), ktéra pozwala odwrécic to
odwzorowanie na jego  obrazie, tj. zdefiniowaé X(_11) Im

s Imx gy — GM | i wypisa¢ homomorfizm odwrotny do powyzszego,

HomR(G,X(’ll)Im) : Homp (G,X(l)(G(l))) — Homp(G,GW).

< W $wietle Tw. 8.15 jedynym, czego nalezy dowie$¢ dla potwierdzenia do-
ktadnosci ciggu modulow, jest surjektywnoS¢ x(zy. Rozwazmy G := G®
oraz idge) € Homp(G®), G®)). Wykorzystujac surjektywnosé Homp(G,
X(2)), dobieramy 1) € Homp(G®) G?), ktore zadaje rozktad idge) =
X(2) © ¥, ten za$ prowadzi do oczekiwanego wniosku G®) = Imidge) c
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Im x(2y. Odwzorowanie ¢ jest przy tym — wprost z konstrukcji — cigciem
liniowym stowarzyszonym z x(z), ktérego istnienie zapewnia pozadane
rozszczepienie ciggu modutéw.

O

Wyrézniona pozycja przestrzeni wektorowych posréd moduléw pozwala wypo-
wiedzie¢, w charakterze oczywistego corollarium do twierdzen wczesniejszych,

TWIERDZENIE 8.16 (O doktadnosci Homy). Przyjmijmy notacje Def. 11,
21, 32, 85, 43, 61, 63, 65, 94, 95 i 100, Stw.94 oraz Przykt. /6 (2). Niechaj
V() e {1,2,3} bedg trzema przestrzeniami wektorowymi nad ciatern K i niech
X)) V) — v 5 e (1,2} bedg dwoma odwzorowaniami K-liniowymi
miedzy nimi. Ilekroé ciqg przestrzeni wektorowych

X(1) )y X®@ V(B)—>0

0— VW 145

jest doktadny, odnosne ciggi grup odwzorowan K-liniowych

Homgk (X (2),V)
B e AN

0 — Homg (V®, V) Homy (V®, V)

Hom vV
OO Homg (VO V) — 0,

Hompg (V,x(1))
- 0

0 —> Homg (V, V1) Homg (V, V®)

Homk (V,x(2))
i b O LN Homy (V,V®) — 0,
zapisane dla dowolnej przestrzeni wektorowej V. nad K, sq¢ doktadne i rozszcze-
prone.
W szczegolnosci doktadnosé powyzszego ciggu przestrzeni wektorowych impli-
kuje doktadnos$é i rozszczepialnosé ciggu przestrzeni sprzezonych

* *
X(2 X1
(2) 1) V(l)* 0.

00— VB> (@)

Dowdd: Tres¢ twierdzenia jest natychmiastowa konsekwencja analogicznych twier-
dzen dotyczacych moduléw ogélnych oraz Stw.90 rozpatrywanego w polaczeniu z
Tw. 8.5. (]

Wykorzystamy obecnie twierdzenia udowodnione w tej czeéci wyktadu do dal-
szego poszerzenia i uporzadkowania naszej wiedzy o algebraicznej naturze operacji
sprzezenia. Zaczniemy od jej zbadania w odniesieniu do konstrukcji modutu ilora-
ZOWego.

STWIERDZENIE 136. Przyjmijmy notacje Def. 11, 21, 82, 34, 85, 38, 42,
48, 61, 63, 64, 65, 94, 95, 98 i 100, Stw. 40 i 94 oraz Przykt. 34 (2) i 46 (2). Niechaj
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G bedzie modutem (lewostronnym) nad pierscieniem R i niech H c G bedzie jego
podmodutem. Wowczas odwzorowanie R-liniowe
Tom ¢ (G/H)" — G7

indukuje izomorfizm

(G/H)* = H°,
natomiast odwzorowanie R-liniowe

it G — H

indukuje monomorfizm

G*/H » H*.

Ten ostatni jest izomorfizmem, gdy R =1 jest ciatem.

Dowdd: Dokladnosé ciagu modultow

TG/H

"2

G/H —0,
otrzymanego przez obciecie odno$nego normalnego ciagu dokltadnego, implikuje —
w $wietle Tw. 8.14 — dokladnosé ciagu grup
0 — (G/H)* T e i H*,
skad wnioskujemy o injektywnosci homomorfizmu grup
Tem ¢ (GIH)" — G,
a zatem — wobec Stw. 1 — takze o istnieniu izomorfizmu grup
(G/H)" =Im7g,y = Ker .
Przywolawszy teze Stw. 132, otrzymujemy zadany izomorfizm
(G/H)* 2 Keryj = H.
Ten sam indukowany cigg grup homomorfizméw daje nam homomorfizm grup
Vo G — H
o jadrze Ker s} = H°, a wigc tez monomorfizm grup
7yt GY/H > H*.

Przedtuzajac rzeczony ciag grup homomorfizméw do pelnego krétkiego ciagu do-
ktadnego w przypadku przestrzeni wektorowych, zgodnie z Tw. 8.16, uzyskujemy w
ten sposob izomorfizm grup funkcjonatéw liniowych nad ciatem K. (I

W nastepnym kroku, skupiajac uwage po raz kolejny na przestrzeniach wekto-
rowych, znajdujemy prosty opis tych sposréd nich, ktére sa w naturalny sposéb
wyréznione w obecnosci odwzorowania K-liniowego. Instrumentalng role w tworze-
niu tego opisu odgrywaja stowarzyszone z rzeczonymi przestrzeniami kroétkie ciagi
doktadne.
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STWIERDZENIE 137. Przyjmigmy notacje Def. 11, 21, 32, 34, 35, 36, 42,
61, 63, 64, 65, 66, 94, 95, 98 i 100, Stw. 40 i 94 oraz Przykt. 34 (2) i 46(2).
Niechaj V() o€ {1,2) bedg dwiema przestrzeniami wektorowymi nad ciatem K
iniech x : V) — V) pedzie odwzorowaniem K-liniowym. Istniejg izomorfizmy
kanoniczne
() (Imx)* = Tmx*;
(if) (Kerx)* = Coker x*;
(iii) (Cokerx)* = Kerx*;
W szczegdlnosci x jest monomorfizmem (wzgl. epimorfizmem) wtedy i tylko witedy,
gdy x* jest epimorfizmem (wzgl. monomorfizmem,).
Ponadto spetniona jest nieréwnos$é

rkx <rkx™,

ktora przechodzi w réwnosé, gdy rky < oco.

Dowdd: Rozwazmy pare krotkich ciagéw dokladnych przestrzeni wektorowych
JKer x

0 — Kery — v lex—>0,

T
Jim x V(Q) v(2) /im x

0 — Imy Cokery — 0,

zapisanych przy uzyciu odwzorowania K-liniowego X otrzymanego z x przez ogra-
niczenie przeciwdziedziny i spelniajacego tozsamosé

(838) X = JImx OYa

Na mocy Tw. 8.16 powyzsze ciagi indukujag krétkie ciagi doktadne przestrzeni sprze-
zonych

0 — (Imy)* XLy Deex, (Kery)* — 0,

*
TV (@) /m J;mx

0 — (Coker x)* V@)

(Imy)* — 0.
Z tych ostatnich odczytujemy wprost nastepujace izomorfizmy kanoniczne: wobec
injektywnosci Y*,
(Imx)" =Im X"
wobec surjektywnoSci Jiey s

(Kery)* = V(l)*/Ker]f@rX =y “Im " ;

*

wobec injektywnosci {5 Jim oy’
(Coker x)™ = Im 7y, 2y pyy, , = Ker gy -
Izomorfizmy te sprowadzamy do pozadanej postaci na podstawie réwnosci
Ker ji, ,, = Ker x*
oraz

ImY*" =Imy",
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wynikajacych z tozsamogci
X" =X 0 Jmy
dualnej do Rown. (8.38) oraz — odpowiednio — injektywnosci X* i surjektywnosci

*
]Imx‘
I wreszcie bez trudu wyprowadzamy nieréwnosé

rk x = dimg Im y < dimg (Im x)* = dimg Im ¥* = dimg Im x* =tk x*,

ktora zostaje wysycona w przypadku skonczenie wymiarowym. ([

Na zakorniczenie tej czesci naszych rozwazai mozemy wystowic¢ prosty a ogélny
wniosek porzadkujacy, ktory przekonuje nas o powszechnosci struktury anihilatora
wsrod przestrzeni wektorowych.

STWIERDZENIE 138. Przyjmijmy notacje Def. 11, 21, 32, 84, 35, 42, 61,
63, 64, 65, 94 i 95, Stw. 94 oraz Przykt. 34 (2) i 46 (2). Niechaj V bedzie prze-
strzenig wektorowq nad ciatem K. Dowolna skoriczenie wymiarowa podprzestrzen
W c V* jest anihilatorem pewnej podprzestrzeni U c V, przy czym ta ostatnia ma
kowymiar skoriczony i jest anihilatorem W w V.

Dowdd: W skonczenie wymiarowej podprzestrzeni wektorowej W c V* wybierzmy
baze {wi}ieﬁ i rozwazmy anihilator W0 c V. Wprost z definicji podprzestrzen ta
jest jadrem odwzorowania K-liniowego

vi:V—K: v— ((v,wi));15
a w takim razie

V/WY=V/Kerv=Imv,
czyli tez

codim](KV) wo = dimgImv =rkv.

Jednakowoz, jak pokazuje bilans wymiarow ze Stw. 103 (i), zachodzi nier6wnosé

rky <dimgKP =p< oo,
wiec takze

codim](KV) Wo<p<oo.

W nastepnej kolejnoéci rozpatrzmy anihilator (W9)° = W% c V* podprze-
strzeni W° c V. Na mocy Stw. 136 istnieje izomorfizm

W= (VW)
ktory w §wietle Stw. 82 i 122 pozwala wypisa¢ nieréwnoscé
dimy W = dimy (V/W°)* > dimg (V/W°) = codimf” W°.

Nier6wnos¢ ta jest wysycona wobec uzasadnionej wczesniej skonczonosci kowymiaru
WO, a zatem

dimg W = codim](KV) wo< p=dimg W .
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7 drugiej strony mamy do czynienia z inkluzja
Wew®.
czyli ostatecznie musi zachodzié¢ réwnosé
W =w

ktora pokazuje, ze przestrzeit W jest anihilatorem zdefiniowanej wyzej przestrzeni
WY skonczonego kowymiaru codim](KV) WO <p. O

8.11. Modu!l i odwzorowanie dwukrotnie sprzezone

Dwuliniowy charakter formy ewaluacji pozwala okresli¢ naturalng relacje mie-
dzy dowolnym R-modutem G i modutem dwukrotnie doni sprzezonym, oto bowiem
odwzorowanie

G*— R : @»—)(g,(p),

zapisane dla ustalonego (dowolnie) g € G, jest forma liniowa na G*, tj. elementem
modutu (G*)*.

DEFINICJA 101. Przyjmijmy notacje Def. 21, 32, 35, 61, 65, 70, 94 i1 95 oraz
Przykt. 34 (2) i 46 (2). Niechaj G bedzie dowolnym R-modulem lewostronnym.
Modutl dwukrotnie sprzezony do G to R-modut lewostronny

G* = (G")" =Homg(G",RR).
Odwzorowanie R-liniowe
CGEleV : G_)G** g'_>(ga>

okre§lamy mianem homomorfizmu kanonicznego.

A

Godzi sie podkredli¢, ze w ogdlnoéci ¢ nie jest ani monomorfizmem, ani epimor-
fizmem, nawet w klasie moduléw skonczenie generowanych. Obserwacja ta uspra-
wiedliwia wyszczego6lnienie

DEFINICJA 102. Przyjmijmy notacje Def. 21, 32, 35, 61, 65, 70, 94, 951 101
oraz Przykl. 34 (2) i 46 (2). Modul G nad pierscieniem R nazywamy refleksyw-
nym, jesli homomorfizm kanoniczny cg : G — G** jest izomorfizmem.

A

Operacja brania dwukrotnego sprzezenia rozszerza sie do odwzorowan R-linio-
wych, co konstatuje ponizsze oczywiste

STWIERDZENIE 139. Przyjmijmy notacje Def. 21, 32, 35, 61, 65, 70, 94,
101 i 100, Stw. 94 oraz Przykt. 34 (2) i 46 (2). Odwzorowanie

X** = (X*)* . G(l)x—* _ G(Q) *%



234 8. ELEMENTY TEORII MODULOW

jest homomorfizmem R-modutow lewostronnych spetniajgcym tozsamosé wyrazonag
przez diagram przemienny i rownowazne zdanie logiczne

G X 5@
Co(n) ‘@ = x"™ocgu =cg@oX.

G(l)** G(Q)x—x—
X**

Dowdd: Jedynym faktem wymagajacym sprawdzenia jest przemienno$§¢ wypisanego
diagramu. Biorac dowolne elementy g€ G i p e G®*, otrzymujemy

(X" ocam(9) () = (cam(9)) (X (9)) =(g,x () = (x(9), ¥)

= (cam ox(9)) (v).

Pelniejsze zrozumienie relacji miedzy obiektami algebraicznymi i ich dwukrot-
nie sprzezonymi odpowiednikami jest mozliwe w obecnosci dodatkowej struktury,
takiej jak cho¢by struktura bazy na module. Jej dyskusja w kontekscie relacji dwo-
istoSci, ktorej poswiecimy najblizszy fragment wyktadu, doprowadzi nas — miedzy
innymi — do elementarnej kwantyfikacji warunkéw refleksywnosci modutu tudziez
przestrzeni wektorowej oraz inwolutywnos$ci operacji brania sprzezenia okreslonej na
odwzorowaniach liniowych, a ponadto pozwoli dowolnemu endomorfizmowi przypi-
sa¢ w sposob kanoniczny kolejny (po wyznaczniku) element pierscienia skalarow.

8.12. Formy wspélrzedniowe i bazy (wzajem) dualne

Jak mieliSmy to juz niejednokrotnie okazje docenié¢, obecnos¢ bazy w module
pozwala na uzyskanie dodatkowego strukturalnego wgladu w jego algebraiczng ana-
tomie. Nie inaczej jest w kontekscie konstrukeji modutu sprzezonego.

STWIERDZENIE 140. Przyjmijmy notacje Def. 67, 21, 32, 35, 61, 65, 70,
68, 70 i 94, Stw. 75 oraz Praykt. 40(3) i 46 (2). Niechaj G bedzie lewostronnym
modutem wolnym nad pierscieniem R, o bazie B = {gr}ren.- W module G* dori
sprzezonym istnieje uktad liniowo niezalezny JB* := {gi}ren 0 wlasnosci
VA,HEA : <gk7g;> = 55,# :
Jego elementy okreslamy mianem form wspolrzedniowych (lub wspolrzed-
nych) na G wzgledem AB. Jesli |A| < oo, to B* jest bazq modutu sprzezonego,
zwang baza dualng do £.
]

Dowdd: Wprowadzmy wygodne oznaczenie dla izomorfizmu

X@Ep_ggl : @RRi’G
AeA
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zadawanego przez wybor bazy B = {gr}rea W R-module (lewostronnym) G, por.
Tw.8.11. Jak tatwo wida¢, zachodzi
gr =xz(dy),

gdzie

dy : A— R : ,u»—>5>13#.
Oznaczmy przez 0, odwzorowania okreslane przez te same warunki, ale traktowane
jako elementy [Tyepn Rr. I wreszcie niech ¢, bedzie obrazem odwzorowania J,
wzgledem kanonicznego izomorfizmu [yep Rr —> (@rea rR)*. Wowcezas formy

gx = X#(5))
spelniaja na mocy Rown. (8.34) pozadane warunki
{92.90) = (x2(dr), X2 (8,)) = {dx, ) = 3,

W szczegolnosci wiec ukltad %8* jest liniowo niezalezny. Istotnie, niech {r*}ca €
Zo(R), a wtedy rownosé

> gaart=0

AeA
implikuje — dla dowolnego e A —

Or = (gua()) = <gua Z g;r\ < TA) = Z (g,uag;\) ‘R 7)\ = Z 65)\ ‘R T)\ =rh.
AeA AeA AeA

Nazwe nadang formom g} wyjasnia

COROLLARIUM 19. Przyjmijmy notacje Def. 67, 21, 32, 85, 61, 65, 70, 68,
70 i 94, Stw. 75 i 140 oraz Przykt. 40 (8) i 46 (2). Dowolny element g € G mozna
zapisaé w postaci®

9=, (9.9%) > 9.
AeA

Jesli |A] < oo, to dla dowolnej formy ¢ € G* zachodzi formuta dualna
=2, 9 gne) .
AeA
a

Obecnosé bazy dualnej pozwala ustali¢ macierzowy realizacje operacji sprzeze-
nia odwzorowania R-liniowego.

STWIERDZENIE 141. Prayjmijmy notacje Def. 67, 21, 32, 35, 61, 65, 68,
70, 75, 18, 82, 90, 94, 95 i 100, Cor. 14, Stw.70, 75, 94, 95, 96, 97, 98, 99,
100 i 140, Tw. 8.11 oraz Przykt. 40 (3), 41 i 46 (2). Niechaj G, a € {1,2} bedq
dwoma skoticzenie generowanymi R-modutami lewostronnymi, o bazach B =
{9¢alra) S racha » 0dpowiednio, oraz o dualnych do nich bazach B> = {gza\,\a)}/\ael\a

195Koniczonosé sumy jest zagwarantowana przez skoniczonosé nosnika rodziny {r)‘}/\eA wspol-
czynnikow 7 = (g,gf\) rozkladu g w bazie £.
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modutéw sprzeionych G * . Niech tez x € Homp(G™M,G®)) bedzie (lewostron-
nym) odwzorowaniem R-liniowym okreslonym przez obraz bazy,

x(gap) = 2 X%, @) 9Clus)

po€Na
z ktorego odczytujemy postaé jego macierzy
@
X170 Aax Ay — R ¢ (p2, M) — X*5,

Analogicznie, niech x* € HomR(G(Q)*,G(l)*) bedzie odwzorowaniem sprzezonym
do x zadanym na bazie wzorami

* * * * A
X (g(2|H2)) = Z Iy IX iy
A1€Ao

z ktorych wyprowadzamy postaé jego macierzy

. (1) * *
[x ]gf%(z)* t Apx Ay — R ¢ (A, p2) — X i\tlz'

Spetnione sq tozsamosci

2)
[X]@@m(ﬂm A1)

(X(90120)): 921z ) o -

1B * *
[x ]‘@g@)*()\hﬂz) = (g(ml)’x (9(2|H2)))(1) )
a ponadto

[ % = D %0
W szczegélnosci niechaj G := G = G®) bedzie skonczenie gemerowanym mo-
dutem nad pierscieniem przemiennym R, o bazach % := {gn}mm, N e NN 4
B = {hn}, a5 @ niech B* = {g:} g5 oraz B = {h;}, g5 bedq bazami
modulu sprz@z'c’mego G* dualnymi do — odlvowiedmo ~ B i B'. Woweczas macierze
przejscia [ida]%, i [idg]1%., dane wzorami

[i[dg]?, : T,NxL,N—R : (m,n) — (hn,g5),
lidg<]%. : LNxLN-—R : (mn)— (gm hl),

spetniajg relacje

Dowdd: W bezposdrednim rachunku wyznaczamy

* () *
(X(9(1|/\1))ag(z|u2)>(2) = Z [X]g;g(w(V%)\l) >(2) 9(2lv2)) 9(2|uz)
vo€eAq (2)
2 .
= Z}\ X% (v2. M) R (9(2\112)79(2“@))(2)
Vo €N\g

(2) (2)
> [X]%g(l)(”% A1) R 552,#2 = [X]%,g(l)(/@; A1)

V2€A2
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oraz
* (1)*
(901a0)s X (9(2|u2))>(1) = {90 Z/:\ 9 )y X1 (11, 12)
vieia (1)
(1)*
= Z (g(l\)\l)7g(1|ul)>(1) 'R[ :| (2)*(V15M2)
1/161\1
(1) * B+
= Z 5>1?1,V1 ‘rIXT ]g;g(z)*(Vl’liZ) [x*] @(2)*()\1#2)
Vi€,
wiec tez

* 2
(91n)» X" (9212))) = (X(91r0))s I2la) ) = XD 000 (112, A1)

@
= %0 (Arp2).

Na tej podstawie i na mocy Stw. 131 otrzymujemy na koniec

. % 1B . 7.4 . 7z _1\T
[idg+ 1% = [1[d5] % = [i[da]%," = (lide)%") -

1) *
[x* ]@@(2)*0\1,#2)

O

Jak zatem widzimy, macierzowa realizacja operacji sprzezenia odwzorowania R-
liniowego jest transpozycja, wprowadzona wczesniej — cokolwiek ad hoc — na po-
trzeby dyskusji teorii wyznacznikow.

Istnienie homomorfizmu c¢g : G — G** rodzi pytanie o okolicznosci, w kto-
rych odwzorowanie to pozwala nam kanonicznie utozsami¢ modul G z podmodutem
G** (gdy c¢ jest monomorfizmem) lub wrecz mysleé o funkcjonatach na module
sprzezonym jako ewaluacjach form R-liniowych na module G na elementach tego
ostatniego (ilekro¢ cg jest izomorfizmem). Prostej (czesciowej) odpowiedzi na to
caltkowicie naturalne pytanie dostarcza

STWIERDZENIE 142. Przyjmijmy notacje Def. 67, 21, 32, 35, 61, 65, 70,
68, 70, 94, 95 i 101, Stw. 75 i 140 oraz Przykt. 34 (2), 40(3) i 46 (2). Niechaj
G bedzie modutem lewostronnym nad piericieniem R. Jesli G jest wolny, to ho-
momorfizm kanoniczny cqg : G — G** jest injektywny. Jesli ponadto G ma
baze skoriczong B = {gi}ieﬁ, to cg jest izomorfizmem modutow, przy czym
cc(%#) = {cc(9:)}icgw Jest baza dualng do bazy #* = {g;}, 77 dualnej do 2.
W tej sytuacji mowimy, ze bazy B i B* sq wzajem dualne. Co wiecej, kazda
skoriczona baza G* jest bazg dualng do pewnej bazy G.

Dowdd: Niechaj % := {gx}ren bedzie bazg G iniech B* := {g}}rea bedzie odnosng
rodzing form wspotrzedniowych na G. Ilekro¢ cg(g) = 0 dla pewnego elementu
g € G, zachodza réwnosci

VaeA OZCG(Q)(Q;)E<979;\>7

czyli wszystkie wspotczynniki rozkladu g w bazie % sa réwne zeru, to za$ oznacza,
ze g =0g.
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Niech teraz |A] =t N < o0, a wtedy %B* jest baza G* na mocy Stw. 140. Formy
liniowe g}* := cq(gr) spelniaja zalozenia tegoz twierdzenia w odniesieniu do ele-
mentoéw bazy AB*,

Vauer = 93 (95) = (9x.9;) = 63,0
przeto tworza baze modutu G** dualng do £*. Skoro jednak cg przeprowadza
baze G na baze G**, to w $wietle Cor. 10 jest izomorfizmem tych modulow.
Azeby przekonaé sie o stusznosci ostatniej czesci tezy dowodzonego stwierdze-
nia, wystarczy rozpatrze¢ baze G** dualnag do danej (skonczonej) bazy G*, po
czym odwzorowa¢ ja wzgledem cg' w baze G. ]

Bijektywno$¢ homomorfizmu kanonicznego, kiedykolwiek jest faktem, pozwala w
prosty sposob powigzaé¢ odwzorowanie dwukrotnie sprzezone do danego z nim sa-
mym.

STWIERDZENIE 143. Przyjmijmy notacje Def. 21, 32, 35, 61, 65, 70, 94,
101 i 100, Stw. 94 i 139 oraz Przykt. 34 (2) i 46(2). Jesli zaréwno modut GV,
jak i modut G ma baze skonczong, to wowczas — utoZsamiwszy Gl)** o ¢
{1,2} 2 G za posrednictwem (bijektywnego) homomorfizmu kanonicznego coo
— mozemy utozsamié odwzorowanie x** dwukrotnie sprzezone z wyjSciowym .

Dowdd: Teza stwierdzenia wynika wprost z diagramu przemiennego ze Stw. 139. O

Umiejetne wykorzystanie konstrukcji bazy dualnej umozliwia sformutowanie
wygodnego warunku liniowej niezaleznosci uktadu form liniowych na przestrzeni
wektorowej, ktory wyzyskamy w dalszej czesci kursu.

STWIERDZENIE 144. Przyjmijmy notacje Def. 67, 21, 32, 35, 61, 65, 70,
68, 70, 75, 17, 82, 87, 89 i 94, Stw. 75 oraz Przykt. 34 (2), 40 (3), 41 i 46 (2). Nie-
chaj V' bedzie przestrzeniq wektorowq nad ciatem K i niech Z* := {v]}, 7 bedzie
rodzing form liniowych na V. Wowczas réwnowazne sq nastepujgce stwierdzenia:
(i) Zbior Z* jest liniowo niezalezny nad K.
(i) Istnieje rodzina wektorow {v;}, 75 ¢V, ktorej elementy spetniajg warunki
. *\ _ ¢K
Vijaw ¢ (v v)) =05

(iii) Istnieje taka rodzina wektorow {v;}, 7 ¢V, dla ktorej macierz ewaluacgi

M : TNxLN —K : (i,5) — (v;,0])
spetnia warunek
det(N)(M) # 0k .

Powyzsza teza zachowugje stusznosc, gdy #* zastepic¢ rodzing % = {v}, 7 ele-
mentdw przestrzeni V, a rodzine wektoréw {v;} c V' - rodzing form liniowych

{viiamc V™

iel,N
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Dowdd: Ostatnia czeSé tezy staje sie oczywista, kiedy utozsami¢ V' z obrazem tejze
przestrzeni wzgledem kanonicznego monomorfizmu cy : V. — V**. Wystarczy
zatem wykazaé¢ stusznosé punktéow (i)-(iii) w odniesieniu do rodziny £Z* c V'*.

()=

(if) = (iii)

(iii) =

(1)

(ii) Rozwazmy podprzestrzen

Wape = (R ) c V"

oraz jej anihilator W%* c V. W Swietle Stw. 138 W+ jest anihilatorem
podprzestrzeni W%*, co na mocy Stw. 136 implikuje istnienie kanonicz-
nego izomorfizmu

(VW) = (W)’ =W .

Skonczono$¢ wymiaru przestrzeni We« pozwala na tej podstawie stwier-
dzi¢ — w odwotaniu do Stw. 142 — istnienie (kanonicznego) izomorfizmu

VWS = (VW)™ 2 W .
Skoro rodzina Z* jest liniowo niezalezna, to — przywotujac teze Stw. 140
— mozemy wybra¢ w V/W3, bazg {v; +v W, }iciw dualng do Z”. Do-
wolny uklad {v;}, 77 reprezentantow v; € v; +v W2, elementéw tej bazy
spelnia réwnania z punktu (ii).
Trywialne.
Zalozmy, ze zbior Z* jest liniowo zalezny, czyli ze istnieje rodzina ska-
laréw {)\i}ieﬁ c K zawierajaca cho¢ jeden element niezerowy, ktora
spelnia, tozsamosé

Konsekwencja tej ostatniej jest ciagg réwnosci

N ) N )
O]K = <Uia0> = (via Z 1}; <1)‘J> = Z (’Ui,’U;)']K >\J7

J=1 J=1

stusznych dla dowolnego 7 € 1, N, ktéry mozemy przepisaé¢ w zwiezlej
formie macierzowej

MOAN=0xNx
uzZywajac oznaczenia
A= (N), 7% € Mat(K; N x 1).

Zgodnie 7z Tw. 8.13 relacja det(y)(M) # Ok gwarantuje odwracalnos¢ ma-
cierzy M, ta za$ prowadzi do réwnosci

A=(MT'oM)oA=M"00xx =0nx .

Powyzsza rowno$¢ jest sprzeczna z zalozeniem dotyczacym rodziny
i
{A }iel,N'
O
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8.13. Slad endomorfizmu

Obecnosé bazy w skoniczenie generowanym module nad pierscieniem przemien-
nym pozwala stowarzyszy¢ z dowolnym endomorfizmem okreslonym na tym module
kolejny (po wyznaczniku) skalarny niezmiennik wyboru bazy. Jak pokazemy nie-
bawem, oba skalary naleza do rodziny niezmiennikéw, dla ktérych funkcjonatem
generujacym jest tzw. wielomian charakterystyczny endomorfizmu. Wszystkie one
odegraja wazng role w przysztej szczegotowej dyskusji struktury endomorfizmu.

DEFINICJA 103. Przyjmijmy notacje Def.67, 21, 32, 35, 61, 65, 68, 70, 94
i 95, Stw. 70, 75, 94, 140 oraz Przyk!. 40 (3) i 46 (2). Niechaj G bedzie modultem
nad pierScieniem przemiennym R i niech x € Endg(G) bedzie endomorfizmem
G. Niech tez % := {gn}, g5, IV € N bedzie dowolng baza w G, a nadto niech
#* ={g}}, s bedzie baza modutu sprzezonego G* dualng do . Slad endo-
morfizmu y to skalar

N
Tre(x) : Z (x(gn),9n) € R.

A

Kierujac sie przyjeta w niniejszym kursie regula logiczna, w pierwszym rzedzie
ustalamy relacje miedzy nowo wprowadzonym obiektem a struktura algebraiczna
istniejaca na zbiorach odwzorowanych przezen w siebie.

STWIERDZENIE 145. Przyjmijmy notacje Def. 67, 21, 32, 85, 61, 65, 68,
70, 72, 94, 951 103, Stw. 70, 75, 94, 140 oraz Przykt. 40 (3) i 46 (2). Slad endomor-
fizmu nie zalezy od wyboru bazy w dziedzinie tegoz endomorfizmu. Odwzorowanie
Trg : Endgp(G) — R jest przy tym homomorfizmem R-modutéw, tj. dla dowol-
nych x1,x2,x € Endr(G) oraz r € R sq spelnione relacje

Trg(x1) +r Tra(x2)

Tra(x1 + x2)

Tra(rex)
gdzie dla dowolnego g€ G jest
(rex)(g9) =r-rx(9)-
Ponadto zachodzi oczywista tozsamosé

Tr(;(id(;) = I‘kR(G) .

TR TI'G(X) )

Ograniczenie rozwazan do klasy skoriczenie generowanych moduléw wolnych na-
suwa pytanie o istnienie prostego zwigzku miedzy $ladem endomorfizmu a §ladem
endomorfizmu doni sprzezonego. Zwiazek ten mozemy latwo ustali¢ korzystajac z
konstrukcji baz wzajem dualnych. Wynik tych dociekan wystawia ponizsze

STWIERDZENIE 146. Przyjmijmy notacje Def. 67, 21, 32, 35, 61, 65, 68,
70, 94, 95, 100 i 103, Stw. 70, 75, 94, 140 oraz Przykt. 40 (8) i 46 (2). Dla dowol-
nego endomorfizmu x € Endr(G) skoriczenie generowanego (lewostronnego) mo-
dutu wolnego G nad pierscieniem przemiennym R zachodzi tozsamosé

Trg«(x*) = Tra(x) -
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Dowéd: Wybierzmy w G baze % := {gn},qx5, N =rkr(G), w module sprzezo-
nym — baze dualng %* := {g;}, 7, W module za§ dwukrotnie sprzezonym — baze
cq(9A), dualnad do %*. Otrzymujemy wOwCzas spodziewanq rownosé

Tre-(x EZ “(gn),cagn)) = Z (gn>x"(g1)) Z (x(gn),9m) = Tra(x) .
n=1 n=1 n=1

W nastepnym kroku przyjrzymy sie blizej strukturze sladu endomorfizmu da-
nego w postaci superpozycji pary odwzorowan R-liniowych, co doprowadzi nas do
ustalenia najbardziej bodaj zaskakujacej cechy tego niezmiennika, ktéra — jak po-
kaze dalsza dyskusja — stanowi jego istotny wyréznik.

STWIERDZENIE 147. Przyjmijmy notacje Def. 67, 21, 32, 35, 61, 65, 68,
70, 94, 95 i 103, Stw. 70, 75, 94, 140 oraz Praykt. 40 (3) i 46 (2). Niechaj G, a €
{1,2} bedg dwoma skoticzenie generowanymi modutami wolnymi nad pierscieniem
przemiennym R i niech Y12 € HomR(G(l),G(Q)) oraz Xa-1 € HomR(G(Q),G(l))
bedg dwoma dowolnymi odwzorowaniami R-liniowymi. Prawdziwg jest rownosé

Traa (X210 X1-2) = Trae (X152 © X251)

ktora wyraza cyklicznosé sladu endomorfizmu.

Dowéd: Wybierzmy w G(®) i G(®)* bazy wzajem dualne (®) := {g(alna)}n TN

i B = {g(*alna)}n NGy brzy czym N = tkp(G(™)). Obliczamy wowczas

N
Treo (x2o10X1-2) = 2 {X2=1 (\i=2(9(1n1))) s 9(1nn) )
TL1=1
N N®
-3 (X%l( > (x1-2(91nn)) 9y ) P @) 9<2n2))79(*1|m)>
n1:1 7l2:1
N(l) N(2)

= Z Z <X1—>2(9(1\n1))a9(*2\n2))’R (X%l (9(2Inz))’9(*1lm))

ni=1 ng=1

N@ N
n221 nlz <X2—>1 (9(2\112)) 9(1\n1)> (X1—>2(g(1|n1)),g(*2|n2))
N® N
= Zl <X1%2( Zl <X2*1(g(2|n2))7gz1|n1)) >(1) g(lnl)) ,g&m))
nQ_N@) "
- 21 (X122 (X2-1(9(2n2))) s 92y ) = Trae (X12 © Xo-1) -
no=
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Traktujac macierze kwadratowe stopnia N jako endomorfizmmy modelowego R-
modutu wolnego R*"V, dochodzimy do

DEFINICJA 104. Przyjmijmy notacje Def. 67, 211 82, Stw. 95 oraz Przykt. 41.
Niechaj R bedzie piercieniem przemiennym i niech M € Mat(R; N) bedzie do-
wolng macierza kwadratowa stopnia N o wyrazach z R. Slad macierzy M to
skalar

N
TI"(N)(M) = Z MZ
n=1

Kluczowe znaczenie warunku cyklicznosci eksponuje
STWIERDZENIE 148. Przyjmijmy notacje Def. 67, 21, 21, 82, 35, 61, 65,
70, 82, 94 i 104, Stw. 95 oraz Przykt. 34 (2) i 41. Niechaj R bedzie pierscieniem
przemiennym i niech T € Mat(R; N)* bedzie funkcjonatem liniowym na R-module
Mat(R; N). Jesli dla dowolnych dwdch macierzy A, B € Mat(R; N) funkcjonat ten
spetnia rownosé
T(A®B)=7(Bo A),
to istnieje jedyny skalar c; € R o wtasnosci
T=c,>Tr.
Innymi stowy, podmodut Mat(R; N)* ztozony z funkcjonatow cyklicznych jest ge-
nerowany przez Slad macierzowy.
[

Dowdd: Punktem wyjscia do weryfikacji tezy stwierdzenia jest wygodny wyboér bazy
modutu Mat(R; N) = RV*N_ Niech E;;, i,j € 1, N bedzie macierza kwadratows
stopnia N o wyrazach

Y

(Eij) =0 i ROp S,
czyli taka, ktorej wszystkie wyrazy poza tym o indeksach (7,j), rownym 1g, sa
zerami (w pierscieniu). Jest jasnym, ze rodzina macierzy {EiJ}ijEW jest bazg
modulu Mat(R; N) — baza ta jest wprowadzona wcze$niej baza standardowa R-
modutu R*?V.
indexmodut nad pierscieniem!pierscien jako (bi)modut standardowy!bazalstandardowa
Jej elementy spelniaja prosta algebre

£ ;0FE = 5;,% >y Eits
co tez wykorzystujemy w bezposrednim rachunku:
7(Ei ;) =7(Eir © Exj) = 7(Exj © Ei ) = 6] -r T(En ) -
Wprowadzmy oznaczenie
Cr = T(Ei’i) s

przy czym — jak pokazuje powyzszy rachunek — indeks ¢ moze by¢ wybrany dowol-
nie. Dokonujac rozkladu dowolnej macierzy M € Mat(R; N) w bazie standardowej,

N
M = Zl Moy Big s
,3=
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wyprowadzamy oczekiwany wynik

(M)

T( > M e Eu) = 3 MYy pT(Eiy)= 3 Mol rT(Bi)

,5=1 i,7=1 i,j=1

N .
Z Mli 'RT(Ek,k) =Cr 'RTI"(N)(M).
i=1
O

Ostatnia obserwacja identyfikuje $lad jako stosownie unormowany funkcjonal li-
niowy na module. Ten sposéb myslenia o §ladzie stanowi naturalny punkt wyjscia
do uogblnien przedstawionej tu jego konstrukcji w powiazaniu z pojeciem rzedu
modulu wzgl. wymiaru (patrz: Stw.145) spotykanych w bardziej abstrakcyjnych
galeziach algebry nowoczesne;j.

* * *

Literatura uzupelniajgca: Najlepszym wyborem jest kombinacja wspomnianych
wezesniej traktatow Bourbakiego [ |, Cohna [ , , ]i
Langa | |, uzupelniona o dodatkowy tom Bourbakiego | ]




Rozdzial 9

Dis legomenon: Przestrzenie wektorowe

Przestrzenie wektorowe sg bez watpienia najbardziej rozpowszechniona w fizyce
struktura modutopodobna. Juz sama mnogo$é¢ ich zastosowan — od tych o charak-
terze czysto instrumentalnym (jak w systematycznej konstrukeji opisu oddziatywarn
elementarnych czy w metodach numerycznych dynamiki uktadéw wielociatlowych)
az po te odzwierciedlajace immanentny charakter opisywanych zagadnien (jak w
teorii wzglednosci czy w operatorowym sformulowaniu kwantowej teorii pola) —
w polaczeniu z bogactwem technik rachunkowych rozwijanych na potrzeby tychze
zastosowarn sktania do bardziej wnikliwej analizy pewnych szczegélnych wlasnosci
tych obiektéw, nieobecnych w szerokiej kategorii modutéw nad pierscieniem badz
wymagajacych daleko idacych i — bywa — malo oczywistych ograniczajacych zato-
zen strukturalnych. Analize te organizuje i zarazem wydatnie upraszcza sztywna
struktura przestrzeni wektorowej, pozwalajaca na wykorzystanie niezwykle pomoc-
nej konstrukceji bazy i bliskiego pojecia wymiaru, dokonywanie rozktadu przestrzeni
wektorowej na sktadniki proste wzgledem dowolnej jej podprzestrzeni, rozszerza-
nie kanonicznej struktury grupy przemiennej na zbiorze odwzorowar liniowych do
struktury przestrzeni wektorowej i stosowanie wielu innych zabiegéw, ktére w miare
potrzeb bedziemy przywolywaé w dalszej czesci kursu.

9.1. Przestrzenie c-hermitowskie — struktura i jej transport

W tej czesci wykladu zajmiemy sie formami péttoraliniowymi na przestrzeniach
wektorowych. Obiekty tego typu odgrywaja istotng role w geometrii oraz fizyce,
oto bowiem — miedzy innymi — znajduja zastosowanie w rachunku wariacyjnym,
nadaja sens kwantowomechanicznym funkcjom korelacji, wspotokreslaja strukture
metryczna na rozmaitosciach riemannowskich (tj. pozwalaja okresli¢ pojecie “odle-
glosci punktow” oraz “kata miedzy krzywymi”), stanowia podstawe Scistego opisu
pol fermionowych na czasoprzestrzeni i definiujg naturalng strukture algebraiczna
(tzw. przestrzeni symplektycznej) na przestrzeni stanéw uktadu dynamicznego
wraz z towarzyszaca jej struktura (algebry Poissona) na przestrzeni funkcji gtad-
kich (tj. “obserwabli”) na tejze przestrzeni stanéw, ktora stanowi punkt wyjscia do
podstawowych procedur kwantowania. Spotkamy sie z nimi zatem jeszcze nieraz
w przyszlych odstonach geometrii rézniczkowej, rachunku rézniczkowego funkcji
wielu zmiennych i funkcjonatéw, klasycznej i kwantowej mechaniki teoretycznej i
teorii pola oraz teorii wzglednosdci. Ich omawianie zaczniemy — jak zazwyczaj — od
wprowadzenia niezbednej terminologii, po czym przejdziemy do zbadania wtasnosci
przestrzeni wektorowych w ich obecnosci. Zaczynamy od

DEFINICJA 105. Przyjmijmy notacje Def. 11, 13, 21, 32, 61 i 63. Niechaj
J : K O : A X bedzie dowolnym sprzezeniem na ciele K, niech V' bedzie prze-
strzenia wektorowg nad K i ustalmy e € {-1k,+1k}. Forma (J-)p6ltoraliniowa

244
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na V to odwzorowanie
vy : VxV—K,
ktore jest Z-liniowe wzgledem kazdego z argumentéw,

Y(u+y v,w) = y(u,w) +x 7(v, w)
Vu,v,weV :
7(“’7 vty U/) = 7(“7 U) +K 7(“7 U))
i jednorodne wzgledem pierwszego z nich

vv,weV : '7(>\ > v, w) =K 'V(va) s
AeK

a do tego spetnia warunek (J-)potiniowosci wzgledem drugiego z argumentéw?,

Vuwev : '7(7}7 AD w) = 7(”3 w) ‘K A
AeK

W szczegdlnoscei forma idg-poéttoraliniowa to forma 2-liniowa.
Forma e-hermitowska na V to forma (J-)pottoraliniowa o dodatkowej wla-
sno$ci

vv,weV : P)/(va w) = €K V(wvv) .
Wyrézniamy nastepujace typy form e-hermitowskich:
(i) Formy hermitowskie o € = 1k, w tym formy symetryczne odpowia-
dajace J =idg.
(ii) Formy sko$nie hermitowskie (lub antyhermitowskie) o € = -1k, w

tym formy sko$nie symetryczne (lub antysymetryczne) odpowia-
dajace J =idk.

A
PRZYKLAD(Y) 49.
(1)
(2)
3)
v

O tym, jak dalece ograniczajace (w sensie strukturalnym) bywaja warunki potto-
raliniowodci i hermitowskosci, przekonuje studium przypadkéw o szczegbdlnym zna-
czeniu fizykalnym.

STWIERDZENIE 149. Przyjmijmy notacje Def. 11, 13, 21, 32, 61, 63 i 105.
Niechaj (K, J) € {(R,idR), (C,%)} i niech ® bedzie formq J-pdttoraliniowq na prze-
strzeni wektorowej V' nad ciatem K. Prawdziwe sq¢ ponizsze formuly polaryza-
cyjne:

LW literaturze rozpowszechniona jest konwencja, wedle ktorej forma poltoraliniowa jest pot-
liniowa wzgledem pierwszego argumentu. W niniejszym kursie przyjmujemy — za Bourbakim
[ | — konwencje alternatywna, a to z uwagi na mozliwo$¢ naturalnego uogoélnienia kon-
strukcji przedstawionych w tym rozdziale na szersza klase pierscieni. Ten wyboér nie rzutuje w
istotny sposob (jakosciowy) na tres¢ wypowiedzianych tu stwierdzen.
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(i) Jesli K =R, to cze$é symetryczna formy ® spetnia relacje
Vowev : ®(v,w) +P(w,v) =@(v+y w,v+y w) — D(v,v) - D(w,w),

w szczegdlnosci wiec w przypadku formy symetrycznej
1
Vowey @ ®(v,w) = 3 (P(v+y w,v+y w) - D(v,v) - P(w,w)) .

(ii) Jesli K=C, to
3
ik

1
Vowevy @ ®(v,w) = 1 D04y i e w, vy i b w) .
k=0

Dowdd: Bezposredni rachunek. (I

Oto wiec sama pottoraliniowo$¢ w przypadku zespolonym i symetrycznosé w przy-
padku rzeczywistym oznaczaja, ze forma jest w pelni okreslona przez wartosci, jakie
przyjmuje na przekatnej kwadratu kartezjanskiego V x V. Obserwacja ta okaze sie
nader przydatna w naszych przyszltych rozwazaniach.

Obecnosé (anty)automorfizmu J w definicji formy poéltoraliniowej motywuje

nastepujaca

DEFINICJA 106. Przyjmijmy notacje Def.11, 13, 21, 32, 61 i 63 oraz
Przykt. 35(2). Niechaj ((V,+y,Py,e—— 0y),fy =>y) bedzie przestrzenia wek-
torowa nad cialem K wyposazonym w inwolutywny (anty)automorfizm J. Prze-
strzenn J-sprzezona do V to przestrzen K-liniowa

(V' =2V, +v,Py,e—0v),p)
o tej samej grupie przemiennej i dziataniu KK danym wzorem
e VIXK— V' : (1,\) — JA) by v =205 .

W szczegblnosci przestrzenia J-sprzezong do przestrzeni K-liniowej K jest grupa
przemienna (K7 = K, +k, Pk, ® — Ok) z dzialaniem

p o K xK—K : (p,A) — J(N) xp.

Funkcjonal (J-)pélliniowy (albo forma (J-)p6Hiniowa) na V' to Z-liniowe
odwzorowanie

¢ V—K’,
o wlasnosci
Voesxy @ @A by v) = 9(v) K J(A).
Zbioér wszystkich funkcjonatéow J-potiniowych na V' bedziemy oznaczaé¢ symbolem
veli={p: V—K’ | ¢ (J-)potliniowy }.
A

Prosta zwigzek miedzy funkcjonatami péHiniowymi i dobrze nam znanymi funkcjo-
natami liniowymi ustala
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STWIERDZENIE 150. Przyjmijmy notacje Def. 11, 13, 21, 32, 61, 63 1 106
oraz Przykt. 35 (2). Zbior V*7 niesie naturalng strukture przestrzeni K-liniowej z
dziataniem K okreslonym formutq

VoI XK — V5T 0 (0, \) — @ a A,

Y, )eVxK - (paX)(v) = J(A) K p(v).
Odwzorowanie J indukuje kanoniczny (inwolutywny) izomorfizm przestrzeni K-
liniowych
J, Vi —vod pr—Jop.

Wprowadzone pojecia pozwalaja zwiezle wystowié
DEFINICJA 107. Przyjmijmy notacje Def. 11, 13, 21, 32, 61, 63, 105 i 106
oraz Przykl.35(2). Niechaj v bedzie forma J-poéltoraliniowa na przestrzeni wek-
torowej V' nad cialem K. Odwzorowanie lewostronnie stowarzyszone z 7 to
odwzorowanie K-liniowe
Loe Vs (V) o y(v,1).
Odwzorowanie prawostronnie stowarzyszone z v to odwzorowanie IK-liniowe
ryt Vs (V) o).
A

Narzucenie warunku e-hermitowskosci pociaga za soba pojawienie sie oczywiste]
relacji miedzy oboma odwzorowaniami stowarzyszonymi.

STWIERDZENIE 151. Przyjmijmy notacje Def. 11, 13, 21, 82, 61, 63, 105,
106 i 107 oraz Przykt. 35 (2). Niechaj v bedzie formg e-hermitowskq na przestrzeni
wektorowej V' nad ciatem K. Stuszne sq tozZsamosci

ly=Ju(e>ry), Ty =Ju (J(e) > ly) = Ju(erly),
przy czym dla dowolnego wektora veV jest
(e>ry)(v) =7(,v) & J(€) =7(v) K€, (e>1y)(v) =exy(v,).

W szczegdlnosci wiec zachodzi rownosé

Kerl, = Kerr, .

Powyzsza obserwacja uzasadnia

DEFINICJA 108. Przyjmijmy notacje Def. 11, 13, 21, 32, 35, 36, 61, 63, 105,
106 i 107 oraz Przykt.35(2). Jadro formy e-hermitowskiej ~ okreslonej na
przestrzeni wektorowej V nad cialem K to podprzestrzen

Kervy:=Kerl, cV.
Rzad formy e-hermitowskiej v to kowymiar jej jadra,
rk~y = codim](Kv) Ker~y.

Forma e-hermitowska niezwyrodniala to taka, ktorej jadro jest trywialne,
Kervy = {0y }. W przeciwnym razie mamy do czynienia z forma e-hermitowska
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zwyrodniala. Forma niezwyrodniata o tej wtasnosci, ze stowarzyszone odwzoro-
wania [, i r, s izomorfizmami, jest nazywana forma e-hermitowska nieoso-
bliwa.

A

Mozemy juz teraz sprecyzowaé przedmiot naszych dalszych dociekari.

DEFINICJA 109. Przyjmijmy notacje Def. 11, 13, 21, 32, 35, 61, 63, 105, 106,
107 1 108 oraz Przykt. 35(2). Przestrzen e-hermitowska to para (((V,+V, Py,
* —> OV),év)py) zlozona z przestrzeni wektorowej ((V,+y,Py,e+— 0y ), fy)
nad cialem K oraz formy e-hermitowskiej v na niej okreslonej. Przestrzen e-
hermitowska nazywamy (nie)zwyrodniala (wzgl. nieosobliwa), ilekro¢ odnosna
forma v ma te samg wlasnosé.

Niechaj (((V(a),+(a),P(a),o — O(a))J(a)),'y(a)), a € {1,2} beda dwiema
przestrzeniami e-hermitowskimi nad cialem IK. Odwzorowanie metryczne z
V) w V) to odwzorowanie K-liniowe

X v _, V(?)7

ktore spelnia aksjomat (wyrazony przez diagram przemienny i réwnowazne zdanie
logiczne):

174COINE M CO NI ¢
XXX idk = vv,weV(l) Q) (X(’U), X(’UJ)) = 7(1)(v7w) .
V@ @ @ K

Tlekro¢ x jest izomorfizmem przestrzeni wektorowych, méwimy o izometrii prze-
strzeni e-hermitowskich.

A

Terminologia stosowana w teorii przestrzeni e-hermitowskich ma czestokro¢ kono-
tacje geometryczne i nawigzuje do pierwszoplanowej roli, jaka odgrywa nieosobliwa
struktura e-hermitowska w okreslaniu struktury metrycznej (a wiec takze i normy)
na przestrzeniach wektorowych nad ciatami liczbowymi Q,R i C. Do zagadnien
tych wrécimy w dalszej czesci kursu, a tymczasem dokonczymy introdukcje elemen-
tarnych struktur algebraicznych zwigzanych z formami e-hermitowskimi.

Oto w przypadku skoriczenie wymiarowym bez trudu ustalamy macierzowa
realizacje warunku e-hermitowskosci.

STWIERDZENIE 152. Przyjmijmy notacje Def. 67, 11, 13, 21, 32, 395, 61,
63, 65, 68, 70, 75, 18, 82, 105, 106, 107, 108 i 109, Cor. 14, Stw. 75, 95, 96, 97,
98 i 99, Tw. 8.11 oraz Przykt. 35(2). Niechaj J : K O : X+ \ bedzie inwo-
lutywnym (anty)automorfizmem ciata K i niech (((V, +v,Py,e — OV)JV)W)
bedzie przestrzeniq e-hermitowskq skonczonego wymiary dimg V =: N < oo, o bazie
% = {vi}, 77 Macierz formy e-hermitowskiej v wzgledem bazy %,

V]l : 1,Nx1,N —K : (m,n)— v(vm,vn),

spetnia toisamosé

T
(V]2 = e>(n) [’Y];a e [V]z
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przy czym dla dowolnej macierzy M € Mat(IK; N) okreslamy sprzezenie (J-
Jhermitowskie

i =7
Fo Mat(IK; N) O (Mj)mgﬁ — (M i)i,jel,N'

W szczegolnosci forma hermitowska ma macierz hermitowska

(V]2 = (715,

forma symetryczna — macierz symetryczna

1]z = [1]%,

forma skosnie hermitowska — macierz sko$nie hermitowska (lub antyhermi-
towska )

(V] =[]l
i wreszcie forma skosnie symetryczna — macierz sko$nie symetryczna (lub an-
tysymetryczna)

(V1% = -[1]%-

I odwrotnie, kazda macierz (skosnie) hermitowska (wzgl. (skosnie) symetryczna)
M e Mat(K; N) zadaje jednoznacznie forme (skosnie) hermitowskq (wzgl. (skosnie)
symetryczng) vy na przestrzeni V- o ustalonej bazie B wedle wzoru

N . N . N i .
Y DN By v, Y W sy =Y Ak My ok

i=1 j=1 i=1

Reguty transformacyjne dla tak zadanej macierzy formy e-hermitowskiej okreslajace
jej zachowanie przy zmianie bazy precyzuje

STWIERDZENIE 153. Przyjmijmy notacje Def. 67, 11, 13, 21, 32, 35, 61,
63, 65, 68, 70, 75, 18, 82, 105, 106, 107, 108 i 109, Cor. 14, Stw. 75, 95, 96, 97,
98, 99 i 152 oraz Tw. 8.11. Niech B, a € {1,2} bedq dwiema bazami przestrzeni
e-hermitowskiej V. Wowczas zachodzi tozsamosé

. (1) T
Y]z = [1dv]‘@@<z>T @ [v]zw © [ldv]%il) .

Jednym z naczelnych zadan, jakie stoja przed nami w tej czesci wyktadu, jest wyko-
rzystanie swobody wyboru bazy w przestrzeni e-hermitowskiej w celu zredukowania
macierzowej realizacji odnosnej formy e-hermitowskiej do mozliwie najprostszej po-
staci wynikajacej z samej jej ogdlnej definicji. Kryterium “prostoty” nabierze sensu
konkretnego w toku dalszej analizy wlasnosci przestrzeni e-hermitowskich.

Zauwazmy, ze jesli J # idk, to nie sposéb oczekiwaé struktury K-liniowej na
zbiorze wszystkich form e-hermitowskich na danej przestrzeni wektorowej nad cia-
tem K. Istnieje natomiast mozliwo$¢ konkatenacji form pochodzacych z réznych
przestrzeni wektorowych, ktéra opisuje

DEFINICJA 110. Przyjmijmy notacje Def. 11, 13, 21, 32, 35, 61, 63, 75, 78,
105, 106, 107, 1081 109 oraz Przykt. 35 (2). Niechaj H(*) := (V™) +(4y,P(a),® —>
O(Q)),K(a)),fy(a)), a € 1, N beda przestrzeniami e-hermitowskimi nad ciatem K.
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Zewnetrzna suma prosta przestrzeni e-hermitowskich H( to przestrzen
e-hermitowska

N N
(((@1 V(a)7+l_l7 Pm' — Ol‘l)vgl’l)v @1 ’7(0())7

przy czym suma prosta form e-hermitowskich 69(]1\;1 Y(a) jest okreslona wzo-
rem

N N N N
fan) Vo) Z v(a)’ Z w® | .= Z 'y(a)(v(o‘),w(a))7
a=1 a=1 B=1 a=1

zapisanym dla dowolnych wektorow v(®), w(®) e (@),
A

Obecnosé formy e-hermitowskiej pozwala wyodrebni¢ z szerokiej klasy sum prostych
przestrzeni e-hermitowskich struktury o szczegélnym znaczeniu w dyskusji dalszej
wewnetrznej organizacji, jaka forma e-hermitowska wprowadza w swej dziedzinie.
Instrumentalng role w tej dyskusji odgrywa naturalny odpowiednik wprowadzonego
uprzednio pojecia anihilatora.

DEFINICJA 111. Przyjmijmy notacje Def. 11, 13, 21, 32, 35, 61, 63, 64, 65,
95, 98, 105, 106, 107, 108 i 109 oraz Przykt.34(2) i 35(2). Niechaj v,w € V
beda wektorami z przestrzeni e-hermitowskiej V. Mowimy, ze wektor w jest (-
Jortogonalny (lub (v-)prostopadly) do wektora v, co zapisujemy symbolem

w J‘(’Y) v,
ilekro¢ spetniony jest warunek
~y(v,w) =0k .

Analogicznie, dla dowolnej podprzestrzeni W c V' okreslamy przestrzen (v-)or-
togonalna (lub (y-)prostopadla) do W jako podprzestrzen

W ={weV | Vyw : vlen)yw}.

Idac dalej, powiemy, ze podprzestrzen Wi c V jest (v-)prostopadla (lub (-
)prostopadla) do podprzestrzeni W5 c V, co zapiszemy symbolem

Wi Ly W,
jesli spelniony jest warunek

Y (w1 we)eWixWe @ W1 L) wa.

Mozemy juz teraz wystowic

DEFINICJA 112. Przyjmijmy notacje Def.11, 13, 21, 32, 35, 61, 63, 64,
65, 75, 78, 95, 98, 105, 106, 107, 108, 109, 110 i 111 oraz Przykl. 34 (2) i 35(2).
Niechaj Wip,Ws5 c V' beda dwiema podprzestrzeniami przestrzeni e-hermitowskiej
V' zadajacymi rozklad tejze na sume prosta

V=WeW,.
Sume te okreslamy mianem sumy (7y-)ortogonalnej i zapisujemy w postaci

V=WiQWs-,
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jesli Wy i Wy sa wzajem (v-)ortogonalne, tj.
Wi 'L(’Y) Wsy.

Mamy oczywiste

STWIERDZENIE 154. Przyjmijmy notacje Def. 11, 13, 21, 32, 95, 61, 63,
64, 65, 75, 78, 95, 98, 105, 106, 107, 108, 109, 110, 111 i 112 oraz Przykt. 34 (2)
i 35(2). Niechaj V(®) o e {1,2) bedq dwiema przestrzeniami e-hermitowskimi i
niech x : V) — V) bedzie izometrig. Jesli Wi, Wo c V) sq podprzestrze-
niami V) zadajgcymi rozktad ortogonalny tej przestrzeni,

VO =W QWs,
to wowezas VP ma rozktad

VE = x (W) Ox(Wa).

Przypomnijmy, iz wybér bazy w przestrzeni wektorowej zadaje szczegélny rozktad
tej ostatniej na sume prosta jej jednowymiarowych podprzestrzeni — patrz: Stw. 86.
W kategorii przestrzeni e-hermitowskich bywa zasadnym podda¢ te konstrukcje
dodatkowym ograniczeniom, co prowadzi do

DEFINICJA 113. Przyjmijmy notacje Def. 67, 11, 13, 21, 32, 35, 61, 63, 64,
65, 68, 70, 75, 78, 95, 98, 105, 106, 107, 108, 109, 110, 111 i 112, Stw.75 oraz
Przykt. 34 (2) i 35(2). Baza ortogonalna przestrzeni e-hermitowskiej V' to taka
baza % := {gxr}rea odnosnej przestrzeni wektorowej, ktorej elementy spelniaja
relacje

Vauer + (A#p = y(va,vu) =0k ) .
Jesli dodatkowo

Vaer = y(va,0n) = 1k,
to baze taka okreslamy mianem bazy ortonormalnej.
A

Jest oczywistym, ze baza ortogonalna wyznacza rozklad przestrzeni e-hermitowskiej
na sume ortogonalna jej jednowymiarowych podprzestrzeni danych jako powtloki K-
liniowe elementéw bazy.

Zagadnienie zwyrodnienia formy e-hermitowskiej odgrywa istotna role w rozma-
itych matematycznych i fizykalnych zastosowaniach tych obiektéw — oto, np., jadro
pewnej wyroznionej formy sko$nie symetrycznej na przestrzeni stanéw uktadu fi-
zykalnego (tzw. formy presymplektycznej) wyznacza algebre symetrii lokalnych
(tzw. symetrii cechowania) tegoz uktadu, ktorej identyfikacja stanowi punkt wyj-
$cia do konstrukcji — fundamentalnej w kontekscie lokalnej teorii pola — fizykalnej
przestrzeni standw, tj. przestrzeni orbit symetrii lokalnej z indukowang niezwyrod-
niala forma skosnie symetryczng (tzw. forma symplektyczna). Ta obserwacja
motywuje szczegdtowy dyskusje warunkéw zwyrodnienia formy e-hermitowskie;j.
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DEFINICJA 114. Przyjmijmy notacje Def. 11, 13, 21, 32, 35, 61, 63, 64, 105,
106, 107, 108 i 109 oraz Przyk!. 35 (2). Wektor izotropowy (lub zerowy) v eV
w przestrzeni e-hermitowskiej V' to taki, ktéry spelnia warunek

v(v,v) = 0k .

Dowolna podprzestrzein W c V' zawierajaca wektor izotropowy v € W o wlasnosci
Vwew : 7y(v,w) =0k

jest okreslana mianem (pod)przestrzeni izotropowej. I wreszcie podprzestrzen
W cV, na ktérej

Ywxw =0,

nazywamy (pod)przestrzenia calkowicie izotropowa (lub zerowa). Prze-
strzen, na ktorej forma e-hermitowska jest niezwyrodniata, bywa nazywana prze-
strzenig niezwyrodnialg (lub nieizotropowa wzgl. anizotropowa).

A

FLatwo sprawdzamy wazne 7z konstrukcyjnego punktu widzenia

STWIERDZENIE 155. Kazda podprzestrzerni zerowa mniezwyrodniatej prze-
strzeni e-hermitowskiej jest zawarta w pewnej maksymalnej podprzestrzeni zerowej
tejze przestrzeni.

Dowdd: Niechaj V' bedzie przestrzenia e-hermitowska z niezwyrodniala forma e-
hermitowska i niech W c V' bedzie jej dowolna podprzestrzenia zerowa. Rozwazmy
zbiér

Z={ZcV | Zo>W A Z zerowa }.

Jest on czesciowo uporzadkowany wzgledem relacji c, a przy tym laincuchowo zu-
pelny. Istotnie, dla dowolnego tanicucha {Z)}xean ¢ £ stwierdzamy, ze przestrzen
ZY = Uxer Zx spelnia relacje W c Z° ¢ V, a ponadto jest zerowa, oto bowiem —
wobec istnienia totalnego porzadku na 2 — kazde dwa wektory v, w € Z nalezg do
pewnej przestrzeni Z), a poniewaz ta jest zerowa, przeto koniecznie (v, w) = Og.
Stad wniosek, ze Z“ € %, co dowodzi lanicuchowej zupelnosci %. Element mak-
symalny 2, ktorego istnienie orzeka Tw. 8.6, jest poszukiwang maksymalng pod-
przestrzenia zerowa V zawierajaca W. (I

Fundamentalng wtasnosé niezwyrodniatych form e-hermitowskich opisuje

STWIERDZENIE 156. Przyjmijmy notacje Def. 11, 13, 21, 82, 35, 61, 63,
64, 65, 75, 78, 95, 98, 105, 106, 107, 108, 109, 110, 111, 112 i 114 oraz Przykt. 34 (2)
i 35 (2). Niechaj W ¢V bedzie dowolng skoriczenie wymiarowq niezwyrodniatq pod-
przestrzeniq przestrzeni e-hermitowskiej V. Wowczas

V=WQOW".
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Dowdd: Skoro forma vy := y|lwxw jest niezwyrodniala, to wobec dimg W < oo
odwzorowanie 7., : W — (W*)7 jest bijekcja na mocy Stw.122 (wystarczy
zastosowa¢ argumenty z dowodu Stw. 130). Jesli zatem dla dowolnego v € V' ogra-
niczyé ., (v) € (V*)’ do W, tj. wziaé¢ . (v)|w € (W*)”, to istnieje jedyny wektor
w e W o wlasnosci

Vuew = (77(v)) (1) = (rqy (w)) (u) -
To jednak oznacza, ze
Y(u,v - w) =0k,
czyli

v-—weWt.

7 powyzszego stwierdzenia mozemy wysnué wazne

COROLLARIUM 20. Przyjmijmy notacje Def. 11, 13, 21, 82, 35, 61, 63, 64,
65, 75, 18, 95, 98, 105, 106, 107, 108, 109, 110, 111, 112 i 114 oraz Przykt. 34 (2) i
35(2). Niechaj W c V' bedzie dowolng skoticzenie wymiarowq podprzestrzenig nie-
zwyrodniatej przestrzeni e-hermitowskie; V. Wowczas rownowazne sqg nastepujgce
stwierdzenia:

(i) W jest niezwyrodniata;
(il) Wt jest niezwyrodniata;

(i) V=WQWH".

Dowdd:

(i)=(iii) Wprost na mocy Stw. 156.
(iii)=(i)Aa(ii) Niezwyrodnienie 7 oznacza trywialnos¢ jadra r,, a zatem jedynym wek-
torem v eV o wlasnosci

Yoo+ (ry (1)) (u) = g
jest wektor zerowy v = 0y. Zalézmy, ze z € W spelnia warunek
Vwew : v(w,2) =0k,
a wtedy
Y w,myewswe @ y(w+y v,2) = y(w, 2) +k 7(v, 2) = Ok .

Jednakowoz z racji istnienia rozktadu V = WQOW* kazdy wektor z V
ma (jednoznaczny) rozktad na sume elementow W i W+, czyli

VUEV : O]K = 7(1}72) = (T’Y(’z)) (’U),

a w takim razie z = Oy, co pokazuje, ze forma |y xw jest niezwyrodniala.
Analogicznie dowodzimy niezwyrodnienia W+,
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(il)=(i) Wobec oczywistej inkluzji W c W+t niezwyrodnienie W+* implikuje re-
lacje

WaWc(WHtn Wt = {0y},
czyli tez
WnWwt= {Ov},

a to oznacza, ze W jest niezwyrodniata.
O

Mozemy juz teraz przej$¢ do szczegdlowej dyskusji cech swoistych poszczegdlnych
typow form i przestrzeni e-hermitowskich.

9.2. Przestrzenie hermitowskie

Teoria form hermitowskich ma podstawowe znaczenie w opisie struktur me-
trycznych na przestrzeniach wektorowych nad ciatem liczb zespolonych i jako taka
znajduje zastosowanie w opisie przestrzeni stanéw kwantowych teorii fizykalnych,
modelowanych na przestrzeniach Hilberta (formy hermitowskie s uzywane m.in.
w konstrukcji amplitud prawdopodobienstwa). Ponizej odpowiemy na kluczowe
pytanie o kanoniczng posta¢ formy hermitowskiej, ktore bedzie zarazem pytaniem
o wewnetrzna organizacje przestrzeni wektorowej (czyli np. mozliwosé¢ konstrukeji
wyrdznionych baz) w obecnosci formy hermitowskiej. Zaczniemy zatem od funda-
mentalnego

TWIERDZENIE 9.1 (O bazie ortogonalnej dla formy hermitowskiej). Przyj-
migmy notacje Def. 67, 11, 13, 21, 32, 35, 61, 63, 64, 65, 68, 70, 75, 78, 95,
98, 105, 106, 107, 108, 109, 110, 111, 112 i 113, Stw. 75 oraz Przykt. 11, 34 (2) i
35(2). Niechaj V bedzie skoriczenie wymiarowq przestrzenig wektorowq nad ciatem
K. Dla dowolnej formy hermitowskiej v : V xV — K istnieje baza ortogonalna
wtedy i tylko wtedy, gdy nie sq spetnione réwnocze$nie ponizsze warunki:

(i) charK =2;
(i) J=idg;
(iil) v jest niezerowq formg alternujgcq.

Dowdd: Instrumentalny w dowodzie niniejszego twierdzenia jest

LEMAT 9.2. Przyjmijmy notacje Def. 11, 13, 21, 82, 35, 61, 63, 64, 105, 106,
107, 108, 109 i 114 oraz Przykt. 11 i 35 (2). Niechaj V bedzie przestrzeniq wekto-
rowq nad ciatem K i niech v : VxV — K bedzie niezerowq formg hermitowskq.
Jesli wszystkie wektory z V' sq izotropowe, to jest spetniona koniunkcja warunkow:

(i) charK =2;
(i) J=idx;
(iil) v jest niezerowq formq alternujgcq.
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Dowdd: Tzotropowosé¢ wektorow z V' jest rownoznaczna z (iii). Na podstawie zalto-
zen dotyczacych V obliczamy tez, dla dowolnych wektoréow v,w eV,

Ok = Y(v+vw,v+y w) =7(v,0) +x Y (w,w) +x (v, w) +x (W, v)

V(v w) +k Y(w,v),
skad
7(U7w) = _FY(U)/U) = _’7(1}3 U.)) .
Przy tym jednak skoro ~ # 0, to musza istnie¢ wektory v,w € V' o wlasnosci
’Y(U,UJ) =1k )

a w takim razie — dla dowolnego skalara A e K —

A=Ak y(v,w) =y (A by v,w) = =y (A by v,w) = ~y(v,w) KA=-A,

czyli ostatecznie
A+ A =0k
Ktadac \:= 1k, otrzymujemy 1k +x 1k = Ok, a to daje (i). Wobec jednoznacznosci
elementu przeciwnego do danego A € IK wnioskujemy na podstawie tozsamosci
A+ A=Ak (Ik +k 1k) = A 'k Ok = Ok,
0 réwnosci
A=A,

ktoéra jest rownoznaczna z J = idk. O

Wracamy teraz do dowodu twierdzenia zasadniczego, ktadac przy tym v #0 i
stosujac indukcje wzgledem wymiaru NV := dimg V. Dla N =0 teza jest w oczywisty
sposoéb prawdziwa. Przyjmijmy przeto, ze jest ona stuszna takze dla N = Ny > 1,
a nastepnie potozmy N = Ny + 1. Jesli koniunkcja (i)A(ii)A(iii) nie zachodzi, to na
mocy lematu musi istnie¢ wektor v € V' o wlasnosci v(v,v) # Og. Zwr6¢my uwage,
7e (v)k jest niezwyrodniala, przeto na mocy Stw.156 V rozklada si¢ na sume
ortogonalna

V= (o) Q)
skad w Swietle Stw.91 wynika ograniczenie
dlm]K <’U)]J£<’Y = dlm]K V- dlm]K <’U)]K = NO +1-1= N() .

Zalézmy najpierw, ze 7|<v)‘” nie spelia (i)A(ii)A(iil), a wtedy zalozenie induk-
K

cyjne przewiduje istnienie bazy {v;}, 5 przestrzeni (v)fK7 ortogonalnej wzgledem
7|<v>‘7' W tej sytuacji uktad {v} u {v;}, 55 Jjest baza v-ortogonalng V. Pozo-
K )
staje zatem zbadaé sytuacje, gdy ~* := ')/|(7J)L7 # 0 jest alternujaca, charK =2 i
K

J = idk. Znajdujemy wowczas wektory wy,ws € (v)y) o whasnosci v*(wa,w;) # 0.

Zdefiniujmy vy := v +y wy i dobierzmy skalar A\ € KK w taki sposéb, izby bylo
v+y A by wa Ly vy, czyli

Ox = Y(v+y Aby wa,v+y wy) =y(v,v) +K Ak Y(wse,v) +K Y(v,w1)
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+RA K Y(wa,w1) = y(v,v) +K A K Y (we,w1).
Skalar taki jest dany jednoznacznie wzorem
A = —y(wa,w1) ™k Y(v,0).
Obliczamy teraz, uwzgledniajac po drodze wy L v i alternujacy charakter ~*,

V(W +y Ay wa, vy Aby wa) = Y(v,0) +K Ak Y(w2,v) +K V(v w2) - A

+RA K Y (w2, w2) K A

Y(v,v) +K A K Y (w2, we) K A =Y(v,v) # Ok .
Stwierdzamy zatem, ze ograniczenie 7| (o) nie jest forma alternujaca, czyli nie

jest przez nie speliona koniunkcja (i)A(ii)A(iil), to jednak oznacza, ze mozemy
zastosowac zalozenie indukcyjne, zauwazywszy uprzednio, ze

Y(vr,v1) = y(0,v) +k Y(v,wr) K V(Wi v) +r V(w1 wr) =Y (v, ) +K 'Yl(wlawl)

= v(v,v) #0,
czyli ze podprzestrzen (vq)y jest niezwyrodniala.
Na koniec upewniamy sie, ze (i)A(ii)A(iil) wyklucza istnienie bazy ortogonalnej
wzgledem ~. Zalozmy, przeciwnie, ze {v;}, 7 jest taka baza, czyli
K
Vijerw (i) = Ak 6y
dla pewnych skalarow \; € K. Skoro v jest alternujaca, to muszg zachodzi¢ rownosci
Viin A= ¥(vi,v5) = Ok,
a w takim razie v =0, co przeczy (iii). O

Na podstawie powyzszego twierdzenia mozna tez wnioskowaé o okolicznosciach,
w ktorych baza ortogonalna poddaje sie normalizacji.

COROLLARIUM 21. Przyjmijmy notacje Def. 67, 11, 18, 21, 32, 85, 61, 63,
64, 65, 68, 70, 75, 718, 95, 98, 105, 106, 107, 108, 109, 110, 111, 112 i 113, Stw. 75
oraz Przykt. 34 (2) i 35 (2). Niechaj V bedzie skoriczenie wymiarowq przestrzeniq
wektorowq nad ciatem K, wyposazong w niezwyrodniatq forme hermitowskq ~y. Jesli
ktorys z warunkow (i), (i) lub (iii) z tezy Tw. 9.1 nie jest spetniony, a do tego
Voev Inex @ 7(v,0) = Ak A,

to istnieje w V' baza ortonormalna wzgledem -y.

Dowdd: Niech {v;}, ;v bedzie baza ortogonalng dla v, ktérej istnienie gwarantuje
Tw.9.1. Wobec niezwyrodnienia ~ mamy

viem : V(Uiavi) ¥ O]Ka
a zatem

VieTw Inernfox) ¢ V(i 03) # A K A



9.2. PRZESTRZENIE HERMITOWSKIE 257
W takim razie uktad {A\;! >y Vit 7w Jest poszukiwang baza ortonormalna. O

Nalezy podkresli¢, ze zalozenia corollarium sa spelnione, m.in., gdy J = idg i
ciato K jest algebraicznie domkniete, albowiem wowczas kazdy skalar jest kwadra-
tem innego. Obserwacja ta lezy u podstaw procedur ortonormalizacyjnych dla form
symetrycznych nad K = C.

Innym istotnym wnioskiem z Tw.9.1 jest

STWIERDZENIE 157 (O postaci kanonicznej macierzy hermitowskiej). Przyj-
mijmy notacje Def. 67, 11, 13, 21, 32, 95, 61, 63, 65, 68, 70, 75, 78, 82, 84, 105,
106, 107, 108 i 109, Cor. 14, Stw.75, 95, 96, 97, 98, 99 i 152, Tw.8.11 oraz
Przykt. 85 (2) i 41. Niechaj M € Mat(IK; N) bedzie macierzqg hermitowskq rzedu
rk M =:r e IN. Wtedy i tylko wtedy, gdy ktorys z warunkow (i), (it) lub (iii) z tezy
Tw. 9.1 nie jest spetniony, istnieje macierz odwracalna B € Mat(IK; N) diagonali-
zujgea M wedle formuty

BTQMQB:( A OTX(N—T) ) ,
O(N—'r‘)xr 0(N—7')><(N—7')

w ktérej A e GL(K;r) jest macierza diagonalna

At Og Ok - Ok
Ok A2 Ok - Ok
A=] O Ok - : =:diag(A1, A2, .., Ar)
: : ~ o Ok
Og - - Og A

o niezerowych wyrazach na przekgtnej \; # Ok, i € 1,7 spetniajgcych relacje sa-
mosprzezenia

Dowéd: Wybierzmy w V' baze {v;}, 7 1 zdefiniujmy forme hermitowska s
stowarzyszong z M jak w tezie Stw.152. Na mocy Tw.9.1 w przestrzeni V istnieje
baza %' :={w;}, ;5 ortogonalna wzgledem vy,

. -\ K
Vi,jEl,N : ’YM(wZ7wj) = )\7] ‘K 61,] 5

przy czym zawsze mozema tak uporzadkowaé jej elementy, aby niezerowe skalary
;i # 0g odpowiadaly pierwszym rkvy = rk M wektorom bazy %'. Wowczas

B :=[idy]%,
jest pozadana macierza diagonalizujaca M, jawnie odwracalng. Pozostaje upew-
ni¢ sie, ze skalary A; spelniaja relacje samosprzezenia, wykorzystujac w tym celu
hermitowsko$¢ formy ~yas,
Viaw ¢ Xi = Yar(wi, wi) = yar (Wi, wi) = Ag
O
Celem ilustracji wypowiedzianych wczes$niej tez przedstawimy obecnie prosta i do§é

powszechnie stosowang konstrukcje bazy ortogonalnej dla pewnej klasy niezwyrod-
nialych form hermitowskich.
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STWIERDZENIE 158 (Ortogonalizacja Grama-Schmidta). Przyjmijmy no-
tacje Def. 67, 11, 13, 21, 32, 35, 61, 63, 64, 65, 68, 70, 75, 78, 82, 87, 89, 91, 95,
98, 105, 106, 107, 108, 109, 110, 111, 1121 113, Stw. 75 oraz Przykt. 34 (2), 35 (2)
1 41. Niechaj V bedzie przestrzeniq wektorowg nad ciatem K wyposazong w forme
hermitowskq v i niech {v;}icrey € V' bedzie rodzing wektoréw liniowo niezaleznych
o tej wlasnosci, ze dla dowolnego N €I podprzestrzen Vi = (v1,vs,..., 0N )k jest
niezwyrodniata (wzgledem ). Zdefiniujmy rodzine macierzy

G(N) : 17NX 17N_)IK : (Z’.]) '_)’Y(’Uiavj)v
indeksowang przez liczby N e I. Wektory

n

eni= ((c?(?f)"n)*1 K é?’n)”j) bvvj, neLlN,

J=1

— 1
zapisane w notacji Def. 91 i dla G(1) ;| := 1k, tworzq baze ortogonalng Vy dla
dowolnego N, a przy tym

—_—n

-1
Vo ¢ enen) = (GM),) ket (G(n)) -

Dowdd: Niezwyrodnienie vy := ¥|vyxvy jest — wobec dimg Viy = N < oo — réwno-
wazne bijektywnodci odwzorowania J,or,, : Vy — V™. Macierz tego ostatniego
wzgledem baz: % := {vi}, ;7 w Vi i dualnej do niej #* := {v/}, 75 W V§
przyjmuje postaé

*
* %

[J* °© T'YN]% = ((J* °Tyn (vi ’v] >)i,jel,N = (<vj7 J* °TyN (’Ui)>)i,jel,7N

(v(wi20), o = (00 09)) e = GOV

Wobec tego zerowanie sie wyznacznika macierzy G(N) implikowaloby nieistnienie
odwrotnosci (macierzy) J. or,,, co byloby sprzeczne z wyjsciowym zalozeniem.
Argument ten pokazuje, ze wektory e, sa dobrze okreslone.

Zauwazmy dalej, ze

Vner : en —UN € VN_1,

co oznacza liniowa niezaleznos¢ uktadu {e,}, 77, z ktorej dalej wynika, ze uktad
ten jest baza przestrzeni V. Przy tym dla kazdego n < N zachodzi — na mocy
Tw.8.13 —

—_— _1 N —_—
Yeww) = (GO)Y) > GONY'| & (v 0m)

1] I
e

—_— -1 N —_— .
G)') w2 GO w GV,

-1
_ (G(N) N) & ety (G(V)) -k 0%, = 0.
czyli

en Ly Vn_1,
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a zatem — w szczegoélnosci —
vn<NEI ©EN J-'y €n -
Na koniec liczymy, wykorzystujac wyniki wczeéniejsze,

v(en,en) = (G(N)A][v) 'K;G(N)AZ'JK’Y(%GN)

— N\ —N
(E@N) =Gy xr(on,en)

= y(vn,en) :;Zi y(vN,v5) 'K J(é_@v’)]\ﬂ]) K ‘](C’:—(\N’)]\;\f)1
S (G oy (F0T)

—n~N\\!
= J(det(N) (G(N))) K J(G(N) N)

= J(det(N_l) (G(N - 1))71 ‘K det(N) (G(N))) .

Ostatnia cze$¢ tezy wynika zatem wprost z ciagu rownosci, wypisanego dla dowol-
nego N el,

J (det(ny (G(N)))

det ) (J (G(IV))) = det ) ((W)Jm)
det () ((V(Ujavi))i,jem) = det(n) (G(V)T)

det(N) (G(N)) .

Dotychczasowe nasze dociekania kaza nam wyréznié

DEFINICJA 115. Przyjmijmy notacje Def.11, 13, 21, 32, 35, 61, 63, 105,
106, 107, 108 i 109 oraz Przykl.35(2). Niechaj (((V,+v,Py,e — 0v),0v),7)
bedzie przestrzenia (e = 1k-)hermitowska nad cialem K. Jej automorfizmy okre-
§lamy mianem automorfizméw unitarnych (lub transformacji unitarnych),
generowang za$ przez nie grupe

U(y) = Autg (V,7)

nazywamy grupa unitarng stowarzyszona z . W szczegblnosci w przypadku
przestrzeni V = K*N N ¢ N wyposazonej w forme hermitowska o macierzy wzgle-
dem bazy standardowej danej przez macierz jednostkowa stopnia N otrzymujemy
w ten sposob grupe unitarng stopnia N o wspélczynnikach z K, oznaczang
symbolem

U(N;K) = Un(K).

Macierz transformacji unitarnej U € U(N;IK) wzgledem bazy standardowej nazy-
wamy macierza unitarng (stopnia N).

A

Mamy oczywiste
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STWIERDZENIE 159. Przyjmijmy notacje Def. 11, 13, 21, 32, 35, 61, 63,
105, 106, 107, 108, 109 i 115 oraz Przykt. 35 (2). Dowolna macierz unitarna U €
Mat(K; N), N € IN spelnia tozsamosé

UleU=1y.
W szczegolnosci jest ona macierzqg odwracalng.

Na zakonczenie dyskusji form hermitowskich ograniczymy nasze rozwazania do
przypadkow o szczegolnym znaczeniu fizykalnym, a mianowicie (K, J) € {(R,idR),
(C,?)}. Mozemy w tych przypadkach okresli¢

DEFINICJA 116. Przyjmijmy notacje Def. 11, 14, 18, 13, 21, 32, 35, 61, 63,
105, 106, 107, 108 i 109 oraz Przykl.35(2). Niechaj (K,J) € {(R,idr), (C,?)}.
Forme hermitowska « na przestrzeni wektorowej V' nad K nazywamy dodatnio
polokreslona (lub po prostu dodatnia), co zapisujemy symbolicznie jako

720,
jesli spetnia ona warunek
Voev @ v(v,v) 20.

Analogicznie, v nazywamy ujemnie poélokreslona (lub po prostu ujemna), co
zapisujemy symbolicznie jako

v<0,
jesli spetia ona warunek
Voey @ y(v,v) <0.
Jezeli jedynym wektorem, dla ktérego powyzsze nieréwnosci ulegaja wysyceniu, jest
wektor zerowy, tj. zachodzi
v(v,0) =0 = v =0y,
mowimy o formie dodatnio lub — odpowiednio — ujemnie okreslonej i piszemy
v >0 lub — odpowiednio — v < 0.
A

Azeby moc pokusié sie o sformutowanie wygodnego kryterium dodatniej okreslono-
$ci formy hermitowskiej, udowodnimy proste acz wazne

STWIERDZENIE 160 (Nieréwno$¢ Schwarza). Przyjmijmy notacje Def. 11,
14, 18, 13, 21, 32, 35, 61, 63, 105, 106, 107, 108, 109 i 116 oraz Przykt. 35 (2).
Niechaj (K, J) € {(R,idr), (C,?)}. Forma hermitowska v dodatnio pétokreslona na
przestrzeni wektorowej V. nad K spetnia relacje

Vowevy = (v, w) k y(v,w) <y(v,v) Kk y(w,w),

zwang nierownoscia Schwarza.
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Dowdd: Tlekro¢ wektory v i w sa liniowo zalezne, nieréwno$¢ jest trywialnie spel-
niona, zalézmy wiec, ze podprzestrzen (v,w)y ¢ V jest dwuwymiarowa i ogra-
niczmy vy do tej podprzestrzeni, oznaczajac
;7 = ’Y|(v,w)]K .
Wprost z zalozenia wynika, ze 7 jest dodatnio pélokreslona forma hermitowska
na (v,w)g, istnieje zatem — na mocy Tw.9.1 — baza £ = {vi,v2} W (v,w)yk
ortogonalna wzgledem 7%, w ktérej obliczamy

det(g)([;ﬂgg) = ”7(1)1, ’1}1) K 77(1)2, ’U2) >0.
Wobec swojej liniowej niezaleznosci baze tworzg takze wektory {v,w}, korzystajac
zatem ze Stw. 112, 114 i 153, otrzymujemy pozadany wynik

'Y(U’ U) ‘K 'y(w’ w) - ’7(1}7 ’LU) ‘K fY(Ua w) = ;7(7]’ U) ‘K 7(“’7 w) - ;7(7}7 w) ‘K ”7(’10, U)
= det (o) ([Fv,wy) = det(ay (([id<v7w)M]‘?i,w})T o[Flzo [id<v,w>K]‘?§;,w})

= deta) (i JF00y) ) ety ([, 70,y ) & detay ([7]:0)

= det(a) ([id g Jouy) & detie) ([, 17,y )  detea) ([71) 2 0.

Natychmiastowa konsekwencja powyzszej nieréwnosci jest

COROLLARIUM 22. Przyjmijmy notacje Def. 11, 14, 18, 13, 21, 32, 35, 61,
63, 105, 106, 107, 108, 109 i 116 oraz Przykt. 85 (2). Niechaj (K, J) € {(R,idRr),
(C,?)}. Zbior wektorow w przestrzeni V. nad ciatem K izotropowych wzgledem
dodatnio pétokreslonej formy hermitowskiej v rozpina podprzestrzenn V*v. Forma
v jest zatem niezwyrodniata wtedy i tylko wtedy, gdy spetniony jest warunek
vUEV\{OV} : ’Y(’U,U) >0,
czyli, innymi stowy,

¥>0 <= (720 A Kery={0y} ).

Dowdd: Kazdy wektor v e Vv jest izotropowy wprost z definicji, ale tez dla kaz-
dego wektora izotropowego v i dowolnego wektora w € V' otrzymujemy nieréwnosé
’Y(’Uv ’lU) ‘K 7(’07 ’LU) < ’Y(’U? ’U) ‘K ’Y(wv ’LU) =0 )
ktora implikuje réwnosé
Y(v,w) =0,

ta za§ wobec dowolnosci wyboru w oznacza, ze ve V4, ([l

Niezwyrodniate dodatnio pétokreslone formy hermitowskie dostarczaja uogoélnienia
pojecia “dtugosci wektora” znanego (pod postacia wzoru Pitagorasa) z elementar-
nej geometrii euklidesowej przestrzeni R*"™. Omowimy je nieco doktadniej w dalszej
czedci kursu, a tymczasem wprowadzmy jedynie
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DEFINICJA 117. Przyjmijmy notacje Def. 11, 13, 14, 18, 21, 32, 35, 61, 63,
105, 106, 107, 108, 109 i 116 oraz Przykt. 35 (2). Niechaj (K, J) € {(R,idRr), (C,?)}.
Dowolng dodatnio okreslong forme hermitowska -~ na przestrzeni wektorowej V'
nad K okreslamy mianem iloczynu skalarnego.

A

Mozemy juz teraz wypowiedzieé¢

STWIERDZENIE 161. Przyjmijmy notacje Def. 11, 14, 18, 13, 21, 32, 35,
61, 63, 105, 106, 107, 108, 1094 116 oraz Przykt. 35 (2). Niechaj (K, J) € {(R,idRr),
(C,?)} i niech V bedzie przestrzeniq wektorowg nad K wymiaru N :=dimg V < oo
wyposazong w forme hermitowskq . Wybierzmy w V baze % := {vi}ieﬁ 1 zdefi-
niugmy, dla dowolnego ne 1, N,

G(n) = (’Y(vhvj))i,jgﬁ :
Prawdziwg jest rownowazno$é

7>0 < V, g5 @ det(n) (G(n))>0.

Dowod:

= Skoro v >0, to takze 7, := |y, xv, >0 dla dowolnej podprzestrzeni V,, :=
(v1,v2,...,Un), jest zatem -y, dodatnio okreslong forma hermitowska
na V. Istnieje zatem w V,, — na mocy Tw.9.1 — baza % ortogonalna
wzgledem 7, przy czym wszystkie wyrazy (diagonalne) macierzy [v,]=
s3 dodatnie. Z poréwnania wyznacznika tej macierzy z wyznacznikiem
macierzy [v,]e formy ~, wzgledem bazy %' :={vi,vs,...,v,} wynika,
po uwzglednieniu odwracalnosci macierzy przejscia miedzy tymi bazami,
pozadana nieréwnosé

det(ny (G(n)) = det(n)([yn]e)

= det(n) ([lan]%r) ‘K det(n) ([ldvn]%,) ‘K det(n)([vn]@)

> 0.

< Wystarczy zastosowaé procedure ortonormalizacyjna opisang w Stw. 158
po uprzednim wykorzystaniu pierwszego kroku jego dowodu celem upew-
nienia sie o niezwyrodnieniu V,, wzgledem ~.

O

Wykorzystujac wprowadzone powyzej pojecia, jesteSmy w stanie precyzyjnie scha-
rakteryzowa¢ strukture przestrzeni (e = 1k-)hermitowskiej nad ciatami liczbowymi

Ke{R,C}.

TWIERDZENIE 9.3 (Sylvestera prawo bezwladnosci). Przyjmijmy notacje
Def. 67, 11, 14, 18, 13, 21, 32, 35, 61, 63, 64, 65, 68, 70, 75, 718, 95, 98, 105, 106,
107, 108, 109, 110, 111, 112, 118, 116, Stw. 156 i 157 oraz Praykt. 34 (2) i 35 (2).
Niechaj (K,J) € {(R,idgr), (C,?)} i niech (((V,+v,Pv,e — Ov),lv),7) bedzie
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przestrzeniq (e = 1k-)hermitowskq wymiaru N := dimk V < oo nad K. Wowczas V
rozktada sie na sume ortogonalng

V=1QV.OV-
podprzestrzent Vo c V' oraz niezwyrodniatych Vy c' V' okreslonych przez warunki
Yvoxve =0, MNvixv, 20, Yvowv <0.

Co wiecej, istnieje baza ortogonalna % := {v;}, 1 przestrzeni V o tej wtasnosci,
ze macierz v wzgledem A ma postaé

[’y]%—: = dlag(l]K, 1]}(, ey 1]}(7 —1]}(, —1]}(, ey —1]}(,01}(,011(7 e 701K) .

Sy TAZY S_ razy N—-(s++s_) razy

Przy tym wymiary K-liniowe s; := dimg V. nie zalezg od wyboru rozktadu opisanego
powyzej, a nadto spetniajg toisamosci

Sy = max {lelIKVV}7 S++S_:I'k’y.
WcVv
+v|wxw 20 niezwyrodniata

Dowdd: Wybierzmy baze ortogonalng % := {v;}, 7 przestrzeni V, ktorej istnienie
orzeka Tw.9.1. Skoro

VUGV : ’Y(Uav) € Ra
to mozemy uporzadkowaé elementy tej bazy tak, by bylo
Viem : ’)/(Ui,’l}i)>0 A Vﬁm : ’)/(’Uj,’Uj)<0
A vkes++s_+1,N : Py(vk’ vk) =0
dla pewnych liczb naturalnych s, < N. Mamy wtedy

V+ = (vla 'U27 e 7US+ >]K I V, = <’Us++17vs++27 M) ’US++S,)]K 9

‘/O = <Us++s,+17 Vs,4s_+25 -+ 7UN)]K 3

a wiec tez i rozklad
(9.1) V=Vo@QV.-OV-.

Poniewaz za$

2 2
Vierss ¢ Y (i, v3) = /(v v3) NV Y(vj,v5) = =/ =v(vi,vi)

przeto mozemy wybraé jako baze ortogonalng te utworzona przez wektory

-1
V "Y(viavi) >y Vi, 7'61354-7

€; =

-1 R
ej = V-y(vi,v) Py, jesi+1,5.+5_,
er = v, kes,+s_+1,N.

Rozwazmy nastepnie podprzestrzen P c V, na ktorej v|pxp > 0 jest niezwy-
rodniata. Zachodzi oczywista relacja

PO(V()GBV,) = {Ov},
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albowiem dowolny wektor v e Pn(Vp@V_.) spelnia warunek v(v,v) >0, a zarazem
jesli przedstawié¢ go jako sume v = vg + v- skladowych vy € Vp i vo € V_, to
takze v(v,v) = y(v-,v-) < 0, a wynikajaca stad rownosé¢ ~(v,v) = 0 implikuje
natychmiast (wobec znanej postaci v|y.xyv. W uzytej wyzej bazie ortogonalnej)
v =0y, czyli tez v € PnVj, a zatem v = 0y z racji niezwyrodnienia v|pxp. W
takim razie, jak poucza Stw. 85, suma

P+y (Voo Vo) cV =V,OQV.OV-

jest prosta, skad dalej wniosek, wyciagniety na podstawie Stw.83 i 86, ze
dimg P + dimg (Vo @ V_) = dimg (P +v (Vo @ V_)) < dimg (V;) + dimg (Vo @ V2),
czyli

dimg P < dimg (V) = s, .
Analogicznie dowodzimy relacji

dimg N < dimg (V2) = s_,
spelnionej dla dowolnej podprzestrzeni N c V, na ktorej v|yxn < 0 jest niezwy-
rodniata.

Rownosé s; +s- =rky wynika wprost z Def. 108, dla zakonczenia dowodu wy-
starczy zatem pokazaé niezalezno$¢ s, od wyboru podprzestrzeni V., w rozkladzie
(9.1). Niech %' := {w;}, 7 bedzie baza ortogonalng V odpowiadajaca nowemu
rozktadowi (w ktorym skladnik Vj = Ker+y pozostaje oczywiscie ten sam)

V =Vo@QW.QW_,
przy czym
W+ = <w13 W2, ..., W, >]K ) W_ = <wt++17wt++27 sy Wy gt >]K

dla pewnych liczb naturalnych ¢*,¢” < rk~v. Pokazemy rownosé¢ s_ =¢_. W tym celu
wystarczy sie przekonaé, ze uktad

{U17U27 s 7US+7wt++17wt++27 so 7wt++t,}
jest liniowo niezalezny, bo wtedy — na mocy Stw. 78 —
Sy +t_<si+s5. <= t_<s_,

a z racji symetrii takze

s_<t_,
czyli ostatecznie s = t_.. Niech zatem bedzie dana rodzina skalaréw
l - P
{A }ld,swt#li#t o wlasnosci
Sy ; te+t_
m
Z)\ >y vty Z A >y Wy, =0y,
=1 m=ti+1
czyli
Sy T+t
’ULZ:Z)\ZDVvl:— Z )\mDv’me!UR.
=1 m=ti+1

Wykorzystujac ortogonalnosé¢ baz % i %', obliczamy

Sy ty+t_

SN -k Ak (v, v) =y (vr,vr) = (v, vR) = ATk A g Y (Wi, Wiy )

=1 m=t,+1
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a poniewaz y(v;,v;) > 0> (W, Wy, ), wiec koniecznie

A= 0 A v S = 0.

lel,sy mety+1,t+t_

Powyzsze rozwazania prowadza do

DEFINICJA 118. Przyjmijmy notacje Def. 67, 11, 13, 21, 32, 35, 61, 63, 64,
65, 68, 70, 75, 78, 95, 98, 105, 106, 107, 108, 109, 110, 111, 112, 113 i 116, Stw. 156
i 157, Tw.9.3 oraz Przykl. 34 (2) i 35 (2). Pare liczb (s4,s_) € N*? zdefiniowanych
w Tw. 9.3 nazywamy sygnatura formy hermitowskiej ~ i zapisujemy jako

sign(7y) = (s4,5.).
A

Nader istotnym elementem teorii form hermitowskich jest ich zwigzek z pew-
nymi wyréznionymi klasami endomorfizméw ich dziedziny, analogiczny do zwigzku
miedzy formami dwuliniowymi a endomorfizmami ich dziedziny, opisanego w
Stw.124. Rozwazania dotychczasowe daja w tym konteks$cie natychmiastowy i
strukturalnie bogaty wglad w teorie widmowy dla szerokiej klasy endomorfizméw i
stanowig punkt wyjscia do dyskusji ich postaci kanonicznych. Zanim przejdziemy
do szczegbtowej analizy tych zagadnien, zbadamy jeszcze pokrétce formy hermitow-
skie o pierwszorzednym znaczeniu w geometrii rézniczkowej i analizie funkcjonalnej
oraz stowarzyszonych dziatach fizyki uprawianych nad cialem liczb rzeczywistych,
tj. formy symetryczne, jak réwniez formy skosnie symetryczne, ktore spotykamy w
kanonicznym opisie klasycznych i kwantowych teorii pola oraz w geometrycznym
opisie pola elektromagnetycznego.

9.3. Przestrzenie symetryczne i formy kwadratowe

Naturalnym polem zastosowan form symetrycznych jest geometria rézniczkowa
przestrzeni topologicznych lokalnie modelowanych na (podzbiorach) przestrzeni eu-
klidesowej R*™ oraz analiza funkcjonalna na nich uprawiana. Pomiar odlegtosci
i uplywu czasu oraz geometryczny opis propagacji Swiatta w otaczajacej nas cza-
soprzestrzeni to ledwie najprostsze i najbardziej oczywiste z tych zastosowarn, o
innych opowie przysztosemestralny kurs geometrii rézniczkowej. W niniejszym roz-
dziale polozymy gtéwny nacisk na te aspekty ogoélnej teorii przestrzeni wektorowych
wyposazonych w formy symetryczne, ktére nie sa jedynie prosta parafraza obser-
wacji poczynionych w rozdziale poprzednim w odniesieniu do szerszej klasy form
hermitowskich.

Nasze rozwazania zaczniemy od uporzadkowania relacji pomiedzy formami sy-
metrycznymi a pewng istotng klasa odwzorowan jednorodnych okreslonych na prze-
strzeniach wektorowych, ktore — jak pokazemy w Rozdz. 12 — dostarczaja matema-
tycznych narzedzi opisu p6l fermionowych na czasoprzestrzeni poprzez konstrukcje
struktur zwanych algebrami Clifforda i ich reprezentacji spinorowych. Od-
wzorowania te wprowadza

DEFINICJA 119. Przyjmijmy notacje Def.67, 11, 13, 21, 32, 35, 36, 61, 63,
64, 65, 68, 70, 75, 78, 95, 96, 98, 105, 106, 107, 108, 109, 110, 111, 112, 113, 116
i 118, Stw. 156 i 157, Tw.9.3 oraz Przykt. 34 (2) i 35 (2). Niechaj K bedzie cialem
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i niech V' bedzie przestrzenia wektorowa nad K. Forma kwadratowa na V to
odwzorowanie

Q:V—0K
jednorodne stopnia 2, tj. spelniajace warunek

Yoy @ QAby v) =2k Q(v),

i o tej wlasnosci, ze odwzorowanie
g VxV—K: (v,w) — Qu+vw)-Q(v)-Q(w)

jest forma dwuliniowa na V. Forme te, jawnie symetryczna, okre§lamy mianem
formy dwuliniowej stowarzyszonej z (). Jadro formy kwadratowej to pod-
przestrzen

Ker@:=Ker®gcV.

Forme kwadratowa ) nazywamy niezwyrodniala (wzgl. zwyrodnialy), jesli
Ker@ = {0y} (wzgl. Ker@ # {0y }).

Wektory tudziez (pod)przestrzenie wzajem ortogonalne (wzgl. izotro-
powe) wzgledem formy kwadratowej @ to wektory lub — odpowiednio
— przestrzenie o tej samej cesze wzgledem formy symetrycznej ®¢. Analogicznie
definiujemy sume ortogonalna, baze ortogonalna oraz baze ortonormalna
wzgledem formy kwadratowej Q.
indexbazalortonormalnalwzgledem formy kwadratowej I wreszcie sygnatura formy
kwadratowej @ to sygnatura formy (hermitowskiej) ®q,

sign(Q) :=sign(Pgq) .

Przestrzen kwadratowa to para (((V, +v,Py, e — OV),KV), Q) ztozona z
przestrzeni wektorowej ((V,+y,Py,e— 0y ), ¢y ) nad cialem K oraz formy kwa-
dratowej () na niej okreslone;.

A

Zwigzek miedzy symetrycznymi formami dwuliniowymi a formami kwadratowymi,
zasygnalizowany juz w samej definicji tych ostatnich, ustala®

STWIERDZENIE 162. Przyjmijmy notacje Def. 11, 32 i 61 oraz Przykt. 11 i
niech V' bedzie przestrzeniq wektorowq nad ciatem K. Jesli charKK # 2, to istnieje
wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$é miedzy formami kwadratowymi i symetrycz-
nymi formami dwuliniowymi na V.

Dowdd: Warunek charK # 2 gwarantuje odwracalno$é¢ skalara 2 := 1g +x lg W
ciele, tj. istnienie 25 € K. Mozemy zatem stowarzyszy¢ z dowolna symetryczna
formami dwuliniowg ® na V forme kwadratowa

Qo : V—K : v— 2l x ®(v,0).
2w przypadku charIK = 2 takze mozna okresli¢ relacje miedzy formami kwadratowymi a

symetrycznymi formami dwuliniowymi, patrz: Ref.| , §3, n°4, Prop. 2]. Odpowiedniosc¢
ta nie jest jednak wzajemnie jednoznaczna.
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Forma dwuliniowa stowarzyszona z Q¢ to
®q, =0,

co pokazuje, ze odwzorowania @ — ®g i ® — Qo s3 wzajem odwrotne. ([l

O patologicznej naturze przypadku charK = 2 zaswiadcza nastepujaca elemen-
tarna obserwacja: dla kazdej formy kwadratowej () na przestrzeni wektorowej V'
nad cialem K forma dwuliniowa stowarzyszona z @ jest alternujaca,

Voev + @q(v,v) =0k,
a zatem skosnie symetryczna. Oczywiscie nie oznacza to jeszcze, ze (bedac zarazem
forma symetryczna) jest ona koniecznie zerowa.
W $wietle powyzszych argumentéw podstawowe wlasnosci form kwadratowych

otrzymujemy jako corollaria do stwierdzen dotyczacych form hermitowskich, udo-
wodnionych w rozdziale poprzednim. Zaczniemy od

STWIERDZENIE 163 (Twierdzenie Lagrange’a o diagonalizacji formy kwa-
dratowej). W notacji Def. 11 oraz Przykt. 11 kazda forma kwadratowa na prze-
strzeni wektorowej nad ciatem K o charakterystyce charlK # 2 ma baze diago-
nalizujgcg.

[

Dowdd: Stwierdzenie to jest oczywistg konsekwencja Tw.9.1. Ponizej przedsta-
wimy jego dowod konstrukcyjny stuszny w przypadku dimi V' =: N < oo. Jest on
opisywany w literaturze pod nazwa metody Lagrange’a diagonalizacji formy
kwadratowej (lub tez metody uzupelniania do kwadratu).

Niech @ # 0, co jest rownowazne ®g # 0. Wybierzmy dowolng baze {v;}
w przestrzeni V. Zalézmy najpierw, ze

iel,N

Viaw ¢ Po(vi,v:) =0k .
Wobec zatozenia ®g # 0 muszy istnie¢ elementy bazy v; # v; o wlasnosci
@Q(Ui,?)j) #+ Ok .

Dokonujac (jesli to konieczne) permutacji elementéw bazy, mozemy przyjac¢ j =2 =
1+ 1, a nastepnie definiujemy

Ty = 25 by (V1 +y v2), Ty = 2t by (v1 +v Py (v2)) .
W nowej bazie {1,%2} U{v;} 575 zachodzy réwnosci
Do (T1,T1) = 2K & Pg(v1,v2) = ~Po(Ta, Ta) # Ok -
Mozemy zatem dalej rozwazaé sytuacje, w ktorej istnieje chociaz jeden niezerowy
wyraz diagonalny w macierzy [®g]s. Po ewentualnej permutacji indeksow dosta-
jemy
Qo (v1,v1) #0k .
Zdefiniujmy nowa baze o elementach
=1, Viaw @ Uj =0y (—@Q(vl,vl)_l K <I>Q(U1,vj)) >y v,
w ktorej obliczamy

@Q(”Dfl,’@/l) = (I)Q(Ul,vl) * O]K
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oraz — dla dowolnego j €2, N —
Oq(71,7;) = Po(v1,05) = o (v1,01) ™! & Po(v1,v;) & Po(v1,v1) = O,
co pokazuje, ze w tej nowej bazie jedynym niezerowym wyrazem w pierwszym wier-

szu (a wiec tez i w pierwszej kolumnie) macierzy formy ®¢ jest wyraz diagonalny.
Mozemy teraz powtorzy¢ opisang tu procedure w odniesieniu do (formy ®¢ ograni-

czonej do) podprzestrzeni (T2, 73, ..., Un ) itd., majac przy tym pewnosc¢, ze wobec
skoniczonego wymiaru V procedura diagonalizacyjna zakonczy sie po co najwyzej
N -1 krokach. ([

Jak jasno wynika z opisu procedury Lagrange’a, jest ona niezawodna i w kazdych
okolicznosciach prowadzi do diagonalizacji formy kwadratowej. W szczegolnych
okoliczno$ciach mozemy zamiast tej — bywa — dos¢ mozolnej procedury diagonali-
zacji zastosowal ponizsze

STWIERDZENIE 164 (Sylvestera—Jacobiego wyznacznikowy wzér na sygna-
ture). Przyjmigmy notacje Def. 67, 11, 13, 21, 32, 85, 61, 63, 64, 65, 68, 70, 75,
78, 82, 87, 89, 91, 95, 98, 105, 106, 107, 108, 109, 110, 111, 112, 113, 116, 118
i 119, Stw. 75, 156, 157 1 158, Tw. 9.8 oraz Przykt. 11, 34 (2), 35(2) i 41. Nie-
chaj 'V bedzie przestrzeniq wektorowq skoriczonego wymiaru dimgV = N < oo
nad ciatem K o charakterystyce charK # 2 wyposazong w forme kwadratowg Q
1 niech {Ui}ieﬁv c V bedzie dowolng bazg V o tej wtasnosci, ze dla dowolnego
ne1,N podprzestrzen Vi := (vi,vs,... ,Un ) Jest niezwyrodniata wzgledem @, tj.
wyznacznik odnosnej macierzy

Gn) : TaxTr—K : (i,]) — o(us0y),
jest odwracalny w K,
Vaw ¢ det) G(n) # 0k .
Wowczas wektory

n

en ::é ((5(71’) n)_l ~K(’}’(_T”L’)nj) >y vy, nel,N,

—1
zapisane w notacji Def. 91 i dla G(1) | := 1k, tworzq baze V diagonalizujgce Q, a
przy tym

——n \~ n+l

1 —
Voaw ¢ Qen) =28k (G)',)  xGn+ 1),

— N
gdzie G(N +1) 1\4:1 i=det(ny (G(N)). W szczegdlnosci wiec
sign(Q) = (p,9)

gdzie p jest liczbg dodatnich, q zas$ — ujemnych wyrazéw ciggu
(G@)") w G ). nel N
Forma Q nad ciatem K =R jest zatem dodatnio okreslona, gdy
Vg ¢ G(n) >0
1 ujemnie okreslona, gdy

Vnem : (_1)n ‘R G(n) n <0.
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Dowdd: Teza jest prostym wnioskiem ze Stw. 158 i Tw.9.3. O

Dotychczas korzystaliSmy jedynie z rezultatéw wcze$niejszych naszych docie-
kari osadzonych w kategorii form (e-)hermitowskich. Prawdziwie nowej, a przy tym
stosunkowo nietrywialnej wiedzy dotyczacej form symetrycznych dostarcza rodzina
twierdzen Witta, ktére oméwimy ponizej. Tytulem przygotowania do ich sformu-
towania wprowadzimy

DEFINICJA 120. Przyjmijmy notacje Def. 11, 13, 21, 32, 35, 61, 63, 72, 73,
105, 106, 107, 108 i 109 oraz Przykt. 35 (2). Przestrzen wektorowa V' nad cialem K
wyposazona w forme symetryczng « jest nazywana plaszczyzna hiperboliczna,
jezeli jest niezwyrodniala (wzgledem ), dimgV = 2 i istnieje w niej niezerowy
wektor izotropowy v eV,

v#0y A y(v,v)=0Kk.

Przestrzen hiperboliczna to suma ortogonalna dowolnej rodziny ptaszczyzn hi-
perbolicznych. Forma symetryczna (wzgl. kwadratowa) na przestrzeni hiperbolicz-
nej jest okre§lana mianem formy hiperbolicznej.

Baze {v,w} plaszczyzny hiperbolicznej V' spelniajaca uklad warunkow
(9.2) Y(v,v) =0k =y(w,w) A (v,w) =1k

nazywamy para hiperboliczng.

Elementarnego opisu przestrzeni hiperbolicznych dostarcza

STWIERDZENIE 165. Przyjmijmy notacje Def. 11 oraz Przykt. 11. Kazda
ptaszczyzna hiperboliczna nad ciatem K o charakterystyce charlX # 2 ma pare
hiperboliczng. I odwrotnie, dowolna dwuwymiarowa przestrzen symetryczna o bazie
spetniajgcej warunki (9.3) jest ptaszczyzng hiperboliczng.

]

Dowdd: Niech V' bedzie plaszczyzna hiperboliczng o wektorze v # 0y izotropowym
wzgledem formy symetrycznej . Wobec Ker~ = {0y } musi istnie¢ wektor w ¢ (v)k
spelniajacy warunek

v(v,w) # 0k,
gdyz w przeciwnym razie v € Ker~y. Polozywszy
U= ADY Uy W, M= =20tk y(v, w) g y(w, w)
bez trudu sprawdzamy, ze uktad {vy(v,w)™! bk u,v} jest parg hiperboliczng dla

V, oto bowiem u ¢ (v)y, a ponadto

_ _ 182
~ (’y(v,w) g u,y(v,w) ok u) = (*y(v,w) 1) KYADYy v+y w, A by v +y w)

= (’y(v, w)fl)2 K ()\2 ‘K Y(v,0) +K 2A K Y(v,w) +K (W, w))
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= (W(va)_l)z K (A k 7(v,w) +K v(w,w)) = Ok

oraz

v (v, w) T ek u,v) =y(v,0) T kYA By vy w,v)

= (v, w) ™k (A g (0,0) +K Y (w,0) = (v, w) Kk Y(V,W) = 1k
I odwrotnie, jezeli elementy bazy {v,w} przestrzeni V spelniaja relacje (9.3),
to v ma w tej bazie macierz

[7]{v,w} :( Ok lx ) )

1k Ok

ktora jest odwracalna (det(2)([Y]{v,w}) = ~1Kk # Ok). To pokazuje, ze forma ~ jest
niezwyrodniala, a zatem V jest w istocie plaszczyzna hiperboliczng. (Il

Przestrzenie hiperboliczne sg naturalnym elementem opisu zwyrodniatych ogra-
niczen niezwyrodniatych form symetrycznych (lub — rownowaznie — niezwyrodnia-
tych rozszerzen zwyrodniatych form symetrycznych) i jako takie pozwalaja lepiej
zrozumie¢ geometrie zanurzen podprzestrzeni izotropowych w niezwyrodnialych
przestrzeniach symetrycznych. Doskonalej ilustracji tej tezy dostarcza

STWIERDZENIE 166 (O rozszerzeniu hiperbolicznym przestrzeni izotropo-
wej). Przyjmigmy notacje Def. 11, 13, 21, 32, 35, 61, 63, 64, 65, 72, 13, 75,
78, 95, 98, 105, 106, 107, 108, 109, 110, 111 i 112 oraz Przykt. 11, 34 (2) i
Przykt. 35 (2). Niechaj V bedzie przestrzenig wektorowq nad ciatem K o charakte-
rystyce charlK # 2 wyposazong w niezwyrodniatq forme symetryczng ~ i niech
W c V' bedzie podprzestrzeniq V. Oznaczmy ~yw = ywxw § Wy = Kervyy i
zatozmy, ze wymiar Wy jest skonczony, dimg Wy =1 K < oco. Wybierzmy baze
{wi}ieﬁ( w Wy i niech D bedzie dopetnieniem ortogonalnym Wy w W,

W =Wo@D.

Wowczas istniejq wektory {v;}, 75z ¢ D* ¢V o tej wlasnosci, ze dla kazdego indeksu

1€1, K uktad {v;,w;} jest parg hiperboliczng rozpinajgcq ptaszczyzne hiperboliczng
H; := (v;, w; ). Pary te zadajq rozktad ortogonalny podprzestrzeni

W = (v1,v2,..., VK, W1, Wa,...,Wk)g +v DcV

dany wzorem

W= HQH:Q--QHxOD.

Dowdd: Oznaczmy
D = (wo,ws,..., wi ) ®D.
7 inkluzji wtasciwej podprzestrzeni
DigWoe D
wynika inkluzja wtadciwa ich anihilatoréw,

Dy 2 (Wo® D)*,
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a stad dalej — istnienie wektora v, € D;" \ (W @ D)*7, tj. takiego, ktory spetnia
warunki

Vje2,7 : ’Y(’thj‘):()]K, VyeD : ’Y(’ULU):O]K

oraz

y(vy,w1) # Ok -
Wobec izotropowosci wektora wi podprzestrzenn Hi := (v1,ws) jest zatem plasz-

czyzna hiperboliczna, co w §wietle Stw. 165 oznacza istnienie takiego wektora u; €
H,, ktory tworzy wraz z w; pare hiperboliczng. Przy tym oczywiscie

Wl = (v1,w1,w2,w3, .. .,wK)]K +v D = H1® (w2,w3, Ce 7'LUK)]K @D

Jadrem formy symetrycznej T, = 7|W1xW1 jest

Keryg, = (wo, w3, ..., WK )

wobec czego cala opisang procedure mozemy powtoérzy¢ w odniesieniu do podprze-
strzeni izotropowej

W, = Ker vy, @D, D, :=H,OD.

Zasadniczym naszym celem w niniejszym rozdziale jest wyprowadzenie kano-
nicznej postaci formy symetrycznej na zwyrodnialtej przestrzeni wektorowej V,
ktora odzwierciedlataby (ewentualne) istnienie w V wektorow izotropowych, a
nadto — przede wszystkim — zrozumienie swobody wyboru ortogonalnego rozktadu
przestrzeni V zadawanego przez te posta¢ kanoniczna. Droga do tego celu wiedzie
przez fundamentalny wynik teorii przestrzeni symetrycznych, jakim jest omawiane
ponizej twierdzenie Witta o przedtuzaniu izometrii. Twierdzenie to mozna uogdlnié
(przy pewnych zatozeniach odno$nie do ciata K) na przypadek dowolnej przestrzeni
e-hermitowskiej®, my jednak ograniczymy nasze rozwazania do przestrzeni syme-
trycznych, co pozwoli nam skorzystaé¢ z wczesniejszych wynikéw ich dotyczacych i
tym samym wydatnie uprosci ich dowody.

TWIERDZENIE 9.4 (Twierdzenie Witta o przedituzaniu izometrii). Przyj-
mijmy notacje Def. 11, 13, 21, 32, 85, 61, 63, 64, 105, 106, 107, 108 i 109 oraz
Przykt. 11, 35 (2). Niechaj V), a € {1,2} bedg dwiema skoriczenie wymiarowymi
przestrzeniami wektorowymi nad ciatem K o charakterystyce charlK + 2, wypo-
sazonymi w niezwyrodniale formy symetryczne v\*), i niech Wy ¢ V(®) bedg ich
podprzestrzeniami. Zatézmy, ze istnieje izometria V) = V) Weowczas dowolna
1zometria x : Wi = Wo rozszerza sie do izometrii ¥ : V) = v@),

Dowdd: Zauwazmy najpierw, ze wystarczy rozwazy¢ przypadek V) = V() oto
bowiem w przypadku ogélnym mozemy zawsze wykorzysta¢ odwrotnos$¢ izometrii
o+ V) V() Kktorej istnienie zaktadamy, aby odwzorowaé Wo w o 1(Ws) c

3Wi@ie sie to z pewnym wzrostem poziomu skomplikowania odnos$nych dowodéw — patrz:
Ref. | , §4, n°2,3]. Majac na wzgledzie to, jak rowniez konkretne fizykalne zastosowania
tych twierdzen, zdecydowalismy sie na ich osadzenie w podkategorii przestrzeni symetrycznych.
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V), Istnienie rozszerzenia izometrii o™ oy : W; —> o~ (Wa) do izometrii
J’__l\g/X : V) ¢ da nam pozadane rozszerzenie Y = o o o‘lﬁgzx.

Niech zatem V) = V) = V. Zalozmy najpierw, ze W, jest podprzestrzenia
izotropowa i rozwazmy rozktad ortogonalny

W1 = Ker (’7|W1><W1 )@D

jak w tezie Stw.166. Wobec izometrycznosci odwzorowania x zachodzi, na mocy
Stw. 154,

X(W) = x (Ker (Ylwixw ) @x (D) = Ker (Yl (wi)sx(wi) ) Ox(D) -

Niech K := dimk Ker (v|w, ) iustalmy baze {z;}, 7 podprzestrzeni Ker (v|w,xw,)-
Przywotujac Stw. 166, dokonujemy rozszerzenia hiperbolicznego podprzestrzeni Wy
i x(W1), co prowadzi do rozktadow

Wi = fil H;OD
oraz
x(W1) = O, HOx(D),
w ktorych kazda z plaszczyzn hiperbolicznych H; := (z;,v;)i (wzgl. H, :=
(x(zi),v])K) jest wspotokreslana przez pewien wektor v; € D* (wzgl. v € x(D)*
dopelniajacy z; (wzgl. x(z;)) do pary hiperbolicznej. Odwzorowanie KK-liniowe o
wlasnosci
Xlw, = Xlw, 5
a zadane na wektorach v; wedle wzoru
X(vi) =v;

jest rozszerzeniem izometrii y do przestrzeni niezwyrodnialej Wi. Istotnie, obli-
czamy, dla dowolnego ve D oraz i,j €1, K,

7 (X(vi); X(0)) = 7 (vi, x(v)) = Ok =~(vi, v),

v (X(0i),X(25)) =7 (v}, x(25)) = 615 = v(vi, ),

v (X(vi), X(v3)) = (v, v7) = 0k = y(vs,05) .
Powyzsze rozumowanie pokazuje jasno, ze wystarczy udowodnic teze twierdzenia w
przypadku, gdy W; jest podprzestrzenia niezwyrodniala.
Zalozmy przeto, ze Wy (a zatem takze Wh) jest niezwyrodniala. Jesli przy
tym Wy =W, to x € Autg(W1) rozszerzamy trywialnie do V', ktadac

SZ:: X@ldwll : W1®Wl =V O .

Jesli natomiast Wy # Wi, to moga zaistnie¢ nastepujace sytuacje szczeg6lne.

Po pierwsze, moze by¢ dimg Wi =1 = dimg Wa, czyli W, = (wa )i, @ €{1,2}
dla pewnych wektoréw wy € Wi i ws = x(wy) € Wa, ktére spetniaja relacje

Y(wa, w2) =y(w1,wr)

i rozpinajgy podprzestrzen Wi o :=W; @ Wy ¢V wymiaru 2. Jesli ’Y|W1,2xwl,2 jest
niezwyrodniata, to wystarczy potozy¢ ¥(ws) := wi, aby uzyskaé rozszerzenie y
do Wi o wlasnosci ¥ @ Wio —> Wi, ktore dalej rozszerza sie trywialnie do
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V' jak poprzednio. Jedli natomiast podprzestrzen Wj o jest izotropowa, to wo-
bec dimg Ker (7w, ,xw, ) = 1 (réwnos¢ dimg Ker (7w, ,xw,,) = 2 oznaczaltaby
YW oxwi . = 0, co przeczytoby niezwyrodnieniu Wi) implikuje istnienie wektora
z € Ker (7|w, ,xw, ,) oraz skalara X € K zadajacych (jednoznaczny) rozktad

W = ADy Wy +y 2.

Prosty rachunek

y(wi,wr) Y(wa,wa) = A g Y(wr,wr) +x 2\ K Y(w1, 2) +x Y(2, 2)

A2 y(w, wr)
pokazuje, ze mozemy wybraé¢ A = 1, czyli

we = w1y +y 2,
zastepujac — jesli trzeba — w; wektorem przeciwnym Py (w;). Zauwazmy, ze wtedy

Y(wi,w2) = y(wi,wy +y 2) = y(wy,wy) .

Oznaczmy

w = wy +y wa .
Bez trudu sprawdzamy istnienie rozkladu ortogonalnego

WieWs = (z)x O (w) -
Istotnie, w ¢ (2), gdyz
Y(w, w) = 4y(wi,wr) # Ok =7(2,2),
a nadto — rzecz jasna — y(z,w) = Og. Na mocy Stw.166 istnieje zatem wektor
v e {w)y c V dopetiajacy 2 do pary hiperbolicznej,
Y(w,2) =1k A y(v,v) =0k =7(2,2).

Otrzymujemy rozktad ortogonalny (niezwyrodniatego) rozszerzenia hiperbolicznego
(v, 2,w)g = (v, 2)x O (w)k

na plaszczyzne hiperboliczng (v, z) 1 przestrzen niezwyrodnialy (w)g. Zdefiniujmy
odwzorowanie liniowe

X ¢ (v, z,w)g O
na bazie wedle wzoru
X : (v,z,w) — (-v,-2z,w).
Sprawdzamy, ze jest ono rozszerzeniem Y, oto bowiem
Y(w1) =X (25 v (w+v Py (2))) =2 pv (w+y 2) = w2 = x(w1) .

Na koniec dokonujemy dalszego trywialnego rozszerzenia X na V = (v,z,w)x ©
(v, z,w)y, wedle schematu

i:: y@)id(v,z,w)]}i{ : <’U727w>]K®<U7Z7w>]JI_{ O .

Pozostaje juz tylko ropatrzeé¢ przypadek dimg W7 > 1. Zastosujemy indukcje
wzgledem wymiaru N := dimg W7 podprzestrzeni W;. Udowodniwszy prawdziwosé
tezy twierdzenia dla N =1, zalézmy nastepnie, ze jest ono prawdziwe rowniez dla
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N = Ny > 1 i niech dimgW; = Ny + 1. Przywolujac Tw.9.1, mozemy dokonaé
rozktadu
Wi = X1DX2,

przy czym dimg X;,dimg Xo < Ny. Z uwagi na izometrycznos§é x stwierdzamy, w
odwotaniu do Stw. 154, ze

x(W1) = x(X1)Ox(Xz2)-

Oznaczmy xo = X|x., @ €{1,2}. Na mocy zalozenia indukcyjnego istnieje rozsze-
rzenie

X1 XiQ(X0W) =V O
izometrii x1, a takze rozszerzenie
Xz 0 Xe@QX@QW)=V O
izometrii xs, przy czym wobec
x(X2) L x(X1) =x7(X1)
jest koniecznie
xX(X2) e X1(X2@QWY).
Zachodzi takze trywialna inkluzja
X(X2) = X2(X2) € X2 (X2DW7)
a poniewaz odwzorowanie
XioXs | (X0W)) — Xi(X20W7)

jest izometria (jako zlozenie izometrii), przeto istnieje — znéw na mocy zalozenia
indukcyjnego — rozszerzenie izometrii identyczno$ciowej id,(x,) do izometrii

id (0 ¢ X2(X2@QWE) = X1 (X2OQWY).

To ostatnie pozwala skonstruowaé rozszerzenie yo do izometrii

Xz = idy(xg) 0 Xz ¢ XoQW — XT(Xo.@QWY).

Koniec koncéw odwzorowanie

¥=x1Ox2

jest poszukiwanym rozszerzeniem . O

Jako prosta konsekwencje udowodnionego powyzej twierdzenia znajdujemy kolejne

TWIERDZENIE 9.5 (Twierdzenie Witta o skracaniu). Przyjmijmy notacje
Def. 11, 13, 21, 82, 35, 61, 68, 64, 65, 75, 78, 105, 106, 107, 108 i 109 oraz
Przykt. 11, 35 (2). Niechaj VO, V) i V bedq skoriczenie wymiarowymi przestrze-
niami wektorowymsi nad ciatem K o charakterystyce charIK + 2 wyposazonymi w
formy symetryczne — odpowiednio — vV~ @) i . Jesli formy vV, ~ P sq niezwy-
rodniate, a przestrzen V(l)@V z formq symetryczng ’y(l) @y jest izometryczna z
przestrzeniq V(2)®V z formq symetryczng 7(2) ® 7, to istnieje izometria miedzy
V) (2 formg symetryczng vV ) i V) (2 formg symetrycang v2).

|
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Dowdd: Przedtuzywszy izometrie identycznosciowa idy do izometrii
idy : vVOQV S v@OQv,
zgodnie z Tw. 9.4, stwierdzamy, ze koniecznie
idy (V) =v®,

zatem idy |y jest pozadang izometria. O

I wreszcie mozemy sformultowaé¢ wniosek z dotychczasowych naszych dociekan pozo-
stajacy w bezposredniej relacji z dyskutowang wezesniej teorig form symetrycznych
i kwadratowych.

TWIERDZENIE 9.6 (Twierdzenie Witta o rozkladzie). Przyjmijmy notacje
Def. 11, 13, 21, 32, 35, 61, 63, 64, 65, 75, 78, 105, 106, 107, 108 i 109 oraz
Przykt. 11, 85 (2). Niechaj V bedzie przestrzenig wektorowq skoriczonego wymiary
nad ciatem K o charakterystyce charK + 2 wyposazong w forme symetryczng ~.
Przestrzen V. ma rozktad ortogonalny

V = Vo Vaip @D Vaer

na podprzestrzen zerowq Vo (na ktdrej v|vyxv, = 0), podprzestrzer hiperboliczng
Vhip (sume ortogonalng pewnej liczby ptaszczyzn hiperbolicznych) oraz podprzestrzeri
Viet, na ktorej forma jest okreslona, tj. takqg, w ktorej nie ma niezerowych wektoréw
1zotropowych. Rozktad powyzszy jest okreslony jednoznacznie z doktadnosciq do
1zometrii.

[

Dowdd: Jest jasnym, ze Vj = Kery, wiec sktadowa zerowa jest okreslona jedno-
znacznie, a ponadto mamy

V="V .

przy czym Vg jest przestrzenia niezwyrodniala. Jej wybor jest — w Swietle Tw. 9.5
— okre§lony z dokladnoscig do izometrii®. Bedziemy dalej rozpatrywaé przestrzen
Vi z niezwyrodniaty formg symetryczng yndeg = 7|V0¢. Wybierzmy w V- dowolna
podprzestrzen zerowg Wy c V" wzgledem ~yngeg. Na mocy Stw. 155 podprzestrzen
Wy mozna zanurzy¢ w pewnej maksymalnej podprzestrzeni zerowej W c Vj, te
za$ — rozszerzy¢ do przestrzeni hiperbolicznej Vi, o W zawarte] w Vg, wedlug
Stw. 166. Korzystajac ze Stw. 156, otrzymujemy przy tym rozktad

Vo' = Vaip@DViip »
czyli tez
V = e @Vi O -

Nasze rozumowanie dowodzi istnienia (by¢ moze trywialnej) sktadowej hiperbolicz-
nej w rozktadzie V. Oczywiscie kazda taka sktadowa hiperboliczna zawiera pewng

4Podkreslmy dla unikniecia nieporozumien: rozklad przestrzeni wektorowej na sume prosta
wzgledem ustalonej jej podprzestrzeni nie jest w ogo6lnosci jednoznaczny. Wystarczy rozwazydé
(v1,v2)k = (V1) @ (V2)k = (V1)K ® (v1 +v v2)k dla wzajem liniowo niezaleznych wektorow vy, va
z pewnej przestrzeni wektorowej V nad ciatem K.
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maksymalna podprzestrzen zerowa (ktorej wymiar jest polowa wymiaru przestrzeni
hiperbolicznej), musimy zatem upewnié sie, ze kazde dwie maksymalne podprze-
strzenie zerowe w V- sa izometryczne (rozwazanie podprzestrzeni zerowych w roz-
nych, lecz wzajem izometrycznych podprzestrzeniach Vj mniczego nowego tu nie
wnosi). W tym celu rozwazmy dowolng podprzestrzen zerowa W c V5. Odwolujac
sie po raz kolejny do Stw. 155, zanurzamy ja w odno$nej maksymalnej przestrzeni
zerowej W' c Vi Przyjmijmy, ze dimg W < dimg W', a wtedy istnieje izometria
W na pewng podprzestrzen W' (wystarczy przeprowadzi¢ baze W na réwno-
liczny z nig podzbior bazy W'), ktora na podstawie Tw. 9.4 mozemy rozszerzy¢ do
izometrii V5 na siebie. Przeciwobraz W' wazgledem tej izometrii jest przy tym
przestrzenia zerowa zawierajaca W, a zatem — wobec maksymalnosci tej ostat-
niej — rowng W, skad dimg W' = dimg W. Réwnosé tych wymiaréw w przypadku
dimk W > dimg W’ wynika natychmiast z symetrii zagadnienia i przekonuje o izo-
metrycznosci dowolnych dwoch takich maksymalnych przestrzeni zerowych. Ta z
kolei pociaga za sobg izometryczno$¢ odnosnych rozszerzen hiperbolicznych H i
H'. Te jednak zadaja rozklady ortogonalne

H@HL — ‘/Ol — HI@(HI)J_ .

Dokonujac rozszerzenia rzeczonej izometrii H = H' do izometrii V§ na siebie,
stwierdzamy H* = (H')*, co zaswiadcza o jednoznacznosci wyboru Vi) = Vaer 2
doktadnoscia do izometrii. O

Godzi sie na zakonczenie tej cze$ci naszych rozwazan dobitnie podkresli¢ subtelny
sens ostatniego twierdzenia Witta, ktory kryje sie w ostatniej czesci jego tezy. Oto
przy okazji ogolnej dyskusji form e-hermitowskich, a potem takze hermitowskich,
udalo nam sie wyprowadzié¢ ich szczegoélnie prosta (diagonalna) posta¢ kanoniczna
wykorzystujac w tym celu dowolne automorfizmy przestrzeni wektorowej bedacej
nosnikiem formy e-hermitowskiej. Nie kazdy jednak taki automorfizm jest zarazem
automorfizmem wyzej uorganizowanej struktury, jaka jest struktura przestrzeni e-
hermitowskiej. Dopiero wiec twierdzenie Witta ma charakter wewnetrzny z punktu
widzenia rozpatrywanej przez nas kategorii przestrzeni e-hermitowskich. Prak-
tyczny aspekt tej dyskusji stanie sie jasny, kiedy przejdziemy do omawiania au-
tomorfizméw przestrzeni wektorowej z zadanym iloczynem skalarnym diagonalizu-
jacych jej endomorfizmy o ustalonej symetrii (np. hermitowskie badz symetryczne).
Tymczasem zamkniemy dyskusje form symetrycznych nadajac imie rzeczonym au-
tomorfizmom

DEFINICJA 121. Przyjmijmy notacje Def.11, 13, 21, 32, 35, 61, 63, 105,
106, 107, 108 i 109 oraz Przykl.35(2). Niechaj (((V,+v,Py,e — 0v),lv),7)
bedzie przestrzenia (e = 1-)hermitowska nad ciatem KK z forma symetryczna ~. Jej
automorfizmy okreslamy mianem automorfizméw ortogonalnych (lub trans-
formacji ortogonalnych), generowang za$ przez nie grupe

O(v) = Autk (V,7)

nazywamy grupa ortogonalng stowarzyszona z . W szczegdlnosci w przy-
padku przestrzeni V := K*¥, N e N wyposazonej w forme symetryczng o macierzy
wzgledem bazy standardowej danej przez macierz jednostkowa stopnia N otrzymu-
jemy w ten sposob grupe ortogonalng stopnia N o wspoélczynnikach z K,
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oznaczang symbolem
O(N;K) =On(K).

Macierz transformacji ortogonalnej O € O(N;K) wzgledem bazy standardowej na-
zywamy macierza ortogonalng (stopnia N).
A

Prawdziwym jest

STWIERDZENIE 167. Przyjmijmy notacje Def. 11, 13, 21, 32, 85, 61, 63,
105, 106, 107, 108, 109 i 121 oraz Przykt. 35 (2). Dowolna macierz ortogonalna
O e Mat(K; N), N €N spetnia tozsamosé

OTo0=1y.

W szczegdlnosci jest ona macierzg odwracalng.

9.4. Formy skosnie symetryczne i przestrzenie symplektyczne

Formy sko$nie symetryczne w fizyce i bliskich jej dzialach matematyki to przede
wszystkim geometryczny opis przestrzeni stanéow uktadow fizykalnych (oraz algebr
funkcji gtadkich wzgl. wyréznionych klas operatoréw liniowych na nich), ale takze
geometryczno-kohomologiczna rekonstrukcja pola elektromagnetycznego oraz infi-
nitezymalny opis grup obrotéw w przestrzeni euklidesowej. Majac na wzgledzie
bogactwo zastosowan tych obiektéw w obszarach, ktére beda przedmiotem docie-
kan na przysztych kursach fizyki, a zarazem idac §ladem analiz dotychczasowych,
poswiecimy nieco miejsca na ustalenie ich postaci kanonicznej. Na poczatek wpro-
wadzimy

DEFINICJA 122. Przyjmijmy notacje Def.11, 13, 21, 32, 35, 61, 63, 72,
73, 105, 106, 107, 108 i 109 oraz Przykl.35(2). Przestrzen wektorowa V nad
cialem K wyposazona w forme skosnie symetryczng w jest nazywana plaszczy-
zna symplektyczna, jezeli jest niezwyrodniala (wzgledem w) oraz dimg V' = 2.
Przestrzen symplektyczna to suma ortogonalna dowolnej rodziny plaszczyzn
symplektycznych. Forma sko$nie symetryczna na przestrzeni symplektycznej jest
okreslana mianem formy symplektycznej.

Baze {v,w} plaszczyzny symplektycznej V' spelniajacg warunek

(9.3) w(v,w) =1k
nazywamy para symplektyczna.

Mozemy teraz wypowiedzie¢ fundamentalne

TWIERDZENIE 9.7 (O postaci kanonicznej formy skosnie symetrycznej).
Przyjmijmy notacje Def. 67, 11, 18, 21, 32, 35, 61, 63, 64, 65, 68, 70, 72, 13, 75,
78, 95, 98, 105, 106, 107, 108, 109, 110, 111, 1121 122, Stw. 75 oraz Przykt. 3/ (2)
i 85(2). Niechaj V bedzie przestrzeniq wektorowq skoriczonego wymiaru N :=
dimg V < co nad ciatem K wyposazong w forme skosnie symetryczng w. Przestrzeri
V' jest wowczas sumg ortogonalng

V=W @‘/sympl
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na przestrzen zerowqg Vo ¢ przestrzen symplektyczng Viympr wymiaru dimg Viympl =
2n < N. Istnieje zatem baza 2 :={v;}, v przestrzeni V, zwana baza symplek-
tyczna, w ktérej macierz formy w przyjmuje postaé

S 02,x(N-2n)
w = ,
[ ]38 ( O(N—2n)><2n O(N—Qn)x(N—Qn)

przy czym S jest macierza blokowo diagonalna

Y Og 1k Og 1k Og 1k )
S := diag ( g Ok ),( 1 O ),...,( g O ) e Mat(IK; 2n) .

n razy

Dowdd: Przestrzenr Vj jest oczywiscie jadrem w,
Vo =Kerw,
a zatem zadaje rozklad ortogonalny
V=@V,
przy czym Vj“ jest juz przestrzenia niezwyrodniala. Istnieja zatem wektory vy, v €
Vi« o wlasnosci
w(vy,vg) # 0Kk,

co oznacza, ze podprzestrzen (vq,vs)y jest plaszczyzng symplektyczng. Jako pod-
przestrzen niezwyrodniata, wyznacza ona —na mocy Stw. 156 — rozktad ortogonalny

Vi = (v, v2)k @ (v1,v2)i

przy czym w $wietle Cor. 20 takze podprzestrzen (v, UQ)E{ jest niezwyrodniala,
mozemy zatem doprowadzi¢ dowod do korica korzystajac z indukeji wzgledem wy-
miaru podprzestrzeni V'« . (]

7 powyzszego wywodzimy bez trudu nastepujacy istotny wniosek

STWIERDZENIE 168 (O postaci kanonicznej macierzy sko$nie symetrycz-
nej). Przyjmijmy notacje Def. 67, 11, 13, 21, 32, 35, 61, 63, 65, 68, 70, 75, 78, 82,
84, 105, 106, 107, 108 i 109, Cor. 14, Stw. 75, 95, 96, 97, 98, 99 i 152, Tw.8.11
oraz Przykt. 35 (2) i 41. Niechaj M € Mat(IK; N) bedzie macierzq skosnie syme-
tryczng rzedu tk M =:r € N. Wowczas r =: 2n € 2IN 1 istnieje macierz odwracalna
B eMat(K; N) sprowadzajgeca M do postaci

BT oMoB-= ( I Orx(N—r) ) ’
Ovoryxr  O(N_r)x(N=r)

w ktorej J,. € GL(IK;r) jest standardowa macierza skosnie symetryczna stop-

nia r
0 1
J = nxn n .
" ( _1n Onxn )
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Dowdd: Wybierzmy w V' baze {Ul'}idTv i zdefiniujmy forme skos$nie symetryczna
wpr stowarzyszong z M jak w tezie Stw.152. Na mocy Tw.9.7 w przestrzeni V
istnieje baza %' := {w;}, 7, W ktorej macierz formy wys przyjmuje postac taka
jak w tezie tegoz twierdzenia. Utworzmy nowg baze %' := {uz}zeﬁ 7 wektorow

U 1= W1 Upsi i= W , iel,n, Uj =Wy, je2n+1,N.
Latwo wida¢, ze macierz wy; w tak zadanej bazie ma pozadang posta¢, a zatem
macierz

B = [idy]%.

jest poszukiwang macierza sprowadzajaca M do postaci kanonicznej, jawnie od-
wracalng. 0O

Zwieniczeniem naszej krotkiej dyskusji form skodnie symetrycznych jest wzmianka
o odno$nych automorfizmach. Oto wiec

DEFINICJA 123. Przyjmijmy notacje Def.11, 13, 21, 32, 35, 61, 63, 105,
106, 107, 108 i 109, Stw.168 oraz Przykl.35(2). Niechaj (((V,+v,Pv,e —
Oy), Ev), w) bedzie przestrzenia (e = 1-)hermitowska nad cialem K z forma skosnie
symetryczng w. Jej automorfizmy okreslamy mianem automorfizmow symplek-
tycznych (lub transformacji symplektycznych),

generowang za$ przez nie grupe

Sp(w) := Autg (V,w)

nazywamy grupa symplektyczna stowarzyszona z w. W szczegélnosci w przy-
padku przestrzeni V := K?", n ¢ N wyposazonej w forme sko$nie symetryczng o
macierzy wzgledem bazy standardowej danej przez macierz Jo, otrzymujemy w ten
sposob grupe symplektyczng stopnia 2n o wspélczynnikach z K, oznaczana
symbolem

Sp(2n; K) = Sp,,, (K) .
Macierz transformacji symplektycznej S € Sp(2n;K) wzgledem bazy standardowej
nazywamy macierza symplektyczng (stopnia 2n).
A

Bez trudu dowodzimy

STWIERDZENIE 169. Przyjmijmy notacje Def. 11, 18, 21, 32, 85, 61, 63,
105, 106, 107, 108, 109 i 121, Stw. 168 oraz Przykt. 35 (2). Dowolna macierz sym-
plektyczna S € Mat(IK;2n), n e IN spetnia tozsamosé

STQJQnQS:JQn.

W szczegolnosci jest ona macierzg odwracalng.
]

Rola form e-hermitowskich nie sprowadza si¢ — bynajmniej — do opisu iloczy-
néw skalarnych na przestrzeniach wektorowych tudziez odwzorowan dwuliniowych
o ustalonej symetrii na przestrzeni stycznej do czasoprzestrzeni, wzglednie na prze-
strzeni stycznej do przestrzeni stanéw uktadu dynamicznego. Na podobienistwo
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sytuacji omoéwionej w Stw. 124 w przypadku form dwuliniowych mozna tatwo uza-
sadnié¢ ich zwigzek z endomorfizmami przestrzeni wektorowych wyposazonych w
ustalong nieosobliwg forme e-hermitowsky. Zanim rozwiniemy dotychczasowa dys-
kusje w tak okreslonym kierunku, po§wiecimy troche miejsca na zgltebienie anatomii
endomorfizmu skoriczenie wymiarowej przestrzeni wektorowe;.

9.5. Zagadnienie wlasne endomorfizmu

Endomorfizmy przestrzeni wektorowych odgrywaja niezaprzeczalnie pierwszo-
rzedng role w fizykalnych zastosowaniach algebry liniowej. Wystarczy przypomnieé
znaczenie wyroznionych hermitowskich endomorfizméw przestrzeni stanéw skwan-
towanego ukladu dynamicznego, ktére opisuja tadunki symetrii. Jest wsréd nich
operator energii okredlajacy ewolucje uktadu i porzadkujacy strukture przestrzeni
jego standéw wedlug kryterium przynaleznosci do podprzestrzeni odpowiadajacej
ustalonej wartosci energii, co znajduje zastosowanie miedzy innymi w rachunku za-
burzen. Te proste obserwacje usprawiedliwiaja czas, jaki poswiecimy na zgtebienie
podstawowych wlasnosci endomorfizmu i naturalnej organizacji jego dziedziny in-
dukowanej przez jego na niej dziatanie. Chcac umiedci¢ nasze rozwazania w nieco
szerszym kadrze, zaczniemy od

DEFINICJA 124. Przyjmijmy notacje Def. 11, 21, 23, 32, 35, 61, 63 i 65
oraz Stw.65. Niechaj ((V,+y,Py,e— 0y),¢) bedzie przestrzenia wektorowa nad
cialem KK iniech R bedzie pier§cieniem, a nadto niech

k: K— R

bedzie homomorfizmem pierscieni. Realizacja pierScienia R na przestrzeni
wektorowej V zgodna ze strukturg K-liniowa to homomorfizin pierscieni

pr @ R— Endk(V)

o wlasnosci (wyrazonej przez diagram przemienny i rownowazne zdanie logiczne)

K—=" 3R

\ lpﬁ, = Vaek : prok(A) =4y

Bez trudu sprawdzamy

STWIERDZENIE 170. Przyjmijmy notacje Def. 11, 21, 23, 82, 35, 61, 63,
65 i 124 oraz Stw. 65. Realizacja pr pierscienia R na przestrzeni wektorowej V
indukuje na V strukture R-modulu z dziataniem

Pr : RxV —V : (r,v) — pr(r)(v).

Przyktadu opisanej struktury o fundamentalnym znaczeniu dla dalszej naszej dys-
kusji dostarcza
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STWIERDZENIE 171. Przyjmijmy notacje Def. 67, 11, 21, 23, 24, 32, 35,
61, 63, 6514 124 oraz Stw. 65 i niech x € Endk (V') bedzie dowolnym endomorfizmem
przestrzeni wektorowej V. nad ciatem K. Odwzorowanie

N N N
pyx @ K[t] — Endg(V) : Z At — Ly, + Z £y, 0oxOXxO0-OXE Z Or, o X"
n=0 n=1 ——— n=1
n razy

okresla realizacje piericienia K[t] na V z2godng ze strukturg K-liniowq. Przy tym
K[x]:=Imp, c Endg(V)

jest podpierscieniem przemiennym.

Posrod realizacji pierscieni na przestrzeniach wektorowych wystepuja typy o
szczegblnym znaczeniu dla naszych rozwazan. Wyrézniamy je w ponizszej

DEFINICJA 125. Przyjmijmy notacje Def.67, 11, 21, 23, 32, 35, 61, 63,
65, 68, 75, 77 i 124 oraz Stw.75. Niechaj V bedzie przestrzenia wektorowa nad
cialem K i niech pgp : R — Endgk(V) bedze realizacja pierScienia R na V
zgodna ze struktura K-liniowa. Podzbior W c V' jest (pod)przestrzenia pgr-
niezmiennicza, jesli jest spelniony warunek

V(7",'LU)GR><W : pR(T)(w) eWw.

Modul nieprzywiedlny (lub prosty) to taka (niepusta) przestrzeri wektorowa,

ktorej jedynymi podprzestrzeniami R-niezmienniczymisa {Oy } i V. Mowimy wtedy

o realizacji nieprzywiedlnej (lub prostej) R na V. Modul catkowicie przy-

wiedlny (lub pélprosty) to przestrzen wektorowa bedaca suma prosta modutow
nieprzywiedlnych. Moéwimy wtedy o realizacji catkowicie przywiedlnej (lub
polprostej) R na V.

indexrealizacja!pierscienia na przestrzeni wektorowej zgodna ze struktura IK-liniowa!catkowicie
przywiedlna Modul cykliczny to przestrzenn wektorowa V o whasnosci

Fvev Ywev Jrer + w=pr(r)(v),
ktora zapisujemy zwiezle w postaci

V = (v)

PR’
Moéwimy wtedy o realizacji cyklicznej R na V.
A

Analiza podprzestrzeni niezmienniczych w dziedzinie zadanego endomorfizmu sta-
nowi wazne zrodlo informacji o samym endomorfizmie i wewnetrznej strukturze
jego dziedziny, co czestokro¢ ma implikacje fizykalne. Szczegolnego i szczegdlnie
waznego z tego punktu widzenia przyktadu podprzestrzeni niezmienniczej dostar-
cza

DEFINICJA 126. Przyjmijmy notacje Def. 67, 11, 21, 23, 24, 32, 35, 61, 63,
64, 65 i 124 oraz Stw.65 1 171. Wektor wlasny endomorfizmu x to element
veV {0y} o wlasnosci

Ik : x(v)=Ap>w.
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Skalar A € K okreslony przez powyzsza réwno$¢ nosi miano wartosci wlasnej
endomorfizmu y. Zbioér wszystkich wartosci wlasnych y nazywamy widmem
(lub spektrum) endomorfizmu x i oznaczamy symbolem

Spx={AeK | Fpev : x(v)=Apwv }.

Przestrzen wlasna endomorfizmu y odpowiadajaca wartosci wtasnej A € Spy
to podprzestrzen

Vi(h;x) =Ker(x-4x)cV.

Mamy oczywiste

STWIERDZENIE 172. Przyjmijmy notacje Def. 67, 11, 21, 23, 24, 25, 32,
35, 61, 63, 64, 65, 68, 15, 17, 78, 79, 124 i 126 oraz Stw. 65, 75 i 171. Prze-
strzen wtasna endomorfizmu x jest py-niezmiennicza. Jesli V = Vi(X;x), to dla
dowolnego wielomianu w € K[t] zachodzi przy tym

Px (W) =LE, () s
jesli zas V = @®N, Vi(\i; x), to dla dowolnych v; € Vi(\i;x), i€ 1, N jest

N N N
pX(w)(Z; Ui) = Z; ﬁpw(/\i)(vi) = Z; Fw(Ai) > v;.
[ |

Praktyczny sens wczedniejszym uwagom o znaczeniu wynikéw analizy podprze-
strzeni niezmienniczych endomorfizmu w dyskusji struktury wewnetrznej jego dzie-
dziny nadaje ponizsze

STWIERDZENIE 173. Przyjmijmy notacje Def. 67, 11, 21, 23, 32, 35, 61,
63, 64, 65, 68, 72, 18, 75, 77, 18, 19, 124 i 126 oraz Stw. 65. Uktad wektoréw wta-
snych endomorfizmu x € Endk (V) odpowiadajgcych parami réznym wartosciom
wtasnym x jest liniowo niezalezny. W szczegolnosei, ilekroé |Sp x| = dimgk V, ist-
nieje baza przestrzeni V ztoZona z wektorow wlasnych x. Baze takq okreslamy
mianem bazy wlasnej endomorfizmu Y. Zadaje ona rozktad

V= @ Vi(Asx)-

AeSp x

Dowdd: Niechaj {v'}, 75 bedzie zbiorem wektorow wlasnych odpowiadajacych pa-
rami réznym wartosciom wlasnym {\;}, ;v endomorfizmu x iniech {yx; }j i C
K* bedzie dowolng rodzing niezerowych skalaréw o wtasnosci
(94) Z i > ’Uj =0y

jel

o minimalnej mocy, tj. taka, ktora spelnia warunek

({Vk}kekwee%"o(ﬁ) Y VkDUk:OV) — |J|=1].
keJ
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Obliczajac endomorfizm y — £, okreSlony dla dowolnego j € I na obu stronach
rownosci (9.4), otrzymujemy wynik

Ov = (x=0,)00) = me> (x—0,)") =Y ek e = Ap)) & 0"
kel kel

> (kk (e = Ap)) oo
keI~{j}

i tym samym stwierdzamy istnienie rodziny skalarow {ux Kk (Ax = Aj) b rerngsy 2a-
dajacej rozklad wektora zerowego i mniej licznej niz {u;};er, co jest sprzeczne z
zalozeniem o minimalnej mocy tej ostatnie;j. (I

Jakkolwiek w przypadku ogolnym endomorfizm nie okresla wprost bazy (wlasnej)
swojej dziedziny, to jednak ostatnia obserwacja u$wiadamia nam potrzebe zdobycia
prostych narzedzi algebraicznych stuzacych do wyznaczania widma endomorfizmu.
Jak sie okazuje, cel ten pozwala osiagna¢ wnikliwa analiza jadra homomorfizmu p,,
ktora dodatkowo daje wglad w uporzadkowanie struktury wewnetrznej dziedziny
endomorfizmu w jego obecnosci (rozumiane w sensie rozkladu na sume prosta pod-
przestrzeni p,-niezmienniczych) i — co nie mniej zaskakujace — pozwala w przypadku
K € {R,C} rozszerzy¢ realizacje p, na zbior funkcji analitycznych na pewnym oto-
czeniu Spx c C. Przywotawszy zgromadzong dotychczas wiedze na temat struktury
pierscienia K[t] (patrz, w szczegélnosci: Stw. 13 oraz Tw.4.1), tatwo weryfikujemy

STWIERDZENIE 174. Przyjmijmy notacje Def. 67, 11, 21, 23, 24, 32, 35,
61, 63, 65 i 124 oraz Stw.65 i 171. Podpiericieri Kerp, c K[t] jest ideatem
gltownym pierscienia K[t].

W dalszej czesci wykladu pokazemy, ze ideal ten jest nietrywialny, co bedzie
mialo daleko idace konsekwencje formalne i rachunkowe. W tym celu wprowadzamy

DEFINICJA 127. Przyjmijmy notacje Def. 67, 11, 21, 24, 25, 32, 35, 61, 63,
65, 68, 70, 72, 73, 75, 77, 82, 87 i 92, Stw.65 oraz Przykl.34(2), 40(3) i 41.
Niechaj x bedzie endomorfizmem skonczenie wymiarowej przestrzeni wektorowej
V nad ciatem K. Wielomian charakterystyczny endomorfizmu y to element
wy € K[t] o funkcji wielomianowej

Po=F, + KO : A—det(x-1{y).

A

Badanie wielomianu charakterystycznego zaczniemy od obserwacji natury formal-
nej: oto stowarzyszona z nim funkcja wielomianowa generuje niezmienniki skalarne
endomorfizmu, co wyraza

STWIERDZENIE 175. Przyjmigmy notacje Def. 67, 11, 21, 24, 25, 32, 35,
61, 63, 65, 68, 70, 72, 13, 75, 77, 82, 87, 92, 94, 95 i 127, Stw. 65, 70, 75, 94
i 140 oraz Przykt. 34 (2), 40(3), 41 i 46 (2). Niechaj x bedzie endomorfizmem
przestrzeni wektorowej V. wymiary dimg V =t N < oo nad ciatem K. Skalary

ol W}\=OPX(A)7 TLGO,N—].

Tn(X) =
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zapisane w konwencji %PX(A) = P (\), sq¢ niezmiennikami wyboru bazy w V,

zwanymi niezmiennikami podstawowymi endomorfizmu y. W szczegélnosci
7o(x) = detx, ~-1(X) = Trv (X) -

[

Miejsce wielomianu charakterystycznego w prowadzonej przez nas dyskusji reali-
zacji pierscienia wielomianow K[t] na V zgodnej ze struktura K-liniowa okresla
podstawowe

TWIERDZENIE 9.8 (Cayleya—Hamiltona). Przyjmijmy notacje Def. 67, 11,
21, 24, 25, 32, 85, 36, 61, 63, 65, 68, 70, 72, 73, 15, 77, 82, 87, 92 i 127, Stw. 65
oraz Przykt. 34 (2), 40(3) i 41. Wielomian charakterystyczny endomorfizmu x
skoriczenie wymiarowej przestrzeni wektorowej V nalezy do jgdra homomorfizmu

Px >

wy € Kerp, .

Dowéd: Wybierzmy w V' dowolng baze % := {v'} N :=dimgk V' i oznaczmy

i€l,N’
Hy =[x - 0:]%, H:=[x]%.
Na mocy Tw. 8.13 otrzymujemy tozsamo$¢
Hy 0 Hy=Py(\) >y 1,
ktora nalezy rozumie¢, jak nastepuje: oto funkcje wielomianows stowarzyszong z

wielomianem charakterystycznym mozna zapisa¢ — dla dowolnie wybranego indeksu
1€1, N —w postaci sumy wyrazen sfaktoryzowanych

N
Py(N) = > Hi(4,5) -k Hx(j,7)
j=1
na funkcje wielomianowa H,(,7) stopnia N —1 (w zmiennej \) i funkcje wielo-
mianowg H)(j,7) stopnia 1, a ponadto dla dowolnych dwoch indeksow k #i€1, N
zachodzi réwnosé

Ok = Y. Hx(i,5) & Hr(j, k).

™M=

Oznaczmy wielomian odpowiadajacy funkcji ﬁ;\(i,j) jako 11722, ten za$ odpowia-
dajacy funkcji Hy(4,5) — jako wz?fj. Na podstawie dotychczasowej analizy mozemy
zada¢ endomorfizm p, (w,) na bazie Z (i — co za tym idzie — na calej przestrzeni
V) wzorem

px(wy) (") = Px( 1'@?(,]"31”;(4')(”1)

j=

N N N

o ; e k

Px (Z wy; Ew;(,i) (V') +v 2 px (Z W Bw;k) (v")
j=1 k=1 j=1

k+i

N N
Z pX(ﬂjzX,j Elw;.fk)(vk) = Z Px(wzx,j ° pX(w;fk)(vk).
Jik=1 J k=1
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Jednakowoz
wY, = H(j, k)= 615>,
zatem
px(Wyy) = Lam - Eéﬁfj °X>

a w takim razie

, N
pr(w) (') = 37 px(ﬁjz?fj (H(jak)bvk_égfk DX(Uk))
J,k=1
N N
- Z pX(zT)zX,j (H(jvk)bvk_(s}},(kDZH(k‘,l)Dvl):OV.
J:k=1 =1

Ostatecznie wiec
Viaw ¢ px(w)(@') =0v,
czyli tez
VveV : PX(UJX)(U) = 0V7
co daje pozadang tozsamosc

px(wy) =0.

Znalazlszy nietrywialny element Ker p,, fatwo bronimy

STWIERDZENIE 176. Przyjmijmy notacje Def. 67, 11, 21, 23, 24, 32, 35,
36, 61, 63, 65 1 124 oraz Stw. 65 i 171. Istnieje wielomian g, € K[t] o wtasnosci

Kerp, = <qX)P>< )

okreslony jednoznacznie z doktadnoscig do wspotczynnika A € IK* przy najwyzszej
potedze zmiennej. Kladgc )\ := 1k otrzymujemy wielomian minimalny endo-
morfizmu yx, ktory bedziemy oznaczaé symbolem p, .

Dowdd: W swietle Tw. 9.8 podpierscienn Ker p, jest nietrywialnym ideatem (obu-
stronnym) w IK[t] (nalezy podkresli¢, ze znaleziony wcze$niej jego element w,
jest wielomianem stopnia dimyk V' o niezerowym wspoélczynniku przy najwyzszej
potedze, zatem réznym od wielomianu zerowego, o ile tylko V' jest przestrzenia
nietrywialna, co zakladamy). Poniewaz jednak IKK[t] jest na mocy Stw.13 dzie-
dzing idealow gltéwnych, przeto istnieje generator K[¢]-podmodutu Ker p, c K[t].
Jest jasnym, ze dowolne dwa generatory sa tego samego stopnia, zatem swoboda
wyboru ¢, sprowadza si¢ do ustalenia wspoélczynnika A, o ktéorym mowa w tredci
stwierdzenia. |

Jawna posta¢ wielomianu minimalnego przedstawimy niebawem, tymczasem za-
znaczmy dobitnie jego ceche definiujaca.
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COROLLARIUM 23. Przyjmijmy notacje Def. 67, 11, 21, 23, 24, 28, 32, 85,
36, 61, 63, 651 124 oraz Stw. 65, 171 i 176. Wielomian minimalny p, endomorfi-
zmu X dzieli dowolny wielomian z jgdra homomorfizmu p,,

vweKerpX © Dy | w .

Praktyczny sens konstrukeji wielomianu charakterystycznego, zapowiadany na wste-
pie tej czesci naszych rozwazan, ujawnia

STWIERDZENIE 177. Przyjmijmy notacje Def. 67, 11, 21, 23, 24, 25, 32,
35, 61, 63, 65, 68, 70, 72, 13, 75, 77, 82, 87, 92, 124, 126 i 127, Stw. 65 i 171 oraz
Praykt. 34 (2), 40(3) i 41. Dla dowolnego endomorfizmu x skoticzenie wymiarowej
przestrzeni wektorowej V. nad ciatem K zachodzi tozsamosé

Spx = P! ({0k}) -

]
Dowdd: Wprost z definicji
AeSpx == Ker(x-4\)=#{0v},
ale tez w $wietle Stw. 120 prawdziwg jest rownowaznosc
Ker(x—£)) # {0y} <= det(x-4£y)=0xk.
O

Ostatnia nasza obserwacja uzasadnia

DEFINICJA 128. Przyjmijmy notacje Def. 67, 11, 21, 24, 26, 25, 29, 32, 35,
61, 63, 64, 65, 68, 70, 72, 73, 75, 77, 82, 87, 92, 124, 126 1 127, Stw.65 i 171 oraz
Przykt. 34 (2), 40 (3) i 41. Wartos¢ wlasna A € Spx nazywamy zwyrodniala (lub
zdegenerowang), jesli jest ona zerem o krotnosci x(A|w,) >1 wielomianu cha-
rakterystycznego x. W przeciwnym razie A okreslamy mianem niezwyrodnialej
(lub niezdegenerowanej). Jesli ktoras z wartosci wlasnych x jest zwyrodniala,
to méwimy o widmie (spektrum) zwyrodnialym (lub zdegenerowanym), w
przeciwnym razie mamy do czynienia z widmem niezwyrodnialym (lub nie-
zdegenerowanym).
A

Tak oto dotychczasowa dyskusja daje nam do reki wygodne narzedzie analizy wid-
mowej endomorfizméw (skoriczenie wymiarowych) przestrzeni wektorowych. Na
tym jednak nie koniczy sie rola wielomianu charakterystycznego w szczeg6lnie inte-
resujacych dla nas przypadkach K € {C,R}. Azeby sie o tym przekonaé, rozwazmy

STWIERDZENIE 178. Przyjmijmy notacje Def. 67, 21, 11, 14, 18, 24, 25,
26, 27, 28 i 832. Niechaj K € {C,R}, niech w € K[t] bedzie dowolnym wielomianem
niezerowym, O, c C - otoczeniem zbioru F,' ({0}) jego zer i niech f : O, — C
bedzie funkcjg analityczng®, co do ktorej w przypadku K = R zaktadamy dodatkowo,

5Czyli taka, ktora daje sie¢ przedstawi¢ w postaci granicy ciagu sum czesciowych szeregu
potegowego zbieznego na O, .
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ze jest rzeczywista, tj. spetnia warunek
Vao, + (A€0w A T)=FON ).
Istnieje doktadnie jeden wielomian oy € C[t] stopnia nizszego niz w,
deg oy < deg w,
dla ktdrego istnieje funkcja analityczna o : O, —> C spetniajgca toisamosé
(9.5) [=Fy-0+F,,.

Jesli [ jest rzeczywista i w € R[t], to takie oy € R[t]. Rzeczony wielomian jest
okreslany jako wielomian interpolujgcy dla funkcji f wzgledem wielomianu
w.

Dowdd: Podstawowa role w dowodzie stwierdzenia odgrywa

LEMAT 9.9. Przyjmijmy notacje Def. 67, 21, 11, 24, 25, 26, 27, 32, 35,
61, 65, 70 i 94, Stw. 14 oraz Przykt. 34 (2). Ustalmy (dowolnie) liczbe N € IN* g
oznaczmy

Ky-1[t] ={ weK[t] | degw<N-1}cK[¢t],
a nastepnie rozwazmy przestrzen IK-liniowg
(Kn-1[t]. 8 Py, o — 0)  lipyy) -
Niechaj {)‘i}iefr c K bedzie rodzing v € 1,N parami réinych liczb zespolonych i

niech {k;}..7=c IN* bedzie rodzing liczb naturalnych spetniajacych warunek

iel,r
.
Y ki=N.
i=1

Zbior {@Epi)}pi€07ki_1 form liniowych na Wy_1[t] okreslonych wzorami

i€l,r
1 dPi

(pi) . .
©; : ]KN—l[t]—>]K : wHEdAﬁ

,\:,\iFW()‘)’

zapisanymi w konwencyi % Fu(N) = Fy(N), jest liniowo niezalezny nad K, a

|/\:,\i
zatem stanowi baze przestrzeni Ky_1[t]*.

Dowdd: Oznaczmy

d)m = ‘ngl) ) p1 € 07k1 - 17
Vky+ps = <P§p2)7 p2€0,ka—1,

1p/€1'*'/€2'*';l73 = <P§,p3) , p3€0,k3-1,
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Wiy +kio+..thya4py = ‘P&pr} , pre0,k.—1

i wprowadzmy, korzystajac z tych samych oznaczen, baze Ky_1[t] zlozona z wie-
lomianéw

Wp, = (t - )‘l)pl )
. 1 k1 P2
Wky4py = m(t—)q) B (t-A2)",
1
Whisdaen T g oy () BB (A
1 k1 ko
Wky +ko+...4kp_1+p, = (t—)\l) E!(t—)\g)

()‘7‘ - )‘1) : ()\r - )\2)()\7" - )\r—l) )
@3 (- Aoy @ (- )P

Zwr6émy uwage, ze wielomiany te sg dobrze okreslone na mocy zatozen poczynio-
nych w odniesieniu do liczb ;. Latwo obliczamy

VisianT ¢ Yi(w;) =0,
a ponadto
viEO,N—l : d}z(wz) =1,
skad wniosek, ze macierz ewaluacji
V= (Vi(w))); st
jest dolnotrojkatna i zgodnie z argumentacja z Przykt. 44 (1) ma wyznacznik
det(N)(\Il) =1.

W $wietle Stw. 144 ostatnia rownosé¢ implikuje liniowa niezaleznos¢ uktadu funkcjo-
O

nalow {(pz(pi)}pieo,ki—l'

iel,r

*

Znalazlszy wygodna konstrukcje bazy przestrzeni Ky_i[t]* sprzezonej do
Ky-1[t], wroémy teraz do dowodu zasadniczego. Wobec skoriczonosci wymiaru
dimg Cy-1[t] = N < 0o a na mocy Stw. 142 homomorfizm kanoniczny cc,_,[]
Cn-1[t] — Cn-1[t]** jest izomorfizmem, co oznacza, ze kazdy wielomian (stop-
nia nie wiekszego niz N — 1) moze byc traktowany jako funkcjonal na Cx_1[t]* i
jako taki jest jednoznacznie okreslony przez wartosci, jakie przyjmuje na bazie tej
przestrzeni. W szczegdlnosci wiec istnieje doktadnie jeden wielomian oy € Cn_1[t]
spelniajacy uktad warunkow

1 dr A | .
ZT!WB:XL,FQ}*()\):CCN—l[t](Qf)(Lp'Epl)):sza pieoaki_17 ’Lel,’l“

zapisany dla dowolnego zestawu liczb C?* € C. Niechaj wielomian w, o ktérym
mowa w tresci stwierdzenia, ma rozktad

w=({t-A)"a-A)2eo-N)
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w dotychczasowych oznaczeniach (istnienie takiego rozktadu dla pewnych wartosci
parametrow zapewnia Tw.4.3). Wybierajac liczby C?* € C w postaci

1 dPi

Pi o_
T T pl] d)\p1 )\=)\if(A)7
okreslonej przez zadang funkcje analityczng f : O, — C, otrzymujemy wynik
dPi
(96) vzeﬁ vpiem : mh:/\i(f_FQf)()‘) :07

ktorego stusznosé jest warunkiem koniecznym istnienia rozktadu 9.5. O tym, ze jest
to zarazem warunek wystarczajacy, przekonuje nastepujace rozumowanie. Powyz-
szy wynik pozwala nam rozwina¢ funkcje analityczng f - F,, w otoczeniu O; > A
punktu \; € w™({0}) w szereg potegowy

[}

(f=Fo)(N) =3, en(A=2)",

n=0
ktorego pierwszych k; wspolczynnikoéw jest tozsamosciowo réwnych zeru,

Vook1 P cn=0.

Mozemy zatem zdefiniowa¢ odwzorowanie

(f = For)(N)

: 0y —C : \A—> ,
7 Fu(\)

ktorego rozwiniecie wokét dowolnego elementu \; zbioru w='({0}) przybiera po-
stac

T [e'e]
cA) =TTOA=2)" 3 chiem (A= 2)™.

j=1 m=0

i
Zwazywszy analityczny charakter mnoznika [T} (A=X;)7" w otoczeniu \;, wnio-

i
skujemy, ze o jest funkcja analityczna, zgodnie z teza stwierdzenia.
Pozostaje upewni¢ sie, ze wielomian interpolujacy dla funkcji rzeczywistej wzgle-

dem wielomianu o wspoétczynnikach rzeczywistych ma takze wspoétezynniki rzeczy-
wiste. Zauwazmy w tym celu, ze z dowolng funkcja analityczng F : O, — C

mozemy stowarzyszy¢ nowa funkcje analityczng F* @ O, — C : X +—> F()),
przy czym ilekroé¢ F' jest rzeczywista, zachodzi tozsamosé F* = F. W szczegolnosci
wiec f*=f i F) = F,, azatem Fw-a*+Fg*f =f*=f=F, 0+F,,, cowobec ana-
litycznosci o* i jedynosci wielomianu interpolujacego dla f wzgledem w oznacza
pozadang réwnosé Fg .= Fyy. O

Powyzsze stwierdzenie nadaje sens formalny

DEFINICJA 129. Przyjmijmy notacje Def. 67, 11, 14, 21, 23, 24, 25, 26, 27,
28, 32, 35, 36, 61, 63, 65, 124 i 126 oraz Stw.65, 171, 176 i 178. Niechaj x
bedzie endomorfizmem skoriczenie wymiarowej przestrzeni wektorowej V' nad cia-
tem K e {C,R}, niech O, c C bedzie dowolnym otoczeniem widma Spx i niech
f + Oy — C bedzie funkcjg analityczng, co do ktérej w przypadku K = R
zakladamy dodatkowo, ze jest rzeczywista. Niech oy bedzie wielomianem inter-
polujacym dla f wzgledem dowolnego wielomianu w € Ker p,. Wynik ewaluacji
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funkcji f na endomorfizmie y okreslamy formulay

FOO =px(of)-

Dotychczasowe nasze rozwazania pozwalaja sformutowaé istotne

STWIERDZENIE 179. Przyjmijmy notacje Def. 67, 11, 14, 21, 23, 24, 25,
26, 27, 28, 32, 85, 36, 61, 63, 64, 68, 75, 65, 72, 13, 82, 124, 126 i 129, Stw. 65, 75,
95, 96, 171, 176 7 178 oraz Przykt. /1. Niechaj x bedzie endomorfizmem przestrzeni
wektorowej V' skoriczenego wymiaru N := dimg V < oo nad ciatern K € {C,R},
niech O, c C bedzie dowolnym otoczeniem widma Spx i niech f : Oy — C
bedzie funkcjqg analityczng, co do ktérej w przypadku K = R zatozymy dodatkowo, zZe
jest rzeczywista. Wynik ewaluacji funkcji f na endomorfizmie x jest dobrze okre-
slony, tj. nie zalezy od wyboru wielomianu w € Ker p, , wzgledem ktorego okreslamy
wielomian interpolujgcy of. W szczegdlnosci mozemy zawsze wybraé wielomian

N-1
of = Z pn-t" € Cy_1[t]

n=0

o wspotczynnikach danych wzorem

Mo
H1
M2

HN-1

A

f()
f'(.)\l)
f(kl_i) (A1)
f(2)
f'(.>\2)
f(szl.)()\Q)

SO
700

f"“*b(AT)

zapisanym przy uzyciu macierzy A; € Mat(C; k; x N) (okreslonych dla dowolnego

iel,r)
o A A2
0 11 20\

=1 0 O 2!

23
32
3\

0 0 0 (k-1 ki

AN
(N-1)AY
(N = (V- 2)AN

(N—l)(N—Q)(N_kZ+ 1))\£V—ki+1

A;

Dowdd: Ostatnia cze$¢ tezy jest elementarng transkrypcja warunkow (9.6). Je-
dynym zatem orzeczeniem, ktére nalezy zweryfikowadé, jest to méwiace o niezalez-
noéci wyniku ewaluacji f na x od wyboru wielomianu w € Ker p,.. Niech zatem



9.6. ROZKEAD DZIEDZINY ENDOMORFIZMU NA PRZESTRZENIE PIERWIASTKOWE 291

We, « € {1,2} beda dwoma takimi wielomianami, zadajacymi odnosne rozklady
f=wq 04+ ngx). W swietle Cor. 23 spelnione sg relacje

Py | wa, ae{l,2},

ktore implikuja tozsamosé

o =0 = (- o) - (f- o) =py 012,

zapisang przy uzyciu pewnej funkcji analitycznej 012 : Oy — C. Namocy Tw. 9.8
otrzymujemy przeto spodziewany wynik

2 1 1
px(P2) = o (P0) + i (py) 0 712 (%) = py (01)).

Wiedze zgromadzona w tym rozdziale wykorzystamy w dalszych, bardziej szcze-
gotowych studiach struktury endomorfizmu przestrzeni wektorowej, ktérych celem
praktycznym bedzie sprowadzenie go do postaci kanonicznej (zwanej tez normalng)
poprzez przemys$lny wybor bazy w jego dziedzinie. Wybor ten, podyktowany przez
rozpoczeta tu analize widmowa endomorfizimu, dostarczy czytelnego obrazu rozsz-
czepienia dziedziny endomorfizmu na podprzestrzenie niezmiennicze wzgledem jego
dziatania.

9.6. Rozklad dziedziny endomorfizmmu na przestrzenie pierwiastkowe

Obecnosé podprzestrzeni niezmienniczej w dziedzinie endomorfizmu V' rodzi
naturalne pytanie o niezmienniczo$¢ jej dopelnienia prostego w V. Jest jasnym, ze
twierdzaca odpowiedz na to pytanie pozwala przedstawié¢ rzeczony endomorfizm w
szczegOlnie prostej postaci, a mianowicie jako sume jego ograniczen do kazdego ze
sktadnikéw rozktadu dziedziny. Przedmiot zainteresowania precyzuje

DEFINICJA 130. Przyjmijmy notacje Def. 67, 11, 21, 23, 32, 35, 61, 63, 64,
65, 68, 75, 77, 78 1 79 oraz Stw. 75. Niechaj V bedzie przestrzenig wektorowa nad
cialem K i niech x € Endg (V) bedzie endomorfizmem V. Ponadto niech W cV
bedzie podprzestrzenia V' o dopelnieniu prostym WcV,

V=WeW.
Podprzestrzeit W nazywamy podprzestrzenia redukujaca dla endomorfi-

zmu x, jesli zarowno W jak i W sa niezmiennicze wzgledem y (lub x-
niezmiennicze), tj. jesli zachodza relacje

x(WYcW A x(W)cW.
Powiemy wtedy, ze podprzestrzen W redukuje endomorfizm Yy, sam za$ en-

domorfizm x bedziemy okresla¢ mianem redukowalnego wzgledem .
A

Precyzyjnych a przy tym wygodnych narzedzi do badania zagadnienia redukowal-
noéci endomorfizmu x wzgledem ustalonej podprzestrzeni y-niezmienniczej jego
dziedziny dostarcza sformutowanie opisu sum prostych w terminach rodzin rzutow
komplementarnych (na sktadowe), ktore podalismy w Stw. 88.
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STWIERDZENIE 180. Przyjmijmy notacje Def. 67, 11, 21, 23, 32, 35, 61,
63, 64, 65, 68, 75, 77, 78, 79, 80 i 130 oraz Stw.75 i 88. Niechaj przestrzern
wektorowa V nad ciatem K bedzie (wewnetrzng) sumg prostq rodziny {VO)}yea
swoich podprzestrzeni V) c V,
(9.7) V=@ v®»,

AeA

niech {mx}rea bedzie stowarzyszong z tym rozktadem zupelng rodzing rzutéw kom-
plementarnych i niech x bedzie endomorfizmem V. Rozktad (9.7) jest x-niezmienniczy
wtedy 1 tylko wtedy, gdy endomorfizm x jest przemienny (lub komutuje) ze
wszystkimi operatorami rzutu Ty, tj. prawdziwg jest rownowazinosé

V/\GA : X(V()\))CV()\) p=—— VAGA : X°7T)\:7T/\°X~

Dowdd:
= Wobec tozsamosci Im7y = V) = 7y (VV) relacja x (VM) c V) impli-
kuje réwnosé myoxomy = xomy, z ktorej dalej wyprowadzamy — korzystajac
z Rown. (8.12) — pozadane zwiazki przemiennosci

myOoX = ’]T/\OXOidvz’]T)\OXO Z Ty = Z 7]')\O(XO’]T#): Z 7r)\o(7ruoxo7r#)
pel pel pel

Z Eg{’”[>7THOXO7T“:7T,\OXO7T>\:XO7T)\.
peA

< W swietle tozsamo$ci wypisanych w poprzednim punkcie zachodzi inkluzja
XV = o m (V) =13 0 x (VV) € VOV,
|

Rozszczepienie przestrzeni wektorowej na sume prosta jej podprzestrzeni niezmien-
niczych wzgledem dzialania ustalonego endomorfizmu pozwala wyciagnaé¢ wnioski
odnosnie do struktury tego ostatniego. Oto bowiem

STWIERDZENTIE 181. Prazyjmijmy notacje Def. 67, 11, 21, 23, 32, 35, 61,
63, 64, 65, 68, 75, 77, 18, 79 i 130, Cor. 14 oraz Stw. 75. Niechaj przestrzen wek-
torowa V nad ciatem K bedzie (wewnetrzng) sumg prostq rodziny {V ) Y yen swo-
ich podprzestrzeni V) c V' jak w Réwn. (9.7) i niech x bedzie endomorfizmem V.
Rozktad (9.7) jest x-niezmienniczy wtedy i tylko wtedy, gdy obraz .# (x) endomorfi-
zmu X wzgledem monomorfizmu A zdefiniowanego w Cor. 14 lezy w obrazie diago-
nalnego zanurzenia grupy [Myea Endg (V) w grupie [, e Hom (VD) V),
czyli jest postaci®

M(x) + N — Homg (VY vy (A,y)»—>6ﬂ>\{7ul>pr)\oxoh.
A pue

Dowdd:

6Nauleiy pamietaé, ze wobec utozsamienia miedzy przestrzenig wektorowa i suma prosta jej
podprzestrzeni opisanego w Def. 79 przeciwdziedzina kazdego z odwzorowan 3, jest przestrzen V.
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= Zachowywanie przez x rozkladu V na sume prosta podprzestrzeni V)
implikuje w $wietle Stw. 180 relacje x o gy o pry = Ji © pry o X, ktore w
potlaczeniu z Rown. (8.8) prowadza do oczekiwanej tozsamosci

A (X) (A 1)

PrACXOJu =PINOXOTuOJu =PINCTu X0y

pry o (Ju ©pr,) o x © Ju = 0y, > idya) o pr, 0 x 0 g,

= 55# > Pr, 0 X o Jy-
< Lewostronng odwrotno$cig monomorfizmu .#Z jest odwzorowanie 5%
Im.# — Endgk (@AEA V(’\)) przyporzadkowujace elementowi ¢ € Im . c
M, per Homy (VM , V() endomorfizm
HW) VO v Y oM p)opr,(v).
A ueA
Stwierdzamy zatem, co nastepuje:

(V) = ZA 0 A (X) (1, v) 0 pr, (V)

S8R, o g0 () () o pr, (VM)
A

p,ve

= X ol () (i) o pr, (V)

peA
Ino ()N N(VM) = g5 0pry o x o (VV)

T OXO]A(V(A)) cImmy =V,
O

Warto zwrécié uwage, ze w przypadku skoniczenie wymiarowym powyzsze stwier-
dzenie orzeka, ze macierz endomorfizmu x w bazie bedacej konkatenacjg baz pod-
przestrzeni V) ma postaé¢ blokowo diagonalna, przy czym poszczegédlne bloki
stanowig macierzowe realizacje endomorfizmow x|y o) € Endg (V).

Zasadniczym celem niniejszego rozdziatu jest konkretyzacja abstrakcyjnych kon-
strukcji opisanych w powyzszym wprowadzeniu w odwotaniu do wczesniejszych na-
szych rozwazan dotyczacych widma endomorfizmu. Punktem wyjscia jest tutaj
identyfikacja stosownych podprzestrzeni niezmienniczych wzgledem endomorfizmu.
Temu stuzy

DEFINICJA 131. Przyjmijmy notacje Def. 67, 11, 21, 23, 24, 32, 35, 61, 63,
64, 65, 124 i 126 oraz Stw.65 1 171. Niechaj V bedzie przestrzenia wektorowa nad
cialem K i niech x bedzie endomorfizmem V. Ustalmy liczbe k € IN i okre§lmy
endomorfizm

Xy = (x =)o (x—L)oo(x-11),

k razy

przy czym stosujemy konwencje X3 = idy. Uogélniona przestrzen wlasna stop-
nia k endomorfizmu y (odpowiadajaca wartosci wlasnej A € Sp x) to podprze-
strzen

Vie (A x) == Kerx’j\ cV.
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Przestrzen pierwiastkowa endomorfizmu y (odpowiadajaca wartosci wlasnej
A € Spx) to natomiast

V(ix) = Q Ve(A) < V.

Mamy oczywiste

STWIERDZENIE 182. Przyjmijmy notacje Def. 67, 11, 21, 23, 24, 32, 35,
61, 63, 64, 65, 72, 73, 124, 126 i 131 oraz Stw. 65 1 171. Uogdlnione przestrzenie
pierwiastkowe pozostajg w relacjach

View @ Vie(Aix) € Ve (Asx) -

W szczegdlnosci wiec przestrzen pierwiastkowa V(X;x) jest podprzestrzeniq wekto-
rowg V. Przy tym jesli dimk V' < oo, to

Inew Visn: V(A x) =Va (A x) = V(A x).

Nagmniejszq liczbe naturalng spetniajoce powyzszy warunek nazwiemy wysokoscia
przestrzeni pierwiastkowej V(\;x) i bedziemy oznaczaé jako

h(X;x) =min{ N eIN* | Vn(Xx)=V(Xx) }-

Zaréwno uogdlnione przestrzenie wltasne, jak i przestrzenie pierwiastkowe endomor-
fizmu x sq przestrzeniami x-niezmienniczymi.

Zwieniczenie dotychczasowej dyskusji, uwypuklajace role uogélnionych przestrzeni
wilasnych w strukturalnym opisie (dziedziny) endomorfizmu przynosi ponizsze

STWIERDZENIE 183. Przyjmijmy notacje Def. 67, 11, 21, 23, 24, 32, 35,
61, 63, 64, 65, 68, 75, 17, 18, 79, 124, 126 i 131 oraz Stw. 65 i 171. Niechaj x be-
dzie endomorfizmem przestrzeni wektorowej V' nad ciatem K. Dowolny wielomian

w € Ker p, c K[t]
o rozktadzie
wi=(t-A)"aE-A)2ammt-N)k",

okreslonym przez liczby r € N i k; e IN, i€ 1,7 oraz parami rézne skalary \;, i € 1,7,
wyznacza rozktad dziedziny endomorfizmu na (wewnetrzng) sume prostg podprze-
strzeni x-niezmienniczych

V= Kerxl;’;,

i=1
przy czym zachodzi
v { Kerxy' =V(\i;x), gdy Ai € Spx
eLr | Kerxy ={0v}, gy A #Spx
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Dowdd: Pokazemy najpierw, ze
Viéﬁ vTLZk‘i : Ker X’S\Ll = Kerxl)c\z .

Zachodzi oczywiscie inkluzja Ker Xiz c Ker x},, wystarczy zatem sprawdzic inkluzje

odwrotna. Uczynimy to dla n :=k; + 1, a wniosek konicowy wywiedziemy na pod-

stawie indukcji wzgledem n. Zalézmy, przeciwnie, ze istnieje wektor v € Ker Xié”

o wlasnosci v; := X];’(v) #+ Oy. Zauwazmy, ze v; jest wowczas wektorem wlasnym
x odpowiadajacym wartosci wlasnej \;, oto bowiem
X(01) = X > v; = xa, (v9) = x5 (v) = O
Wtedy jednak
k; k k; r k
px(w)(v) =04 Xy, © Xy (v) =0jy Xx, (vi) = [T N =A% (v;) # Oy,
G G j=1
j#i
co przeczy zalozeniu w € Ker p,. Widzimy zatem, ze koniecznie Ker x = Ker Xi
W przypadku A; € Spx oznacza to wprost, ze Ker x’;j jest odnosna przestrzenia

pierwiastkowa x. Jezeli natomiast A; ¢ Spx, to dla dowolnego v € Ker X];L musi
zachodzié

vk = X5 (v) = Oy,
w przeciwnym bowiem razie byltoby
X(vk,) = X, (V) +v Xi Doy, = Xi (V) +v i > vk, = A Doy,
czyli \; € Sp x, w sprzecznodci 7z zalozeniem. Jest wiec
Xa (X372 (v)) = 0y
i znow stwierdzamy, ze wobec \; ¢ Sp x koniecznie
V-1 i= X’;ii’z(v) =0y .

Tym sposobem dowodzimy ostatecznie pozadanej rownosci v = Oy .
Dowiedziemy nastepnie, ze V' istotnie rozklada sie na sume prosta przestrzeni
Ker X’;z W tym celu rozwazmy wielomiany

w; == E|;-=1 (t - )\j)kj .
ji

Jako ze skalary \; sa parami rézne, a wszystkie wielomiany sa tego samego stopnia
r—1, te ostatnie sg wzglednie pierwsze, a zatem — na mocy Stw. 22 — istnieje rodzina
wielomianéw {g¢;}, 1 c K[t] spelniajaca warunek

G Ew B Bws B B¢ Bw, = t° e NWD (w1, wa, ..., w;).
Zdefiniujmy, dla dowolnego i€ 1,7,

pi = q; Bw; € K[t]

oraz

P; = py(pi) € Endg(V),
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a wtedy

jj }% =

K
px(Pi) =px(BwI B@Bw @B g Bw,) = px(to) =idy .
=1 i=1

Ponadto ilekro¢ i # j, otrzymujemy

T r r r
PioP; = plaiag)e [T xXame [T Xy =p@mgm [T x5m)o [T x4
m=1 n=1 m=1 n=1
m#*t n+) 7”¢{i7j}

T
— ko
= px(‘]z’ Bg; = H ka) opx(w) =0,
=1
mi{i,j}
a zatem takze

PioPi:Pio(idv—Z Pj):Pi—Z P,oP;=PF;.
j=1 J=1
i i
Endomorfizmy P; tworza wiec zupelng rodzine rzutéw komplementarnych, ktéra
na mocy Stw. 88 zadaje rozktad dziedziny y na (wewnetrzna) sume prosta

T
V= EB ImP;.
i=1
Pozostaje upewnic sie, ze Im P; = Ker X]; Po pierwsze obliczamy

T T
ki ki k; kj _
Xx: 0 Pi= pylai) o X3t o [T Xy = px(@) o [T Xy, = px(@i) 0 py(w) =0,
=1 =1
il J
skad wniosek, ze
Im P; c Ker lef .
Niech teraz v € Ker X’;i, a wtedy dla dowolnego j # 4 otrzymujemy
Tk - k k
Pi(v)=px(g) o [T xam (@) =py(a)e TT X3 oxii(v) =0y,
m=1 m=1
m#j mg{i,j}

czyli tez
v=idy(v) = Y Py(v) = Pi(v),
j=1

co daje nam brakujaca relacje
Ker XI)C\; clmP;.
O
Godzi sie w tym momencie odnotowac, ze konstrukcja rzutoéw na przestrzenie pier-
wiastkowe endomorfizmu wydatnie sig upraszcza, gdy jego wielomian charaktery-

styczny rozklada sie na czynniki stopnia 1 i wyznaczone ta droga widmo okazuje
sie niezwyrodniate. Mozemy wtedy zastosowaé
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STWIERDZENIE 184. Przyjmijmy notacje Def. 67, 11, 21, 28, 24, 25, 32,
35, 61, 63, 64, 65, 68, 70, 72, 13, 75, 17, 82, 87, 92, 124, 126, 127 i 131,
Stw. 65 i 171 oraz Przykt. 34 (2), 40(8) i 41. Niechaj x bedzie endomorfizmem
przestrzeni wektorowej V. wymiaru N := dimg V < oo nad ciatem K, o widmie
Spx := {Ai}ieﬁ7 przy czym \; € IK sq¢ parami réznymi wartoSciami wlasnymi x.
Jesli wielomian charakterystyczny x jest postaci

’wX:(t—)\l)lﬂ(t—)\g)EI"'IZI(t—AN),

to rzuty P;, i € 1, N na podprzestrzenie pierwiastkowe V(X\;;x) = Vi(\i;x) =Im P,
wystepujgce w rozktadzie

N
i=1
wYrazajqg sie wzorams

N
Py =Ly, 000 X, , A=TTu=2)""

J#i

PUN

+

oL

Dowdd: Zdefiniujmy wielomiany
W; = Fwi()\i)il.wi, w; = EI;-V::L (t—)\j) E]KN,l[t], iE].,N

J#i

ktorych obrazy wzgledem p, przyjmujg znajomg postac
px(ﬂji) =P

Ich suma

<

i
M=

=

<
I
Ju

spelia warunki

N
Vieew © Fo(h) = Zl Fuy(A) ™ K Fuy () = Fu(A) ™ i P (A = 1k = Fro (V) -
£

Rozumujac jak w dowodzie Stw. 178, w szczegolnosci zas przywolujac Lem. 9.9, kon-
statujemy, ze istnieje dokladnie jeden wielomian stopnia co najwyzej N -1, ktérego
funkcja wielomianowa przyjmuje ustalone wartosci (jednostkowe) w dimy Ky_1[t] =
N punktach \; swej dziedziny. To jednak wobec powyzszego implikuje tozsamos§é

J=tY,

z ktorej odczytujemy

N N
Z P; = Z px(ﬁji) = px(J) = px(to) =idy .
i=1 i=1

W polaczeniu z wynikiem, wypisanym dla j # ¢,

N
Py o P :gAi‘IKAj 9% m=1_ XAnm opx(wx) =0,
mé{i,j

pozwala ona udowodnié¢ brakujaca tozsamo$é
PioP; =P
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i tym samym zakonczy¢ dowdd. (]

Na zakoriczenie tej czesci wykladu oméwimy dwa elementarne wnioski ptynace ze
Stw. 182 i 183. Pierwszy z nich stanowi prosta parafraze tego ostatniego w kontek-
Scie algebraicznym o pierwszorzednym znaczeniu praktycznym.

TWIERDZENIE 9.10 (O rozkladzie przestrzeni wektorowej na przestrzenie
pierwiastkowe endomorfizmmu). Przyjmijmy notacje Def. 67, 11, 14, 21, 23, 24, 26,
25, 32, 35, 61, 63, 64, 65, 68, 70, 72, 13, 75, 77, 78, 79, 82, 87, 92, 124, 126,
1314 127, Stw. 65 i 171 oraz Przykt. 34 (2), 40(3) i 41. Jesli wielomian minimalny
endomorfizmu x przestrzeni wektorowej V  skoriczonego wymiaru nad ciatem K
ma rozktad na czynniki stopnia 1 w K[t], to V ma rozktad

V=@ V(hx).
AeSp x
W szczegolnosci dowolny endomorfizm przestrzeni wektorowej V- nad K := C zadaje
taki jej rozktad.

Dowdd: Teza wynika wprost ze Stw. 183, jesli wybra¢ w = wy. (]

Drugi dotyczy jawnej postaci wielomianu minimalnego.

STWIERDZENIE 185. Przyjmijmy notacje Def. 67, 11, 21, 23, 24, 25, 32,
35, 86, 61, 63, 64, 65, 72, 73, 124, 126 i 131 oraz Stw. 65, 171, 176 i 182. Nie-
chaj x bedzie endomorfizmem przestrzeni wektorowej V  skoriczonego wymiaru nad
ciatem algebraicznie domknietym K i niech h(\;x) bedzie wysokoscig przestrzeni
pierwiastkowej V(X\;x) odpowiadajgcej wartosci wtasnej X\ € Spx. Wielomian mi-
nimalny x przyjmuje wéwczas postac

Px = Eespy (1 - /\)h()\;X) .

Dowdd: Zacznijmy od stwierdzenia, ze kazdy wielomian z Ker p, c K[¢] ma rozktad
na czynniki stopnia 1 z racji algebraicznej domknietosci K. Jak wskazuje Stw. 183 w
polaczeniu z definicja wysokosci przestrzeni pierwiastkowej, krotnosé zera A € Spy
dowolnego wielomianu z Ker p, c K[t] jest nie mniejsza niz h(\; x), wystarczy za-
tem sprawdzié¢, ze wielomian zdefiniowany w tezie dowodzonego stwierdzenia istot-
nie nalezy do Ker p, c K[t]. Namocy Tw.9.10 przestrzen V rozszczepia si¢ na sume
prosta przestrzeni pierwiastkowych y, nasze zadanie sprowadza sie wiec do wykaza-
nia, zZe obraz rzeczonego wielomianu wzgledem p, jest zerem na kazdej przestrzeni
pierwiastkowej. To jednak wynika wprost z relacji (£-\) ) | @,eq, (1= )
stusznej dla dowolnej wartosci wlasnej A € Spx, oraz z ciagu tozsamosci V(A;x) =
Vi) (A x) = Ker XK(MO =Kerpy ((t- )\)h()”X)). O

Jak zaznaczyliSmy na poczatku niniejszego rozdziatu, rozklad dziedziny endo-
morfizmu x na sume prosta podprzestrzeni y-niezmienniczych pozwala zrealizo-
waé x jako produkt kartezjarski endomorfizméw poszczegdlnych podprzestrzeni.
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W dalszej czesci wyktadu zastanowimy sie nad swoboda wyboru bazy w kazdej z
przestrzeni pierwiastkowych y, ktéry pozwolitby zapisa¢ macierz x w szczegdlnie
prostej postaci, okreslonej jednoznacznie przez widmo x (wraz z informacja o zwy-
rodnieniu poszczegolnych jego elementéw). Konstrukeyjny dowdd istnienia takiej
bazy stanowi centralny wynik nastepnego rozdziatu.

9.7. Jordanowska postaé¢ normalna endomorfizmu

Istnienie w przestrzeni wektorowej bazy wlasnej ustalonego jej endomorfizmu
to okoliczno$é tylez wygodna (z praktycznego punktu widzenia, jaki czesto podpo-
wiada nam fizyka) co wyjatkowa. Z drugiej strony elementarne rozwazania fizykalne
z rzadka tylko wyprowadzaja nas poza dziedzine zespolona, nie wydaje sie przeto
nazbyt uciazliwym ograniczenie dalszej naszej dyskusji do przypadku ciata algebra-
icznie domknietego. Zabieg ten nie tylko pozwala udzieli¢ catkowicie ogdlnej odpo-
wiedzi na pytanie o posta¢ kanoniczng endomorfizmu przestrzeni wektorowej nad
dowolnym takim ciatem, ale tez — w szczegblnosci — otwiera przed nami mozliwosé
wyjasnienia struktury endomorfizmu rzeczywistej przestrzeni wektorowej na grun-
cie szczegodlnej relacji miedzy przestrzeniami rzeczywistymi i zespolonymi, ktéra
nosi miano kompleksyfikacji. Niniejszy rozdzial jest po§wiecony przekonywajacemu
udokumentowaniu powyzszych stwierdzen ogélnych.

Zaczniemy, jak zwykle, od wprowadzenia poje¢ pomocniczych.

DEFINICJA 132. Przyjmijmy notacje Def. 67, 11, 14, 16, 32, 77 i 82, Stw. 2,
95 i 96 oraz Przyklt.41. Niechaj A € KK bedzie dowolnym elementem ciata K.
Klatka Jordana wymiaru N € N stowarzyszona z )\ € I nazwiemy macierz

A g Ox Ox - - O

OIK A S O]K O]K O]K
O Ox A €3

F(\eN):= Co0g o O e Mat(IK; V)

: . . - - 0K

: : " . EN-1

Ox Ox - - Ox Og A

z dowolnym ¢ := (e1,€9,...,6N-1) € {O]K,I]K}X(N‘l). Rzeczywista klatka Jor-

dana wymiaru N (stowarzyszona z \) to macierz _#gr(\, e;N) € Mat(R; N)
okreslona dla dowolnej liczby A € C, jak nastepuje: jesli A € ((R), to

Ir(MNe;N)= (N e N),

jesli natomiast A e C\(R), to

CQ()\) €1 [>(2) 15 0, 0, 0,
02 CQ()\) €9 l>(2) 12 02 02 02
0, 0, Ca(A)  e3p(o) 12 :
/]R(/\, g;N) = : 02 0,
: : 0,
: : . . 8%_1 D(Q) 12
0, 0, 0, 0 Cy(N)

gdzie

Ca(A) = ( E};(();\)) ;((i\)) ) ) e:=(e1,€9,...,en-1) € {0k, I]K}X(%—l) 7
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przy czym w tym ostatnim przypadku zakladamy, ze N € 2IN.

Bedziemy réwniez potrzebowaé

DEFINICJA 133. Przyjmijmy notacje Def.67, 32, 77 i 82, Stw.95 oraz
Przykt. 41 i niech G bedzie grupa. Suma prosta macierzy M, € Mat(G; N,),
Ny €N, ae{l,2} to macierz

M, 0N, =N,

M, & M, = ( Onun, M,

) € Mat(G,N1 +N2) .

Na koniec wprowadzamy

DEFINICJA 134. Przyjmijmy notacje Def. 67, 11, 21, 23, 24, 32, 35, 61, 63,
64, 65, 77, 82, 124, 126, 131, 132 i 133, Stw. 95, 65 i 171 oraz Przykl.41. Niechaj
V' bedzie przestrzenia wektorowa nad cialem IK, niech y bedzie endomorfizmem
V iniech A e bedzie dowolnym elementem ciata IK. y-seria stowarzyszona z
A €K to rodzina wektoréw {v"}, 55—, N €N z V okreslonych wzorami

V"= (07),
zapisanymi w konwencji Xg =idy, i speliajacych dodatkowy warunek

X)\(UN_I) = OV .

Mozemy juz teraz wystowi¢ fundamentalne

TWIERDZENIE 9.11 (O jordanowskiej postaci normalnej endomorfizmu).
Przyjmijmy notacje Def. 67, 11, 21, 23, 24, 32, 85, 61, 63, 64, 65, 68, 70, 72,
78, 75, 17, 18, 82, 124, 126, 131, 132, 133 i 134, Tw. 8.11, Stw. 75, 95, 96, 97,
98, 99, 65 i 171, Cor. 14 oraz Przykt. 41. Niechaj V bedzie przestrzeniq wektorowq
wymiary, dimg V' =1 N < co nad ciatem K i niech x bedzie endomorfizmem V
o widmie Spx = {/\i}iefr’ r € N, przy czym zaktadamy, zZe skalary \; sq parami
rézne. Jesli wielomian minimalny x jest rozktadalny w K[t] na czynniki stopnia 1,
to istnieje baza By przestrzeni V bedgca konkatenacjq baz przestrzeni pierwiast-
kowych V(\i;x) ztozonych z x-serii (stowarzyszonych z odnosnymi wartosciami
wtasnymi \;), wzgledem ktdrej macierz endomorfizmu przyjmuje postaé blokowo
diagonalng

[X]%JZJ _ @ f (N, e dimg V(Aisx))
i=1

dla pewnych €; € {0k, 1]K}X(dim"< Vix)=D) | Baza ta nosi miano bazy jordanow-
skiej endomorfizmu Y.

Dowdd: Przedstawimy wyjatkowo prosty i przejrzysty dowod konstrukcyjny pocho-
dzacy od Viliaho [ |. Ustalmy (dowolnie) A € Spx i rozwazmy nierosnacy
ciagg podprzestrzeni Im x%, n € IN,

V=Imx} oImy} oImy2 o oImyy o,
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Jak wynika wprost z jego konstrukcji, ciag ten jest staly poczawszy od pewnego
indeksu N € NN, czyli

(9.8) Iven Yoy ¢+ Imyy =Imxy gImyy .
Skoro za§ xx(ImxY) =Im Y, to
(9.9) Im x3 nKerx» = {0y},
gdy tymczasem
Im Yt nKeryy # {0Ov}.

Zdefiniujmy podprzestrzenie

S =ImxY ' nKeryy, melN*
i oznaczmy

d?, = dimg SV .

Przestrzenie SY' spelniaja oczywista relacje

Kerxy=Sy2835--28Y #{0v},
a ponadto

Vi : SN = {0y ).

(lll)} (11)

. Jako ze v,
1

Wybierzmy w S dowolng baze %' := {v eImyy!

i1€1,dy

E|U§1|N)EV : vz(llll) N 1(’1)(1|N))
i1

i1€1,dQ;
Okreslmy, dla dowolnego iy € 1,d9;, wektory
Z(ll\Jl) XN J1(v(1\N)) j1e1,N.

Nastepnie uzupetijmy (znéw dowolnie) zbiér %' c SN do bazy przestrzeni Sﬁ\v‘l )
(2‘1)} gdzie d} :=

SY, oznaczajac zbiér dodatkowych wektorow jako %2 := {v
(2[1)

1
izel,dy,

dy_y —dY. Tym razem v, € Imx} 2, zatem

@) _ N 2( (2IN- 1))

3 (2\N Dey * U12

i2€l, d1

Okredlmy teraz, dla dowolnego ig € 1, d1 , wektory

Slh) Xi\f 1- Jz(v(2\N 1)) jQEW-

W nastepnej kolejnosci uzupetniamy (wciaz dowolnie) zbior %' u %% ¢ SN-! do
bazy przestrzeni SY 2> SY™! dodajac wektory %3 := {11(3‘1)}13e gdzie d% :=

1,d3,’
d?\,_z - d?\,_l. Rozumujac jak poprzednio, stwierdzamy, ze

SICI N 3( (3IN- 2))

EIU(S‘NQ)EV © Uiy ’
i3

igel,d?
i tym sposobem otrzymujemy rodzine wektoréw

o =), s e TN 2.

Po N iteracjach opisanej tu procedury otrzymujemy ostatecznie zbiér wektorow
= {v (Nll)} ktore uzupelniaja zbior #'u B2 u---u BV do bazy

inel,dN=1?
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S} = Kerx,. Pokazemy, ze rodzina x-serii % := {vz(:“")}
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T , Zzobrazowana

inel,d}(;
jnel,N+1-n
nel,N
na ponizszym diagramie pogladowym
1IN
)
i1
XA
1|N-1 2|N-1
pAN-1) p2IN-1)
11 2
XX XX
1|N-2 2|N-2 3|N-2
pN-2) (2IN-2) o BIN-2)
71 12 3
XX XA XX
1IN-3 2|N-3 3|N-3
pAIN=3) p2IN=3) pBIN=3)
71 2 13
XX XX XA
(N-1]2)
IN-1
XX XX XX X
LD U (1) U L3I U U (N-1]1) U LD
¢ ¢ ) ¢ ¢
“ s SN AgN-L 2 gNTl L gN=2 8 g2 L g8 1S3 A8z N O S
XX XX XX XX XX
Oy Oy Oy Oy Oy

jest baza przestrzeni Ker yY. W tym celu sprawdzamy najpierw, ze % jest zbiorem

K, ktéra zadaje rozktad wektora zerowego

N
Oy =x3 "(0y)=>

_n )
ngljn)

(nljn)

in

-n
I

5y (rlin)
in

K2

21:1

i biorac pod uwage liniowa niezaleznosé¢ %', wnioskujemy, ze

i1€1,d

: Mil

AIN) _

(nlin)

liniowo niezaleznym. Rozwazmy zatem rodzine skalarow . := {p;

n

1

X — C
} inel,dit

Jn€l,N+1-n
nel, N

dy
- i 1IN 11
N 1(1)1(:\] )): Z M( | )DU;‘ )
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Obliczywszy nastqpnie

— 1|N 2 1|N-1 11 2|N-1 2|1
N=2(0y) = ZM“) v 4y, Zu” VoD 4y Zu(' )b 2D

71=1 71=1 i9=1

Oy

0

dN

_ (IN-) ) @N-1) (D)

= > Z 1, v,
11=1 19=1

stwierdzamy, tym razem korzystajac z liniowej niezaleznosci #' u %2, 7e

(1N-1) _ ., @IN-T)
ipel,dd, © i = Ok A vigel,d}\, T Mg =0k

Powtarzajac to rozumowanie N — 1 razy, wykazujemy trywialno§¢ wszystkich ele-
mentéw rodziny . i tym samym — liniowa niezalezno$¢ Z. Pozostaje przekonaé
sie, ze |%| = dimg Ker xY. Na mocy definicji liczb d% !, wyprowadzamy

N
S (N +1-n)dyt

n=1

dy + (dy +dy) + (dy +diy +dy) + -+ (dY +dpy + - +dy )

|2

= dimg Sy +dimg SY ! + dimg S5 2 + -+ + dimg S}

dimg (Im x5 nKer xy) .

M=

Il
=

n

W dalszych obliczeniach pomocnym okazuje sie nastepujacy

LEMAT 9.12. Przyjmigmy notacje Def. 21, 32, 85, 36, 61, 63, 65, 72 i 73.
Niechaj ()| ae {1,2} bedqg endomorfizmami skoriczenie wymiarowej przestrzeni
wektorowej V. nad ciatem K. Zachodzq tozsamosci

dimg (Imx® nKerx®) = dimgk Im ™V - dimgk Im (x® o V)

= dimg Ker (X(2) o X(l)) — dimgk Ker V.

Dowdd: Na mocy Stw. 83 spelniona jest relacja
dimgk Im ) = dimg Ker (x® i (0 ) + dimg Im (x® i () 5

ktoéra implikuje wprost pierwsza z dowodzonych tozsamosci. Jesli wzia¢ pod uwage
takze bilanse wymiaréw

dimg Ker (x® o x(M) = dimg V - dimg Im (x® o (V)
oraz
dim Ker X(l) =dimg V - dimg Im X(l) ,
to otrzymujemy na jej podstawie pozadang réwnosé

dimg Ker (x? o x) = dimg Ker yV

= dimg V - dimg Im (x® o yM) = dimg V + dimy Im !
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= dimg Im Y - dimgk Im (x® o xV) = dimgk (Im ™ n Ker @) .

W $wietle powyzszego lematu dostajemy oczekiwany wynik

N N
> dimg (Im %" nKerx,) = > (dimg Ker x} — dimg Ker y3 ")

n=1 n=1

|2

dimy Ker Xiv — dimg Ker X?\ = dimg Ker Xﬁ\v — dimg Keridy

= dimg Ker Xf\v ,

ktory przekonuje nas, ze % istotnie jest baza podprzestrzeni Ker yY .
W nastepnym kroku dowodzimy tozsamosci

(9.10) Kerxy =V (X x).

Jak wynika z samej definicji przestrzeni pierwiastkowej, wystarczy sprawdzi¢ wa-
runek

(9.11) Vosn © Kerx} = Kerxy .

Zalézmy, przeciwnie, ze dla pewnej liczby naturalnej n > N istnieje wektor v €
Ker x} \ Ker Xﬁ\v , a wtedy z réwnosci

(AT (W) =0y
wywodzimy
XV H(v) e Im YVt N Ker .

Przywotujac w tym miejscu Réwn. (9.8) i (9.9) (i wobec n—1 > N), konstatujemy,
ze
n-1

X3 (v) e Im X} nKerxy = {Ov},
czyli tez
X3 (v) =0y
To jednak oznacza, ze
veKeryd !,

co ostatecznie doprowadza nas do sprzecznoéci. Wnioskujemy zatem, ze warunek
(9.11) jest spelniony.

Tozsamo$¢ (9.10) w polaczeniu z tezg Tw. 9.10 pozwala stwierdzié¢, ze dopelnie-
nie proste W podprzestrzeni Ker Xf\v jest — tak jak i ona sama — podprzestrzenia
X-niezmienniczg (réwng sumie prostej podprzestrzeni pierwiastkowych stowarzyszo-
nych z pozostalymi wartosciami wlasnymi ), co oznacza, ze calg opisang tu proce-
dure mozemy powtorzy¢ dla zredukowanej wymiarowo pary (W, x|w ), konstruujac
tym sposobem zlozong z x-serii baze jednej z pozostalych przestrzeni pierwiastko-
wych x. Po r < oo krokach otrzymujemy wiec baze V bedaca konkatenacja baz
poszczegodlnych przestrzeni pierwiastkowych, z ktérych kazda jest ztozona z liczby
x-serii réwnej wysokosci odnosnej przestrzeni pierwiastkowej.

Na zakoriczenie niniejszego dowodu zauwazamy, ze dokonujac rozktadu bazy
% (dla kazdej wartosci wlasnej wzietej z osobna, w dowolnym porzadku) na po-
szczegolne y-serie (rozstawione w dowolnej kolejnosci), a nastepnie wybierajac w
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obrebie kazdej z nich porzadek zgodny ze zwrotem pionowych strzalek na naszkico-
wanym wczesniej diagramie, uzyskujemy baze (uporzadkowana), w ktorej macierz
endomorfizmu y przybiera pozadang posta¢ blokowo diagonalna. O

9.8. Kompleksyfikacja i rzeczywiste bazy jordanowskie

Okazuje sie, ze w konsekwencji istnienia prostej relacji ¢+ : R — C, opisanej w
Stw. 2, mozemy — adaptujac prowadzacy do niej schemat myg§lenia — wnioskowaé na
podstawie Tw.9.11 takze odnos$nie do postaci normalnej endomorfizmu przestrzeni
wektorowej nad cialem R. W tym celu wprowadzamy

DEFINICJA 135. Niechaj ((V,+v,Py,e— 0y),¢=>) bedzie przestrzenig
wektorowa nad cialem R. Kompleksyfikacja przestrzeni V to przestrzen wek-
torowa

(VO =V xV 4y, Pye, o — (0v, 0v)),£7) ,
o strukturze grupy przemiennej zadanej przez operacje 2-argumentowa
+ye  VOxVO VO (g, 09), (w1, ws)) — (v1 +y V2, w1 +1 wa)
oraz operacje l-argumentows
Pye : VOO (v1,v2) — (Py(v1),Py(v2))
i z dzialaniem ciala C okre§lonym wzorem
© . oxve—=v©

(), (v1,v2)) — (Ab v +y u> Py(ve), A vy +y u> o) .

Bez trudu sprawdzamy

STWIERDZENIE 186. Odwzorowanie
v V—VC v (v,0y)
jest monomorfizmem miedzy przestrzeniami R-liniowymi ((V,+v,Py,e — 0y), )
1 ((VC,+V@,PVC,0 — (OV,OV)),KCOL), przy czym strukture R-modutu na V°
indukuje monomorfizm ciat (3.1). W szczegdlnosci jesli B jest bazq przestrzeni
v,
V = <‘@>]R I

to 1y (B) jest bazg przestrzeni VO,

Ve = (D)) -

Dowdd: Jedynym stwierdzeniem wymagajacym komentarza jest to dotyczace struk-
tury bazy przestrzeni V. Otoz jego tres¢ wynika wprost z nastepujacej obserwacji.
Niech 2 := {v*}xen. Przestrzen VO jest powtoks C-liniowa zbioru

% = {(v*,00) }aea U{(0,02) }rer -
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Zarazem (Oy,v*) = £€(v*,0y), zatem

<‘@>c = ({(0*,00) }rea) = (v (D)) -

Jest przy tym jasne, ze zbior 1y () jest liniowo niezalezny nad C (bedac liniowo
niezaleznym nad ¢(R)). O

NOTACJA 8. Teza Stw. 186, w polaczeniu z tezg Stw.2, podpowiada natu-
ralny zapis element6w przestrzeni VC. Oto utozsamiwszy obraz monomorfizmu vy
z jego dziedzing, zapiszemy

Voev ¢ tv(v) =0,
a wiec takze (po opuszczeniu indeksu VC w zapisie operacji 2-argumentowej na
Vo)
vv:(vl,vz)ev‘u TU= U +ibuy.
* * *

Analogia z konstrukeja ciala liczb zespolonych na bazie ciata liczb rzeczywistych
siega dalej. Oto bowiem znajdujemy naturalng

DEFINICJA 136. W notacji Def. 18 i 135 sprzezenie zespolone na prze-
strzeni V® to odwzorowanie

K O (U1,U2) — (U17PV(U2)) = (Ula_'UQ)'

Mamy oczywiste

STWIERDZENIE 187. W notacji Def. 18, 135 i 136 sprzezenie zespolone na
przestrzeni VC jest inwolutywnym antyizomorfizmem, tj. — w szczegdlnosci —

V(avpeoxve P ADU=ADT.

W nastepnej kolejnosci rozwazamy

DEFINICJA 137. W notacji Def. 135 kompleksyfikacja endomorfizmu Y €
Endgr (V) to endomorfizm x© € End¢(V®) dany wzorem

XC VOO (v1,02) — (x(v1),x(v2)) -

Jak wynika wprost z powyzszej definicji,

STWIERDZENIE 188. Niechaj V bedzie skoniczenie wymiarowq przestrzeniq
wektorowq nad ciatem R o bazie B i niech x € Endr(V') bedzie endomorfizmem
V. Macierz kompleksyfikacji x© wzgledem bazy v (B) jest toisama z macierzq
endomorfizmu x wzgledem bazy A,

v (B
X1 5, = %
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Kompleksyfikacja rzeczywistej przestrzeni wektorowej V' i jej endomorfizméw po-
zwala zastosowaé wczesniejsze wyniki dotyczace jordanowskiej postaci normalnej
endomorfizmu przestrzeni wektorowej nad ciatem algebraicznie domknietym do en-
domorfizmu x® indukowanego przez x € Endg(V). Jak sie okazuje, mozliwa jest
tez transkrypcja uzyskanych tym sposobem informacji dotyczacych struktury x©
do wyjsciowej przestrzeni V', co prowadzi do wyznaczenia struktury x. Fakt ten
opisuje zasadnicze

STWIERDZENIE 189. Przyjmijmy notacje Def. 67, 11, 14 21, 23, 24, 32,
35, 61, 63, 64, 65, 68, 70, 72, 13, 75, 17, 18, 82, 124, 126, 131, 132, 133 i 13/,
Tw. 8.11, Stw. 75, 95, 96, 97, 98, 99, 65 i 171, Cor. 1} oraz Przykt. j1. Niechaj
V' bedzie rzeczywistq przestrzeniq wektorowqg wymiaru dimg V =: N < oo ¢ niech x
bedzie endomorfizmem V, a nadto niech tez Sp x® bedzie widmem kompleksyfika-
cji X© endomorfizmu x. Zbior Spx© jest zachowywany przez operacje sprzezenia
zespolonego,

(9.12) Vaeo ¢ (/\€pr(D — XeSpy°© )

Ponadto istnieje baza 939 przestrzeni VC bedgca konkatenacjg baz przestrzeni pier-
wiastkowych VC()\; XC) Ztozonych z x©-serii (stowarzyszonych z odnosnymi warto-
Sciami wtasnymi ) i zawarta w Imuy o tej wlasnosci, e macierz endomorfizmu
x wzgledem jej przeciwobrazu PB; wzgledem monomorfizmu vy przyjmuje postaé
blokowo diagonalng
B .
xX]°%, = D e\ exdime VEAXT))
AeSp x¢ne(R)
(7] @ f]R (/\075)\0;2dimc VC()\C;XC))
{AC,AC}cSp xCu(R)

dla pewnych ey, € {0,1}(dime VEOR)1) i oeyo e {0, 1} (dime Ve xD1) | Baza ta
nosi miano (rzeczywistej) bazy jordanowskiej endomorfizmu Y.

Dowdd: Zaczniemy od sprawdzenia wlasnosci (9.12). Wybierzmy w V' dowolna
baze % := {v"}, 17 a nastepnie ustalmy uy (%) jako baze VC. Przynaleznosé
AeC do Spx® jest réownowazna istnieniu v € V€ o whasnosci

DY 0 ] = xp [u] 7,

Sprzezenie zespolone powyzszej roOwnosci macierzowej (“wyraz po wyrazie”) daje

nam — w $wietle Stw. 188, ktore implikuje [XC]”L/V(‘@) e Mat (¢(R); N) — roéwnosé

C1v(B) T T @ 1V (B) T i@ -~ o T (B
[x ]LLVV((.%) © [v]v (@) = [XC]LYV((gg) e [v]v(#) = X [v]w (#)
ta za$ orzeka istnienie wektora wlasnego ¥, [v]v(#)(n,e) > 0™ =T endomorfi-
zmu x® stowarzyszonego z wartoscia wlasna A. Powyzsza konstatacja dopuszcza
naturalne uogélnienie: oto sprzezenie zespolone na, przestrzeni VC ogranicza sie do
antyizomorfizmu

VeX?) = VOO v
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miedzy podprzestrzeniami pierwiastkowymi odpowiadajacymi warto$ciom wlasnym
wzajem zespolenie sprzezonym.

Po dokonaniu rozkladu VC na przestrzenie pierwiastkowe, ktorego istnienie
gwarantuje Tw.9.10, przeszeregujmy sktadniki proste tak, by uzyskaé¢ rownowazny
rozktad
Vi @ viuaxNe D (V%) e VeRGiXY)) .

AeSp xCne(R) {ACXC}cSp xCri(R)

Nastepnie utworzmy baze jordanowska % przestrzeni VC wybierajac w prze-
strzeniach pierwiastkowych VE(\;x®) 1 VEC(\;x%) (wymiaru dimg VE(;x®) =
dime VE(A; x©) =t ny) bazy (jordanowskie) wzajem sprzezone {e' = (z',y")};7me
i — odpowiednio — {e’ = (2, ~y")},;77=- Tym sposobem sprowadzamy klatki jorda-
nowskie dla VE(A%; x€) i VE(AC; x®) do postaci strukturalnie identycznej (jedyna
roznica jest obecnosé wartosci whasnej AC na przekatnej klatki dla VE(AC; x©), gdy
tymeczasem klatka dla VE(A\®; x®) ma w tym miejscu wartos¢ whasng A). Zaj-
miemy sie najpierw klatkami odpowiadajacymi rzeczywistym warto$ciom wiasnym
A e SpxPnu(R). W swietle powyzszego rozumowania w odnosnych przestrzeniach
pierwiastkowych mozemy zawsze wybraé¢ bazy jordanowskie %, = {e'} zto-
zone z elementéw samosprzezonych, tj. takich, ktére spetniajg warunki

i€l,ny

o0 i
viel,nA Jyiey * € =1y (v'),

co tez czynimy. Bedac liniowo niezaleznymi nad €, wektory e’ s w szczegdlnosci
liniowo niezalezne nad ((R), to za§ oznacza, ze wektory v’ sa liniowo niezalezne
nad R i tworza baze przestrzeni pierwiastkowej V(\;x). Rzecz jasna, wektory od-
powiadajace roznym rzeczywistym wartosciom wlasnym x© sa liniowo niezalezne
(nad R). Macierz ograniczenia endomorfizmu x do podprzestrzeni V(\;x) c
V' przyjmuje postac¢ klatki jordanowskiej 7w ()\,a,\;dimc VC()\;XC)). Dokonaw-
szy konkatenacji tak okreslonych baz przestrzeni pierwiastkowych dla wszystkich
wartosci whasnych y (czyli dla wszystkich rzeczywistych wartosci wlasnych x©),
otrzymujemy w ten sposéb baze¢ %r podprzestrzeni @jiespycnu(mr) V(ANix) €V,
a wzgledem niej — podmacierz @jespyeru(r) SR (A,E,\;dim@ VC()\;XC)) macie-
rzy endomorfizmu y. Pozostaje uzupelni¢ ukltad #r do bazy przestrzeni V. W

tym celu poddamy stosownej ,,dekompleksyfikacji” baze {ei,g}iem przestrzeni

e = VEAC xC) @ VE(AT; x©) c VC. Zauwazmy, ze zbior wektorow
w(z') = 3 (€' +yec€f), wy') = % (6Z ot PVC(GZ))

jest liniowo niezalezny nad C (jako uklad réwnowazny C-liniowo niezaleznemu ukta-
dowi {e?, et} , a zatem zbior {x%, 5’} jest liniowo niezalezny nad R. Z
racji C-liniowej niezaleznosci baz przestrzeni pierwiastkowych x© odpowiadajacych
roznym warto$ciom wlasnym, elementy tego zbioru sg takze liniowo niezalezne od
analogicznych uktadéw otrzymanych dla pozostatych istotnie zespolonych warto-
$ci whasnych x©, jak rowniez od znalezionych uprzednio wektoréow v*. Dokonajmy
konkatenacji zbiorow {x!, y'} dla wszystkich (istotnie zespolonych) wartosci

iel,nkc) tel,ny¢

€l,nyc
wlasnych x©. Jesli uwzgledni¢ rownolicznosé uzyskanego ta droga liniowo niezalez-
nego zbioru wektoréw z dopelnienia podprzestrzeni @ ycspycnum) V(Aix) w V 2z
wymiarem tejze podprzestrzeni (réwnym wymiarowi C-liniowemu podprzestrzeni
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D ACesp xOi(R) V(A% x) c VY, stwierdzamy, ze zbiér ten stanowi uzupelnienie
PBr do bazy V, ktérg oznaczymy symbolem Z;. Przy tym macierz [X]%’J po-
wstaje z macierzy x® wzgledem bazy bedacej konkatenacja wprowadzonych powy-
zej baz {e'}, 7+ poszczegélnych przestrzeni pierwiastkowych VE(\; x®) poprzez
przejécie od baz jordanowskich {e’, e} w kazdej z przestrzeni VE(A\C; %) @

o i€l,ny ¢
VO x©) dQ odnoénych baz {1y (z?), LV(yi)}ieW przy jednoczesnym zachowa-
niu baz {tv (v*)}, g5 przestrzeni pierwiastkowych odpowiadajacych rzeczywistym
wartosciom whasnym €. Wprowadzmy oznaczenia: (e,e) := (e',€?,...,e" ¢ el, €2,
"'aenkﬁ)7 (xvy) = ($17y1>x27y27"'7xnxcayn)‘c) i Lv(.’b,y) = (LV(xl)vLV(yl)v
(22,0 (1Y), ..., ey (™€), 1y (y"ae )) Rzeczone przejicie realizuja macierze
lidv |, ]'( %"
1 0 0 0 O 00 0 1 0 0 0 O 0 0 O
i 00 0 O 000 -i 0 0 0 O 0 0 O
01 0 0 O 000 0 1 0 0 O 0 0 O
0O i 0 0 0 000 0 -i 0 0 O 0 0 O
00 1 00 000 0 O 1 0 O 0 0 O
00 i 0O 000 0 O -i 0 O0 0 0 O
=10 0 0 1 O 0o 0 0 0 0 0 1 O o 0 01,
00 0 i O 000 0 0 0 -i o0 0 0 O
00 0 0 O 010 0 O O O0 O 0 1 O
00 0 0 O O i 00 O 0O 0 O 0 -i 0
00 0 0 O 001 0 0 0 0 O 0 0 1
00 0 0 O 0Oo0 i 0 0 0 0 O 0 0 -i
oraz
[id\/“f/k(‘,](f"/e()x,y)
1 -i 0 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0 O
0 0 1 - 0 0 0 O 0O 0 0 0 0 O
0 0 0 0 1 -i 0 O 0o 0 0 0 0 O
0O 0 0 0 0 0 1 =i 0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 0 0 O 1 -i 0 0 0 O
0 0 0 0 0 0 0 O 0 0 1 -i 0 O
2110 0 0 0 0 0 0 O 0 0 0 0 1 -i
9211 i 0 0 0O O O O 0 0 0 0 0 O
0 0 1 i 0 0 0 O 0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 1 i 0 O 0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 0 1 i 0O 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 0 0 O 1 i 0 0 0 O
0 0 0 0 0 0 0 O 0 0 1 i 0
0o 0 0 0 0 0 0 O 0 0 0 0 1 i
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Bezposrednim rachunkiem sprawdzamy pozadang réwnosé
(zy) _1,C v (z,y)
Dt ana] gy = el o

= lidv ]y, )05 © (W 162 © lidv 1670 )

= [idv|7/f\m]”(/e(’gy) o (/()\078)\@;7%\@) ® /()\7@7 EAC; n)\C)) 0] [idv|7fl\m](ff()a:’y)

= /]R(/\C,é‘/\c;Qn)\c) .

Macierz endomorfizmu wzgledem bazy jordanowskiej jest nonikiem nietrywial-
nej informacji o anatomii endomorfizmu, oto bowiem wskazuje na mozliwosé¢ doko-
nania jego rozkladu na czesé diagonalna, jednoznacznie okreslang przez jego widmo,
oraz czesé Scidle (gorno)trojkatng wyjatkowo prostej postaci. Intuicje, ktorej zro-
dlem jest dyskusja endomorfizmu w wyréznionej bazie jordanowskiej, poddamy
abstrakcji w dalszej czedci wyktadu celem uzyskania lepszego wgladu w strukture
wewnetrzng endomorfizmu.

9.9. Endomorfizmy nilpotentne i diagonalizujace

Naszym celem w tej czesci wykltadu jest dalsza systematyzacja wiedzy o struk-
turze endomorfizmu przestrzeni wektorowej w nawigzaniu do konstrukcji bazy jor-
danowskiej. Na gruncie zgromadzonych przez nas obserwacji dotyczacych upo-
rzadkowania indukowanego w przestrzeni wektorowej w obecnosci endomorfizmu
mozemy dokonaé abstrakcji dwoch istotnych klas endomorfizmoéw, ktore okreslaja
nastepujace definicje. Zaczniemy od uogdélnienia poje¢ napotkanych w konstrukeji
bazy jordanowskiej endomorfizmu.

DEFINICJA 138. Przyjmijmy notacje Def. 11, 21, 32, 35, 61, 63 i 65. Niechaj
V' bedzie przestrzenig wektorowy nad cialem K. Endomorfizm nilpotentny v ¢
Endk (V') to taki, ktérego pewna (skoriczona) potega jest endomorfizmem zerowym,
tj.
Jpew : vovo-ov=0.
—

n razy

A

Czesto wygodne okazuja sie inne, rownowazne okreslenia endomorfizinéw tego typu,
ktore wymienia

STWIERDZENIE 190. Przyjmijmy notacje Def. 67, 11, 21, 23, 24, 25, 32,
35, 61, 63, 64, 65, 68, 70, 72, 73, 15, 17, 82, 87, 92, 94, 95, 124 i 127, Stw. 65, 70,
75, 94, 140, 171 1 175 oraz Przykt. 34 (2), 40(3), 41 i 46 (2). Zatézmy dodatkowo,
ze przestrzenn V' jest wymiaru skoniczonego N := dimg V < oo. Niechaj v bedzie
endomorfizmem przestrzeni V. Rownowazne sq nastepujgce zdania:

(i) v jest nilpotentny.

(ii) w, = (-1)V¢V,
(111) me : Tn(l/):O.

)
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(v) Istnieje rodzina {V,.}, o podprzestrzeni przestrzeni V. wymiaru dimg V,, =
n o wlasno$ciach

{Oy}=VocVicVoccVyocVy=V
oraz
vn€1,7N : Z/(Vn) c Vn—l .
(vi) Istnieje baza przestrzenmi V' bedgca konkatenacjq pewnej liczby v-serii,
wzgledem ktdrej macierz v ma postaé $cisle (gorno)trojkging.
Z kazdego z nich wynika zdanie
(vii) Spv ={0k}-

Wynikanie odwrotne zachodzi, ilekroé wielomian minimalny v ma w K[¢t] rozklad
na czynniki liniowe.

Dowod:

(i)=(@i) Skoro v™ = 0 dla pewnego n € N, to t" € Kerp,, a zatem — na mocy
Cor.23 — p, | t". Poniewaz za$ jedynymi dzielnikami jednomianu t" sa
jednomiany t™, m € 0, n, przeto koniecznie p, = t™ dla pewnego m € 1,n.
Uwzgledniwszy p, | w, oraz deg w, = N, wnioskujemy na tej podstawie,
ze m € 1, N, co pozwala stwierdzi¢, tym razem w odwotaniu do Tw. 9.10, ze
V =V (0k;v). Wprowadzmy w V baze jordanowska £, ktorej istnienie
zapewnia Tw.9.11. W bazie tej

[v]%, = 7 (0,&:N)
dla pewnego ¢ € {0k, 1 }*NV"1 | a zatem

detvy = det(ny (L7 (-\,e1N)) = ()Y,

patrz: Przykl. 44.
(ii)<>(iii) Tozsamosé¢

N-1
OV =, = (DN N @ T (1) g Ta(v)) £

n=0

implikuje réwnosc
N-1
> (D" kTa()) " =0,
n=0

ktoéra mozemy interpretowaé¢ jako rozktad wielomianu zerowego w bazie
jednomianowej przestrzeni K-liniowej K1 [t], 0 wspolczynnikach (-1)"k
T, (V). Liniowa niezalezno$¢ elementéw tej bazy daje nam wprost poza-
dany ukltad réownosci 7,(v) = 0, n € 0, N — 1. Implikacja odwrotna jest
oczywista.

(ii)=(iv) Oczywista konsekwencja Tw.9.8.

(iv)=(i) Trywialne.
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(i)=(v) Nilpotentno$¢ v implikuje niesurjektywnos¢ tegoz endomorfizmu, gdyby
bowiem v byt surjektywny, te sama wtasnosé miataby dowolna jego po-
tega, tymczasem v" =0 dla pewnego n € IN. Niesurjektywnos$é¢ v oznacza,
ze dimgImyv < N -1, czyli istnieje podprzestrzen Vy_1 ¢ Vy =V wy-
miaru dimg V-1 = N -1 o wlasnosci v(Vy) =Imv c Vy_;. Zauwazajac,
ze V-1 jest v-niezmiennicza,

v(Vn-1) cv(Vn) e Vo,

mozemy powtorzy¢ poprzednie rozumowanie w odniesieniu do pary
(V|lvy_y, Vvo1), traktujac V- jako dziedzine (jawnie) nilpotentnego en-
domorfizmu v|y,_,. Tym sposobem po N krokach otrzymujemy pozadana
rodzine podprzestrzeni przestrzeni V.

(v)=(iv) Inkluzja v(Vi) c Vix_1 pociaga za soba v%(V}) c Vi_o i dalsze, tak ze —
wobec rownoéci Vg = {0y} — stwierdzamy vV = 0.

(ii)=(vi) Korzystajac z Tw.9.11, wybieramy w V = V(0k;v) baze jordanowska,
wzgledem ktorej — jak wczesniej stwierdzilismy —

B
V7%, = 7(0,&N),

czyli macierz v jest tutaj macierza gérnotrojkatna z zerami na przekatne;j.

(ii)«<=(vi) Trywialne.

Przechodzac do drugiej czesci tezy, udowodnimy na przyklad wynikanie

(i)=(vil) Z tozsamosci v™(v) = 0, spelnianej dla pewnego n € IN przez dowolny
niezerowy wektor v € V, wynika, ze albo "7 1(v) = 0y, albo tez " 1(v)
jest wektorem wlasnym v stowarzyszonym z wartoscia wlasng Ox. W
pierwszym przypadku albo v"2(v) = Oy, albo v"?(v) jest wektorem
wlasnym stowarzyszonym z wartodcia wlasng Og. Powtarzajac to rozu-
mowanie n — 2 razy, dochodzimy do wniosku, ze albo v(v) = Oy, albo
v = 0y, przy czym te ostatnig ewentualno§¢ wykluczamy na podstawie za-
lozenia dotyczacego v. Ostatecznie wiec istnieje wektor wlasny v. Niech
v bedzie takim wektorem,

ek : v(v)=Abw.
Obliczamy
Oy =v"(v)=A"p>w,
co wobec v # Oy implikuje réwnosé
A" =0k,
czyli tez A = Ok.
Wynikanie odwrotne w sytuacji, w ktérej wielomian minimalny p, endomorfizmu
o widmie Spv = {0k} ma rozklad na czynniki liniowe, jest natychmiastowe, wtedy

bowiem na mocy Stw. 185 jest p, = t"*X) a zatem takze ") = p (p,) =0, co
dowodzi nilpotentnosci v. (I

Szczegbdlowa analiza wlasciwosci definiujacych endomorfizmu nilpotentnego po-
zwala nam lepiej zrozumieé strukture rozktadu dziedziny dowolnego endomorfizmu
na sume prosta jego przestrzeni pierwiastkowych, wyjasniajac zarazem ukryty do-
tad sens algebraiczny zwyrodnienia pierwiastkéw wielomianu charakterystycznego.
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STWIERDZENIE 191. Przyjmigmy notacje Def. 67, 11, 21, 23, 24, 25, 26,
29, 32, 35, 61, 63, 64, 65, 68, 70, 72, 13, 75, 77, 82, 87, 92, 124, 126, 127
i 181, Stw. 65 1 171 oraz Przykt. 34 (2), 40(3) i 41. Niechaj V bedzie skoriczenie
wymiarowq przestrzenia wektorowq nad ciatem K i niech x bedzie endomorfizmem
V', przy czym zaktadamy, zZe wielomian charakterystyczny x jest rozktadalny w K[t]
na czynniki stopnia 1. Wowczas

Vaespy @ dimg V(XA x) = k(A wy) .

Dowdd: Endomorfizm vy := x|y (x;y) jest jawnie nilpotentny, mozemy zatem od-
nies¢ do niego punkt (ii) Stw. 190, uwzgledniajac przy tym y-niezmienniczo$¢ prze-
strzeni pierwiastkowych y, orzeczona w Stw. 182. Dostajemy

[T (u-2)rew0) = Fy, (A)=detya= [] detxalvium

HeSp x HESP X
= JI det(vu-tpoidviuy) = 1 Fu,, (A= p)
1eSp x HESP X
dimg V(1 im ;
=TT CO=p) e s T (uonytime Vs,
HESP x HeSp x

O

W nastepnej kolejnosci sformalizujemy pojecie kryjace sie w tresci Stw. 173.

DEFINICJA 139. Przyjmijmy notacje Def.67, 11, 21, 32, 35, 61, 65, 68,
70, 72, 73, 75, 78 i 82, Cor. 14, Stw.75, 95, 96, 97, 98, 99 i 157 oraz Tw.8.11.
Niechaj V bedzie przestrzenia wektorowa wymiaru N := dimg V < oo nad ciatem
K. Endomorfizm diagonalizowalny ¢ € Endk (V) to taki, dla ktorego istnieje
baza % w V oraz rodzina skalaréw {A;}, 75 ¢ K o wlasnosci

[6]%, = diag( A1, A,y ..., AN).

Tak okreslona baza V' nosi miano bazy diagonalizujacej endomorfizm §.

Rownowaznych a wygodnych okreslenn endomorfizmu rzeczonego typu dostarcza

STWIERDZENIE 192. Przyjmijmy notacje Def. 67, 11, 21, 23, 24, 32, 35,
61, 63, 64, 65, 75, 78, 79, 80, 124, 126, 127 i 151 oraz Stw. 65, 88 1 171. Niechaj
0 bedzie endomorfizmem przestrzeni V. Rownowazne sq nastepujgce zdania:
(i) 9 jest diagonalizowalny.
(ii) Istnieje — dla pewnego n € N — zupetna rodzina {m;}
mentarnych oraz rodzina {\;}

rzutow komple-
parami réznych skalaréw o wltasnosci

iel,n

iel,n
n

0= Z Ly, om;.
i=1

Méwimy wéwczas, ze para ({ﬂi}ieﬁ,{)\j}jeﬁ) okresla rozklad wid-
mowy (lub spektralny) endomorfizmu §.
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(iil) Istnieje wielomian w € Kerps o pierwiastkach o krotnosci 1 rozktadalny
w K[t] na czynniki stopnia 1.

(iv) Vaesps @ V(A;6) = Vi(X;9), a nadto wielomian charakterystyczny ws
jest rozktadalny w K[t] na czynniki stopnia 1.

(v) Istnieje w V baza wlasna 0.

(i)=(ii) Niechaj % := {v'}, 77 bedzie baza diagonalizujaca J i niech {7}, 1%
bedzie rodzina rzutéw stowarzyszona z rozktadem

N )
1
V= EB <1) )]K
i=1
poprzez relacje <vi>]K =Im7;. Bezposredni rachunek
by, 0T (v) = 2 (N K 6ry) vt = A b ot =6(vY)
j=1 j=1
w polaczeniu ze Stw. 80 pozwala zapisaé

N
0= Z E)\,i o ?T}' .
i=1
Dokonujac odpowiedniej permutacji indekséw bazy, mozemy zawsze po-

grupowaé jej elementy tak, by uzyskaé¢ rozktad % na podrodziny {v',v?
wey Ukl }U{vk1+1, Uk1+2, vy ,Uk1+k2 }Umu{vkl-¢-lcQ+---+k,,,_1+17 ,Uk1+k2+---+kn_1+2,

Ukl +hkote -tk

)

} o wlasnosci
Vietm Yoev @ 0(v) =Ajp0

V€ <vk0+k1+-"+kj,1+17 vk0+k1+"-+k¢j,1+27 "','[)k0+k1+“'+kj )]K ,

przy czym przyjmujemy konwencje ko = 0. Otrzymujemy wtedy rozklad
k;

n J
6 = Z E}\J o (Z ,ﬁk0+k1+“~+kj1+i) .
j=1 i=1

Latwo sprawdzi¢, ze endomorfizmy =; := ijl Tho+hy -tk 1+i LWOTZ3 ZU-
pelna rodzine rzutéw komplementarnych spelniajaca wszystkie warunki z
punktu (ii).

(ii)=(iii) Prosty rachunek:

n n n n
(Z lo, 0 ﬂ'i) ° Z bgomj| = Z oy ©TioT) = Z Eai-mﬁj-mtsf(j ° T
i=1 j=1 irj=1 irj=1 :

M=

Co,xeB; © i s

=1

wykonany dla dowolnych skalaréw o, 3; € K, i,j € 1,n, pokazuje (na
drodze indukcji), ze dla wielomianu w € K[t] zachodzi tozsamosé

ps(w) =" L, (n) © i,
i=1
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a zatem poszukiwany wielomian mozna wybraé¢ w postaci
n
w = @ (t - )\z) .
i=1

iii)=(iv) Pierwsza czes¢ tezy jest bezposrednig konsekwencja Stw. 183, oto bowiem
iv) Pi S¢ t jest b Srednia k k ja Stw. 183, oto bowi
istnienie wielomianu w implikuje
n
V=@ Kersy=!,
i=1 ‘
przy czym Vi(A;8) = Kerdy, = V(A\;0) 1 dimg V = Y12, dimg V(N\;;0).
Oczekiwang posta¢ ws wyprowadzamy teraz wprost w bazie jordanowskiej

V' uzgodnionej z powyzszym rozkltadem.
(iv)=(v) W swietle Tw.9.10 otrzymujemy

V:@ ‘/1()\1,5),
i=1

zatem konkatenacja baz przestrzeni wlasnych Vi(\;;d) jest baza diago-
nalizujaca d.
(v)=(i) Oczywiste.

Zwiericzeniem naszych dociekan jest

TWIERDZENIE 9.13 (O rozkladzie endomorfizmu na czeéci: diagonalizo-
walna i nilpotentna). Przyjmijmy notacje Def. 67, 11, 21, 23, 24, 32, 35, 61, 63 i
65. Niechaj V bedzie przestrzenig wektorowq skonczonego wymiaru nad ciatem K
i niech x bedzie endomorfizmem V, przy czym zaktadamy, Ze wielomian minimalny

X jest rozktadalny w K[t] na czynniki stopnia 1. Wowczas x ma jednoznaczny
rozktad

X=0+v

na cze$é diagonalizowalng 6 € Endg (V') oraz czesé nilpotentng v € Endg (V) wza-
jem przemienne,

dov=vol.

Dowdd: Kluczowa role odgrywa tutaj

LEMAT 9.14. Przyjmijmy notacje Def. 67, 11, 21, 28, 24, 32, 85, 61, 63, 64,
65, 124, 126 i 131 oraz Stw. 65 i 171. Niechaj V bedzie przestrzeniqg wektorowg
skonczonego wymiaru nad ciatem K @ niech x oraz § bedg endomorfizmami V.
Jesli § jest diagonalizowalny, to prawdziwa jest réwnowaznosé

dox=x00 <= ( Vaesps * x(V(X9))cV(X6) ).

Dowdd:
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= Niech v e V(X;d), czyli — na mocy Stw. 192 (patrz: punkt (iv)) — §(v) =
A > v, a wtedy

6 (x(v)) =00 x(v) =x06(v) =x(d(v)) =x(A>v) =A>x(v),
co oznacza wlasnie, ze x(v) € V1(X;9) = V();9).
< W $wietle Stw.192 (patrz: punkt (v)) dowolny wektor v € V mozna
roztozy¢ na sume
v= ) ey
AeSp o
o sktadnikach v € V(\;8) = Vi(\;8), przy czym wprost na mocy zalo-
zenia jest x(vM) € V(\;9), a zatem

dox(v) = Z 5ox(v()‘)): Z )\DX(U()\)):X( Z )\Dv()‘))
AeSp s AeSp s AeSp §
= x| X @V =x0d(v).
AeSp d

Wracamy teraz do dowodu zasadniczego. Wykazemy najpierw istnienie rzeczo-
nego rozktadu. Niech Spx = {\;}, g5 dla pewnego n € IN, przy czym zaktadamy,
ze skalary A; sa parami rézne. Istnieje wowczas — na mocy Stw.9.10 — rozktad

n
V=@ V(\i;x)
i=1
i stowarzyszona z nim zupelna rodzina rzutéw komplementarnych {m;} o wia-
snoéci Imm; = V(N5 x), mozemy zatem zdefiniowaé¢ endomorfizm

1€l,n

n
522 Z £>\1, o Ty,
i=1
ktory w Swietle Stw. 192 (patrz: punkt (ii)) jest diagonalizowalny. Przy tym dla
v:=x —§ otrzymujemy, przywolawszy uprzednio Stw. 180 i 182, tozsamos¢

vod=(x-0)od=xo0d-dod=dox-dod=do(x—-9)=dov.

Ponadto, jak tatwo wida¢, endomorfizm ograniczony v|y(y,.y) jest identyczny z
X v 1jako taki zachowuje przestrzen pierwiastkowa V(A x) oraz jest nil-
potentny, co dowodnie pokazuje konstrukcja Vialiaho bazy jordanowskiej V(A x)-
Jest zatem v nilpotentny na calej przestrzeni V. Pozostaje wykazaé¢ jednoznacz-
nos¢ uzyskanego tu rozktadu endomorfizmu .

Niechaj x = 6 +v bedzie dowolnym rozktadem okreslonym w tezie stwierdzenia.
Wowczas dla kazdej wartosci wlasnej A € Spd stwierdzamy X € Spy i V(\; ) c
V(X; x)- Istotnie, niech v € V(X;0), czyli — na mocy Stw. 192 (patrz: punkt (iv)) —
0(v) = A v. Wowezas x(v) = (x=9)(v)+d(v) =v(v)+A > v, azatem xa(v) =v(v).
Ale tez — jak orzeka Lem. 9.14 — podprzestrzeri V(\;9) jest y-niezmiennicza, czyli —
wobec swej d-niezmienniczosci — takze v-niezmiennicza, gdyz v € V(A;d) implikuje
— znéw na mocy Stw. 192 (patrz: punkt (iv)) i zalozenia dov=vod —

5 (x(v)) =00 (0 +v)(v) =(d+v)ed(v) =x(A>v)=A>x(v),
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czyli x(v) € V(X;6). W takim jednak razie bez trudu dowodzimy (przez indukcje)
zdania
Vaenw : X3(v) =v"(v),

skad wobec nilpotentnosci v wniosek v € V(A;x). Latwo w tym momencie przeko-
na¢ sie, ze zachodzi rownos¢ V(\;x) = V(A;0), oto bowiem — na gruncie Stw. 9.10
oraz udowodnionej powyzej relacji inkluzji miedzy tymi podprzestrzeniami —

B Vvive @ V= @ Ve @ V(wy)

XeSp & neSp x\Sp é XeSp xnSp & HeESp X \Sp &
=P Vi =V= P Videc & V(xx).
AeSp x NeSp s NeSp &

Na tej podstawie mozemy zapisaé

§ = Z f)\ O,
AeSp x
gdzie 7 jest rzutem na podprzestrzen Immy = V(\;x), co koriczy dowdd. O

Korzystajac z konstrukcji przedstawionej w dowodzie Stw.183, mozemy podaé
jawne wzory na skladowe: diagonalizowalng i nilpotentng x. Oto wiec w zapo-
zyczonej z owego dowodu notacji zapiszemy

0= Z Oy, 0 px (pi) = px(BiL; Niopi)
=1

oraz
v=x—py(Big Ai.pi) = py (t BB Pr(A;).pi) -
9.10. Przestrzenie unitarne

Wyjatkowa pozycje w opisie struktur i modelowaniu zjawisk fizyki kwantowej
oraz teorii wzgledno$ci zajmujg przestrzenie wektorowe nad C i — odpowiednio
—nad R 7 wyr6zniona dodatnio okre$lona forma hermitowska, tj. z iloczynem
skalarnym. Niniejsza cze$¢ wyktadu jest poswiecona dyskusji istotnych wtasnosci
tych przestrzeni oraz ich endomorfizméw. Zaczniemy od sprecyzowania przedmiotu
rozwazan.

DEFINICJA 140. Przyjmijmy notacje Def. 11, 13, 14, 18, 21, 32, 35, 61, 63,
105, 106, 107, 108, 109, 116 i 117 oraz Przykt. 35 (2). Niechaj (K,.J) € {(R,idg),
(C,?)}. Przestrzen unitarna nad cialem K to para (V,(:|-)) zlozona z prze-
strzeni wektorowej V nad K oraz iloczynu skalarnego (+-) : V% — K. Przestrzen
unitarng nad R (tj. rzeczywista) okreslamy mianem przestrzeni euklidesowej’.

A

Obecnosé iloczynu skalarnego na przestrzeni wektorowej pozwala dokonaé jej metry-
zacji (tj. wprowadzi¢ pojecie odleglosci) i topologizacji, przy czym obie procedury
sa ze soba $cisle powiazane.

W czedei literatury jest stosowana terminologia, w ktorej ogdlna przestrzen unitarna jest
nazywana przestrzenia z iloczynem skalarnym, natomiast okreslenia ‘unitarna’ i ‘euklidesowa’ sa
zarezerwowane dla przestrzeni nad C i — odpowiednio — nad R.
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DEFINICJA 141. Przyjmijmy notacje Def. 11, 13, 14, 18, 21, 32, 35, 61, 63,
105, 106, 107, 108, 109, 116, 117 i 140 oraz Przykl. 35 (2). Niechaj (V, (-|-)) bedzie
przestrzenia unitarng nad cialem K. Norma indukowana na V to odwzorowanie

[ V—Rs : v—/(v]v).
Zadawane przezen odwzorowanie
d: V*?—SRs : (v,w)— |v-w|

nosi miano metryki indukowanej.

Wyjasnienie obu nazw przynosi

STWIERDZENIE 193. Przyjmigmy notacje Def. 11, 13, 14, 18, 21, 32, 35,
61, 63, 105, 106, 107, 108, 109, 116, 117, 140 i 141 oraz Przykt. 35(2). Norma
indukowana na V jest niezwyrodniata, tj.

Voev = (o] =0 = v=0v ).

Stowarzyszona z nig metryka indukowana jest translacyjnie niezmienniczqg metrykg
na V, tj. — w szczegolnosci — spetnia relacje

Vuowey : d0+y u,w+y u) =d(v,w)
oraz nierd6wnosé trojkata

vu,v,weV : d(U,U) + d(U,’lU) 2 d(u7 ’U)) .

Dowdd: Jedynym nietrywialnym faktem jest spelnianie przez d nierdéwnosci tréj-
kata, ta zas jest bezposrednim nastepstwem

LEMAT 9.15 (Nieréwno$¢ Minkowskiego). Przyjmijmy notacje Def. 11, 13,
14, 18, 21, 32, 35, 61, 63, 105, 106, 107, 108, 109, 116, 117, 140 i 141 oraz
Przykt. 35 (2). Zachodzi relacja

Vowev vty w] < o] + fuw].

Dowdd: Na podstawie Stw. 160 szacujemy

lo+vw|* = (v wlo+y w) = [o* + [w]® + (vjw) + (wlv) = o] + [w]* + 293 (v]w)
2
< ol + fwl? + 20@w)] < Jol* + [w]® + 2]v] - [w] = (Jo] + [w])” -
O
O

Mamy tez przydatna (np. w kontekscie analizy fourierowskiej)
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STWIERDZENIE 194 (Nierowno$¢ Bessela). Przyjmijmy notacje Def. 67, 11,
13, 14, 18, 21, 32, 35, 61, 63, 64, 65, 68, 95, 98, 105, 106, 107, 108, 109, 111,

116, 117, 140 i 141, Stw. 75 oraz Przykt. 34 (2) i 35(2). Niechaj {vi}ieﬁ bedzie
uktadem ortonormalnym,
igeln - (’Uih}j) = 557 .
Dla dowolnego wektora w eV oznaczmy
w; = (wp'), iel,n.
Stuszng jest nierdwnos$é
> lwi? < Jwl?,
i=1
a ponadto
w—Zwibvie@,vQ, ,v");{.
=1
]

Dowdd: Wprowadzmy oznaczenie @ :=w — Y i-; w; > v'. Wprost z definicji

n . n . n .
0 1@ = (w=> wisv'fw=-> wj>v?) = (ww) - > w; - (v'w)
iz j=1 i1

IN

=y w () + Y wiewy (o) = [wl? =2 3w+ Y w65
j=1 ig=1 i=1 ig=1
2\ 2
Jwl* = fwil*,
i1
co pokazuje prawdziwo$é¢ nieréwnosci. Jest tez, dla dowolnego i€ 1,n,

n n n
(@*) = (w=> w>v'v") =w; - Y, wj- (V') =w; - > wj-csgij =w; —w; =0.
j=1 j=1 j=1

O

Podstawowe wtasnosci bazy ortonormalnej przestrzeni unitarnej opisuje

STWIERDZENIE 195. Przyjmijmy notacje Def. 67, 11, 13, 14, 18, 21, 32,
35, 61, 63, 64, 65, 68, 95, 98, 105, 106, 107, 108, 109, 111, 116, 117, 140 i
141, Stw. 75 i 194 oraz Przykt. 34 (2) i 35 (2). Niechaj (V,(:]-)) bedzie skoricze-
nie wymiarowq przestrzenig unitarng nad ciatem K i niech % := {vi}ieﬁ bedzie
uktadem ortonormalnym. B jest liniowo niezalezny. Ponadto ponizsze zdania sq
rownowazne:

() Yoev ((Viam @ (W) =0k ) = w=0y ).

(il) A jest bazq przestrzeni V, przy czym

n
ieln + W= Z (wlv') >o".
i=1

(i) Vewer © (uw) = ¥ (ufo?) & (v|w).
(iv) Vwev @ Jwl?= T, [(wh")P.

v
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Dowdd: Zaczniejmy od wykazania liniowej niezalezno$ci uktadu ortonormalnego.
Niechaj {\;} c K bedzie rodzing skalarow o wlasnosci

iel,n
n .
Z )\z >’ = OV y
i=1

a wtedy

Vi Ok = (Ov[o’) = (30 A e o?jo’) = 30 Ak (07 ]0") = 30 Ak 615 = A -
=1 =1 =1

Rachunek ten pokazuje stusznosé pierwszej czesci tezy stwierdzenia. Zajmiemy sie
teraz rownowaznymi okresleniami bazy ortonormalne;j.

(i)=(ii) Dla dowolnego w € V' rozwazmy wektor
@=w-Y (wp') o’
i=1

Ten spelnia tozsamosci

(@) = (wh') =Y (wh!) x ([o") = (wlo') = 3 (wo?) & &5 = (w|o’) = (w]o")
i=1 i=1
= O]K7
stuszne dla dowolnego i € 1, n, co oznacza, ze @ = 0y-. To jednak implikuje
relacje

n
w=Y (wp') >’
i=1

i tym samym pokazuje, ze A jest ukladem generujacym, a wiec bazg.
(if)=(iii) Trywialny rachunek.
(iii)=(iv) Oczywiste.
(iv)=(i) Natychmiastowa konsekwencja Stw.193.

Tak jak w przypadku ogolnych form e-hermitowskich, relacja ortogonalnosci
rozszerza sie na podprzestrzenie przestrzeni unitarnej. Niezwyrodnienie iloczynu
skalarnego pozwala przy tym bez trudu udowodni¢ nastepujace wlasnosci (w czesci
dyskutowane juz wczesniej).

STWIERDZENIE 196. Przyjmijmy notacje Def. 11, 13, 14, 18, 21, 32, 35,
61, 63, 64, 65, 75, 78, 95, 98, 105, 106, 107, 108, 109, 110, 111, 112, 116, 117
i 140 oraz Przykt. 34 (2) i 85 (2). Niechaj (V,(:|")) bedzie przestrzenig unitarng
skonczonego wymiaru nad ciatem K i niech W, W1, Wy c V' bedq podprzestrzeniams
V. Wéwczas

(i) WtcV jest podprzestrzeniq wektorowq V.
(Wi +y W)t = Wi nWs.
V=WoOWwWH".

(W1 N I/VQ)l = Wll +v VVQl
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Dowdd: Udowodnimy jedynie te punkty, ktére nie byly omawiane wczesniej i jawia
sie nieoczywistymi.
Ad (iv) Zachodzi oczywiscie inkluzja W c (W+*)*, a przy tym — na mocy punktu
(iii) (i wobec skonczonosci wymiaru V') —
dim]K (I/Vl)l = dile V- diHI]K VVl = diHI]K V- (dlle V- dlm]K W) = dlm]K w.
Ad (v) W swietle punktow (ii) i (iv) jest
(Wi +y W)t = (W) n(Wy)" =WinWs,
stad jednak — znowu na mocy punktu (iv) —

Wi +y Wi = (Wi +v W) = (Wi n W)t

Istnienie iloczynu skalarnego pozwala w naturalny sposéb utozsamié przestrzen
wektorowa (skoniczonego wymiaru) ze sprzezona do niej. Moéwi o tym

STWIERDZENIE 197 (Lemat Riesza). Przyjmijmy notacje Def. 11, 13, 14,
18, 21, 82, 35, 61, 63, 65, 70, 94, 105, 106, 107, 108, 109, 116, 117 i 140 oraz
Przykt. 34 (2) i 35(2). Niechaj (V,(-|-)) bedzie skoticzenie wymiarowq przestrzeniq
unitarng nad ciatem K. Wowczas

Voevs E”gofev Voev : (p,v) = (U|907L)'
Odwzorowanie
Ry VI —V @n—)@f

Jjest potliniowym izomorfizmem, okreslanym mianem (anty)izomorfizmu Frécheta—
Riesza.

Dowdd: Skonstruujemy ¢t dla dowolnego ¢ e V*. Jesli ¢ =0, to jedynym kandy-
datem jest o' =0y Latwo sprawdzamy, ze ten wybor spelnia warunek definiujacy.
Niech teraz ¢ # 0, co oznacza, ze Kerp # V. Mamy wtedy — na mocy Stw.196 —
réwnosc
V = Ker p(Q(Ker p)*,
czyli (Kerg)* #V*={0y} ikazdy wektor v eV ma jednoznaczny rozklad
v=K+y K, keKerp, r*e(Kerp)*.

Przy tym wobec rownoéci dimgk V' = dimg Im p+dimg Ker ¢ = dimg K+dimg Ker ¢ =
1 + dimg Ker ¢ (implikowanej przez Stw.83) oraz wczesniejszej dimg (Kerp)* =
dimg V —dimg Kerp =1 jest
(Ker )" = (o)
dla pewnego kg € V \ {0y }. Zdefiniujmy
1
T

= W K (%"%) > Ko,
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a wtedy — dla dowolnego v =k +y A > kg € Ker o (Ker p)* =V — dostajemy

1 {o. kn) 1
Trol? K (@, ko) 'K (n+vA[>mo|/~co):W.]K (0, ko) & A i (Kolko)

(vle")

(907 A HO) :

Skoro jednak k € Ker g, to mozemy doda¢ ten wektor do A > kg, otrzymujac tym
sposobem pozadany wynik

(vl¢") = {p. A ko) = {p. ki +v A > o) = (i0,0) -

Jednoznacznosé o' jest oczywista konsekwencja niezwyrodnienia (-|-), wystarczy
zatem przekonaé sie o pétliniowosci odwzorowania Zy i znalezé jego odwrotnosc.
Ta pierwsza wynika wprost z rachunku (zapisanego dla dowolnego skalara \ € K)

1 I - _
(/\Dtp)TEV E ']K<)‘[>907"€0>‘>"€O:7‘2 KAk (@, K0) > Ko = Al
0

%ol
Odwzorowanie odwrotne do %y natomiast jest dane wzorem
RV — Vv (o) =0,
Istotnie, na mocy Stw. 196 zachodzi
(Kervh)* = (0)i)* = vy »

ilekro¢ zatem v # Oy, mozemy wybra¢ (w notacji wprowadzonej wezesniej) kg := v,
a wtedy

(UT)T:—QqK (vhv) pv= s & (Vo) > v =
lvl |

H\
O

Wykorzystujac antyizomorfizm Frécheta—Riesza, mozemy przestransportowaé struk-
ture unitarng z V na V*.

STWIERDZENIE 198. Przyjmijmy notacje Def. 11, 18, 14, 18, 21, 32, 35,
61, 63, 65, 70, 94, 105, 106, 107, 108, 109, 116, 117 i 140, Stw. 197 oraz
Przykt. 34 (2) i 85(2). Para (V*,(:|).) ztozona z przestrzeni V* sprzezonej do
V' oraz odwzorowania

(1) + V2K 5 (0,9) — (Zv(9)|%2v ()

jest przestrzeniq unitarng.

Dowdd: Pottoraliniowosé odwzorowania (--). jest oczywista, pokazemy przeto
tylko, ze jest ono niezwyrodniate. Jesli ¢ =0, to takze ¢! = 0y, a wtedy (¢|¢). =
(0y|0v) = Ok, co jest wynikiem pozadanym. Zaldzmy nastepnie, ze ¢ # 0. Zachodzi
réwnosc

(Ple)e = (@0 = (o1eh) = (#7101, 01) = (0, T) = %mw(%ﬁobﬁo
o o L) P
= Jrope X e mod w le ko) = S
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ktora pokazuje dowodnie, ze (). jest odwzorowaniem dodatnim, a ponadto

V<peV" : ( 90:’:0 - (<,0|90)*>0 ) )
gdyz w przeciwnym razie dla dowolnego v = k +y A > kg € V' mieliby§my

((p,’l}) :)"]K <§O7/‘i0> :O]K7

co oznaczaloby, ze ¢ =0, przeciwnie do zalozenia. ([l

Zaobserwowana przez nas relacja %y miedzy wektorami i funkcjonatami linio-
wymi podnosi sie¢ w naturalny sposéb do przestrzeni odwzorowan K-liniowych, o
czym moéwi

DEFINICJA 142. Przyjmijmy notacje Def. 11, 13, 14, 18, 21, 32, 35, 61, 63, 65,
105, 106, 107, 108, 109, 116, 117 i 140 oraz Przykt. 35 (2). Niechaj (V(*),(:))),
a € {1,2} beda dwiema przestrzeniami unitarnymi nad cialem K i niech y €
Homy (VD) V) bedzie odwzorowaniem K-liniowym miedzy nimi. Odwzoro-
wanie hermitowsko sprzezone do y to odwzorowanie x! e Homy (V) V(D)
o wlasnosci

Y (01,09)eV DXV (XT(U2)|01)(1) = (v2[x(v1)) 2y -
Odwzorowanie pétiniowe
Homg (VD V) — Homg (VA , VD) y—f

nazywamy sprzezeniem hermitowskim.
A

Definicja odwzorowania sprzezonego nie przesadza o jego istnieniu ani jednoznacz-
nodci. Sytuacja ta zmienia sie radykalnie w przypadku skonczenie wymiarowym.

STWIERDZENIE 199. Przyjmijmy notacje Def. 11, 13, 14, 18, 21, 32, 35,
61, 63, 65, 105, 106, 107, 108, 109, 116, 117 i 140 oraz Przykt. 35(2). Niechaj
(V(‘)‘),(-|-)(a))7 a € {1,2} bedg dwiema skoriczenie wymiarowymi przestrzeniami
unitarnymi nad ciatem K 1 niech x € Hom]K(V(l),V(Q)) bedzie dowolnym odwzo-
rowaniem K-linitowym miedzy nimi. Istnieje doktadnie jedno odwzorowanie hermi-
towsko sprzezone do .

Dowdd: Jednoznacznosé¢ okreslenia x! jest oczywista, a przy tym latwo spraw-
dzamy, ze odwzorowanie

XJr =Ry o X" O%;/l(z)
spetnia warunek definiujacy. Istotnie, korzystajac z pottoraliniowosci (+|-) (o) oraz z
definicji odwzorowania sprzezonego, liczymy — dla dowolnych vy € V(¥ e {1,2}

(XT(U2)|01)(1)

(%V(l) o X* o %‘_/1(2) (1]2)|U1)(1) = (1}1|<@V(1) ox*o %‘;1(2) (’UQ))(l)

('@\_/1(1) (%V(l) ox* 0%‘_/1(2)(1)2)) ’Ul)(l) = (X>+ ('@\_/1(2)(7}2)) ’Ul)(l)

= Ayt (12),x(01)) ) = (w)lvz) ) = (alx(v1)) ) -
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Podstawowe (i oczywiste, a dowodzone podobnie jak Stw.131) wlasnosci operacji
sprzezenia hermitowskiego opisuje

STWIERDZENIE 200. Przyjmijmy notacje Def. 11, 18, 14, 18, 21, 32, 35,
61, 63, 65, 105, 106, 107, 108, 109, 116, 117, 140 i 142 oraz Przykt. 35 (2). Nie-
chaj (V("‘), (-|-)(a)) ,a€{1,2,3} oraz (V,(:)) bedq skoriczenie wymiarowymi prze-
strzeniami unitarnymi. Sprzezenie hermitowskie jest inwolutywnym i antymultypli-
katywnym odwzorowaniem potliniowym, tj. dla dowolnych x,x1,X2 € Hom]K(V(l),
V) i y3 e Homg(VP V) oraz X e K spetnione sq toisamosci

N =x, (xsex1)"=x]oxi,
Oa+x) =x]+x], (Ao ) =3e 7,
a ponadto (ilekro¢ istnieje x7!)
id}, = idy , (xH =06

Bez trudu dowodzimy tez

STWIERDZENIE 201. W notacji Def. 11, 13, 14, 18, 21, 32, 35, 36, 61, 63,
64, 65, 95, 98, 105, 106, 107, 108, 109, 111, 116, 117, 140 i 142 oraz Praykt. 94 (2)
i35(2)
(i) Kery! = (Imy)'e;
(ii) Imy’ = (Ker x)*®.

Dowdd:
Ad (i) vy € Kery! Voevar + Ok = (XT(Uz)h}l)(l) = (U2|X(U1))(2) Aand
v2 L2y Imx.
Ad (ii) Wobec Stw. 196 (patrz: punkt (iv)) udowodniona powyzej tozsamosé (i)
implikuje
Imy' = ((Im XT)Lu))l“) = (Ker (XT)T)l(U = (Ker y)*®
O

W dalszej czesci wykladu skupimy uwage na przypadku V) = V() tj. bedziemy
rozpatrywac endomorfizmy przestrzeni unitarnej.

Wprowadzenie operacji sprzezenia hermitowskiego pozwala wyrézni¢ kilka istot-
nych (z punktu widzenia zastosowan, przede wszystkim tych fizykalnych) typow
endomorfizméw przestrzeni unitarnych.

DEFINICJA 143. Przyjmijmy notacje Def. 11, 13, 14, 18, 21, 32, 35, 61, 63,
65, 105, 106, 107, 108, 109, 116, 117, 140 i 142 oraz Przykt. 35 (2). Niechaj (V, (1))
bedzie przestrzenig unitarng nad ciatem K. Endomorfizm y € Endgk (V) nazywamy

(N) normalnym, gdy xfox=xox";



9.10. PRZESTRZENIE UNITARNE 325

(H) samosprzezonym (lub hermitowskim), gdy x = x (w przypadku K =

R moéwimy o endomorfizmie symetrycznym);
(aH) skosnie hermitowskim (lub antyhermitowskim), gdy x = —x (w

przypadku K = R moéwimy o endomorfizmie skos$nie symetrycznym
(lub antysymetrycznym));

(I) izometrycznym (lub izometria), gdy x o x = idy, przy czym jesli
dimk V' < oo, to kazda izometria jest endomorfizmem unitarnym (wzgl.
otrogonalnym, gdy K = R) i odwrotnie, tj. spelnione sa warunki

Xtox=idy < xTex=idv =xox'.
Defniujemy tez endomorfizm

(D) dodatni jako taki, ktory spelnia warunek V,ey : (v|x(v)) € Rao.
A

Na marginesie prowadzonych tu rozwazan warto zwréci¢ uwage na naturalng struk-
ture algebraiczng obecna na zbiorach endomorfizméw izometrycznych oraz (skosnie)
hermitowskich.

STWIERDZENIE 202. Przyjmijmy notacje Def. 11, 13, 14, 18, 21, 32, 35,
61, 63, 65, 105, 106, 107, 108, 109, 116, 117, 140, 142 i 143 oraz Przykt. 35 (2).
Izometrie przestrzeni unitarnej V' tworzq grupe, tj.
Vs xeeBnde(v) ¢ ( X]oxi=idv =xfoxs = (x10x2)70o(x10x2) =idy )
oraz id‘f/ oidy =idy.
Endomorfizmy hermitowskie i skosnie hermitowskie tejze przestrzemi tworzg
zbior zamkniety wzgledem komutatora
[X1:x2]-=Xx10x2 - X20x1
1 — odpowiednio — antykomutatora
(X1, x2]+ = X109 X2+ X2°X1 5
tj.
V1 x2€BEndi (V) - ( ( X{ =£X1 A X; =+x2 ) = [X17X2]=7; = +[x1, x2]+ ) .
[

Te pierwsze pojawia sie w przyszlych zastosowaniach jako grupy transformacji uni-
tarnych (np. transformacje ewolucji hamiltonowskiej lub symetrii) przestrzeni sta-
néw uktadoéw kwantowych, te drugie zas§ — jako algebry endomorfizméw (skosnie)
hermitowskich (np. algebry obserwabli kwantowych).

Zauwazmy tez, ze endomorfizmy dodatnie pozostaja w prostej relacji z endo-
morfizmami samosprzezonymi.

STWIERDZENIE 203. Kazdy endomorfizm dodatni skoriczenie wymiarowej
zespolonej przestrzeni wektorowej jest samosprzezony.
]

Dowdd: Niechaj (V,(+-)) bedzie przestrzenia unitarng i niech x bedzie dowolnym
jej endomorfizmem dodatnim. Odwzorowanie

¢y 2 V2 —C : (v,w) — (vlx(w))
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jest forma poltoraliniowa, mozemy zatem odnie$¢ do niego teze Stw.149 (patrz:
punkt (ii)). Stwierdzamy wiec, ze

3
(uh)) = 32 1 (s o wl(v sy 2 0)

i na tej podstawie obliczamy, przywotujac definicje sprzezenia hermitowskiego i
endomorfizmu dodatniego,

3
(X (w)) = OFw)lo) = (wlx(v) = 3 (D% (w+v iF > ofx(w +v i > 0))
k=0
3
= Y (=D (w v i ooy (w +y i e 0))
k=0
= Y ("o (" e wry )i o x(iF b w v v))
ke{0,2}
= > i (iF e (F2 s w o)l e X (5 > w v v))
ke{1,3}
= > ik-(v +v i% > w|x (v +y i >w))
ke{0,2}
- > i (v +y P2 by (v +y iR b w))
ke{1,3}
= i (v i o wlx(v+y iF e w))
ke{0,2}
+ 3 (v i b wx (v +y P b w))
ke{1,3}
= ik-(v +y ika|X(v +y ik l>w))
ke{0,2}
+ > i (v i e wlx(v v i e w))
ke{1,3}
= (vlx(w)) .

Warunki definiujace poszczegoélne typy endomorfizméw narzucaja silne ograni-
czenia na ich widma, o czym przekonuje

STWIERDZENIE 204. Przyjmijmy notacje Def. 67, 11, 13, 14, 18, 21, 23,
24, 32, 35, 61, 63, 64, 65, 105, 106, 107, 108, 109, 116, 117, 124, 140, 142 1 143,
Stw. 65 i 171 oraz Przykt. 35 (2). Niechaj (V, () bedzie skoticzenie wymiarowq
przestrzeniq unitarng nad ciatem K i niech x € Endg(V) bedzie jej endomorfi-
zmem. Wowczas

(i) jesli x jest samosprzezony, to Spx c R, jesli zas skosnie hermitowski, to
Spx ciR;
(i1) jesli x jest dodatni, to Spx c Rso;
(iil) jesli x jest izometryczny, to Spx c U(1).
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Dowdd: Niech x(v) =Ap>wv dla pewnych X eSpyx oraz veV \ {0y}, a wtedy
Ad () X ol = (0he()) = (@) = (@)lo) = A- Jol?, wiee tez 3=
Ad (i) A [v]? = (x(v)|v) = (v]x(v)) € Rso, a zatem takze X € Rso;
Ad (iii) AP o] = (x(v)|x(v) = Jo]]?, czyli [A] = 1.
(Il

Powyzsze stwierdzenie rodzi naturalne pytanie o prawdziwosé¢ implikacji odwrot-
nych. Odpowiedzi na nie dostarczy analiza widmowa endomorfizméw normalnych
na zespolonych i rzeczywistych przestrzeniach unitarnych, ktéra zajmiemy sie w dal-
szej cze$éi wykladu. Tytulem przygotowania poddamy teraz bardziej szczegbltowej
analizie pojecie endomorfizmu normalnego, a nastepnie wprowadzimy konstrukcje
pomocnicze, ktére pozwolg nam bardziej precyzyjnie opisaé jego strukture.

STWIERDZENIE 205. Przyjmijmy notacje Def. 11, 18, 14, 18, 21, 32, 35,
36, 61, 63, 64, 65, 95, 98, 105, 106, 107, 108, 109, 111, 116, 117, 131, 140,
141, 142 i 148 oraz Przykt. 34 (2) i 35(2). Niechaj (V,(}|)) bedzie skoriczenie
wymiarowq przestrzeniq unitarng nad ciatem C. Endomorfizm x € Endg (V) jest
normalny witedy i tylko wtedy, gdy spetnia warunek
(9.13) Voer = IXT(0)] = |x ()],
a wtedy

(i) Kerx/ =Kery;
(ii) veKerxy, = ve Kerxg;
(iii) Kery = (Imx)*.

Dowdd: Zaczniemy od wykazania prawdziwosci rownowaznego opisu endomorfizmu
normalnego.

= [x(@)? = (x(@)x(v)) = (x o x(v)lv) = (xox(v)l) = (v]xoxt(v)) =

(F (W)X () = IxF ()%
< Rozpatrzmy formy poéltoraliniowe

By VK (n,w) — (ol o x(w)

Py : VI oK (U,U))'—>(U|XOXT(’LU)).

Przywotujac Stw.149 (patrz: punkt (ii)), konstatujemy, ze obie one sa
w pelni okreslone przez wartosSci przyjmowane na przekatnej kwadratu
kartezjaniskiego V x V, tam jednak — na mocy Stw.200 i udowonionej
wezesniej rownosci (9.13) — obie formy pokrywaja sie,

e1(v,0) = (vl ox(v)) = (O (@)x(2)) = ()X () = [x(@)]* = Ix' ()]

= (XIX'()) = (vIx o xT(v)) = @2(v,0),
skad tez

(Wl ox=xoxN(w)) = @i(v,w) - Pz(v,0)
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3
S (@1 - Do) (v v iF b w, vy i B w) =0.
k=0

NG

Wobec dowolnosci wektoréw v i w stwierdzamy na tej podstawie tozsa-
mos¢
xtox-xox"=0.
Nastepnie sprawdzamy wymienione w tresci stwierdzenia konsekwencje normal-
nosci x.
Ad (i) W $wietle Stw. 193 i na mocy wczesniej udowodnionej réwnowaznosci za-
chodzi veKery <= [x(v)|=0 <= |x'(v)|=0 < veKerx .
Ad (ii) Zauwazmy, ze dla dowolnego X € € zachodzi (£))' = ty, gdyz — dla do-
wolnych v,weV —

(L) (0)lw) = (vlla(w)) = (oA > w) =X (v]w) = (X > vhw).

W takim razie prawdziwa jest réwnosé (x»)'=x"-¢5= XTT ktéra impli-
kuje normalno$é¢ endomorfizmu y,

)foxa = xoxn=xTox—xToli—trox+lye =xox - tiox' —xols+lp
= e ()’
Punkt (i) odniesiony do x» daje nam pozadana teze, oto bowiem

veKeryy < we KerXTX.
Ad (iii) Prosty wniosek z potaczenia punktéw (i) stwierdzenia dowodzonego i

Stw. 201.
(]

Punktem wyjscia do analizy widmowej endomorfizmu normalnego jest zbadanie
rozkladu jego dziedziny na sume prosta przestrzeni pierwiastkowych tegoz endomor-
fizmu. W obecnosci struktury unitarnej pojecie sumy prostej zastepuje subtelniejsze
pojecie sumy ortogonalnej, wprowadzone w Def. 112. W §lad za tym idzie sublima-
cja stowarzyszonego pojecia operatora rzutowego, ktérag omawiamy ponize;j.

DEFINICJA 144. Przyjmijmy notacje Def. 11, 13, 14, 18, 21, 32, 35, 36, 61, 63,
64, 65, 95, 98, 105, 106, 107, 108, 109, 111, 116, 117 i 140 oraz Przykt. 34 (2) i 35 (2).
Niechaj (V,(:]')) bedzie przestrzenig unitarng nad cialem K. Rzut prostopadly
(lub ortogonalny) o dziedzinie V' to endomorfizm 7 € Endk (V) o wlasnosciach

Tomw=T, Kerm = (Im7)*,

tj. rzut, dla ktorego rozktad dziedziny na sume prosta jadra i obrazu jest rozktadem
ortogonalnym.

A

Roéwnowaznej charakterystyki rzutéw prostopadtych dostarcza

STWIERDZENIE 206. Przyjmijmy notacje Def. 11, 13, 14, 18, 21, 92, 395,
36, 61, 63, 64, 65, 95, 98, 105, 106, 107, 108, 109, 111, 116, 117, 140, 142 i
144 oraz Przykt. 34 (2) i 35(2). Niechaj (V,(:)) bedzie skoriczenie wymiarowq
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przestrzeniq unitarng nad ciatem K. Rzut m € Endg (V') jest prostopadly wtedy i
tylko wtedy, gdy jest endomorfizmem samosprzezonym, tj. spetnia warunek

7T7L:7T.

Dowod:

= Wybierzmy (dowolnie) wektory v,w € V. Jako ze (idy —7)(v) € Kerm i
m(w) e Imm, przeto Ok = ((idy — ) (v)|m(w)) = (77 o (idy - 7) (v)|w), co
wobec dowolnosci v i w implikuje rownosé nf = 7t o7, ta zas daje nam —
na mocy Stw. 200 — tozsamosé 7 = (1) = (7for)t = 7lo(x?) = 7lor = #t.

<= Wobec réwnosci nfo (idy —~7) =nl —nfonr=m-momr=n-7=0 i po-
sitkujac sie Stw.89 (patrz: punkt (ii)), stwierdzamy, ze Imm = (Kerm)* =
(Im (idy - 7))*, oto bowiem — dla dowolnych v, w € V' — zachodzi réwnosé
((idv - M) (@)lr(w)) = (x' o (idy - ) (0)]w) = (Ow)w) = (Ov]w) = Ox, a
nadto V = Kernm & Im .

O

Mozemy juz teraz precyzyjnie wystowi¢ fundamentalne

TWIERDZENIE 9.16. (Widmowe dla endomorfizmu normalnego zespolonej
przestrzeni wektorowej). Przyjmijmy notacje Def. 67, 11, 13, 14, 18, 21, 23, 24,
25, 26, 27, 28, 32, 35, 36, 61, 63, 64, 65, 75, 18, 79, 80, 88, 95, 98, 105, 106, 107,
108, 109, 111, 112, 116, 117, 124, 126, 129, 131, 140, 142, 143 i 144, Stw. 65,
171, 176 i 178 oraz Przykt. 34 (2) i 35(2). Niechaj (V,(:|-)) bedzie skoriczenie
wymiarowq przestrzeniq unitarng nad ciatern C i niech x € Ende(V) bedzie jej
endomorfizmem o widmie {/\i}z’eﬁ c C, przy czym zaktadamy, ze liczby \; sq
parami rézne. Niech tez 11:= {m;}, 15, bedzie rodzing rzutéw na przestrzenie wta-
sne Vi(A\i;m;) =Imm; endomorfizmu x. Jesli x jest normalny, to 11 jest zupetng
rodzing komplementarnych rzutéw ortogonalnych, tj. spetnia warunki

n
_sK _ f_
7TiO7Tj—(5i’j\>7Ti, Zm—ldv, =,
i=1

czyli przestrzen V. ma rozktad

V= @?:1 Vi( s X)
i ortonormalng baze wtasng x, a ponadto endomorfizm x ma rozktad widmowy

n
X=z€/\i°7ri7
i=1

czyli tez dla dowolnej funkcji f analitycznej na pewnym otoczeniu Spx zachodzi
TOWN0SE

fo0) = Z EFgf(,\i) O T .
i=1
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Dowdd: W swietle Stw. 9.10 przestrzenn V' ma rozktad
V=@ V(i;x).
i=1

Musimy zatem wykazac, ze dla kazdej wartosci wlasnej zachodzi rownosé V(\;; x) =
V1(Ai; x). Pomocnym okazuje sie tutaj ponizszy

LEMAT 9.17. Przyjmijmy notacje Def. 67, 11, 13, 14, 18, 21, 23, 24, 32, 35,

61, 63, 64, 65, 105, 106, 107, 108, 109, 116, 117, 124, 126, 131, 140, 142 i 143,

Stw. 65 © 171 oraz Przykt. 35 (2). Niechaj (V,(:-)) bedzie skoticzenie wymiarowq

przestrzeniq unitarng nad ciatem 1K i niech x bedzie jej endomorfizmem. Jesli

x jest normalny, to dla kazdej wartosci wtasnej X € Spx spetniona jest réwnosé
V(Ai;X) =Vi(Aisx)-

[

Dowdd: Zauwazmy, ze
Voev Vaew : ( Xn(v) =0y = X(U) =0y ) )

czego dowodzimy indukcyjnie. Oto dla n = 2 (pierwszy nietrywialny przypadek)
otrzymujemy nastepujacy ciag implikacji, zapisanych dla dowolnego v e V i w:
X(v) a wykorzystujacych Stw. 205: \2(v) = Oy <= O = [x3(0)]? = [x(w)[?
I ()] = xFox(0)]? <= xTox(v) =0y —> Ok = (xF o x()]v) = (x(¥)[x(v)) =
Ix(0)|? <= x(v) = 0y. Zalézmy zatem, ze teza lematu jest stuszna dla wszystkich
ne0,N-1,awtedy xV(v) =0y <= x? (XN_Q(’U)) =0y = Oy = X(XN_Q('U)) =
xV~1(v), to jednak na mocy zalozenia indukcyjnego oznacza, ze x(v) = Oy.
Odnoszac powyzszg obserwacje do endomorfizmu x ), ktérego normalnosé zo-
stala wykazana w dowodzie Stw. 205, otrzymujemy teze lematu. O

Na mocy lematu mozemy zatem przepisa¢ wczesniejszy rozktad V' w postaci
n
V=B Vi(Xix).
i=1

Pozostaje dowiesé, ze powyzsza suma prosta jest ortogonalna. Niech v* € Vi();x),
i € 1,n. Dla pary indeksow i # j ze zbioru 1,n otrzymujemy — wobec Stw. 205 (ii)
— rOéwnosé

A (0'o7) = (x(0)?) = (0ix () = (F(W7)[o?) = A; - (vifol) = Xy - (')
a dalej

(X =A) - (') =0,
czyli tez — na mocy zalozenia \; # \; — pozadang tozsamo$é
(v'lv?) =0.
Jest zatem

V= @?:1 Vl()‘mX)a
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co w konsekwencji Stw. 88 (w polaczeniu z okazana wyzej ortogonalnoscia rozkladu
V') jest rownoznaczne z istnieniem zupelnej rodziny komplementarnych rzutéw or-
togonalnych na podprzestrzenie wlasne . Konkatenacja (dowolnych) baz ortonor-
malnych tychze przestrzeni (ktorych istnienie gwarantuje Stw. 158) jest pozadana
ortonormalng baza wtasna x przestrzeni V. Pozostata czesé tezy stwierdzenia sta-
nowi teraz natychmiastowa konsekwencje réwnosci X|v;(x,;x) = fxi,0 € 1,n oraz
Stw. 1291 172. O

Jako prosty wniosek z twierdzenia widmowego otrzymujemy

STWIERDZENIE 207. Def. 67, 11, 13, 14, 18, 21, 23, 24, 32, 35, 36, 61,
63, 64, 65, 95, 98, 105, 106, 107, 108, 109, 111, 116, 117, 124, 140, 142, 143 i
144, Stw. 65 i 171 oraz Przykt. 34 (2) i 35(2). Niechaj x € Endg(V) bedzie endo-
morfizmem normalnym. Wowczas

(i) jesli Spx c R, to x jest samosprzezony, jesli zas Spx c iR, to x jest

skosnie hermitowski;

(i) jesli Spx c Rso, to x jest dodatni;

(iii) jesli Spx c U(1), to x jest unitarny;

(iv) jesli Spx c{0,1}, to x jest rzutem ortogonalnym.

Dowdd: Niechaj {A;},.1 c C bedzie zbiorem (parami réznych) wartosci wasnych
endomorfizmu . Na mocy Tw.9.16 endomorfizm x ma rozktad widmowy

=> Uy omi, Imm; = Vi(Aisx),
i1

przeto — wobec ortogonalnosci rzutéw 7; i w Swietle Stw. 200 — jest

n n n
XT:Zﬂjoa\i :Zmof)\j:ZEyow
i=1 i=1 S

Tak przygotowani mozemy przejé¢ do dowodu zasadniczego

Ad (i) x' =X bromi =X by omi = X

Ad (ii) Wykorzystujac wiasnosci rodziny {m;},;, obliczamy

(vlx(v))

(U|ZA - v)):ix (olmi(v)) = Z)\ (ol (v))

'M=

NgE L”Ms L

A( > (0)m(r) Z (5 (o) (v)

7

A (rfom(lo) = 3 i+ (miom;(v)lv)

M08, (af o mi( v)|v) ilA (m ()i (0)) = ZA i (0) |2

3

1

1,7

0.

v
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Ad (iii) xfox =30, é/\jomongﬂ Uy omy=Y1 i f,\f--Aj OTioM; = i iny EX-AJ--JE’]. o
i = Diey e © T = Xiy ™ = idy. Analogiczny rachunek prowadzi do
rownosci y o xt =idy.

Ad (iv) Wobec tozsamoséci x =f1om=m : V - Vi(1;x) teza jest oczywista.

[l

W przypadku K = R udowodnione poprzednio twierdzenie widmowe nie jest
prawdziwe, o czym mozna sie latwo przekonaé¢ wprost — oto np. endomorfizm
R? O : v+ Ry(v), 0€]0,2n[ ze str.72 (tym razem traktujemy R? jako prze-
strzen R-liniowa) jest normalny jako izometria naturalnej struktury euklidesowe;
na R2, zarazem jednak nie ma (niezerowych) wektoréw wtasnych, co jest w sprzecz-
nosci z tezg Tw.9.16. Okazuje sie, ze wystarczy ograniczy¢ sie do endomorfizméw
samosprzezonych, aby teza twierdzenia stata sie na powrét prawdziwa. Mamy za-
tem

TWIERDZENIE 9.18. (Widmowe dla endomorfizmu samosprzezonego rze-
czywistej przestrzeni wektorowej). Przyjmijmy notacje Def. 67, 11, 13, 14, 18, 21,
23, 24, 25, 26, 27, 28, 32, 35, 36, 61, 63, 64, 65, 75, 18, 79, 80, 88, 95, 98, 105,
106, 107, 108, 109, 111, 112, 116, 117, 124, 126, 129, 131, 140, 142, 143 i 144,
Stw. 65, 171, 176 i 178 oraz Przykt. 34 (2) i 35 (2). Niechaj (V,(-|-)) bedzie skoi-
czenie wymiarowq przestrzeniq euklidesowq nad ciatem R i niech x € Endg (V)
bedzie jej endomorfizmem o widmie {\;} c R, przy czym zaktadamy, Ze liczby
Ai sg parami rozne. Niech tez 11 := {Wi}ieﬁ bedzie rodzing rzutow na przestrzenie
wtasne Vi(\;;m;) =Imm,; endomorfizmu x. Jesli x jest samosprzezony, to 11 jest
zupetng rodzing komplementarnych rzutéw ortogonalnych, czyli przestrzen V. ma
rozktad

€l,n

V=0 Vi(Aix)
i ortonormalng baze wtasng x, a ponadto endomorfizm x ma rozktad widmowy
n
xX=). 0l om,
i=1
czyli tez dla dowolnej rzeczywistej funkcji f analitycznej na pewnym otoczeniu Sp x
zachodzi rownos$é

HCOEDY Cr,, (A) © i -
=1

Dowdd: Rozwazmy kompleksyfikacje VC przestrzeni V i wybrawszy baze ortonor-
malng # = {v'}, 75, N :=dimg V, ktorej istnienie przewiduje Stw. 158, ustalmy
w VC baze 1y (%). Kladac — dla dowolnych Nt {mitjamcC -

N N ‘ N
(Z )\iDLV(’UZNZ NjDLV(U])) ::Z)\i.m
i=1 j=1 i=1

indukujemy na VC strukture przestrzeni unitarnej (VC, (-|-)@), wzgledem ktorej

LYV(@) = [x]%; ma wszystkie wyrazy

C

1y (%) jest baza ortonormalng. Macierz [x¢]
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rzeczywiste (wprost z konstrukcji), a przy tym jest symetryczna — istotnie, dla
dowolnych ,j € 1, N otrzymujemy, na mocy Tw.8.11,

%36 = X%, 0) = (v Ix(0))) = (X (@)lo") = (x(v))o") = (X1 (6, ) -
Jest ona zatem macierza hermitowska, stad zas wniosek, ze endomorfizm x© jest

samosprzezony, a zatem — w szczegdlnosci — normalny. Mozemy przeto zastosowaé
do niego Tw.9.16, ktére pozwala zapisaé

C C C
Vv :®,\estCV1 (Aix7)-
Zauwazmy takze, ze w §wietle Stw. 177

Spx“ =Spx.
Istotnie, w odwotaniu do Stw. 157 konstatujemy, ze Sp x® c R, a przy tym

B
wac()‘) = det (XC —f)\) = det(N) ([XC]LYV((%?) -A I>(N) ]-N)

det(ny ([X]7% - Apvy 1n) = Fu, (V).

Jest zatem

C C C
Ve = @)\Gprvl (A’X )a
a zatem takze

w(V) =z (V)nVE= AESB w(V)nVi(nx©),

poniewaz jednak zachodzi relacja
XC oLy =Ly oX,

a morfizm 1y jest — jak orzeka Stw. 186 — injektywny, przeto

Vo= (LV|W(V>)_1(LV(V))= D (LV|LV(V))_1(LV(V)ﬁVl()\;XC))

AeSp x
= D Vilux)-
AeSp x

Bez trudu przekonujemy sie przy tym, ze suma w ostatnim wzorze jest ortogonalna,
a to w spos6b identyczny jak w dowodzie Tw.9.16. Koniec konicéow otrzymujemy
wynik

V= @)\ESpX Vl()‘;X)a

réwnoznaczny z istnieniem zupetnej rodziny {my}respy komplementarnych rzutow
ortogonalnych m na przestrzenie wlasne Vi(A;x). O

9.11. Struktury afiniczne i kwadryki

* * *

Literatura uzupelniajaca: Doskonalym sposobem na wzbogacenie i rozszerzenie
zawartosci merytorycznej tej czesci kursu jest lektura wstepnych rozdzialow trak-
tatu Bourbakiego [ ] i stosownych rozdzialéw podrecznika Langa [ |
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Konwencje



KONWENCJA 1. (loczyn kartezjanski zbioro6w) Mnozenie kartezjanskie zbio-
réow nie jest operacja taczna. W celu unikniecia przeladowania zapisu formalnego
niniejszego skryptu wskutek kazdorazowego wypisywania w jawnej postaci natu-
ralnych bijekcji pomiedzy wielokrotnymi iloczynami kartezjanskimi zbioréw réznie
pogrupowanych (wystepujacymi chociazby w diagramatycznym zapisie aksjomatyki
struktur algebraicznych), np. (X7 x X5) x X3 1 X3 x (X2 x X3) dla trojki zbio-
row X1, X5 i X3, bedziemy opuszczaé¢ nawiasy okreslajace schemat pogrupowania
czynnikow, piszac np. X; x X5 x X3. Pelna informacja o domyslnym schemacie po-
grupowania (i ukrytej obecnosci stosownych bijekcji) bedzie zawarta w strukturze
odwzorowari o tak (niejednoznacznie) zadanej dziedzinie. I tak, np., dla odwzoro-
wan f1 : X1 —>X4 i f3 : X3 —>X5 oraz fi,i+1 : XiXX“_l —’Xi+57 1€ {1,2}
skrécony zapis

X4 X X7 <—f1Xf2Y3 Xl X XQ X X3 —>f172><f3 X6 X X5

nalezy odczytaé jako

f1><f2,3 f1,2><f3

X4><X7 XIX(XQXXg)ﬂ)(X1XX2)XX3 XGXX57

przy czym utozsamienie 3 przyjmuje tu postaé
aroz @ Xy x (X x X3) — (X1 x Xp) x X3 ¢ (21, (22,23)) — ((w1,72),73) .

* * *

KONWENCJA 2. (Zapis odwzorowan)

e Odwzorowanie identycznosciowe zbioru X w siebie zapiszemy jako
dy : X—X  z—x.

e Odwzorowanie zbioru X w siebie zapiszemy jako f : X O.
e Niechaj beda dane zbiory X;, Xo,Y7,Y5 oraz odwzorowania f; : X7 —
Y1, fo @ Xo —> Y5, Zapiszemy

fixfor XixXo—Yy xYs t (z1,22) — (fi(z1), fa(z2)) -

e Niechaj beda dane zbiory X,Y7,Y> oraz odwzorowania f; : X —
Y1, fo : X — Y5, Zapiszemy

(fi,f2) + X —YixYs : 2+ (fi(2), f2(2)) -
e W przypadku odwzorowania statego f : X — Y : x+— yy zapiszemy
I =yo.
e Transpozycje elementéw zbioru X zapiszemy jako
TX * XxX—XxX : (1‘1,1‘2) — (127(51)_

e Niechaj S1,959,...,Sy bedy zbiorami. Kanoniczne odwzorowania rzutowe
(zwane tez rzutami kanonicznymi), okreslone na iloczynie kartezjariskim
tych zbioréw i dla dowolnych indekséow 1< iy <ip <--<i, <N, nel,N,
zapiszemy nastepujaco

N
DL g, in Xl S —> Sy x Siy x xS (1,2, XN) > (Tiy s Tigy - - Ty ) -
i=
* * *



342

KONWENCJA 3. (Diagramy przemienne) Niechaj A, B,C oraz D beda
zbiorami i niech « : A— B, 8 : B— D, v : A— (C oraz § : C — D
beda odwzorowaniami pomiedzy tymi zbiorami. Diagram

A—2 B

C — D
nazywamy przemiennym, gdy zachodzi relacja
Boa=G§ory.

W przypadku bardziej ztozonym méwimy o diagramie przemiennym, ilekro¢ kazdy
z zamknietych konturéw wewnatrz diagramu jest diagramem przemiennym w po-
WYyZszym sensie.

KONWENCJA 4. (Operacje wieloargumentowe na podzbiorach no$nika struk-
tury algebraicznej) Niechaj S bedzie zbiorem wyposazonym w operacje n-argumentowa
¢n + 8" — S iniech S;c S, iel,n bedy podzbiorami S. Wéwczas definiujemy
zbior

dn(S1,52,...,5) ={ on(x1,22,..., 1) | Viers x; €55 },

ktory bedziemy nazywaé obrazem algebraicznym zbioréw (5,5, ...,5,) wzgle-
dem operacji ¢,,. W szczegblnosci mozemy mowié o sumie algebraicznej podzbio-
row zbioru z dodawaniem 1i iloczynie algebraicznym podzbioréw zbioru z mnoze-
niem.

PRZYKLAD(Y) 50.
(1) Niech S bedzie zbiorem, na ktérym jest zadana operacja 2-argumentowa
¢2 = - zwana mnozeniem. Woéwcezas mozemy okresli¢ iloczyn algebra-
iczny dowolnych dwoch podzbioréw Si,52 ¢ .S w postaci

51'5252{1":1/ | ($7y)681><52}.

(2) Analogicznie definiujemy sume algebraiczna podzbioréw S, ilekroé¢ na
zbiorze tym jest zadana operacja 2-argumentowa ¢9 := + zwana dodawa-
niem,

51+S'2::{x+y | ({,C,y)651><52}.

(3) Jesli na S okreslona jest relacja l-argumentowa ¢; = —(-) zwana bra-
niem przeciwno$ci, to mozemy zdefiniowa¢ przeciwnosé algebraiczna
dowolnego podzbioru S; c S jako zbior

—51::{—8 | SESl}.
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(4) Analogicznie definiujemy odwrotnosé algebraiczna podzbioru S, za-
wsze gdy na zbiorze tym jest zadana operacja l-argumentowa ¢y := (-)7!
zwana braniem odwrotnosci,

Siti={st | seSi}.
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Indeks

G-torsor, 93
G-zbior
homomorfizm, 89
lewostronny, 85
prawostronny, 86
R-modut
lewostronny, 115
prawostronny, 116
Xx-seria stowarzyszona z wartoscia wilasna,
298
(y-)ortogonalnosé
przestrzeni, 248
wektorow, 248
(y-)prostopadtosé
przestrzeni, 248
wektorow, 248
(anty)izomorfizm Frécheta—Riesza, 319
$lad
endomorfizmu moduhu nad pierscieniem,
238
cyklicznosé, 239
macierzy, 240
lancuch, 131
ograniczenie gorne, 131

alfabet, 10
algebra
Clifforda, 263
reprezentacja spinorowa, 263
Poissona, 242
anihilator modutu nad pierscieniem, 210
antykomutator
endomorfizmoéw przestrzeni wektorowej,
323
argument liczby zespolonej, 29
argument glowny, 29
niejednoznacznos¢, 30
automorfizm
ortogonalny, 274
symplektyczny, 277
unitarny, 257

baza

346

diagonalizujaca endomorfizmu
diagonalizowalnego, 311
modulu nad pierdcieniem, 129
standardowa, 129, 240
zmiana, 178
ortogonalna
wzgledem formy kwadratowej, 264
przestrzeni e-hermitowskiej
ortogonalna, 249
ortonormalna, 249
symplektyczna, 276
wlasna endomorfizmu, 280
bijekcja, 16
bimodut, 205

Cauchy’ego wzor, 194
cecha IBN, 137
centralizator, 91
charakterystyka ciata, 23
ciag dokladny
grup, 66
krotki, 67
normalny, 67
rozszerzenie, 67
ciecie liniowe, 160
ciato, 14, 20
algebraicznie domkniegte, 45
charakterystyka, 23
homomorfizm, 22
a monomorfizmy, 24
jadro, 23
obraz, 23
jedynka, 20
liczb zespolonych, 24
nietrywialnosé, 21
operacje, 20
potega, 40
reszt modulo, 14
zero, 20
cykl, 101
czes¢ rzeczywista liczby zespolonej, 25
czes¢ urojona liczby zespolonej, 25

delta Kroneckera, 129



INDEKS

diagram
chase, 125
przemienny, 340
warkoczowy, 51
dopelnienie
normalne podgrupy, 72
podgrupy, 71
proste
podmodutu, 160
proste podgrupy, 73
drzewa binarne, 9
szczepienie, 10
dwoistos¢ (doskonata), 207
dzialanie
grupy
G-torsor, 93
dotaczone, 88
efektywne, 93
grupa izotropii, 91
lewostronne, 85
orbita, 92
prawostronne, 85
przechodnie, 93
przestrzen jednorodna, 93
regularne, 88, 93
stabilizator, 91
tranzytywne, 93
trywialne, 87, 93
wierne, 93
wolne, 93
pierécienia
lewostronne, 115
prawostronne, 116
zbioru, 114
dziedzina operatorow, 114
nosnik, 114
dziedzina
catkowitosci, 35
euklidesowa, 35
norma euklidesowa, 35
idealow glownych, 37
dziedzina operatorow, 114
dzielnik
elementu pierscienia, 43
elementy wzglednie pierwsze, 47
najwiekszy wspo6lny, 47
normalny, 64

element neutralny, 10, 49
elementy sprzezone grupy, 88
endomorfizm
grupy, 57
przemiennej, 117
idempotentny, 156
modutu nad pierécieniem, 121
$lad, 238
a formy dwuliniowe, 209
cofniecie wyznacznika, 198
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wyznacznik, 197

przestrzeni unitarnej
antyhermitowski, 323
antysymetryczny, 323
dodatni, 323
hermitowski, 323
izometria, 323
izometryczny, 323
normalny, 322
samosprzezony, 323
sko$nie hermitowski, 323
skosnie symetryczny, 323
symetryczny, 323

przestrzeni wektorowej
x-seria stowarzyszona z wartoscia

wlasna, 298

antykomutator, 323
baza jordanowska, 298
baza wtasna, 280
diagonalizowalny, 311
ewaluacja funkcji, 288
kompleksyfikacja, 304
komutator, 323
niezmiennik podstawowy, 282
nilpotentny, 308
przestrzen wlasna, 280
spektrum, 280
wartos$é¢ wlasna, 280
wektor wtasny, 279
widmo, 280
wielomian charakterystyczny, 281
wielomian minimalny, 283, 296

ewaluacja funkcji na endomorfizmie

przestrzeni wektorowej, 288

forma

e-hermitowska, 243

jadro, 245

macierz wzgledem bazy, 246

nieosobliwa, 246

niezwyrodniala, 245

rzad, 245

suma prosta, 248

zwyrodniata, 246
n-liniowa na module nad pierécieniem,

185

maksymalnego rzedu, 190
(J-)poliniowa, 244
(J-)poltoraliniowa, 242
antyhermitowska, 243
antysymetryczna, 243
dwuliniowa, 207

anihilacja, 210

anihilator, 210

dwoistos$é (doskonala), 207

ewaluacji, 207

para dwoista, 207

rzad, 212
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stowarzyszona z forma kwadratowa,
264
hermitowska, 243
dodatnia, 258
sygnatura, 263
ujemna, 258
hiperboliczna, 267
kwadratowa, 264
forma dwuliniowa stowarzyszona, 264
hiperboliczna, 267
jadro, 264
niezwyrodniala, 264
sygnatura, 264
zwyrodniala, 264
liniowa na module nad pier§cieniem, 203
presymplektyczna, 249
skognie hermitowska, 243
skosnie symetryczna, 243
symetryczna, 243
symplektyczna, 249, 275
formuly
polaryzacyjne, 243
Frécheta—Riesza (anty)izomorfizm, 319
funkcja wielomianowa, 40
funkcje klas grupy, 90
funkcjonat
(J-)potliniowy, 244

generator, 55
grupa, 10, 49
abelowa, 11, 50
alternujaca, 56, 112
generatory, 112
jako dzielnik normalny, 64
Artina, 52
automorfizmow, 59
wewnetrznych, 59
zewnetrznych, 66
centrum, 11
ciag dokladny, 66
krotki, 67
normalny, 67
rozszerzenie, 67
czworkowa Kleina, 165
diedralna, 74
dwuscienna, 74
dzialanie
lewostronne, 85
prawostronne, 85
dzielnik normalny, 64
element neutralny, 49
elementy sprzezone, 88
funkcje klas, 90
generatory, 55
homografii, 16, 56
homomorfizm, 57
indukowany, 67
kanoniczny, 67
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iloczyn
prosty (zewnetrzny), 73
ilorazowa, 66
klas automorfizmow, 66
komutant grupy, 56
komutant podgrup, 56
komutator, 56
liczb zespolonych o module
jednostkowym, 50
liniowa
gléwna, 172
liniowa pelna, 16
odwrotnosé, 54
operacje, 49
ortogonalna, 56
o wspolczynnikach z ciata, 275
specjalna, 61
stowarzyszona z forma hermitowska,
274
pochodna grupy, 56
podgrupa, 55
dopetnienie, 71
indeks podgrupy, 62
podgrupy istotnie rozlaczne, 71
sprzezona, 88
z dopelnieniem, 71
podgrupa normalna, 64
podstawowa,
przestrzeni topologicznej, 74
podstawowa przestrzeni topologicznej, 11
$ciezki, 11
petle, 11
prosta, 65
przeciwna, 50
przemienna, 11, 50
realizacja
jako homomorfizm, 86
lewostronna, 86
prawostronna, 86
symetryczna
cykl, 101
generatory, 105
permutacja, 11
transpozycja, 55
symplektyczna
o wspolczynnikach z ciata, 277
stowarzyszona z forma hermitowska,
277
trywialna, 50
unitarna
o wspoélczynnikach z ciata, 257
stowarzyszona z forma hermitowska,
257
warkoczy, 52, 89
generatory, 53
warkocz, 51
warstwa, 62
zapis addytywny, 54



krotnogé¢, 54
zapis multyplikatywny, 54
jedynka, 54

grupa izotropii, 91

homografia, 16, 56
homomorfizm, 15

automorfizm, 15
inwolucja, 26
cial, 22
a monomorfizm, 24
jadro, 23
obraz, 23
endomorfizm, 15
epimorfizm, 15
ewaluacji, 41
grup, 57
automorfizm, 57
automorfizm wewnetrzny, 59
automorfizm zewnetrzny, 59
endomorfizm, 57
epimorfizm, 57
grupa automorfizméw, 59
grupa automorfizméw zewnetrznych,
66
grupa klas automorfizméw, 66
indukowany, 67
izomorfizm, 57
jadro, 60
jako homomorfizm struktur, 58
kanoniczny, 67
lewostronna odwrotnosé, 79
lewostronnie odwracalny, 79
monomorfizm, 57
obraz, 60
prawostronna odwrotnogé, 79
prawostronnie odwracalny, 79
rozszerzenie, 76
izomorfizm, 15
kanoniczny
grupy w grupe ilorazowa, 66
modutéw nad pierécieniem, 121
automorfizm, 121
ciecie liniowe, 160
endomorfizm, 121
jadro, 123
kojadro, 124
koobraz, 124
obraz, 123
retrakcja liniowa, 160
sprzezony, 216
struktura grupy przemiennej, 122
struktura modutu nad pierscieniem,
123
monomorfizm, 15
pierscieni, 38
po-kladajacy, 141
przed-ktadajacy, 141
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standardowe wlozenie, 58
homotetia, 117

ideat
gltowny, 37
lewostronny, 37
obustronny, 37
prawostronny, 37

iloczyn
algebraiczny podzbiorow, 340
istotnie roztaczny podgrup, 71
kartezjanski, 144, 339
pétprosty podgrup, 72
prosty (wewnetrzny) podgrup, 73
prosty (zewnetrzny) grup, 73
skalarny, 260
wektorowy, 187

indeks podgrupy, 62

injekcja, 15

inwolucja, 26

izometria, 246

izomorfizm
kanoniczny, 229

izotopia warkocza, 51

jadro
formy
e-hermitowskiej, 245
kwadratowej, 264
homomorfizmu, 23, 60
jako poziomica, 61
macierzy, 182
jednomian, 39
jednorodnosé
odwzorowania, 264
jednostka urojona, 25

klasa sprzezonoéci, 92
klatka Jordana, 297
rzeczywista, 297
kombinacja liniowa, 126
wsppotczynniki, 126
kompleksyfikacja

endomorfizmu przestrzeni wektorowej,

304
przestrzeni wektorowej, 303
komutant
grupy, 56
podgrup, 56
komutator
elementéw grupy, 56
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endomorfizméw przestrzeni wektorowej,

323
macierzy, 187
komutowanie

endomorfizméw przestrzeni wektorowej,

290
konkatenacja, 10
koprodukt rodziny struktur, 144
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suma macierz dopelnien algebraicznych, 195
roztaczna, 144 przekatna, 169
suma prosta, 144 stopnia N, 169
modutow, 149 wyznacznik, 191
wlozenie kanoniczne skladowej, 144 mnozenie, 170
kowymiar podprzestrzeni wektorowej, 140 obraz, 182
krotnogé odwracalna, 172
elementu grupy, 54 odwzorowania R-liniowego wzgledem
elementu pierscienia, 43 baz, 177
zera wielomianu, 44 odwzorowania dwuliniowego wzgledem

baz, 208
ortogonalna, 275
przejicia (miedzy bazami), 178
rzad, 180
sko$nie hermitowska, 247

Lagrange’a metoda diagonalizacji formy
kwadratowej (uzupelniania do
kwadratu), 265

Lagrange’a twierdzenie, 63

lem.at . s¢ Minkowski skosnie symetryczna, 247
. nieré6wnos$¢ Minkowskiego, 316 standardowa, 276
liczby

struktura pierécienia, 171
suma

prosta, 298
symetryczna, 247
symplektyczna, 277
transponowana, 192
transpozycja, 56, 192
unitarna, 257
Vandermonda, 202

caltkowite, 8
Eisensteina, 36
naturalne, 8
wymierne, 8
zespolone, 24
argument, 29
czes$¢ rzeczywista, 25
cze$¢ urojona, 25
interpretacja geometryczna, 27, 30

. - wiersz, 169
jednostka urojona, 25 i
zerowa, 170

modut, 26 magma, 9

module jednostk m, 2 >
° 0(.iu ¢ jednostkowym, 28 metryka indukowana, 316
pierwiastek, 30

modut

sprzezenie zespolone, 26
symbol Eulera, 28

zapis kartezjanski, 25

zapis trygonometryczny, 29

catkowicie przywiedlny, 279
cykliczny, 279
nieprzywiedlny, 279
poélprosty, 279

macierz, 168 prosty, 279
slad, 240 modulnad pierscieniem
antyhermitowska, 247 lewostronny, 115
antysymetryczna, 247 modul liczby zespolonej, 26
blokowo diagonalna, 276 modul nad pierécieniem, 24
blokowo tréjkatna, 201 baza
branie przeciwnosci, 170 zmiana, 178
diagonalna, 255 cykliczny, 127
dodawanie, 169 forma
dolnotréjkatna, 201 dwuliniowa, 207
elementu modutu nad pierscieniem liniowa, 203
wzgledem bazy, 176 funkcjonal liniowa, 203
formy e-hermitowskiej wzgledem bazy, generowany przez zbior, 127
246 grupa przemienna jako Z-modut, 119
gbérnotrojkatna, 201 homomorfizm, 121
hermitowska, 247 automorfizm, 121
jadro, 182 endomorfizm, 121
klatka Jordana, 297 kombinacja liniowa, 126
rzeczywista, 297 modut ilorazowy, 120
kolumna, 169 odwzorowanie
komutator, 187 R-liniowe, 121
kwadratowa, 169 biliniowe, 205

dopelnienie algebraiczne wyrazu, 195 dwuliniowe, 205



pierscien jako (bi)modul standardowy,
118
baza standardowa, 129
pierécien wielomianéw, 41
podmodut
dopetlnienie proste, 160
podzbiér liniowo niezalezny, 128
podzbibér liniowo zalezny, 128
prawostronny, 116
przestrzen wektorowa, 119
rodzina liniowo niezalezna, 128
rozszczepiony, 160
rozszerzenie
trywialne, 160
rzad, 137
skalar, 115
skoniczenie generowany, 127
trywialny, 118
wolny, 129
wyznacznik, 198
cofniecie wzdtuz endomorfizmu, 198
monoid, 10
swobodny, 10

nawias
Nambu—Poissona, 187
Poissona, 187
nier6wnosé
Bessela, 317
Minkowskiego, 316
Schwarza, 258
trojkata, 316
niezmiennik
podstawowy endomorfizmu, 282
noénik, 7
dziatania, 114
permutacji, 91, 99
norma indukowana, 316

obraz
homomorfizmu, 23, 60
macierzy, 182
obraz algebraiczny zbioréw wzgledem
operacji, 340
odwrotno$¢ algebraiczna podzbioru, 341
odwrotno$¢ homomorfizmu grup, 79
odwzorowanie
R-liniowe, 121
rzad, 180
n-linjowe
na module nad pierscieniem, 185
nad piericieniem, 185
biliniowe, 205
dwuliniowe, 205
a endomorfizmy, 209
macierz wzgledem baz, 208
nieosobliwe, 207
niezwyrodniale, 207
zdegenerowane, 206
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zerowe, 207
zwyrodniale, 206
ewaluacji, 175
identycznosciowe, 339
jednorodne stopnia 2, 264
metryczne, 246
sprzezone, 216
hermitowsko, 321
stowarzyszone
lewostronnie, 245
prawostronnie, 245
operacja, 7
n-argumentowa, 7
O-argumentowa, 7
przemienna, 11
rozdzielna, 13
operator rzutu, 156
orbita
dzialania grupy, 92
ako klasa abstrakcji, 93
permutacji, 101
ortogonalnosé
przestrzeni
wzgledem formy e-hermitowskiej, 248
wzgledem formy kwadratowej, 264
wektoréw
wzgledem formy e-hermitowskiej, 248
wzgledem formy kwadratowej, 264

pétgrupa, 9
potpierscien, 13
tropikalny, 13
plaszczyzna
hiperboliczna, 267
symplektyczna, 275
para
dwoista, 207
hiperboliczna, 267
symplektyczna, 275
permutacja, 11
kompletny rozklad na cykle rozlaczne,
104
noénik, 91, 99
orbita, 101
rozklad na transpozycje, 105
rzad, 99
typ, 103
znak, 111
jako homomorfizm, 111
pierdcien, 13, 33
Boole’a, 36
dziedzina
ideatéw glownych, 37
endomorfizméw grupy przemiennej, 117
euklidesowy, 35
homomorfizm, 38
idealow glownych, 37
dziedzina dealéw gtownych, 37
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jedynka, 33 nieosobliwa, 246
o cesze IBN, 137 niezwyrodniata, 246, 250
operacje, 33 odwzorowanie metryczne, 246
podpierscien, 37 wektor izotropowy, 250
przeciwny, 117 wektor zerowy, 250
przemienny, 13, 35 zwyrodniala, 246
trywialny, 35 (y-)ortogonalna, 248
wielomianow, 40 (y-)prostopadla, 248
struktura modutu nad pierscieniem, 41 anizotropowa, 250
zero, 33 euklidesowa, 315
pierwiastek liczby zespolonej, 30 hermitowska
niejednoznacznosé, 32 iloczyn skalarny, 260
pochodna grupy, 56 hiperboliczna, 267
podgrupa normalna, 64 izotropowa, 250
podzbioér liniowo zalezny, 128 caltkowicie, 250
podzielnog¢, 43 jednorodna, 93
dzielnik, 43 kwadratowa, 264
najwiekszy wspo6lny, 47 nieizotropowa, 250
elementy wzglednie pierwsze, 47 niezmiennicza, 279, 289
krotnosc¢, 43 niezwyrodniata, 250
pogon wzdtuz diagramu, 125 ortogonalna
porzadek wzgledem formy e-hermitowskiej, 248
czesciowy, 130 prostopadta
taricuch, 131 wzgledem formy e-hermitowskiej, 248
element maksymalny, 131 redukujaca dla endomorfizmu, 289
element pozniejszy, 131 symplektyczna, 242, 275
element wczegniejszy, 131 baza symplektyczna, 276
zbiér taricuchowo zupeiny, 131 unitarna, 315
zbidr cze$ciowo uporzadkowany, 131 euklidesowa, 315
liniowy, 131 metryka indukowana, 316
potega elementu, 40 norma indukowana, 316
powloka (R-)liniowa zbioru, 127 rzut ortogonalny, 326
poziomica, 61 rzut prostopadly, 326
produkt wtasna endomorfizmu, 280
kartezjanski, 144 uogdblniona, 291
modutéw, 145 wektorowa, 119
rodziny struktur, 143 ciato jako przestrzen standardowa, 119
kartezjanski, 144 kompleksyfikacja, 303
modutéow, 145 sprzezona, 203
rzut kanoniczny na sktadowa, 143 wektor, 119
prostopadlosé wektor kolumnowy, 180
przestrzeni wymiar (K-liniowy), 137
wzgledem formy e-hermitowskiej, 248 zerowa, 119
wzgledem formy kwadratowej, 264 przestrzen jednorodna
wektorow gtéwna, 93
wzgledem formy e-hermitowskiej, 248 przestrzen ortogonalna
wzgledem formy kwadratowej, 264 wzgledem formy kwadratowej, 264
przeciwno$¢ algebraiczna podzbioru, 340 przestrzen prostopadia
przemiennosé wzgledem formy kwadratowej, 264
endomorfizméw przestrzeni wektorowej, przestrzen wektorowa
290 ciato jako przestrzen standardowa
przestrzen baza standardowa, 130
J-sprzezona, 244 podprzestrzen
K-liniowa, 119 kowymiar, 140
e-hermitowska, 246 przestrzen ilorazowa, 120
anizotropowa, 250 trywialna, 119

izometria, 246
nieizotropowa, 250 réwnanie liniowe



jednorodne, 181
rozwigzanie trywialne, 182
niejednorodne, 181
rozwiazanie, 181
zbidr rozwiazan, 181
niejednorodnos¢, 181
niewiadoma, 181
sprzeczne, 181
realizacja
endomorfizmu
redukowalna wzgledem podprzestrzeni,
289
grupy
jako homomorfizm, 86
lewostronna, 86
prawostronna, 86
macierzowa
elementu modutu nad pierscieniem,
175
odwzorowania R-liniowego, 173
pierScienia na przestrzeni wektorowej
zgodna ze struktura K-liniowsa, 278
cykliczna, 279
nieprzywiedlna, 279
poélprosta, 279
prosta, 279
zbioru, 114
relacje samosprzezenia, 255
reprezentacja
spinorowa algebry Clifforda, 263
retrakcja liniowa, 160
rodzina indeksowana, 126
nos$nik, 126
skonczony, 126
rodzina liniowo niezalezna, 128
rozklad
spektralny
endomorfizmu diagonalizowalnego, 311
widmowy
endomorfizmu diagonalizowalnego, 311
rozszerzenie
grupy, 67
centralne, 67
homomorfizmu grup, 76
rozszerzenie modutu trywialne, 160
ruch euklidesowy, 70
rzad
formy
e-hermitowskiej, 245
dwuliniowej, 212
macierzy, 180
modutu nad pierscieniem, 137
odwzorowanie R-liniowego, 180
permutacji, 99
rzut, 156
kanoniczny, 339
modulo podgrupa, 66
ortogonalny, 326
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prostopadly, 326

rodzina rzutow dopelniajacych, 157
zupelna, 157

rodzina rzutow komplementarnych, 157
zupelna, 157

stownik, 10
singleton, 7
spektrum endomorfizmu, 280
niezdegenerowane, 284
niezwyrodniale, 284
sprzezenie
(J-)Yhermitowskie, 247
hermitowskie, 321
liczby zespolonej, 26
zespolone, 26
na skompleksyfikowanej przestrzeni
wektorowej, 304
stala, 7
stabilizator, 91
stopient wielomianu, 41
struktura
inicjalna, 142
konicowa, 141
poczatkowa, 142
terminalna, 141
koprodukt, 144
produkt, 143
uniwersalna, 142
struktura algebraiczna, 7
homomorfizm, 15
podstruktura, 7
stwierdzenie
bilans wymiar6w, 138
Skwantowy”, 164
lemat (nie od) Burnside’a, 96
lemat Cauchy’ego—Frobeniusa, 96
lemat Frattiniego, 96
lemat Pieciu (Morfizméw), 125
lemat Riesza, 319
lemat Steinitza o wymianie, 132
nieré6wnos¢ Bessela, 317
nieré6wnos¢ Schawrza, 258
o postaci kanonicznej (macierzy)
odwzorowania K-liniowego, 179
o postaci kanonicznej macierzy
hermitowskiej, 255
o postaci kanonicznej macierzy skosnie
symetrycznej, 276
o rozszerzeniu hiperbolicznym
przestrzeni izotropowej, 268
o wspolzmienniczodci wyznacznika na
module wzgledem endomorfizmu, 198
ortogonalizacja Grama—Schmidta, 256
prawo Dedekinda, 57
Sylvestera—Jacobiego wyznacznikowy
wzOr na sygnature, 266
twierdzenie Kroneckera—Capelliego, 183
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twierdzenie Lagrange’a o diagonalizacji
formy kwadratowej, 265
twierdzenie Rouchégo—Fontenégo, 183
wzor wyznacznikowy Cauchy’ego, 194
wzory Cramera, 199
suma
(y-)ortogonalna, 248
algebraiczna podzbioréw, 340
ortogonalna
wzgledem formy kwadratowej, 264
prosta, 144
form e-hermitowskich, 248
macierzy, 298
moduléw, 149
roztaczna, 144
surjekcja, 15
sygnatura
formy
hermitowskiej, 263
kwadratowej, 264
symbol Eulera, 28
wzor de Moivre’a, 28
symbol Kroneckera, 129
symetria cechowania, 249

teoria kategorii, 140
transformacja
bazy, 178
ortogonalna, 274
symplektyczna, 277
unitarna, 257
transpozycja, 55
twierdzenie
algorytm Euklidesa, 42
Bezouta, 44
Cayleya, 99
Cayleya—Hamiltona, 282
grupa symetryczna w terminach
generatorow i relacji, 107
Lagrange’a, 63
lemat Kuratowskiego—Zorna, 131
o bazie ortogonalnej dla formy
hermitowskiej, 252
o ekwiwariantnym izomorfizmie zbioréw
z dziataniem, 97
0 homomorficznym przeciwobrazie

normalnego ciaggu dokladnego grup, 82

o istnieniu bazy przestrzeni wektorowej,
130
o istnieniu wyznacznika, 191
o izomorfizmie
drugie (dla grup), 69
drugie (dla modutéw), 124
pierwsze (dla grup), 68
pierwsze (dla modutéw), 124
trzecie (dla grup), 81
trzecie (dla modultow), 124
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o jednostronnej odwracalnogci
homomorfizmu, 80

o jednoznacznosci struktur
uniwersalnych, 142

o jordanowskiej postaci normalnej
endomorfizmu, 298

o klasyfikacji orbit, 95

o liniowym przeciwobrazie normalnego
ciagu dokladnego modutow, 125

o macierzy elementu modulu wolnego i

odwzorowania R-liniowego, 176

odwracalnodci macierzy, 195

parzystosci permutacji, 110

postaci kanonicznej formy skognie

symetrycznej, 275

o rozkladzie biegunowym i prezentacji

trygonometrycznej liczby zespolonej,

29

rozkladzie endomorfizmu na czesci:

diagonalizowalna i nilpotentna, 313

rozkladzie permutacji na cykle

rozlaczne, 101

rozkladzie przestrzeni wektorowej na

przestrzenie pierwiastkowe

endomorfizmu, 296

rozszczepialnodci modutu, 160

rozszerzeniu epimorfizmu, 77

strukturze dziedziny calkowitosci na

pierécieniu wielomian6w, 40

o uniwersalnosci rzutu kanonicznego (dla
grup), 69

o wymiarze przestrzeni wektorowej, 137

Podstawowe Twierdzenie Algebry, 45

Sylvestera prawo bezwladnoéci, 260

widmowe dla endomorfizmu normalnego
zespolonej przestrzeni wektorowej, 327

widmowe dla endomorfizmu
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Samosprzezonego rzeczywistej

przestrzeni wektorowej, 330
Witta

o przedtuzaniu izometrii, 269

o rozktadzie, 273

o skracaniu, 272

typ permutacji, 103

uklad rownan

jednorodny, 182

niejednorodny, 182
macierz, 182
niejednorodnog¢, 182
niewiadoma, 182

uktad réwnan liniowych

niejednorodny
rozwiazanie, 182
zbidr rozwiazan, 182

sprzeczny, 182

Vierergruppe, 165
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warkocz, 51 zbiér generujacy, 127
diagram warkoczowy, 51 zbibr z dzialaniem grupy
izotopia, 51 homomorfizm, 89

warstwa, 62 lewostronnym, 85

warto$¢ wlasna endomorfizmu, 280 prawostronnym, 86
x-seria stowarzyszona, 298 zmienna (formalna) wielomianu, 40
niezdegenerowana, 284 znak permutacji, 111
niezwyrodniala, 284 jako homomorfizm, 111

zdegenerowana, 284
zwyrodniata, 284
wektor
(y-)ortogonalny, 248
(y-)prostopadly, 248
izotropowy, 250
kolumnowy, 180
ortogonalny
wzgledem formy kwadratowej, 264
prostopadty
wzgledem formy kwadratowej, 264
wtlasny endomorfizmu, 279
zerowy, 250
widmo endomorfizmu, 280
niezdegenerowane, 284
niezwyrodniale, 284
wielomian, 39
charakterystyczny endomorfizmu, 281
funkcja wielomianowa, 40
homomorfizm ewaluacji, 41
interpolujacy, 285
jednomian, 39
krotnosc¢ zera, 44
minimalny endomorfizmu, 283, 296
pierécien wielomiandw, 40
struktura modutu nad pierScieniem, 41
stopnien, 41
wspotezynniki, 40
zero, 40
zerowy, 39
zmienna (formalna), 40
wymiar (K-liniowy) przestrzeni wektorowej,
137
wyraz, 10
wyznacznik
endomorfizmu, 197
macierzy
blokowo tréjkatnej, 201
dolnotrojkatnej, 201
goérnotrdjkatnej, 201
macierzy kwadratowej, 191
minor, 191
rozwiniecie Laplace’a, 191, 193
modutu nad pierscieniem, 198
Vandermonda, 202
wzor de Moivre’a, 28

zapis liczby zespolonej
kartezjanski, 25
trygonometryczny, 29
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