ALGEBRA GRUPOWA, KATEGORYCZNIE

RAFAL R. SUSZEK

STRESzZCZENIE. W niniejszych notatkach prezentujemy zwiezla, acz kompletna dyskusje strukury funk-
torialnego przyporzadkowania grupom (skoniczonym) ich x-algebr grupowych.

Przedmiotem naszych rozwazan bedzie naturalna struktura algebraiczna na przestrzeni funkcji na
grupie skoriczonej
(T, ., Inv,e —~¢), IT| < oo
(symbol operacji binarnej . bedziemy na ogél pomijac¢) o wartosciach w ciele liczb zespolonych

(€ -0, 0 e (0.0) 00 (L0).

1. REKWIZYTY

Zaczniemy od przypomnienia elementarnych faktéw z teorii reprezentacji grup skonczonych, przy czym
przez reprezentacje grupy I' na przestrzeni C-liniowej (V,+V,—V(-),o ~ Ov;l>v) bedziemy rozumieé¢
homomorfizm grup

p € Homg,,, (T', GL(V;C)) .

(1) Kazda skoriczeniewymiarowa reprezentacja p grupy skoriczonej I' jest unitaryzo-
walna poprzez redefinicje iloczynu skalarnego (-|-) na jej no$niku V indukowana
przez te reprezentacje,

(1= Cle

T > () xp(7)-

~el’

Na tej podstawie bedziemy zakladaé, ze na kazdej rozpatrywanej ponizej przestrzeni C-liniowej
bedacej nosnikiem takiej wlasnie reprezentacji zostal wybrany iloczyn skalarny, wzgledem kto-
rego reprezentacja ta jest unitarna. Iloczyn taki pozwala wybra¢ w ) baze ortonormalna

{€p,i}ietaimey (epsileps) =i
dla ktorej
e;)i = (em | )
Wykorzystujac kanoniczny izomorfizm skoriczeniewymiarowych przestrzeni C-liniowych
Endc(V) 2V ®cV,
otrzymujemy stad baze

(1.1) Endc(V) = <€;,i ®c €p7j|i,j€ 1,dim¢ V)¢,
w ktorej
dimcv dlmcv
Endc(V) > x = Z (e;,jv X(ep,i)> D(e;i 8¢ €p,j) = Z Xp,jib(ez,i 8¢ €p,5)
i.j=1 i.7=1

przy czym & symbolizuje (punktowe) dziatlanie C na End¢(V)
(2) Przestrzen C-liniowa

(CV 4, =(), 0> 0;0)

funkcji na T' o wartosciach zespolonych (ze zdefiniowanymi punktowo: suma +, przeciwnoscia
=(-) i dzialaniem ciala skalaréow ©) jest wyposazona w naturalng strukture hermitowska

1 > F(9)-G(g).

(]I : C°xC > C : (F,G)~
|F| vyel'
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(3) Zbior T klas I'-ekwiwariantnego izomorfizmu (tj. réwnowaznosci) reprezentacji nie-
przywiedlnych grupy I' jest ré6wnoliczny ze zbiorem

L/AAT ={ Adr(y) | ~el}
klas sprzezonosci I', wiec -w szczegoblnosci — skoriczony, co wynika z tego, ze sto-
warzyszone z klasami [r].€Tl, we¢ HomGrp(F, GL(Vﬁ;(C)) charaktery

X« : T =>C : vty (7(7))
tworza baze podprzestrzeni funkcji klas

Cl={FeC' | Vyr : AdJF=F}
ortonormalng wzgledem (-|-)r,
(X[r11- X211 = Oy ][] -

Konstatacja ta nadaje sens rozmaitym wyrazeniom wypisywanym ponizej, w ktérych pojawia
sie suma wyrazen indeksowanych elementami I'.
(4) Wymiary d, := dim7 reprezentacji nieprzywiedlnych I' spelniajg tozsamosé

(1.2) S d2=1.

[7].eT
(5) Rodzina funkcji
{ mij = Vdx (enilm(en;) €CT | dijeld,, [x].eT}
tworzy baze przestrzeni C' ortonormalna wzgledem (-|)r,
(7035 | T )T = O (] Ok O -
6) Operator P, rzutu ortogonalnego na sktadnik @"7 V., m, € N w sumie prostej
=1
B V..
[r].eT =1

bedacej no$nikiem reprezentacji

@3

| |
—

(r] F i
jest dany wzorem

=3 X ()BT (1) -

yel

(1.3) P, IFI

2. KONSTRUKCJA WEASCIWA
Punktem wyjscia do szczegolowej dyskusji struktury algebraicznej na zbiorze C! jest wygodny wybor
bazy — te mozemy przyja¢ w postaci

(CF:<5'7|"Y€F>, 5’\/:1_‘—’@:’)/,»—){(’

zauwazywszy, ze dowolna funkcja F e CT spelnia tozsamosé

F=> F(y)od,.
yel'

Obok standardowego punktowego iloczynu funkcji na C' mozna okresli¢ dodatkowa operacje binarna,

a mianowicie

Definicja 2.1. W przyjetych wczesniej oznaczeniach splot funkcji (na grupie skoriczonej) to odwzo-
rowanie

x 1 C'xCh - Cl s (F,G) > ) F() 0 £1G,
~yel'

zadane w terminach lewego dziatania regularnego I' (na sobie),

T - Autgp(T) : vy,



czyli — moéwiac wprost —

FxG(y) =) F(a)-Gla™'y) = ) F(ya™")-G(a).

ael’ el
Ao
O tym, jak naturalng jest wprowadzona powyzej operacja algebraiczna, przekonuje
Stwierdzenie 2.2. Splot funkcji indukuje na zbiorze generujgcym
A" = {6, },er cCF
strukture grupy kanonicznie izomorficznej z grupg T.
Dowdd. Zauwazmy przede wszystkim, ze dziatanie * nie wyprowadza poza AL,
Vyer + 0o x05(7) = 02; 3a(1071)05(0) =0a(Y87) =dap() == daxdp=0las.
c
7 powyzszej rownosci wynikaja natychmiast tozsamosci
Oy x 0e = 0y = e x 0y,
ktore identyfikuja funkcje . jako element neutralny operacji . Implikuje ona takze relacje
5t =0,
Ostatecznie zatem stwierdzamy istnienie postulowanej struktury grupy
(AT, %, Inv*, e — §,)
i bez trudu wskazujemy izomorfizm grup, o ktérym mowa w tezie stwierdzenia,
5 : T —=>Ap : v 4,
O

Udokumentowawszy w ten (elementarny) sposob naturalno$é wprowadzonej uprzednio catkowicie ad hoc
operacji splotu, mozemy nastepnie sformulowaé

Definicja 2.3. W przyjetych weze$niej oznaczeniach algebra splotowa na grupie I' to unitalna algebra
taczna nad cialem C okreslona jako
(C(T)=C",4+,=(-),0 = 0;0;%,0 > 4.).

<

Nie jest to jeszcze wlasciwy obiekt naszych dalszych rozwazan — ten otrzymujemy wykorzystujac istnienie
dwoch antyinwolucji: Inv na I' i sprzezenia zespolonego na C do dalszego wzbogacenia struktury
algebraicznej. Zdefiniujmy w tym celu jawnie anty-C-liniowe odwzorowanie

I:CT)-C@I) : FroInv'F,

przy czym uzywamy tu oznaczenia F(v) := F (7). Latwo widaé, Ze jest ono antyinwolucja,

(F«G)(y) = (F+G)(v )= ZF F(yla1)-G(a) = ZF F(yvla) Glayy™)
= BZFFI(ﬁ)'Gi(W*l)E(Gi*Fi)(V)-

Warunek niezwyrodnienia dla F' # 0 sprawdzamy w rachunku

(Fi*F)(6)=Z;Fi(ev_l)-F(WFZ;F(v)-F(V)EzglF(v)lho = F'xF#0.

Jako wniosek z naszych ostatnich rachunkéw mozemy sformutowaé kluczowa

Definicja 2.4. W przyjetych wczesniej oznaczeniach algebra grupowa na grupie I' to unitalna x-
algebra laczna nad cialem C powstala z algebry splotowej przez wyrdznienie antyinwolucji i, tj. dana
w postaci

(C(T), +,=(-), 0 = 0;0; %, 0 > 03 1) .

O naturalnodci i strukturalnym charakterze konstrukcji algebry grupowej zaswiadcza



Twierdzenie 2.5. W przyjetych wczesniej oznaczeniach przyporzgdkowanie T' — C(T') ma charakter
Sfunktorialny, tzn. istnieje funktor kowariantny

C() + Grp™ > xAlge

ktorego sktadowa obiektowa realizuje rzeczone przyporzedkowanie.

Dowdd. W pierwszej kolejnosci dowolnemu homomorfizmowi grup (skoniczonych) x : I'y — I's przypi-
szemy *-homomorfizm C(x) : C(T'y) - C(I'2) odnosnych algebr grupowych. Ten jest w szczegolnosci
odwzorowaniem C-liniowym, wystarczy przeto zapostulowaé jego postaé na bazie,

C(X)(65) = 0y(y) »

a nastepnie sprawdzié¢, czy otrzymany ta droga jedyny homomorfizm przestrzeni C-liniowych (oznaczany
przez nas tym samym symbolem)

COO(F) = Z; F(7) 06y

spelnia tozsamo$é

COO(F *1 G) = COx)(F) 2 C()(G) -
O tym, ze tak w istocie jest, przekonujemy sie poréwnujac rezultat ponizszego rachunku
COOF *1 G)(7) >, (Fr1G)(@) dymy(m) = 2 (FraG)(a)
el aex({v})

> Y F(ap™h)-G(B)

aex~1({7}) Pel'y

z tym otrzymanym w rachunku

(CON(F) 2 CON(G)) (7)

z F(a) : G(ﬁ) : (6x(a) *2 6)(([3))(’7) = Z F(Oé) ' G(ﬁ) '6x(aﬁ)(7)

a,Bely a,fel’y

Z Z F(O‘Bﬂ_l) : G(ﬂ) '5x(aﬁ)(7)

Bel1 afel’y

>, F(app™)-G(8),
FeTs apexT({x})

w ktorym przywolalismy Stw.[2.2] Skoro tez

CONFEM() = 3 Fi(a) dym(= Y FlahHh= ¥  Flah)
ocly aex™ ({7}) a~tex ' ({y'})
= QZF: F(ﬂ)'%(ﬁ)(v’l)fg F(B) - by(5)(7™) = COO(F) = (7)),

to jest jasnym, ze C(x) jest *-homomorfizmem algebr grupowych. Wystarczy teraz upewni¢ sie, ze
przyporzadkowanie x — C(x) ma nastepujace wlasnosci

(2.1) C(x2°x1) =C(x2) o C(x1), C(idr) = ide(ry

z ktorych pierwsza zostala zapisana dla dowolnych x, € Homgyp<e (I'y, T'ni1), n € {1,2}. Oba spraw-
dzamy bez trudu na bazie dziedziny,

C(x2 0 x1)(8+) = Fxaons) () = Fraer (1) = CO2) (B () = Cx2) (C(x2)(05)) = (Cx2) 0 C(x1) ) (8)

C(idr)(dy) = diar(y) = 0 =ideery (3y) -

Odwzorowanie C(-) jest zatem — w istocie — funktorem kowariantnym. O

Zwiezle wystowienie strukturalnych wtasnosci przyporzadkowania algebr grupowych grupom wyma-
galo od nas uzycia konstrukcji z teorii kategorii stanowiacej naturalna abstrakcje pojecia reprezentacji
grupy, czyli funktora. Wychodzac od tej obserwacji mozemy antycypowaé, dokad zaprowadzi nas proba
uzwarcenia, w tym samym duchu kategorialnym, opisu mechanizmu indukcji reprezentacji algebr grupo-
wych z reprezentacji odno$nych grup — ten szlak rozumowania zaprowadzi nas nieuchronnie do kategorii,
ktorej obiektami beda kategorie (takie jak kategoria reprezentacji unitarnych danej grupy) i ktorej mor-
fizmami beda funktory, o relacjach ustalanych za posrednictwem odwzorowar naturalnych. Substancji
do wypowiedzianych tu skojarzen dostarcza wyklad [Suslj].



3. REPREZENTACJE

Tytulem przygotowania bazy pojeciowej pod dyskusje mechanizmu indukcji reprezentacji algebry gru-
powej z reprezentacji odnos$nej grupy wyabstrahujmy z definicji unitarnej reprezentacji grupy strukture
pewnego szczegblnego funktora kontrawariantnego.

Definicja 3.1. W przyjetych wczesniej oznaczeniach kategoria reprezentacji unitarnych grupy
I' to (mata) kategoria URep(T'), ktorej obiektami sg reprezentacje unitarne I', morfizmami za§ — T'-
ekwiwariantne izometrie miedzy ich no$nikami.

Analogicznie okreslamy

Definicja 3.2. Kategoria »-reprezentacji »-algebry 2 to (mata) kategoria +Rep(2l), ktorej obiek-
tami sg *-reprezentacje 2, morfizmami za§ — A-ekwiwariantne izometrie miedzy ich no$nikami.

Mozemy juz teraz wyartykulowaé wazne stwierdzenie porzadkujace nasza dotychczasowa wiedze.

Stwierdzenie 3.3. W przyjetych wczesniej oznaczeniach przyporzedkowania T — URep(T) i A —
*Rep(A) majg charakter funktorialny, tj. istniejg funktory kontrawariantne

URep : Grp*® — Cat, *Rep : *Alge — Cat

z kategorii grup skoriczonych wzgl. *-algebr nad C w kategorie Cat wszystkich kategom’ﬂ ktorych skta-
dowe obiektowe realizujg odnosne przyporzadkowania.

Dowdéd. W ramach konstruktywnego dowodu tezy stwierdzenia stowarzyszymy z dowolnymi homomor-
fizmami: x € Homg,p<(I'1,I'2) (grup skonczonych) oraz & € Hom,alg, (%1,%A2) (*-algebr) morfizmy w
Cat, czyli funktory

URep(x) : URep(I'2) -~ URep(I'1)
oraz — odpowiednio —
*Rep(£) : *Rep(Az) > «Rep(Az),

i to w taki sposéb, aby homomorfizmom identycznosciowym idr wzgl. idg byly przyporzadkowane
(endo)funktory identycznodciowe idygep(ry Wzgl. id.grep(2t) Oraz by dla dowolnych par homomorfizméow
Xn € Homgrp<e (I, Tny1), ne{1,2} wzgl. &, € Hom,alg. (A, Ans1), n€{1,2} zachodzily relacje

URep(x2 © x1) = URep(x1) © URep(x2)
wzgl.

*Rep(&§20&1) = *Rep(&1) o *Rep(&2),

w ktoérych zapisie uzyliémy symbolu ¢ dla oznaczenia zlozenia funktoréw. Postulujemy przeto, dla
dowolnych p; € Homeyp (T2, U(V;, @;)) 1 R; € Hom,are, (A2, Endc(V;, ®;)), i € {1,2} (dla pewnych
form hermitowskich ®; na odnosnych przestrzeniach C-liniowych V;)

Vi, pi) — Vi, pio X) (sktadowa obiektowa)

URep(o) (V1,p1) -, (Vz2,p2) =1 Vipiox) -, (V2, p2 0 x) ,
(Vaer, = Wopi(v)=p2(7)ov)
(sktadowa morfizmowa)
oraz
Vi, R;)) — (Vi,R; 0 &) (sktadowa obiektowa)
*Rep(§) :

(V17R1)—<—>(V27R2) = LR Of)‘c—’(v2,R2°§)
( Ve, : CORl(X) = RQ(X)OC )
(sktadowa morfizmowa)

13 ej obiektami sa kategorie, morfizmami za$ — funktorialne miedzy nimi odwzorowania.



Jako ze, w rzeczy samej, p; o x € HomGrp(Fl,U(Vi,fbj)) (zlozenie izometrii jest izometrig) i R; o0& €
Hom*AlgC(Qll,End(c(V,»,‘Di)) (ztozenie *-morfizmow jest x-morfizmem), a nadto

Vaery + Yo (prox)(v) = (p2ox)(v) 0¥, Vxea, + Co(R10&)(X)=(R208)(X)0(,
widzimy, ze obie powyzsze definicje maja sens. Kontrawariantny charakter tych przyporzadkowan jest

oczywisty, oto bowiem — np. — (oznaczenia jak w Rownosci (2.1)), a do tego p € HomGrp(I‘g,U(V,q)))
dla pewnej formy hermitowskiej ® na przestrzeni C-liniowej V)

URep(xz2 © x1)(V, p) (V.po(x2ox1)) = (V,(pox2)oxi)=URep(x1)(V.pox2)

URep(x1) (URep(x2)(V, p)) = URep(x1) © URep(x2)(V; p)

(dowod dla «Alge jest w pelni analogiczny, a sama wtasnosé jest trywialnie dziedziczona przez sktadowe
morfizmowe funktoréow). I wreszcie, wprost z definicji

URep(idr) = idygep(r) » *Rep(idsy) = idirep(a) »
co koniczy dowod funktorialnosci przyporzadkowan I' — URep(T') i 20— xRep(2). O

W obecnosci trzech wprowadzonych tutaj funktoréw uktadajacych sie w diagram trojkatny

Grp<oo

C() URep

*Alge TRep Cat

pojawia si¢ naturalne pytanie o relacje miedzy funktorami URep i *Rep ¢ C(-). Prostej odpowiedzi na
nie dostarcza

Twierdzenie 3.4. W przyjetych wczesniej oznaczeniach istnieje transformacja naturalna
C.{-) : URep == ~Rep o C(").

Dowdd. Musimy wykazaé istnienie rodziny morfizméw (czyli funktorow)
{Cr()e HomCat(URep(I‘), *Rep((C(F))) }FeObj(Grp<°°) )

spelniajacych dla dowolnego x € Homg,p<=(I'1,T'2) toz'samoécﬂ

(3.1) Cr, () o URep(x) = *Rep(C(x)) o Cr, () -

Sktadowa obiektowa takowego funktora indukuje *-reprezentacje algebry grupowej I' z zadanej (dowol-
nie) reprezentacji grupy I'. Postulujemy ja w najprostszej mozliwej postaci:

Cr() = (V,p) = (V,Cr(p)),

przy czym homomorfizm *-algebr Cr{p) € Hom*AlgC(C(F)7EndC(V)) zadajemy na bazie dziedziny
wzorem

Cr(p) (05) =p(7),

po czym rozszerzamy (w sposob jednoznaczny) do odwzorowania C-liniowego,

Cr(p)(F)=Cr{p) (Y F(v)@dy)= > F(7)5p(7).

~el’ ~yel’
Pozostaje jeszcze sprawdzié tozsamodci
Cr (p) (F «G) =Cr(p) (F) o Cr (p) (G)
oraz
Cr (p) (F*) = Cr {p) ()",

co czynimy bez trudu w bezposrednich rachunkach:

Cr{p) (F)oCr(p)(G) = (ZFF(a)ﬁp(a))O(ZFG(B)W(ﬁ))= >, F(a) G(B)Ep(aB)

o, Bel’

2Nalez’y pamietaé o kontrawariantnym charakterze funktoréw URep i *Rep.



Y Y Fla)-GlaaB)bp(aB) = Y Y F(a)-Gla™'7)p(7)

ael’ afel’ vyel' ael’
= E;(F*G)(v)ﬁp(v) =Cr(p) (F* Q)
Cr{p)(F*) = Cr (M(Z;W@(Si) =Cr (p)(ZF F(y)®6,1) = Z IE ZFWW(V)T
= (X F(Ee() =Cr (o) (F)T,

yel

przy czym przedostatnia rownosé jest konsekwencja unitarnosci p. Konstrukeje funktora Cr (-) wiericzy
definicja jego sktadowej morfizmowej (zapisana w konwecji dowodu Stwierdzenia [3.3))

Cr(): (Vi) s (Vo p2) ) — ( (V1,Cr (p1)) -, (V2,Cr (p2)) ),

ktorej sensownos$¢ wynika wprost z C-liniowosci . Jej trywialna konsekwencja sa tozsamosci

Cr (Y2 011) = Cr (p2) o Cr (¢1) , Cr (idw,p)) =1dw.crip) -

nieodzowne dla funktorialnosci Cr ().

Skonstruowawszy poszukiwane funktory, sprawdzamy tozsamos¢ (3.1)). Przywolujac jawna postaé
funktorow URep(x) i *Rep(&), € = C(x) z dowodu Stwierdzenia Wierdzamy pozadang ré6wnosé
sktadowych obiektowych,

(Crl () © URep(X))(Vivpi) = CFl ((Viﬂpi OX)) = (Vi7CF1 (pi OX)) = (Vivcrz (pl> O(C(X))

«Rep(C(x))(Vi,Cr, (pi)) = *Rep(C(x))  Cr, (-) Vi, pi) ,

zasadzajaca si¢ na ciggu trywialnych réwnosci

Cr, (piox)(F) = EF: F(7)5Cr, (pi o x) (6) = ZF: F(7)8(piox)(7) = EF: F)5pi(x(7))
= ZF: F(7)>Cr, (p2) (dx(y)) = Cr, (p2 (EF: F(7) ©6y(1)) = (Cr, (p2) o CO) ) (F).-

Identycznosciowy charakter sktadowych morfizmowych wszystkich sktadanych funktorow czyni sktadowa
morfizmowa dowodzonej rownosci oczywista. O

Na zakoriczenie spozytkujemy zgromadzong wiedz¢ oraz fakty przytoczone w Rozdziale [I] formutujac
nietrywialne, a zarazem catkowicie konstruktywne

Twierdzenie 3.5. W przyjetych wczesniej oznaczeniach funktorialny obraz reprezentacyi

Te = @, 5 7 € Homgrpe= (I, @ U(Vr, @)
[w]~€T

wzgledem komponenty Cr (-) transformacji naturalnej z tezy Twierdzenia jest *-izomorfizmem,

Crime) : C(I) — @ Endc(Vr),
[7].el

ktory w potaczeniu z (dowolnym) wyborem bazy w kazdej z przestrzeni C-liniowych V. okresla konkretng
macierzowg realizacje algebry grupowej wymiaru |T)|.

Dowdd. Postaé, jakg «-morfizm Cr (mg) przybiera na ukladzie generujacym Ar algebry C(T'),

dn dr
CF (ﬂ-@) (67) = @ 71'(’}/) = @ (Z e:r,i ®C eTr,i)oﬂ'(’)/) (Z (Ceﬂ-J)
[7].eT [r].eT =1 i=1
- @ % (e* H(y)(e ‘)>';(€* S Qc e = P i 71'U(’Y) cen ),
[W]NEF ,j5=1 o ! o ’j [7]~ e i,5=1 \/Z ﬂ- i \J

w polaczeniu z Faktami (2) i (5) z Rozdzialu[l] podpowiada oczywista definicje odwzorowania odwrotnego
na ukladzie generujgcym x-algebry @) Endc(V,) bedacym konkatenacja baz typu (1.1

Vi

E(e;,i ®c eﬂ"j) = ‘1—\|

o5 ().



Pokazemy, ze jednoznacznie okreslone rozszerzenie C-liniowe ¥,

DI @[ End(c(V ) — (C(F) T X(W) = m Z _eT sz;=1 \% dw X‘E:z)] GTZJ()ﬂ

(m) _ [ *
Xr,ij < 7T,i7X(Tr)(e7T7j)> ,
jest w istocie homomorfizmem *-algebr odwrotnym do Cr (7g). W tym celu zauwazmy najpierw, ze z
jednej strony zachodzi réwnosé

(@, erxé)o@merxl N =B(@p. (7 o xI™)) ()

Z Z \/_ (X(W)°X1 i ° 71'11('7)

~eT 4,5=1

dr
Z Z \/ZX;T;)H{: X§7r)k] 7'('1](’)/),

|F| [r].€T %4,k=1

IFI

z drugiej za§ — wobec unitarnosci reprezentacji m oraz tozsamosci
d

Vidr-mij(af) = Z mik(a) - T (B)
k=1
— dostajemy
E(6[ ].€T Xgﬂ-)) *E( [ T Xl )(7) - | | Z _ \% drdy Xé:—)” Xlﬂ— Kl (Trij *?jlql)(r}/)
[W]N,[TF,]~€F 7]
1 L/ .
XX 3 Ve D i miGa ) @)
[7]..[n']~€T W
1 &= (™ ()
= @ ‘ Z drr = X375 X1 kL “Tim () (Z ij(a_l)'wllgl(a))
(], [7/]€F i::m=1 k,I=1 &
d dr
- Yy BRSO e oy B [ES SO P )
= 27, X1kl Tem\Y jm ki
| | [7].,[7/]€T ©:3m=1 k,l=1 |F| ael’
1 & B ™)
= N Z dr - Xo 7 X7kl Tim () * (Tt | Tjm )1
[7]~,[7/]€T ©:3m=1 k,l=1
1 x
ﬂ Z Zl:l Xgﬂ')lj Xiﬂ')jl ﬂ—il(P)/)7
_eT 4.7,
wigc tez

Z(Q[ﬂ]Nef XEW) °© ®[ﬂ’]~€f XYT )) = Z(@[ﬂ]Nef Xéﬂ)) * Z( [rr’] oy Xgﬂ- )) .
Ponadto, znéw uwzgl@dniaj@c unitarno$¢ 7, obliczamy

= 2 Z V- XETWJ)Z mi(7) = Z Z Vi - Xﬂﬂ m(y )

[]Epz,jl || EFZ,]].
E(®[T{']~€f X(ﬂ-))(’y_l) = E(Ga[n-]Nef“ X(ﬂ-)) (’Y) )

(®.p XN (y)

czyli
(@7 XM = (®.er X

Jest zatem ¥ w istocie homomorfizmem x-algebr.

Na koniec pokazemy, ze ¥ jest odwrotnoscia Cr (7g), przy czym dowod tego faktu wystarczy prze-
prowadzi¢ dokonujac ewaluacji superpozycji morfizméw na wprowadzonych uprzednio ukladach gene-
rujacych obu *-algebr. Pomocnym przy tym okazuje sie ustalenie transformacji przejscia pomiedzy
dwiema bazami algebry grupowej: baza A, oraz baza ortonormalna z punktu (5) w Rozdziale |1} Oto
wiec z jednej strony mamy

mii(-) = D) mi;(7) @6y,

el

a z drugiej

oy = Z
[7].e

||'P1=E|k

. (1isO)185) 071 () = |r| z S Y @) 6, (0) 0y ()

el % ]l :5=1 ael’



= Z Z |F|7TZJ('V ().

_eT u,J=1

Teraz mozemy juz obhczyc wprost

Y oCr(mg) (8 )=E( Z % ﬂij(ﬁm&(e*,@ce )):i
’ [7].eT Bi=1 \/ﬁ 5t 2J

dx R
| | Z Z Wij(’y)@ﬁj('):(;WE
[7].eT ©5=1
oraz
Vdr

il > mii(7) ©6y)

el

Vi () = Cr (ma)

Cr(me)oX(es ®cer;) = Crme)( i

\Y d7r : da; ’/Tllgl(’}/) : *
= i (7)5 (e x ®C €xr 1)
|F| el ! [ ?e’f /3:31 Vg g

fz;

(']

\/— (771]|7Tkz)r>(€n r ®C €xr1)

1 T

*
= € ®Celn;,

tym samym pokazujgc dowodnie, ze Cr (mg) jest *-izomorfizmem. O

4. CENTRUM

Na zakoriczenie naszej szczegotowej dyskusji anatomii algebry grupowej przyjrzymy sie uwazniej struk-
turze jej centrum, w czym pomocne okazg sie¢ wcze$niejsze nasze ustalenia.

Stwierdzenie 4.1. W przyjetych wczesniej oznaczeniach zachodzi rownosé
Z(C(I)) =Cu(T),
a przy tym

Z(C() =( Crime) " (P) | [m].eT) .
gdzie P sg operatorami rzutu z punktu (6) Rozdziatu .

Dowdd. Zalozmy najpierw, ze F € C(T") jest elementem centralnym algebry grupowej, czyli dla dowol-
nego v € I' zachodzi
Fxé6y=0,xF < F=b6,xFxb,1=3) F(a)0d, xba*0y1= ) F(a)®dag, ()
ael’ ael’
a zatem takze
F(B) =), F(a) ©dad,(a)(B) = F(Ad,-1(8)),
ael’

czyli F € Cy(T"). Stwierdzamy wiec inkluzje
Z(C()) c Cua(T).

Nastepnie zal6zmy — odwrotnie —, ze F € C(I') jest stala na klasach sprzezonosci, wobec czego dla
dowolnej funkcji G € C(T") otrzymujemy tozsamosé

FxG = 3 F(fa™) Ga)ods=2 > FBBy)) GBry ) ed

a,pel’ Bel' By=1el’

= > ) FBpT)-GBryhHeds=), > F()-G(Br)eds
Bel’ py~tel Bel’ py~ter

= Y G F(M)ed=GxF,
Byyel

ktora implikuje inkluzje odwrotna
Z(C()) > Cu(T).
Dla zamknigcia dowodu pozostaje jeszcze rozpiac elementy xp.1. bazy ortonormalnej Cy(T"), o ktorej

mo6wi punkt (3) Rozdzialu na przeciwobrazach operatoréow rzutu P, wzgledem izomorfizmu Cr (7g).
Wprost na podstawie wzoru (1.3)) otrzymujemy réwnosé

Xirl. = 2. XA, () @6, —||
~yel'

©Cr(7e) (Px),



musimy wiec jedynie wykaza¢, ze takze sprzezenia charakteréw nieprzywiedlnych sa bazg Ci(T). To
jednak wynika natychmiast z rachunku

Ca@)>3F=F= % (XuL|F)roxm.= 2. X lF)roxme = 2. (FlIX@#)r © X, -
[7].eT [7].eT [r]-eT
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