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Zadanie 1. Niechaj f ∈ C2(R3) bȩdzie funkcja̧ spełniaja̧ca̧ równanie

( ∂2∂x2 +
∂2

∂y2 +
∂2

∂z2) f(x, y, z) = 0 .

Jakie równanie spełnia wówczas funkcja f̃ ∈ C2(Ξ) na Ξ =]−π,π]×[0,∞[×[0,2π[∋ (u, v,ϕ) zwia̧zana
z f poprzez transformacjȩ współrzȩdniowa̧

x = sinh v cosϕ
cosh v−cosu , y = sinh v sinϕ

cosh v−cosu , z = sinu
cosh v−cosu

wedle formuły

f(x, y, z) = f̃ (u(x, y, z), v(x, y, z), ϕ(x, y, z)) .

(Powyższe współrzȩdne nosza̧ miano toroidalnych.)

Zadanie 2. Rozwia̧ż równanie R(x, y; z) = 0, w którym z jest szukana̧ funkcja̧ x, y, w obszarze Ω
wprowadzaja̧c w Ω nowe współrzȩdne u, v i w, z których ostatnia jest traktowana jako poszukiwana
funkcja u, v.

(i) R(x, y, ; z) = x ∂z∂x + y
∂z
∂y − xz2 ; Ω = { (x, y, z) ∈ R3 ∣ x, y > 0 } ;

(u, v,w) = (x, yx ,
z

1+xz);

(ii) R(x, y, ; z) = y ∂z∂x − x
∂z
∂y − (y − x)z ; Ω = { (x, y, z) ∈ R3 ∣ x, y, z > 0 } ;

(u, v,w) = (x2 + y2, log y
x , x + y − log z).

Zadanie 3. Udowodnij, że zbiór par A ∶= {(U1, ϕ1), (U2, ϕ2), (U3, ϕ3), (U4, ϕ4)} określonych formu-
łami:

U1 = { (x, y) ∈ S1 ∣ x > 0 } , ϕ1 ∶ U1 → R ∶ (x, y)↦ y ,

U1 = { (x, y) ∈ S1 ∣ y > 0 } , ϕ1 ∶ U1 → R ∶ (x, y)↦ x ,

U1 = { (x, y) ∈ S1 ∣ x < 0 } , ϕ1 ∶ U1 → R ∶ (x, y)↦ y ,

U1 = { (x, y) ∈ S1 ∣ y < 0 } , ϕ1 ∶ U1 → R ∶ (x, y)↦ x

jest atlasem na okrȩgu jednostkowym S1 ⊂ R2. Sprawdź, czy jest on równoważny z atlasem A ′ =
{(U,ϕ), (V,ψ)} danym przez

U = { (cosα, sinα) ∣ α ∈]0,2π[ } , ϕ ∶ U → R ∶ (cosα, sinα)↦ α ∈]0,2π[ ,

U = { (cosα, sinα) ∣ α ∈] − π,π[ } , ϕ ∶ U → R ∶ (cosα, sinα)↦ α ∈] − π,π[ .



Zadanie 4. Zdefiniujmy

UN = { (x, y) ∈ S1 ∣ y ≠ 1 } , US = { (x, y) ∈ S1 ∣ y ≠ −1 }

i niech ϕN i ϕS bȩda̧ rzutami stereograficznymi z punktów – odpowiednio – N = (0,1) i S = (0,−1)
na prosta̧ opisana̧ równaniem y = 0. Udowodnij, że A = {(UN , ϕN), (US, ϕS)} jest atlasem na S1.
Porównaj zadawana̧ przezeń strukturȩ różniczkowa̧ z ta̧ z zadania poprzedniego.

Przywoławszy analogiczna̧ konstrukcjȩ dla S2 przedstawiona̧ na ćwiczeniach, uogólnij ten schemat
opisu na sferȩ jednostkowa̧ Sn dowolnego wymiaru n > 0.

Zadanie 5. Rozważ podzbiór

N = { (x, y) ∈ R2 ∣ x2 + y2 − 1 = 0 } ∪ { (0, y) ∣ y ∈]1,2[ } .

Udowodnij, że odwzorowania

ϕ ∶ N → R ∶ (sin(2πs), cos(2πs))↦ s ∈ [0,1[
(0, s)↦ 1 − s ∈] − 1,0[ ;

ψ ∶ N → R ∶ (sin(2πs), cos(2πs))↦ 1 − s ∈ [0,1[
(0, s)↦ 1 − s ∈] − 1,0[

zadaja̧ dwie nierównoważne struktury różniczkowe klasy C∞ na N .

Zadanie 6. Rozważ podzbiory

U = { (s,0) ∈ R2 ∣ s ∈ R } , V = { (s,0) ∈ R2 ∣ s < 0 } ∪ { (s,1) ∈ R2 ∣ s > 0 }

wraz z odwzorowaniami

ϕ ∶ U → R ∶ (s,0)↦ s , ψ ∶ V → R ∶ (s, n)↦ s , n ∈ {0,1}

oraz

χ ∶ V → R ∶ (s, n)↦ s3 , n ∈ {0,1} .

Wykaż, że A = {(U,ϕ), (V,ψ)} zadaje na M = U ∪V strukturȩ rozmaitości różniczkowej klasy C∞.
Czy para (V,χ) określa mapȩ zgodna̧ z ta̧ struktura̧?

Zadanie 7. Wyznacz odwzorowanie styczne f∗ ∶ TpR2 → Tf(p)R (pchniȩcie, tj. „pushforward”) do
odwzorowania

f ∶ R2 → R ∶ (x, y)↦ x3 + xy + y3 + 1

w dowolnym punkcie p ∈ R2 (wypisz jego macierz wzglȩdem kartezjańskiej bazy współrzȩdniowej
w dziedzinie i przeciwdziedzinie). W których z punktów: (0,0), (±1

3 ,±
1
3) jest ono injektywne wzgl.

surjektywne?

Zadanie 8. Zdefiniujmy odwzorowania

f ∶ R2 → R2 ∶ (x, y)↦ (x2 − 2y,4x3y2) ,

g ∶ R2 → R3 ∶ (x, y)↦ (x2y + y2, x − 2y3, yex) .

Wyznacz



(i) f∗(1,2) oraz g∗(x, y), (x, y) ∈ R2;

(ii) g∗(4 ∂∂x −
∂
∂y)(0,1).

Dla jakich wartości parametrów λ,µ, ν ∈ R wektor (λ ∂
∂x + µ

∂
∂y + ν

∂
∂z)(g(0,0)) należy do im g∗?

Zadanie 9. Zapiszmy element P = (x, y, z, t) ∈ R4 w postaci macierzy A(P ) = ( x z
y t

) i zde-

finiujmy (dla dowolnego θ ∈ [0,2π[) Rθ = ( cos θ − sin θ
sin θ cos θ

). Wyznacz odwzorowanie styczne Tθ∗

do

Tθ ∶ R4 → R4 ∶ P ↦ A−1 (Rθ ⋅A(P )) .

W szczególności oblicz Tθ∗(cos θ ∂
∂x − sin θ ∂

∂y + cos θ ∂
∂z − sin θ ∂∂t ).

Zadanie 10. Rozpatrzmy odwzorowanie f ∶ S2 → S2 indukowane przez automorfizm R3 zadawany
przez macierz
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Wyznacz pchniȩcia f∗(∂∂θ)(p) i f∗( ∂∂ϕ)(p) wektorów stycznych do sfery ∂
∂θ ,

∂
∂ϕ (stycznych do linii

współrzȩdnych kulistych (θ,ϕ)) w dowolnym punkcie p ∈ S2 leża̧cym w zbiorze

U = { (x, y, z) ∈ S2 ∣ x + z ≠ 0 }

i o tej własności, że także f(p) ∈ U .

Zadanie 11. Sparametryzuj krzywa̧ powstała̧ w wyniku przeciȩcia stożka

S = { (x, y, z) ∈ R3 ∣ z2 = x2 + y2 }

płaszczyzna̧

P = { (x, y, z) ∈ R3 ∣ z = 1 }

i znajdź jej wektory normalne.

Zadanie 12. Zbadaj, czy odwzorowanie

B ∶ R→ R2 ∶ t↦ ( t(1+t
2)

1+t4 , t(1−t
2)

1+t4 )

zadaje opis parametryczny krzywej zanurzonej.

Zadanie 13. Określmy odwzorowania

F1 ∶ R3 → R ∶ (x, y, z)↦ x2 + y2 + z2 − 1 i F2 ∶ R3 → R ∶ (x, y, z)↦ (x − x0)2
4

+ y
2

9
+ z2 − 1 .



Sprawdź, dla jakich wartości parametru x0 ∈ R zbiór F −1
1 ({0}) ∩ F −1

2 ({0}) jest krzywa̧ regularna̧.

Zadanie 14. Ustal, czy poziomica punktu 0 odwzorowania

P ∶ R3 → R ∶ (x, y, z)↦ 8(x2 + y2 + z2) − 24xy + 1

jest powierzchnia̧ regularna̧, a nastȩpnie czy poziomica punktu (0,0) odwzorowania

K ∶ R3 → R2 ∶ (x, y, z)↦ (8(x2 + y2 + z2) − 24xy + 1,2x2 + 2y2 − 2z2 − 1)

jest krzywa̧ regularna̧. Wyznacz wektory styczne do P −1({0}) oraz K−1({(0,0)}) w punkcie 1
4(

√
6,

√
6,2).

Zadanie 15. Wskaż punkty w R3, w których powierzchnia Pi, i ∈ {1,2} jest zwyrodniała (tj. nie
spełnia warunku regularności):

(i) P1 = F1(R2), przy czym F1 ∶ R2 → R3 ∶ (s, t)↦ (t cos s, t sin s,2 sin s) (przykład konoidy)

(ii) P2 = F −1
2 ({0}), przy czym F2 ∶ R ×R ×R>0 → R ∶ (x, y, z)↦ x2 − y2z (parasol Whitney’a) .

Wyznacz przestrzeń styczna̧ oraz płaszczyznȩ styczna̧ do P1 w punkcie F1(1, π) i do P2 w punkcie
(1,1,1).

Zadanie 16. Znajdź punkty p ∈ R3, w których pole wektorowe wyznaczone przez operator różnicz-
kowy

V(x, y, z) = −2 ∂∂x + 5 ∂∂y −
∂
∂z

spełnia warunek V↾p ∈ TpF −1({(0,0)}) zapisany dla odwzorowania

F ∶ R3 → R2 ∶ (x, y, z)↦ (z2 − x2 − y2 − 7,2x + y + z) .

Zadanie 17. Jaka̧ powierzchniȩ w R3 opisuje parametryzacja

x = u2−v2

1+u2+v2 , y = 2uv
1+u2+v2 , z = 1

1+u2+v2 ?

Sprawdź jej regularność.

Zadanie 18. Zdefiniujmy zbiór

H ∶= { (x, y, z) ∈ R3 ∣ x sin z − y cos z = 0 }

(jest to tzw. helikoida). Udowodnij, że H jest regularna̧ powierzchnia̧ w R3 homeomorficzna̧ z R2.
Wyznacz przeciȩcie H z płaszczyzna̧ Σ(p0) styczna̧ do H w punkcie p0 ∈H. Dowiedź, że H∩Σ(p0)
zawiera dwie krzywe przecinaja̧ce siȩ prostopadle w p0.

Zadanie 19. Sprawdź, czy odwzorowanie gładkie

Ψ ∶ R→ R2 ∶ t↦ (t2, t3)



jest immersja̧ (gładkim odwzorowaniem o injektywnym odwzorowaniu stycznym)?

Zadanie 20. Zdefiniujmy zbiór

M = { (x, y) ∈ R2 ∣ x2 + y2 < 1 }

oraz odwzorowanie gładkie

f ∶ M → R2 ∶ (x, y)↦ ( y
1−x2−y2 , e

x2) .

Wskaż zbiór S tych punktów p ∈M , w których f∗ jest injekcja̧. Udowodnij, że f(S) jest podzbiorem
otwartym w R2.

Zadanie 21. Rozważmy odwzorowanie

f ∶ R2 → R2 ∖ {(0,0)} ∶ (x, y)↦ (ex cos y, ex sin y) .

Ustal, czy odwzorowanie to zadaje układ współrzȩdnych w otoczeniu dowolnego punktu R2. Czy
odwzorowanie f jest dyfeomorfizmem? Dla dowolnego punktu (x0, y0) ∈ R2 dziedziny f wskaż
maksymalne jego otoczenie, na którym f określa lokalny układ współ-rzȩdnych.

Zadanie 22. Zdefiniujmy odwzorowanie

f ∶ R3 → R3 ∶ (x, y, z)↦ (e2y + e2z, e2x − e2z, x − y) .

Wyznacz obraz f(R3) tego odwzorowania i udowodnij, że f jest dyfeomorfizmem R3 na tenże obraz.

Zadanie 23. Rozważmy krzywe sparametryzowane:

(i) γ1 ∶ R→ R2 ∶ t↦ (t, ∣t∣);

(ii) γ2 ∶ R→ R2 ∶ t↦ (t3 − 4t, t2 − 4);

(iii) γ3 ∶ R→ R3 ∶ t↦ (cos(2πt), sin(2πt), t);

(iv) γ4 ∶ ]1,∞[→ R2 ∶ t↦ (1
t cos(2πt), 1t sin(2πt));

(v) γ5 ∶ ]1,∞[→ R2 ∶ t↦ (1+t
2t cos(2πt), 1+t2t sin(2πt));

(vi) γ6 ∶ R→ R2 ∶ t↦ (2 cos(t − π
2 ), sin 2(t − π

2 ));

(vii) γ7 ∶ R→ R2 ∶ t↦ (2 cos(f(t)− π
2 ), sin 2(f(t)− π

2 )), gdzie f jest monotonicznie rosna̧ca̧ funkcja̧
gładka̧ o własnościach f(0) = π, limt→−∞ f(t) = 0, limt→∞ f(t) = 2π (np. f(t) = π + 2 arctan t);

(viii) γ8 ∶ R → R2 ∶ t ↦
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

(1
t , sin(πt)) dla t ≥ 1
(0, t + 2) dla t ≤ −1
d(t) dla t ∈ [−1,1]

, gdzie d jest dowolna̧ krzywa̧ gładka̧

zamykaja̧ca̧ γ8(] −∞,−1] ∪ [1,∞[) „od góry”.



Czy γi, i ∈ {1,2,6} jest immersja̧? Czy γi, i ∈ {2,6,7,8} jest injektywna̧ immersja̧? Czy γi, i ∈
{3,4,5,7,8} jest zanurzeniem (wzgl. (gładkim zanurzeniem)) (homeomorfizmem (wzgl. dyfe-
omorfizmem) na obraz)?

Zadanie 24. Udowodnij, że każde z poniższych odwzorowań:

f± ∶ R3 → R ∶ (x, y, z)↦ x2 ± y2 − z2 − 1

zadaje strukturȩ rozmaitości różniczkowej na swej poziomicy f−1± ({0}). W każdym z przypadków
wskaż skończony atlas klasy C∞. Udowodnij, że naturalna injekcja  ∶ f−1− ({0})→ R3 jest rzȩdu 2.

Zadanie 25. Wykaż, że podzbiór

H = { (x, y, z) ∈ R3 ∣ x3 + y3 + z3 − 2xyz = 1 }

jest nośnikiem naturalnej struktury dwuwymiarowej rozmaitości różniczkowej klasy C∞.
Analogicznie pokaż, że podzbiór

M = { (x, y, z) ∈ R3 ∣ x2 − y2 + 2xz − 2yz = 1 ∧ 2x − y + z = 0 }

jest nośnikiem naturalnej struktury jednowymiarowej rozmaitości różniczkowej klasy C∞.

Zadanie 26. Rozważmy odwzorowanie

f ∶ R4 → R2 ∶ (x, y, z, t)↦ (x2 + y2 + z2 + t2 − 1, x2 + y2 + z2 + t2 − 2y − 2z + 5) .

Wskaż punkty dziedziny, w których odwzorowanie to nie jest submersja̧ (gładkim odwzorowaniem o
surjektywnym odwzorowaniu stycznym), oraz jego obraz. Wyznacz bazȩ przestrzeni ker f∗(0,1,2,0),
a ponadto obraz wektora (1,0,2,1) ∈ T(1,2,0,1)R4 wzglȩdem f∗ oraz kowektora (dx + 2dy)(−1,5) ∈
T∗
(−1,5)

R2 wzglȩdem f∗, wybrawszy punkt (0,0,0,0) w przeciwobrazie (−1,5).

Zadanie 27. Niechaj M i N bȩda̧ gładkimi rozmaitościami różniczkowalnymi (skończonego wy-
miaru) i niech (p, q) ∈M ×N . Udowodnij istnienie naturalnego izomorfizmu przestrzeni wektorowych

T(p,q)(M ×N) ≅ TpM ⊕TqN .

Zadanie 28. Dla pól wektorowych X,Y ∈ Γ(TR3) o wartościach

X(x, y, z) = xy ∂
∂x + x

2 ∂
∂z , Y (x, y, z) = y ∂

∂y

oraz funkcji f ∶ R3 → R ∶ (x, y, z)↦ x2y oblicz

(i) [X,Y ](1,1,0) ; (ii) (f ⊳X)(1,1,0) ; (iii) X(f)(1,1,0) ; (iv) f∗X(1,1,0) .

Zadanie 29. Niechaj M,N bȩda̧ gładkimi rozmaitościami różniczkowalnymi, f ∶ M → N zaś –
dowolnym dyfeomorfizmem. Dla dowolnych pól wektorowych X,Y ∈ Γ(M) udowodnij tożsamość

f∗[X,Y ] = [f∗X,f∗Y ] .



Zadanie 30. Rozłóż pole wektorowe na R3 o wartościach

X(x, y, z) = 2 ∂∂x −
∂
∂y + 3 ∂∂z

w bazie współrzȩdniowej stowarzyszonej z walcowym układem współrzȩdnych.

Zadanie 31. Sprawdź, czy pole wektorowe na R3 o wartościach

X(x, y, z) = (x2 − 1) ∂∂x + xy
∂
∂y + xz

∂
∂z

jest styczne do poziomicy W −1({0}) odwzorowania

W ∶ R3 → R ∶ (x, y, z)↦ x2 + y2 − 1 .

Zadanie 32. Wyznacz płaszczyznȩ styczna̧ do hiperboloidy jednopowłokowej zadanej jako poziomica
H−1({0}) odwzorowania

H ∶ R3 → R ∶ (x, y, z)↦ x2 + y2 − z2 − 1

w dowolnym jej punkcie.

Zadanie 33. Wyznacz przestrzeń styczna̧ do poziomicy f−1({0}) odwzorowania odwzorowania

f ∶ R3 → R ∶ (x, y, z)↦ x3 − y3 + xyz − xy

w punkcie (1,1,1).

Zadanie 34. Wskaż nigdzie nie znikaja̧ce pole wektorowe na nieparzystowymiarowej sferze jednost-
kowej S2n+1. Czy można to powtórzyć w przypadku parzystowymiarowym?

Zadanie 35. Znajdź ogólne rozwia̧zanie X ∈ Γ(TR2) każdego z poniższych (układów) równań:

(i) [ ∂∂x ,X] =X = [ ∂∂y ,X] ; (ii) [ ∂∂x +
∂
∂y ,X] =X .

Zadanie 36. Niechaj M bȩdzie gładka̧ rozmaitościa̧ różniczkowalna̧ i niech X,Y ∈ Γ(TM). Ustal
zwia̧zek miȩdzy [f ⊳X,g ⊳ Y ] i (f ⋅ g) ⊳ [X,Y ] dla dowolnych f, g ∈ C∞(M).

Zadanie 37. Zbadaj zupełność każdego z poniższych pól wektorowych na (odnośnej) przestrzeni
Rn, wyznaczywszy uprzednio krzywe całkowe.

(i) X(x, y, z) = y ∂
∂x + y

∂
∂y + 2 ∂

∂z , n = 3;

(ii) X(x, y, z) = ∂
∂y + ex ∂

∂z , n = 3;

(iii) X(x, y, z) = e−x ∂
∂x , n = 1;

(iv) X(x, y, z) = y ∂
∂x , Y (x, y, z) = x2

2
∂
∂y , Z = [X,Y ] , n = 3.



Zadanie 38. Wyznacz potok (jednoparametrowa̧ grupȩ lokalnych dyfeomorfizmów) pola wektoro-
wego na R2 przyjmuja̧cego wartości

X(x, y, z) = y ∂
∂x − y

2 ∂
∂y .

Zadanie 39. Niechaj M bȩdzie gładka̧ rozmaitościa̧ różniczkowalna̧. Zdefiniujmy odwzorowanie

G⋅ ∶ R ×TM → TM ∶ (t,X)↦ et ⊳X .

Wykaż, że G⋅ określa jednoparametrowa̧ grupȩ przekształceń TM . Wyznacz pole wektorowe na TM
stowarzyszone z ta̧ grupa̧. Udowodnij w bezpośrednim rachunku, że wyznaczone pole jest zachowy-
wane przez tȩ grupȩ.

Zadanie 40. Określmy pola wektorowe na Rn nastȩpuja̧cymi wzorami (w których i, j, k, l ∈ 1, n)

Ωij(xl) = δik xk ∂
∂xj

− δjk xk ∂
∂xi

, Pi(xl) = ∂
∂xi

, D(xl) = xi ∂
∂xi

,

Ki(xl) = 2δij xj xk
∂
∂xk

− δjk xj xk ∂
∂xi

.

Wyznacz pełna̧ algebrȩ Liego tych pól (jest to tzw. algebra przekształceń konforemnych przestrzeni
euklidesowej Rn) oraz stowarzyszone z nimi jednoparametrowe grupy przekształceń Rn.

Powodzenia!


