II seria zadan z Geometrii rézniczkowej 1
26. grudnia 2014 r.

(wraz z komentarzem z 5. stycznia 2015 r.)

Uwaga: W niniejszym tekscie stosujemy konwencje sumacyjna Einsteinal

Komentarz: PoznaliSmy kilka sposobéw! wyznaczania formy pierwotnej dla danej formy zamknietej
W, P e N (pamig¢tajmy: zamknigtos¢ jest warunkiem koniecznym, a w przypadku p-formy na roz-
p

maitosci M $ciggalnej do punktu — takze warunkiem wystarczajacym istnienia formy pierwotnej), a

mianowicie:

(1.i) p =1 : rozwiazujemy ukltad réwnan rozniczkowych czastkowych otrzymanych poprzez przy-
rownanie funkcjonalnych wspotezynnikéw rozktadu 1-formy danej w w bazie wspotrzedniowej

przestrzeni kostycznej do pochodnych czastkowych funkeji pierwotnej w odpowiednich kierun-
kach wspotrzedniowych,

) ()
2 (o1 2 . ozl 1 ) A
(wl)($ 22 an) =wi(xt x? . ) dat . 0 I (51 ) = wy(2d, 22, ..., )
w=df :
(%n Lz, a2, .. am) = wy(at, a2, ... an)

Przyklad: Znajdziemy, o ile istnieje, funkcje pierwotng 1-formy na R3 danej wzorem
(wl)(x, y,2) = (2% - 2yz)dz + (y* - 222) dy + (2% - 27y) dz.

Latwo sprawdzamy, Ze jest ona zamknieta, wiec tez — wobec $ciagalnosci R3 — takze doktadna.
Niechaj f bedzie funkcja pierwotna w, a wtedy

o (fb‘ y,z) =a? - 2yz
F(r,y,2) =y? - 2uz
afy(x y,2) =22 -2xy.

Rozpoczynajac rozwiazywanie powyzszego uktadu od pierwszego réwnania, znajdujemy
f(@,y,2) =5 - 2zyz+ g(y, 2),
co po podstawieniu do drugiego rownania daje

(y,2) =y,

INie istnieje kanoniczny algorytm odcalkowywania formy doktadnej, wprawdzie bowiem formuta na homotopiedaje
nam konkretne wyrazenie na forme pierwotna, jednakowoz wspolczynniki rozkladu tejze w bazie wspotrzedniowej
przestrzeni kostycznej sa dane jako calki, ktore nalezy obliczyé¢, aby uznaé¢ zagadnienie za rozwiazane, a to bywa
trudne lub wrecz niewykonalne w sposéb analityczny.



skad
9(y.2) = 5 +I(z).
Na podstawie rownania ostatniego otrzymujemy wiec
q'(2) =22,
czyli
g(z) = § +C, CeR
1 ostatecznie

f(x,y,z)z%—2xyz+0.

p € N : mozemy wykorzysta¢ prosta (choé¢ raczej nieco ad hoc) konstrukcje formalng: W roz-
maitosci M wyrdzniamy punkt P (dowolny) i na jego otoczeniu Op wprowadzamy (lokalny)
uktad wspotrzednych

Hz(ylay27"'7yn_l7t) : OP_;_)QCRH

(2 jest n-wymiarowym platem parametryzujacym Op) tak dobrany (co zawsze mozna osiag-
na¢), izby byto

(y17y27 A 7yn_17t)(P) = (0707 AR 707 ]')7

a nadto izby obraz obszaru R"~1x]-¢,1+¢[c R", okreslonego dla pewnego (dowolnie malego)
e >0, wzgledem odwzorowania

7t R R" - (yho2, .yt e (it tA, Lty )

byl zawarty w & (rzecz jasna, hiperplaszczyzna o rownaniu t = 1 jest przez 7 odwzorowy-
wana w hiperptaszczyzne zawierajaca obraz P wzgledem wybranej wezesniej parametryzacji).
Cofnawszy w wzdluz k1, dostajemy oczywisty rozktad

p

K w(y,t) = wl (7, 1) dyt Ady?2 A - AdyPe + w32 (37, t) dt Ady?* Ady?2 A Ady’?.

(p) Jijz2---Jp njijz---Jp-1

Nastepnie cofamy tak otrzymana p-forme z Op na (przeciwobraz tegoz obszaru w) R? wzdtuz
gtadkiego odwzorowania T,

T*’{_l*%(yj’t) = Wi, (7 ) d(ty?t) Ad(ty??) A A d(ty'r)
W gy (W 1) dEA DY A Y A Ay
_ 1 . . ) .
=t Witja...jp (ty]a t) dy/t Ady’? A--- Adyl?



p . . . . .
+dt AN w) g, (1) 47 05, o (dy?t Ady? A Adyr)
k=1

w2 (tyj,t) dyﬁ /\dij A e /\dyjp‘l]

nj1j2.--Jp-1
= a(y’, 1) +dt Ay, 1),
przy czym
Oy sy, t) =0 A O 1By, t) =0,
a ponadto, jak tatwo widac,
a(y’,0)=0. (1)

Zauwazamy, ze warunek zamknietosci w tlumaczy sie na uktad warunkow
(p)

O:d(w) = 0=d(T*/<;‘1*(w))(yj,t)=dt/\(@oc—dyk/\akﬁ)(yj,t)+dyk/\8koz(yj,t)
(O —dy* A OLB) (3, ) = 0
= { dy* A Ora(yi,t) =0 ’ 2)

a to z racji liniowej niezaleznosci (p + 1)-form
dt A dyjl A dyj2 A A dy]p i dyjl A dyjz A A dyjp+1
na R”. Na koniec definiujemy 7 € Qp_l(T_l(Op)) wzorem
. t .
N0 = [ dsBy.s)

i liczymy, korzystajac po drodze z Podstawowego Twierdzenia Rachunku Rézniczkowego i Cal-
kowego oraz z ukladu (2), jak rowniez z wtasnosci (1),

dt/\@t(—/ot dsﬁ(yj,s))+dykAAt ds@kﬁ(yj,s):dt/\ﬁ(yj,t)+f0t ds d,a(y?, s)

dt A B>y ) + a(y?,t) —a(y?,0) =dt A By, t) + a(y’,t) = T*/f’“(w)(yj,t)-

dn(y’,t)

Na podstawie analizy odwzorowania stycznosciowego do T,

t 0 0 -« -« 0
o ¢ o0 0 - 0
. 0O 0 - - : 1
0 #detr.(y’,t) =det] . N < t+0,
0 0 - 0 t 0
yl y2 cee een yn_l 1 }

wnioskujemy, ze w na otoczeniu U o 7(]Je, 1 + e[xR" 1) punktu x(P) odwzorowanie 7 zadaje
(odwracalng) transformacje wspolrzedniowa, a zatem mozemy zapisaé jawny wzor

et =d(( o) )



na szukana (p — 1)-forme pierwotna W
p

Przyklad: 2-forma na R? dana wzorem
(w)(a:,y,z) =(z+y)dyadz+ (x+2)dzadz+ (y—2z)dx andy

jest zamknieta, a zatem takze doktadna. Wybrawszy P = (0,0,1) jako punkt odniesienia,
wyznaczamy

(c;))(t:z;,ty,t) t(x+y)(ydt+tdy) Adz+t(x+1)dt A (xdt +tdz) +t(y - 1) (zdt + tdx) A (ydt + tdy)

t3(y - 1) dx Ady + dt At [(x+y—y2+1)d:17+(xy—2:17—y)dy],

a stad

¢
n(x,y,t) = [ dss2[(x+y—y2+1)dx+(:cy—Zx—y)dy]
§ (z+y-y?+1)dx + (vy - 27 - y)dy]

[
%[($+y y?+1 (d(ta:)—a:dt)+(:z:y—2$—y) (d(t?/)‘?/dt)]
[

£ [@+y-y?+1)d(tn) + (zy - 20— y) d(ty) + (v + 7y - 2 — 7) ]
= H(t(tx +ty) - (ty)? +£*) d(tz) + ((tz)(ty) - t(2tz + ty)) d(ty)
+((ty)? + (tz)(ty) - (tx)? -t -tx) dt].
Wynik koncowy to zatem

(7'1 ) n(z,y,z) = [(z(ery) y+z)dx+(xy—z(2x+y))dy+(y2+xy—x2—zx)dz].

(1.iii) p e N :mozemy takze wykorzystac¢ formute na homotopie: Oznaczmy [ :=[0,1] c R irozwazmy
odwzorowanie

ot Mo>IxM=M: z~(tz).
Okreslmy wreszcie operator R-liniowy
N 1
Ky @ () > (M) : o e f dt; S wl(t,-).
(») 0 (»)
Zachodzi tozsamosé
VpeN : K(p+l) © dM+ dM ° K(p) = ]I _36 ) (3)

w ktorej

dir=dt AD, +da' A D, dy =dz® A O,



sa operatorami pochodnej zewnetrznej na MiM , odpowiednio. Istotnie, dokonawszy znajo-
mego rozktadu p-formy @
p

@(t,x') = a(t,a) +dtaB(ta"), O dalt,a’)=0=02p(t"),
obliczamy po kolei:

1 ) 1 ,
Ky = f dit) = dukp@(a) = dita f dt 95t 21
p 0 p 0

oraz

dM;w)(t, 7%) = do® A at, 2) + dt A (O — da® A O B) (8, 27)
= K1y o dﬁg(t,x’) = [0 dt (O, — da® A O, B) (¢, %) = (1, 2°) — (0, 2%) - dMK(p)Epﬂ)(:vZ) )

a stad

(K (ps1) o dgp +das o K(p))zpﬂ)(t,xi) =a(l,2") - a(0,2") = (5} —jg)zpﬂ).

Zaktadajac teraz, ze M jest Sciagalna do punktu xzq, tj. ze istnieje odwzorowanie gtadkie
(homotopia)

h: M->M
o wtasnosci
Veerr @ (h(0,2)=29 A h(l,x)=2x),
zwane $ciggnieciem (lub retrakcja) M do xg, zauwazmy, ze
hoj =idy, ho g0 = o

(to drugie to odwzorowanie state, przyporzadkowujace punkt z, kazdemu punktowi M),
zatem dla dowolnej 1-formy z bazy wspotrzedniowej {dx?}i €l stowarzyszonej z ukladem
wspolrzednych {7} otrzymujemy

(hoy)*dax' =dz", (hop)*dz'=0.

Jesli zatem p-forma W jest zamknigta, to stosujac powyzsza tozsamosé do h*(cu), otrzymujemy
P p

(]I _]S)h*((;% = (K(p+1) Odﬁ-i-dM o K(p))h*(@;}) = dM(K(p)h*((';)) ?

wiec tez (p — 1)-forma

n = Kgh'w e W (M)

(p-1)



spelia rownosé

dn =(r-5)hw=(hon)w-(hojp)w=id},w =
N (01 =)k w = (hog) w = (ho ) w =idjyw = w,

jest przeto szukana forma pierwotna w.
p

Warto dodaé, ze w sytuacji, gdy M jest zanurzona w rozmaitosci o naturalnej strukturze
liniowej (a tak jest w przypadku podrozmaitosci R"), czesto mozna wykorzystaé¢ retrakcje
liniowa postaci

h(t,x) :=xo+t(x—1x0).

Przyklad: Bez trudu sprawdzamy, ze 2-forma na R3 dana wzorem
(wm(:p,y,z) =2?dyndz+y*dz Adr - 2z(z +y)dz Ady

jest zamknieta, czyli tez doktadna. Wykorzystujac $ciggalnosé (wrecz gwiazdzistosé) jej nosnika
wzgledem punktu zo = (0,0,0) oraz naturalng strukture R-liniowg na nim, stosujemy retrakcje
liniowa

h: IxR3=R3 @ (t,x,y,2) e (tr, ty,tz).

1-forma pierwotna przybiera tu zatem postaé

1
n(r,y,z) = [ dtt28t4[x2(ydt+tdy)/\(zdt+tdz)+y2(zdt+tdz)/\(xdt+tda:)
(1) 0

~2:(z+y) (wdt +tdw) A (ydt +tdy)]

o [.’Jc2 (ydz - zdy) +y* (zdz - 2d2) - 22 (z +y) (xdy—ydx)]

p € N : moze okaza¢ si¢ pomocnym cofnigcie formy danej (zamknigtej) wzdluz reparame-
tryzacji jej nosnika (czyli transformacji wspotrzedniowej), w wyniku ktorego forma przybiera
wprost(sz)a” postac.

Przyklad: Nietrudno pokazaé, ze 2-forma na R,y x R? dana wzorem

(o;)(x,y,z) = —”2;?52”2 [-zzdy Adz-yzdz ada + (2% +y?) dz A dy]

jest zamknieta, wiec tez doktadna. Wyznaczenie jej 1-formy pierwotnej na podstawie formuty
na homotopie jest mozliwe, ale nieoczywiste. Cofnawszy W wzgledem reparametryzacji kulistej
7 ¢ Rygx [0,7[x] = Z,2[> Ryg xR? : (r,0,) ~ (rcospsind,rsingsinb, rcosf),

znajdujemy

3

T*((JJQ)(T,97Q0) = CO’;zW dradp = d(%) /\d(tggo),




mozemy zatem wypisa¢ 1-forme pierwotna w postaci
T (r,0,0) = —r’tgpdr
€y

1 ostatecznie

Brd y /224y +22
prdz) = -

(?)(x,y,z):—(x2+y2+22)-%-(g—;dx+g—;dy+ = (zdz +ydy + 2dz).

Kolejnym omoéwionym przez nas zagadnieniem byto wyznaczanie krzywych catkowych réwnan
rozniczkowych na (podzbiorach) R? > (z,y) dajacych si¢ zapisa¢ w ogolnej postaci

w(a,y) = Pl,y)dr+Q(z,y)dy =0. (4)
Zwiazek tego zagadnienia z geometria rozniczkowa ustala oczywista obserwacja: Powyzsze rownanie

mozna traktowa¢ jako rownanie wyrdzniajace pewne pole wektorowe V € I'(TD) na dziedzinie D
okreslonosci rownania (o ile — rzecz jasna — w nie jest na nim trywialna, co zaktadamy), a mianowicie:
(eD)

Vs =k )
(V)r ere
Krzywe catkowe tego pola to wlasnie krzywe catkowe réwnania. Sa one opisane w sposob uwiktany
rownaniem
F(z,y)=CeR,

w ktorym F' pochodzi z odcatkowania rownania, przy czym stata C' okres§lamy na podstawie znajo-
mosci dowolnego punktu na krzywej. Krzywe te wyznaczaliSmy w dwoch przypadkach:

(2.1) Ilekro¢ dane wspotezynniki funkcjonalne P i () z rownania (4) spelniaja warunek

P _ 0Q
By ~ oz (5)

dziedzina za$ jest Sciagalna, to réwnanie jest zupelne, tj. istnieje funkcja roézniczkowalna F' :
D - R o wtlasnosci

P(z,y)de+Q(z,y) dy = dF(z,y),

ktorag wyznaczamy w taki sam sposob jak w punkeie (1.1). Istotnie, (5) to warunek zamknietosci
W, ktory w potaczeniu z warunkiem Sciagalnosci D implikuje istnienie funkcji pierwotnej F'.
1

Przyktad: W bezposrednim rachunku sprawdzamy, ze réwnanie postaci
(o +log ¥ + 1)dz + (cosy log ¥ - &;ny)dy =0,

okreslone na D =R,y x R,g, jest zamknigte, po czym poprzednio zilustrowana technika wypro-
wadzamy

F(z,y) = (x +siny) log 2,
skad réwnanie krzywej catkowej:
(z +siny) log%=C.
I tak, na przyktad, krzywa calkowa przechodzgca przez punkt (e,m) jest opisana réwnaniem

(z +siny) log ¥ = e log ~.



(2.ii) Jesli wspotczynniki w rownaniu (4) nie speliaja wprawdzie warunku (5), ale mozna dobra¢
funkcje rézniczkowalna

p s D->R~{0},

zwang czynnikiem catkujacym, tak by byl spelniony warunek

owP) _ 9(pQ)

oy or )

to wowczas wobec rownosci

ker(c;))zker(u-(wl))

krzywe catkowe réwnania wyjsciowego sa zarazem krzywymi catkowymi réwnania

(uP)(z,y)dr + (uQ)(x,y)dy =0, (6)

a tych ostatnich szukamy juz metodg z punktu (2.i).

Proste postaci szczegblne czynnika catkujacego to (f,g to dowolne funkcje rézniczkowalne)

pay(x,y) = flaz +by), ney(x,y) =g(zy"),  (a,b) e R*~{(0,0)}.

Przyktad: Czynnika catkujacego dla rownania

(22%y* —y + 2*) yda + 23 (2y* - 1)dy = 0,
ktorego nie-zamknietos¢ sprawdzamy bez trudu, szukamy w postaci

w(@,y) = f(zy)-
Rownosé (6) przybiera teraz postaé

f’ _ (%_%_5)(43@)
T(Iy) T 3 P(zy)-yQ(zy)

zatem warunkiem jej spelnienia jest stalosé prawej jej strony (danej!) na krzywych xy = const,
albo — réwnowaznie — zaleznosci tejze prawej strony od zmiennych x i y wytacznie poprzez
ich iloczyn. Warunek ten sprawdzamy w bezposrednim rachunku:

(% B_P)
Ox ~ Oy (zy) _ 4a3y?-30% 623y 42y 2
zP(z,y)-yQ(zy) ~ zy(2z3y?-y+a?)-ya3 (zy?-1) = =y~

Widzimy wiec, ze warunek jest spetniony, a jego rozwigzaniem jest czynnik caltkujacy postaci

pla,y) = gop,  AeRN{0}.

Rzecz jasna, warto$é stalej A nie ma zadnego znaczenia dla naszych rozwazan, mozemy przeto
potozy¢ (np.) A=1.



W nastepnym kroku odcatkowujemy ,poprawione” rownanie,

dF(z,y) = (uP)(z,y)dz + (uQ)(z,y)dy = (2zy - L + %)dxﬂv(m - y%)dy

- {%—i(fﬂ,y)ﬂfcy—éﬁ - {F(:E,y)=x2y+%+§+0(y)
E(ry)=a(x-p) S (y)=a(e-5)

< Fr,y)=12y+5+2+C.

Whioskujemy zatem, ze krzywe catkowe wyjSciowego réwnania sa zadane w sposéb uwiktany
przez réwnania

?y++5+C=0.
Zadanie 1. Wyznacz funkcje pierwotna dla danej 1-formy w okreslonej na obszarze O, o ile funkcja
ta istnieje.

(i) (wl)(x,y,z)=(1—§+g)dx+(§+y%)dy—j—gdz dla O =R xRZ;

(i) (Wl)(.%,y) = §2d+y;yy+i/€ dla O=R,oxR lub O={ (z,y) eR*> | z+y>0}

w2 . .
e™ —sinx logz sinxzarctgz
22+1 z

(iii) (wl)(:c, y,2) = (y2 e’ —cos x log 2) arctg z da+(2y e?¥” arctg z—zy*~1) dy+( +

y* logy)dz dla O =R xR2;

(iv) w(z,y) = Sudetsinzdy g5 O =R x R.

) cosz+chy

Zadanie 2. Niechaj f i g beda gtadkimi funkcjami na pewnym obszarze O, o tej wlasnosci,
ze 1-forma w = df + fdg jest r6zna od zera w kazdym punkcie O. Znajdz ogdélna postaé funkeji

F e C>~(O;R) spemiajacej warunek d(F (w)) =0.
Zadanie 3. Zdefiniujmy 1-forme na R3 wzorem
Wr,y,z) =xdy+ydz+zde.

Udowodnij stwierdzenie:

Vico@sr) © (d(f-9)=0 = [f=0).

Zadanie 4. Oblicz catke z 1-formy danej wzorem

1
w(,y) =2 [ch (zy) do + sh (ay) dy]



po brzegu kwadratu [0,a] x [0,b] c R? (dla a,b > 0) zorientowanym przeciwnie do kierunku ruchu
wskazowek zegara.

Zadanie 5. Dla 2-formy na R2? x R, =: O danej wzorem

(u;)(x,y,z) = 5 (zdyrdz+ydzadz +zdz Ady)
wyznacz 1-forme

1
(71]): ; dt (0, 0 H (zg)))(t,)

i sprawdZz w bezposrednim rachunku pradziwos$é¢ rownosci

dla ponizszych gladkich odwzorowan H : I x O - O,

(1) H(t,z,y,z2)=(to,ty,1 -t +tz), (i) H(t,z,y,z) = (tz,ty,2").

Zadanie 6. Sprawdz, ze dana 2-forma w na obszarze O jest zamknigta, a nastepnie wyznacz jej
2

forme pierwotna.
(i) g)(x, Y,2) = % dyndz+ % dzadr - (% + g—z) dzAdy na O =R3, okreslona dla dowolnych funkeji
f,9€C=(O;R);

(ii) (oéz)(x,y,z) = xylzz (ztdx Ady +tedy Adz+zydz Adt +yzdt Adx) na O=RY;

(iii) (u;)(x,y,z) :(zey—21x2y2)d:):/\dy—Z%dz/\dx+x (ey+w) dzady na O =Rx]-1,00[xR;

Z—XT
(y+2)2

(iv) (%J)(x,y,z) = [22 (1-2zyz) + (:Bi—z)Q] dz Ady + (3xy2z2 - ﬁ) dz Adx + [ - 2xz] dy Adz na

O =]-1,00[x] -2, 00[xR;

(v) (c;})(x,y,z) = (zshx cosy —e* sin(2y)) dz Ady + (e* sin’y + 22e %) dz Adx — chx cosydy Adz na

O =R3;

(vi) (UQJ)(SC,Z/,Z) = — L1  (zdyadz+ydzadz+zdzady) na O={ (z,y,2)eR3 | 22+y2>0};

22 +y2+22 ?
(vii) (c;;)(x,y,z):m[(yazf—zayf)dy/\der(z@mf—xﬁzf)dz/\dx+(xayf—yamf)dx/\dy]
b 0 =R~ {(0.0,0));

Zadanie 7. Wyprowadz warunki, jakie musza spetnia¢ funkcje P i @ w formule (4), azeby ist-
nial czynnik calkujacy szczegolnej postaci (f i g sa dowolnymi funkcjami gtadkimi)



Q)
(i) p(z,y) = f(z2y®) dla pewnych statych (a,b) € R?2~ {(0,0)};
(iil) p(z,y) = f(2* +y?);
(iv) p(z,y) = f(x)9(y)-

Wykorzystaj wynik z punktu (i) w celu odcatkowania rownan

w(z,y) = f(ax +by) dla pewnych statych (a,b) e R\ {(0,0)};

(z+sinx +siny)dr +cosydy=0 dla (a,b)=(1,0)
oraz
(% —4y? - &) dz + (% —-12y% - day - y%)dy =0 dla (a,b)=(2,3),
a nastepnie wynik z punktu (iv) do odcalkowania rownania

323y +y?)dw + (' + 2y)dy = 0.

Powodzenia!



