W 6 STRON OD TEORII GRUP DO TEORII KATEGORII

RAFAL R. SUSZEK

STRESzCZENIE. W niniejszym wykladzie dokonujemy abstrakcji, a nastepnie istotnego uogolnienia ele-
mentarnych wlasnosci grup, ich realizacji (dziatan) i ekwiwariantnych odwzorowari pomigdzy ich no-
$nikami. Proces ten doprowadza nas jedna z wielu mozliwych naturalnych $ciezek logicznych do takich
struktur jak kategoria, funktor i transformacja naturalna, stanowiacych szkielet pojeciowy teorii kate-
gorii.

Zaczniemy od przeformutowania opisu pojecia grupy. Oto w sposéb nieco sztuczny przedstawimy
grupe G jako zbior bijekeji singletonu (zbioru jednoelementowego) {e} ,udekorowanych” elementami
grupy ¢ € G. Taka oczywista nadmiarowosci w zbiorze odwzorowari singletonu w siebie mozemy trak-
towaé jako sposob na zapisanie informacji o ukrytej wewnetrznej strukturze obiektu e, ktorej nie okre-
slamy w zaden inny (bezposredni) sposéb. W tym obrazku G stanowi (albo indeksuje) kompletny
zbiér odwzorowan uzgodnionych z ukryta strukturg obiektu e, tj. strukture te respektujacych (i w tym
sensie ,zachowujacych” obiekt o), wiec dozwolonych z punktu widzenia naszych rozwazan. Istnienie
operacji binarnej na G mozemy zrozumie¢ jako prawo orzekajace, ze superpozycja odwzorowan dozwo-
lonych jest takze odwzorowaniem dozwolonym, a taczno$é operacji binarnej tltumaczy sie na tacznosé
tejze dobrze okreslonej superpozycji. Posréd odwzorowan dozwolonych istnieje jedno odwzorowanie wy-
réznione, ktore odpowiada trywialnej bijekcji obiektu e i z tej przyczyny stanowiace nie zmieniajace
zadnego innego odwzorowania dozwolonego po przyltozeniu go przed tym odwzorowaniem lub po nim
— tym odwzorowaniem jest bijekcja indeksowana elementem neutralnym e € G. Wreszcie tez kazdemu
odwzorowaniu odpowiada odwzorowanie odwrotne, tj. takie, ktérego superpozycja z wyjsciowym daje
poprzednio oméwione odwzorowanie trywialne. Jego istnienie zapewnia operacja unarna Inv : G - G.

7 naszej dotychczasowej dyskusji wytania sie juz pewna (z koniecznosci dosé banalna w swej zawar-
todci) struktura, dostarczajaca réwnowaznego przeformutowania opisu grupy, ktore poddaje sie dale-
kosigznemu uogolnieniu. Mamy wigc do czynienia z dwoma zbiorami: zbiorem obiektéw ObjG = {e}
i zbiorem dozwolonych odwzorowari miedzy nimi, ktéry bedziemy okresla¢ mianem zbioru morfizmoéow
Mor G 2 G i przedstawiaé¢ jako zbior strzaltek ,judekorowanych” elementami grupy,

g
)
Kazde z odwzorowan ma swoja dziedzing, z ktorej wychodzi stowarzyszona z nim strzatka i ktora w
dalszej czesci wywodu bedziemy nazywaé poczatkiem morfizmu,
s : MorG - ObjG : <9— e,
oraz przeciwdziedzing, do ktorej strzatka sigga i ktora bedziemy nazywaé konicem morfizmu,
t: MorG—-ObjG : =<=g9— —e.

Na zbiorze Mor Ggx; Mor G par strzalek sktadalnych, tj. takich, u ktorych koniec poprzednika pokrywa
sie z poczatkiem nastepnika (w naszym przypadku sa to wszystki strzaltki), okreslona jest laczna operacja
zlozenia (superpozycji)

o : MorGgx; MorG - MorG : ( <h— , <9— )+ =<hg—
o oczywistych (u nas wrecz trywialnych) wlasnosciach
s( =<h— o =9— )=s( <9— ), t( <h— o =9— )=t( <n— ).
Na zbiorze obiektow okreslamy odwzorowanie
Id. : ObjG - MorG : e~ —<e— |
ktore przypisuje obiektowi morfizm identycznosciowy o wtasnosciach

sold. =idopjg =told.,
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<-g— OIdS( <g9— )= <-9— :Idt( - g— )O <-g—

Odwracalno$¢ wszystkich morfizmow (strzalek) jest rownoznaczna z istnieniem odwzorowania

Inv : MorG - MorG : <9— = —g> = =<g'—
o wlasnosciach
solnv=t, tolnv =s,
<9— olnv( <9— )=Idy <g— ), Inv( =<9— )o <9— =1Idy <g— ).

Zanim przejdziemy do dyskusji realizacji grupy, zaadaptujemy nowy formalizm do opisu struktury nieco

mniej sztywnej niz rozpatrywana dotad struktura grupy, a mianowicie: monoidu Map(X, X)) odwzoro-

wan (ustalonego) zbioru X w siebie. Struktura ta doskonale, a przy tym caltkowicie naturalnie ilustruje

idee modelowania wewnetrznej struktury obiektu (jakim w tym przypadku jest sam zbiér X) w mnogosci

dozwolonych morfizméw. Mamy tu zatem do czynienia z jednoelementowym zbiorem obiektow
ObjMap(X, X) = {X},

zbiorem morfizméw za$ — w pelnej analogii do sytuacji wczesniejszej — jest zbior strzatek udekorowanych
odwzorowaniami f € Map(X, X). Reszta dyskusji przebiega analogicznie jak w przypadku grupy G, z
ta wszelako istotna réznica, ze tym razem opuszczamy wymog odwracalnosci morfizméw.

Dokonawszy powyzszej — moze nieco dziwacznej na pierwszy rzut oka, ale tez — jak sie okaze — nader
pozytecznej — formalizacji struktury grupy i wyréznionego monoidu Map(X, X), mozemy poddaé ana-
logicznemu zabiegowi strukture realizacji R (tj. dzialania) grupy G na zbiorze X. Realizacja taka jest
homomorfizmem monoidu definiowanego przez G (poprzez ,zapomnienie” o odwracalnosci wszystkich
elementow) w monoicﬂ Map(X, X).

W wypracowanym wczesniej jezyku, stwierdzamy wiec istnienie odwzorowania o sktadowych: obiek-
towej

R : ObjG - ObjMap(X,X) : e X
i morfizmowej (zwyczajowo oznaczanej tym samym symbolem)
R : MorG - MorMap(X,X) : <=9— —» =<R(@—
o wlasnosciach (zapisanych w konwencji zgodnej z tym zwyczajem)
sMap(X.X) o R = Ro s Map(X.X) o p_ RoC
oraz

R( <h— og =<9— )=R( <h— )onapx.x) R( <9— ),

RoldS® = 1aM*»*(XX) o R

Na najnizszym szczeblu hierarchii struktur algebraicznych stowarzyszonych z pojeciem grupy i jej
dziatania na wybranym zbiorze znajdujemy odwzorowania G-ekwiwariantne splatajace realizacje Ry i
Ry, ktore w rozbudowanym tu formalizmie mozemy (znéw nieco na wyrost) przedstawié jako indeksowane
przez zbiér ObjG rodziny morfizmow

7. : ObjG > MorMap(X,X) : e~ 1,
o sktadowych (tutaj w liczbie 1)
Mo i Ri(e) > Ra(e),

na ktore zostal natozony definiujacy warunek G-ekwiwariantnosci

V <g— eMorc My <9— Yo Ri( =9— )=Ro( =9— )ony <g— ).

Sformutowany przez nas schemat opisu struktur grupy i zbioru z jej dziataniem poddaje sie nastepujacym
istotnym i przez to interesujacym ogoélnieniom:
e Dopuszczenie dowolnej liczby obiektow we wczesniejszym opisie grupy (co prowadzi do wy-
odrebnienia podzbioru wlasciwego par morfizméw sktadalnych w kwadracie kartezjariskim zbioru
morfizméw) przy zachowaniu odwracalnosci wszystkich morfizméw daje grupoid.

LObraz G lezy w grupie symetrycznej G x, jednak to uscidlenie pozbawitoby nasze rozumowanie nieodzownej ogélnosci.



(0.1)

Rezygnacja z odwracalnosci morfizméw (czyli cofnigcie si¢ do poziomu monoidu) prowadzi do
ogoblnej matej kategorii.

Jesli dodatkowo dopuscié¢ te ewentualnosé, ze obiekty lub morfizmy nie tworza zbioru, lecz klase
wlasciwg (tj. mnogosé nie bedaca zbiorem a okreslang przez wspoélng ceche elementow, jak np.
klasa wszystkich zbiorow okreslana przez ceche ,bycie zbiorem”), to mamy do czynienia takze z
duzymi kategoriami, przy czym wyr6zniamy takie, u ktoérych klasy morfizméw sa zbiorami,
nazywajac je lokalnie matymi.

Odwzorowanie migdzy kategoriami spelniajace warunki wypisane dla realizacji grupy to funktor
kowariantny F :C; — Cs. Jesli warunki te zastapimy ukltadem

s20F=Fot!, t?0F=Fos!,

F(x201x1) = F(x1) o2 F(x2) s

Foldl =1d%o F,

to otrzymamy definicje funktora kontrawariantnego. Ilekro¢ sktadowa morfizmowa funktora
jest injekcja w ograniczeniu do kazdej klasy Home, (X,Y), méwimy o funktorze wiernym,
kiedy natomiast jej ograniczenia sa surjekcjami, funktor nazywamy pelnym. Przy spelnie-
niu obu warunkéw funktor okreslamy mianem w pelni wiernego. Szczegélnymi i szczegdlnie
waznymi przyktadami funktoréow sa funktory Home dla ustalonej lokalnie matej kategorii C:
kowariantny

Home(X,-) : C — Set,
okreslony dla dowolnego X € ObjC, o sktadowej obiektowe]
Home(X,-) : ObjC - ObjSet : Y » Home(X,Y)
i morfizmowej
Home(X,-) : MorC — MorSet : (Y = Z )+ ( Home(X,Y) — Home (X, Z) )
oraz kontrawariantny
Home (-, X) : C — Set,
okreslony jak wyzej, o sktadowej obiektowe;j
Home(-, X)) : ObjC — ObjSet : Y » Home(Y, X)
i morfizmowej
Home(+, X) : MorC —» MorSet : (Y =z )~ ( Home(Z, X) X, Home (Y, X) ).

Wreszcie tez rodzine odwzorowari w rodzaju tych przypisanych splataczowi realizacji Ry i Rs
nazywamy transformacja naturalna, a kiedy kazdy z morfizméw sktadowych jest odwracalny,
mowimy o izomorfizmie naturalnym (funktoréw), badz rownowaznos$ci naturalnej. Wa-
runek naturalnosci dla funktoréw kowariantnych jest wiec postaci

VxeHome, (x,v) ¢ My o2 F(x) = G(x) o2 nx -

W przypadku funktoréw kontrawariantnych nalezy dokonaé stosownej korekty relacji definicji
transformacji naturalnej, ktadac

veromcl(X,Y) : nx o2 FI(x) =G(x) o2 ny .

Elmentarnym, lecz istotnym wynikiem strukturalnym teorii grup, eksponujacym pierwszorzedne zna-

czenie

grup symetrycznych w tej teorii, jest Twierdzenie Cayleya, ktore orzeka, ze kazda grupa jest izo-

morficzna z pewna podgrupa grupy symetrycznej & x pewnego zbioru X, czyli moze by¢ zrealizowana
jako podzbioér zbioru bijekcji X w siebie, z ograniczonym don sktadaniem odwzorowan w roli operacji
binarnej (tj. dzialania grupowego). Dokonamy teraz transkrypcji klasycznego konstruktywnego dowodu
tego twierdzenia w rozwijanym przez nas konsekwentnie formalizmie kategorialnym, co pozwoli wysto-

wié tw

ierdzenie w sposob poddajacy sie naturalnemu uogélnieniu. Takie uogo6lnienie bedzie nastepnie

przedmiotem naszych dalszych dociekan.
Przypomnijmy: we wspomnianym wyzej dowodzie jako zbior X wybieramy sama grupe G (innymi

stowy,

aplikujemy do niej funktor zapominania Grp — Set z kategorii grup w kategorig zbiorow),



wyrézniajac zarazem te sposrod jej bijekcji w siebie, ktére pochodza od lewego regularnego dziatania
grupy na sobie,

£ : GxX->X : (g,h)~g-h,
czyli rozwazamy podzbior
Ao={ £ geG }c6x,

jawnie izomorficzny (czyli bedacy w bijekcji) ze zbiorem G i zamkniety ze wzgledu na skladanie odwzo-
rowan,

AgxAg3(ly,,ly,) =Ly, 0Ly, =Lg,q, € A,
ktore realizuja wiernie strukture grupy, przez co nalezy rozumieé¢, ze odwzorowanie
l:G->6x : gLy,
indukowane przez /., jest monomorfizmem grup, wiec tez
(G, Inv,e ~¢) = (Ag,orAxG2,Inv*, o> Ee) c (Gx,0,() emidy),
przy czym wskazany tu obraz odwzorowania ‘. jest podgrupa Gx, o ktérej mowa w tezie twierdzenia.

Nalezy przy tym zauwazy¢, ze wykorzystane tutaj dziatanie lewe regularne G na sobie jest przemienne
z prawymi translacjami na G o dowolny element grupy, czyli z dziataniem prawym regularnym

p. 1 XxG->X : (hg)mh-g,
czyli shuszne jest stwierdzenie
(0.2) Vgnea * Lgopn=pnoly,
bedace konsekwencja tacznosci dziatania grupowego. Warto podkreslié, ze powyzsza wlasnosé odwzoro-

wan pp, € Map(X,X) jest dla nich definiujaca, tzn. kazde odwzorowanie v € Map(X, X) przemienne z
dzialaniem lewym regularnym jest prawa translacja o pewien element grupy. W rzeczy samej, warunek

vgeG : gg 07:7069
implikuje réwnosé
Vo + g-v(€) =(g-¢) =7(9),
ktora prowadzi do identyfikacji
(03) T =) -

Okazuje sie, ze cala opisana tu strukture mozna zwiezle wystowié, jak nastepuje: Morfizm 7. okresla
kontrawariantne funktorialne zanurzenie (czyli funktor w pelni wierny z) kategorii G, wprowadzonej
wezesniej, w kategorie Set® (kowariantnych) funktor(’) z kategorii G w kategori¢ Set zbiorow. W
szczeg6lnosci funktorialny obraz kategorii G w Set®, jakim jest pelna podkategoria Ag, jest kanonicznie
izomorficzny z wyjsciowa kategoria G. Istotnie, odwzorowanie /. stowarzysza z jedynym obicktem e
kategorii G kowariantny funktor Homg

Homg(e,-) =4 : G - Set
o sktadowej obiektowej
¢ : ObjG — ObjSet : e+ X(=G)=Homg(e,e)
i sktadowej morfizmowej
€. : MorG —» MorSet : <9— & (;=Homg(e, <9— ),
przy czym ostatnie przyporzadkowanie ma sens, gdyz ¢, € Homget (6.(0).6.(0)) = Map(X, X). Funkto-
rialno$¢ ¢. sprowadza sie do stwierdzonych wczesniej strukturalnych wlasnosci odwzorowania /., tj.
£.(1dg}) = Idy e, —  ({ =idy,

0( <92— og <o1— )=L( <902— )oge l.( <91— ) — Lgygr =Lgy 0lg, .
Wreszcie tez (. pozwala przyporzadkowa¢ dowolnemu morfizmowi —<9— ¢ Homg/(e,e)(= MorG)
transformacj¢ naturalng

Homg( <9— ,+) : Homg(t( <9— ),-) == Homg(s( <9— ),"),

2Morfizmami w kategorii, ktoérej obiektami sa funktory pomiedzy dwiema ustalonymi kategoriami, sa transformacje
naturalne pomiedzy owymi funktorami.



czyli indeksowang przez ObjG = {e} rodzing morfizméw o jedynym elemencie
Homg( <9— o) =g, € Homge;(Homg (t( <9— ), ), Homg(s( <9— ),)) = Map(X,X)
o wlasnosci

Homg( <9— t( <h— )) 0Set HomG(t( <9— ), <h— )

= Hom(;(s( <9— ), <h— )OSet Hom(;( <9— ,s( <h— ))7
zapisanej dla dowolnego <hr— € MorG, a wyrazajacej stwierdzong uprzednio wlasnosé¢ (0.2]). Pod-
kreslmy, ze kontrawariantny charakter opisanego tu funktora G — Set® niesie informacje o prawym
charakterze dzialania prawego regularnego grupy G na sobie, oto bowiem zapis
HOHl(;( <g2— og =<Gg1— ,~):H0mg( <g1— ,~) 0getG HOIH(;( <g2— ,~)

oznacza w istocie tozsamosé

p92'91 = pgl ° pgz .
Na koniec zauwazmy, ze jest to, zgodnie z wypowiedziana wczesniej teza, funktor w pelni wierny, albo-
wiem dla jedynej pary obiektow jego dziedziny, (e,e), zadawane przezen przyporzadkowanie (podkre-
Slenie pierwszego ,wolnego” miejsca oznacza, ze to wlasnie miejsce przyjmuje argument z dziedziny)

Homg(:,-) : Homg(e,0) — HomsetG(Homg(O,-),Homg(0,~))

jest omoéwiona wezesniej bijekcja g : G = Map(X, X) : g = g4, patrz: (0.3)).

Dokonane tutaj abstrakcyjne przeformulowanie Twierdzenia Cayleya w jezyku teorii kategorii stawia
nas przed oczywistym pytaniem: Czy twierdzenie to jest przejawem szczegélnego statusu G posrod
kategorii, czy tez raczej jest ono emanacja ogélniejszego prawa, ktoremu podlegaja wszystkie kategorie
lokalnie mate? (Wymog lokalnej matosci staje siw koniecznoscig, kiedy staramy si¢ odwzorowaé klasy
morfizméw pomiedzy dowolnymi parami obiektéw wyjsciowe] kategorii bijektywnie w klasy transforma-
¢ji naturalnych miedzy funktorialnymi obrazami tychze obiektow.) Bardzo ogolnej odpowiedzi na tak
postawione pytanie dostarcza

Twierdzenie 0.1 (Lemat Yonedy). Niechaj C bedzie dowolng kategorig lokalnie matg, a X — dowolnym
jej obiektem i miech F :C — Set bedzie dowolnym funktorem kowam’antnynﬂ. Wowczas istnieje kano-
niczny izomorfizm (bijekcja) pomiedzy zbiorem Nat(Homc (X, ),F) transformacji naturalnych miedzy
funktorami Home(X,-) i@ F a elementami zbioru F(X),

Nat(Home (X, "), F) 2 F(X).

Dowdd. Punktem wyjscia do konstruktywnego dowodu istnienia bijekcji, o ktérej mowa w tresci twier-
dzenia, jest nastepujaca obserwacja: Oto dowolna transformacja naturalna 7. € Nat(Homc (X,"), F) jest
w pelni okreslona przez element

€% = nx (1d%) e F(X)

zbioru bedacego funktorialnym obrazem wyréznionego obiektu X € ObjC. W rzeczy samej, warunek
(0.1) naturalnosci . implikuje tozsamosé

v (x) = ny (x 0 1d%) = (ny o Home (X, x))(1d%) = (F(x) o nx )(1d%) = F(x)(€%)

stuszng dla dowolnego morfizmu x € Home(X,Y) o poczatku w dowolnym obiekcie Y € ObjC, a
pokazujaca dowodnie, ze znajomosé¢ &% pozwala wyznaczy¢ wszystkie elementy rodziny {ny }yeobjc-
Odwzorowanie

&y ¢ Nat(Homc(X7-),F)—>F(X) pe %

to wlasnie szukana bijekcja. Azeby sie o tym przekonaé¢, wystarczy wskazaé¢ odwzorowanie odwrotne.
Zdefiniujmy odwzorowanie

W+ F(X) - Nat(Home(X,-), F) : &€mnf
wzorem

1y (x) = F(X)(€) -

3Istnieje takze wersja kontrawariantna Lematu Yonedy, ktéra Czytelnik bez trudu wymysli sam.



Podana definicja ma sens, gdyz dla dowolnego morfizmu v € Home (Y, Z) zachodzi

(n5 oset Home (X, 9))(x) = n%(ocx) = F(toc x)(€) = (F(#) oser F(x))(€) = F()(F(x)(€))
= (F()oset m5 ) (X)

czyli — w istocie — n¢ jest transformacja naturalnag miedzy Home(X,-) a F. Pokazemy, ze 7. jest
poszukiwana odwrotnoscia odwzorowania &y . W tym celu wyznaczamy transformacje naturalng przy-
porzadkowana przez 7 elementowi &7,

£% )
i (X) = FOO(EX) =nv (X)),
uzyskujac pozadany wynik

.

ny* =1y,
a nastepnie wskazujemy element zbioru F(X) bedacy obrazem transformacji naturalnej n wzgledem
odwzorowania 'y,

3 o .
€ =y (%) = FdS)(€) = 1d5{x) (€) = idp(x)y (€) =€,
co koniczy dowod postulowanej relacji miedzy 7. i £y, a tym samym takze dowod twierdzenia. O

Bezposredniego uogolnienia teoriogrupowego Twierdzenia Cayleya dostarcza ponizsze elementarne co-
rollarium Lematu Yonedy.

Stwierdzenie 0.2 (Zanurzenie Yonedy). W oznaczeniach Twz'erdzema kontrawariantny funktor
Home(:,-) @ C— Set®
jest w petni wierny, przeto okresla zanurzenie kategorii C w kategorii Set€, ktorego obrazem jest petna
podkategoria tej ostatniej o zbiorze obiektéw { Home(X,-) | X € ObjC }, izomorficzna z kategorig C.
Dowdd. Odnoszac tez¢ Lematu Yonedy do funktora F' := Home(Y,-), stwierdzamy istnienie bijekcji
Home(:,-) : Home (Y, X) — Nat(Home (X, ), Home(Y,-)) : x = Home(x, "),
co oznacza wlasnie, ze funktor Home(:,-) jest w pelni wierny. Tym samym kontrawariantny funktor
Home(:,-) : C — Set®,
o sktadowej obiektowej
Home(:,-) : ObjC — ObjSet® : X ~ Home (X, )

i morfizmowej

Hom, \
Home(:,+) : MorC — Mor Set© : ( XXy ) > ( Home (Y -) $ Home (X, -) )
zadaje zanurzenie kategorii C w kategorii funktoréw Setc, zwane zanurzeniem Yonedy. 0

Lematu Yonedy i wynikajacego zen stwierdzenie o zanurzeniu stanowia doskonalta ilustracje najgltebszej
idei, jaka tkwi u podstaw teorii kategorii, sformutowanej — nie bez kozery — w pierwszej potowie XX WEL tj.
w czasach fenomenalnej eksplozji myslenia abstrakcyjnego w naukach przyrodnicznych na wszystkich ska-
lach dostepnych poznaniu — od skali atomowej po skale kosmiczna. Ich zawartosé ,filozoficzna” powinna
by¢ bliska sercu i umystowi kazdego fizyka, oto bowiem jedynym dostepnym nam sposobem empirycz-
nego poznania elementarnych sktadnikéw materii sa obserwacje ich oddzialywan z innymi sktadnikami
materii. Najbardziej bodaj zwiezlej i obrazowej wulgaryzacji socjologicznej tych twierdzen dostarcza
stare rosyjskie (?) powiedzenie

Powiedz mi, kto jest twoim przyjacielem, a powiem ci, kim jestes.

R.R.S.: KATEDRA METOD MATEMATYCZNYCH F1zYKl, WYDzIAL Fi1zyKli UNIWERSYTETU WARSZAWSKIEGO, UL. PA-
STEURA 5, PL-02-093 WaRszawa, PoLAND
Adres mejlowy: suszek@fuw.edu.pl

17 tworcow teorii kategorii uznaje si¢ Samuela Eilenberga i Saundersa MacLane’a. Ten pierwszy byl jednym z naj-
wybitniejszych przedstawicieli (przedwojennej) warszawskiej szkoly matematycznej, w ktorej — wedle przekazu innego
wybitnego polskiego matematyka, Stanistawa Ulama — idee rozwiniete przez niego po wojnie we wspoélpracy z MacLane’em
kietkowaly juz w dwudziestoleciu migdzywojennym.



