DOWODY NIEROWNOSCI HOLDERA I MINKOWSKIEGO
(DO UZYTKU WEWNETRZNEGO, I DO SPRAWDZENIA)
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Tematem niniejszych notatek jest zbadanie warunkéw istnienia normy na
pewnej przestrzeni funkcji rzeczywistych okreslonych na przestrzeni z miara
(Q, F7, u). Bedziemy sig oto zajmowac klasami [f], funkgji (rzeczywistych) X-
mierzalnych f : Q — R wzgledem relacji r6wnowaznosci

f~g = u((f-9"don))=o,

o wlasnosci

fdy|f|p<oo, 1<p<oo.
Q

Przestrzen takich klas oznaczamy symbolem L,(Q, X, u) lub L,(Q, du) iokres§lamy
mianem przestrzeni (klas) funkcji Lebesgue’a klasy p. W dalszej czesci notatek
bedziemy bada¢ wlasnosci odwzorowania

LP(Q/ z, IJ) - R: [f]y = (f(; d[J |f|p)p =: ”[f]y”p

Tw. 1. [Nier6wnos¢ Holdera] Niechaj [f], € L,(QQ, X, u) i [g], € L,(Q, E, u), przy
czym liczby p i g sg hoelderowsko sprzezone, tj. spetniaja relacje

-+-=1.
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Woweczas f- g€ Li1(Q, X, u) i zachodzi nier6wnos¢
LS - &lull < MILf Jully - HEgTlly -

Dowéd: Dow6d nieréwnoéci Holdera zasadza sie na nastepujacym lemacie.

Lemat1. [Nieréwnosc¢ Younga] Niechaj A, B € Ry i p, q € R,y beda hoelderowsko
sprzezone. Wéwczas zachodzi nieréwnos¢
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przy czym nierd6wnos¢ jest wysycona wtedy i tylko wtedy, gdy jest spetniony



warunek
AP = B7.

Dowéd lematu: Ilekro¢ A = 0 lub B = 0, lemat trywializuje si¢, bedziemy go
przeto dowodzi¢ dla A, B € R.o. Wybierzmy (dowolnie) a €]0,1[ i rozwazmy
funkcje

Q(t) = at —t*,
okreslona dla t > 0. Jako ze
PH=a-at"'=a (1 _ ta—l) ’
wiec tez

<0, gdy0O<t<l1

')y =0, gdyt=1 )
>0, gdyt>1

astad () > p(1) oraz (¢(t) = (1) & t=1).Jest zatem

at=t*=@p(t) > pl)=a-1,

tr=at+(1l-a) = t=1.

Zapiszmy t € [0, co[ w postaciilorazu t = § pewnych dodatnich liczb 4,b € Rs.
Powyzszy wynik mozemy teraz przepisaé w postaci

b <aa+(1-a)b,

b =aa+(1-a)b < a=bh.

Zdefiniujmy p = 1, p €]1, oo[ i dobierzmy holderowsko sprzezone (= ), a
wtedy powyzsza nier6wno$¢ przyjmie postac

1.1 a b

arbr < -+ —.

p 4
. 1 1 . . . > .
Oznaczajac A := av i B := b7, dostajemy zadang nier6wnos¢, warunek za$
konieczny i wystarczajacy jej wysycenia jest jak w tresci lematu. O

Wracamy teraz do dowodu twierdzenia. Po pierwsze zauwazamy, ze ||[f].ll, =
0 implikuje |f| = 0 u-prawie wszedzie, a wtedy takze |f - g| = 0 u-prawie



wszedzie, czyli tez ||[f - ¢l.ll = 0. Dowodzona nieréwnos¢ trywializuje sie¢ w
tym przypadku i analogiczne to samo dotyczy sytuacji, w ktérej [|[g].ll; = O.
Bedziemy wiec odtad zaklada¢, ze |[[f].ll,, l[g]ull; # 0. Skoro jednak zaréwno
f jaki g sa X-mierzalne, to te wlasnos¢ ma takze f - g, co wynika z tozsamosci
f-g=31[(f+9*— (f — g% oraz z prostego Lematu 2.6 dowiedzionego w
[Bar95]. Skoro jednak funkcja f - g jest X-mierzalna, to pozostaje pokaza¢, Ze jej
modut jest funkcja catkowalng, i na koniec udowodni¢ nieré6wnos¢ wypisana w
treSci twierdzenia. Pot6zmy
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a wtedy wykazana wczesniej nier6wnos¢ Younga przybierze postac

f@-g@l P gl
LA, gLl = pICALIE  qlighlf

Prawa strona powyzszej nierdwnosci jest catkowalna (z zalozenia), a to pociaga
za soba (w $wietle lematu dowodzonego na ¢wiczeniach) takze ca lkowalnosé
strony lewej. Stad catkowalna jest réwniez funkcja f - ¢ (na mocy twierdzenia
dowiedzionego na ¢wiczeniach). Przy tym zachodzi
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co odtwarza zadang nieré6wnos¢ i tym samym koriczy dowdd twierdzenia. O

Korolarium 1. [Nieré6wno$¢ Cauchy’ego-Bunyakovski’ego-Schwarza] Dla dowol-
nych f, g € L,(Q, X, u) zachodzi

|de#f'g(x)|SfQdH|f'g(x)|S||[f]y||z~||[g]y||z-

Nieréwnoé¢ Holdera okazuje sie by¢é pomocng przy dowodzeniu istotnego

Tw.2. [Nier6wno$¢ Minkowskiego] Niechaj [fl,,[g]l, € L(Q, XL, u), p > 1.
Woéweczas takze [f + g], € L,(Q, L, u) i spelniona jest nieréwnos$¢

If +glly < WIf1ly + lIglly -

Dowdd: Przede wszystkim nalezy zauwazy¢, ze Y-mierzalnos¢ funkcji f i g
pociaga za soba natychmiast X-mierzalnoé¢ ich sumy, a to na mocy wczesniej
cytowanego Lematu 2.6. z [Bar95]. Zachodzi takze



If + gl < (2 max{|f], Iglh)" = 2" (max{f], Igl)" <2 (IfF" +Ig),

co pokazuje, iz [f + gl, € L,(QQ, Z, u).
Rozpatrzymy najpierw oddzielnie przypadek p = 1. Wobec monotonicznosci
calki Lebesgue’a (dowodzonej na ¢wiczeniach) oraz jej liniowosci stwierdzamy

ILf + gl ‘Lqu+9mhi£mwww+gwnaLdmﬂm+L}mmm

LA 1ulh + 1]l

co jest trescig twierdzenia. Pozostaje wykaza¢ nieréwnos$¢ w przypadku p > 1.
Spelnione sa oczywiste relacje

lf+glf =If+gl-1f +g " <(fl+1gD)-If + P = Ifl-If +gP " +1gl-If + gl

Przyjrzymy sie uwazniej kazdemu ze skladnikéw po prawej stronie ostatniej
réwnosci z osobna.

Po pierwsze skoro [f + g, € L,(Q, L, u), to oczywiscie [|f + g1, € L1(Q, Z, p),
a poniewaz p = q(p — 1), przeto [|f + gl '], € Ly(Q, L, ). Mozemy zatem zas-
tosowac nieréwnos¢ Holdera, jak nastepuje:
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||[f]y||p-( fQ dulf + g|<p—1>q)55||m#”p_[( fQ du|f+g|r’)T

LA, -ILF + g1l
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de#VLV+$“1

Analogicznie dowodzimy stuszno$ci relacji

\Ldyghv+ngéMﬂm¢HU+ghﬁ,

co w polaczeniu z wczesniejszymi wynikami prowadzi do

ILf + gLl LLduv+mPsl}mvrv+m%ﬁhﬁdu@-v+mwl

(I Ll + g1l - EF + g1l

IA

Jesliteraz ||[ f+g].ll, = 0, tonieréwnos$¢ Minkowskiego jest trywialnie spetniona,
bo [|[f1.llp, I[glull, = 0. W przypadku przeciwnym, [|[f + gl.ll, # 0, mozemy
p
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podzieli¢ obie strony powyzszej nieréwnosci przez ||[f + g],ll;, a wtedy dosta-
jemy zadana nieréwnos¢



ULl + 111&1ully = NILf + g];illz_s =IIf +glull,- O

Whniosek: (ktéory wymaga jeszcze kilku dowodéw, przedstawionych —bez watpienia
—na wykladzie) (LP(Q, Zull- ||p) jest przestrzenia IR-liniowa z norma.
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