KRYTERIA SCHLOMII:CHA I RAABEGO
_ ZBIEZNOSCI SZEREGOW LICZBOWYCH
(DO UZYTKU WEWNETRZNEGO, I DO SPRAWDZENIA)

R[R

STRESZCZENIE. Ponizsze notatki do ¢wiczen zawieraja dowdd Tw. Schlomilcha
(uogdlniajacego Tw. Cauchy’ego o zageszczaniu) i proste jego zastosowanie w
dowodzie kryterium Raabego zbieznosci szeregu liczbowego. Autor korzystal z
ksiazek K. Knoppa pt. “Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen” oraz
G.M. Fichtenholza pt. “Rachunek rézniczkowy i catkowy” (tom II).

1. REKWIZYTY
Przedmiot rozwazan wprowadza nastepujaca

Definicja 1.1. Szereg liczbowy to symbol Se, ((2,)nen) stowarzyszony z usta-
lonym ciagiem liczbowym (z,)ney 1 zapisywany w réwnoznacznych postaciach

[e.e]
Soo ((SUn)neN) = Z TpZET1+To+ - +Tpy+ .
n=0

Symbol ten nabiera sensu numerycznego w przypadku, gdy ciag sum czesSciowych

N
(SN)Nen, Sni= ) @y,
n=0

jest zbiezny, tj. ilekroé¢ istnieje liczba
J\lfl—rgo SN = Seo ((xn)neN) )

ktora w dalszej czesci wywodu bedziemy dla skrétu oznaczaé jako Se.

Szereg, dla ktorego istnieje granica ciagu sum czesciowych, jest okreslany mia-
nem zbieznego. Szereg nie bedacy zbieznym nazywa sie rozbieznym.

W kontekscie teorii szeregéw ogdlny wyraz x,, ciagu liczbowego (2, )nen zyskuje
miano ogdlnego wyrazu szeregu Se, ((2)nen)-

v

2. KRYTERIA ZBIEZNOSCI

Istnieje wiele kryteriow zbieznosci szeregdéw liczbowych. Zaczniemy od wypisa-
nia bez dowodu przedstawionych na wyktadzie:

Stwierdzenie 2.1 (Kryterium Cauchy’ego). Niechaj (z,)neny bedzie rzeczywistym
ciggrem liczbowym o wyrazach nieujemnych dla dostatecznie duzych wartoSci in-
deksu n,

Ny Vpsn - 2, 20.
Wowczas stowarzyszony z nim szereq Se, jest zbieziny, jesli
Jdger ¢ Anew t Veon ¢ Yr, <g<1,

1 jest rozbiezny w przeciwnym przypadku.



oraz

Stwierdzenie 2.2 (Kryterium poréwnawcze). Niechaj (x,)nen bedzie rzeczy-
wistym ciggiem liczbowym o wyrazach dodatnich dla dostatecznie duzych wartosci
indeksu n,

Ineny ¢+ Vopsn t 1, 20.

Niech tez (cp)nen @ (dp)nen bedg takimi ciggami, przy czym zatoZymy, Ze szereg
stowarzyszony z pierwszym z nich jest zbiezny, szereg za$ stowarzyszony z (dp)nen
jest rozbiezny. Jesli teraz spetniony jest warunek

Tn+1 Cn+1
Inen ¢ Vpsn < ,
xn Cn

to takze szereq Soo stowarzyszony z (T )nen jest zbiezny. Jesli natomiast spelniony
jest warunek

Tn+1 > dn+1

xn d?’b ’

Nen F Vpen
to S jest rozbiezny.
Ponizej zajmiemy si¢ dwoma innymi nader przydatnymi kryteriami.

Twierdzenie 2.3 (Schlomilch 1873). Niechaj (xp)nen bedzie $cisle malejgcym
rzeczywistym ciggiem liczbowym o wyrazach dodatnich,

Vaen & (2, >0 A 2p1 —2,<0),
i niech (gn)nen bedzie dowolnym $cisle rosngeym ciggiem liczb naturalnych,
Voen @ (gn €N A Agpi=gni1—gn>0),
o nastepujgcej wtasnosci (“temperowanego wzrostu”):
Iver, @ Vo ¢ Agn <M -Agp.

Wowcezas

Sei= Y Ty zbieiny — To =Y Agyx, zbiezny.
n=0 n=0

Dowdd: W pierwszej kolejnosci zmajoryzujemy wyraz ogdlny ciagu sum czesciowych
SNy przy uzyciu ciggu sum czesciowych Ty. W tym celu ustalmy (dowolnie) in-
deks naturalny N i wybierzmy (réwniez dowolnie) wyraz gr(n)y ciagu (gn)nen
speliajacy nieréwnosé

grn) > N .

Wobec monotonicznosci ciagu (x,)ney oraz z uwagi na dodatnio$é jego wyrazéw
dostajemy

SNSSQ

) (To+a1+ - +Tgyu1) + (Tgy + Tgoe1 + -+ Tgy1) + (Tgy + Tgye1 + -+ Tgyo1)

Tt (ng(N)—l T lgpnya+l T o0t ng(N)_l) T Lgwn

< Sgo—l +Ago - Lgo + Agy - Tgy +oet AQK(N)—l “Tgrny-1 T Larw
K(N)

< Sgo—l + Z Agm “Zg,, = Sgo—l + TK(N) .
m=0



7 powyzszego wyplywa oczywisty wniosek: Zbieznosé¢ T,, pociaga za soba zbieznosé
Soo-

W nastepnym kroku dokonujemy majoryzacji odwrotnej. Ustaliwszy (dowolnie)
liczbe naturalna gx oraz indeks N(K) o wlasnosci

N(K) > 0K,
wykorzystujemy raz jeszcze dodatniosé i monotonicznosé (x,,)nen, azeby zapisaé

SNy 2 Sge = (o+ a1+ +2g) + (Tggs1 + Tggaa + -+ Ty, ) + (Tgr1 + Tgyuo + - + Ty,)

oo (ngfﬁl T g q+2 T ng)

v

(Tgoe1 + Tggra+ o+ Tgy ) + (g1 + Ty gp+ oo + :1392)

et (ng—ﬁ-l T g w2t ng)

v

Ago-xg +Agr-xg, +-+ Agr_1-Tg .

Mnozac obie strony nieréwnosci przez stala dodatnia M € R,y i wykorzystujac
zalozenie o temperowanym wzroscie (g, )nen, dostajemy w ten sposéb

M - Sniry 2 Agy-xg, + Agy - g, +- + Agg - g, =T = Tp,
czyli
TKSM'SN(K)-FT(),

skad wniosek: Zbieznosé S., pociaga za soba zbiezno$¢ T,. 0
Korolarium 2.4 (Tw. o zageszczaniu, Cauchy 1821). Przy zalozeniach i ozna-
czeniach Tw. Schlomilcha, prawdziwg jest rownowaznosé

Z Tp zbiezny — Z 2" xon zbiezny.

n=0 n=0
Dowdd: Wystarczy potozyé¢ g, := 2" (jawnie rosnacy, o M = 2) w rzeczonym
twierdzeniu. O

Stwierdzenie 2.5 (Raabe 1832). Niechaj (x,)nen bedzie rzeczywistym ciggiem
liczbowym o wyrazach dodatnich,

vnEN : xn>0a

1 utworzmy stowarzyszony z nim ciag Raabego

%n::n( n —1).

Tn+l

Wowczas szereq Seo ((n)nen) jest zbiezny, gdy
Jrs1 ¢ Anen P Vs R 2R,
1 jest on rozbiezny, gdy
dveny : Vosn ¢ Ry <1

Dowadd: Zalézmy, ze zachodzi pierwsza ewentualnos$é, tj. poczawszy od pewnego
N eN,

VosN : 9‘%an>1,



czyli

x
s 14+ =,
Tn+1 n

Wybierzmy (dowolnie) s € R o wlasnosci R > s> 1. Wtedy dostajemy

1+1) -1 1 s_1 1 5-1
lim —( ‘Tl) = lim —( +y) 2 im —S( +y) =
T—>00 P y—07 y y—07t ]_

a zatem — dla dostatecznie duzych neN —

S,

(1+2) -1
—F <R,
czyli
1\* R
(1+—) <l+—.
n n

Jest wiec spelniona nieréwnos¢é
Ty 1\?¢
> (1 + —) ,
Tn+1 n

1
T+l n+1)s
n <(1).
Ln ns

czyli tez réwnowazna jej

Ale th) = ni to wyraz ogolny szeregu harmonicznego rzedu s, do ktorego mozemy
odnie$¢ Tw. Schlomilcha w wersji Cauchy’ego w potaczeniu z kryterium Cauchy’ego.
Oto wiec sprawdzamy zbiezno$¢ szeregu zageszczonego o wyrazie ogolnym

7:;%5) = On L — 2n(1—5) )

ST (2
Zachodzi

VRS =21 <1,

wnioskujemy zatem, ze szereg harmoniczny rzedu s jest zbiezny i — co za tym idzie
— jest takze zbiezny (w $wietle kryterium poréwnawczego) szereg Se..

Jedli, dla odmiany, zachodzi druga ewentualnosé¢, tj. poczawszy od pewnego
N eN,

Vosy @ R, <1,
czyli
14 1 .
Tnsl n

Powyzsza nieréwnos¢ mozna przepisa¢ w réwnowaznej postaci

1
n+1

= 1 1
Ty 1+ - -

Tn+1 > 1

Po prawej stronie tej nieréwnosci odnajdujemy iloraz dwdéch kolejnych wyrazéw
AV = % szeregu harmonicznego (rzedu 1). Powtarzajac wezesniejsze rozumowanie,
stwierdzamy, ze ten ostatni jest rozbiezny na mocy kryterium Cauchy’ego, a to
pociaga za soba rozbieznos¢ szeregu Se,. U
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