O HOMOTOPIJNEJ NIEZMIENNICZOSCI KOHOMOLOGII DE RHAMA,
UOGOLNIONYM LEMACIE POINCARE
ORAZ
CZESANIU WYZSZYCH SFER

(DO UZYTKU WEWNETRZNEGO, I DO SPRAWDZENIA)
R[R

ABSTRACT. Notatki z éwiczen do wykladu “Analiza I11”, za Hitchinem [Hit10].

W ponizszych notatkach przedstawiamy, za Hitchinem, elementarne dowody
trzech waznych twierdzen stanowiacych punkt wyjscia do istotnych zastosowan
(fizykalnych) rachunku rézniczkowego na rozmaitosciach (jak np. znajdowanie po-
tencjatéw pol elektrycznych i magnetycznych w trzech wymiarach), a zarazem
dostarczajace doskonalej i przy tym nietrywialnej ilustracji wszystkich niemal
pojec¢ i konstrukeji poznanych na wykladzie.

Jako pierwszego dowiedziemy

Twierdzenie HNKdR (O Homotopijnej Niezmienniczosci Kohomologii de Rhama)
Niechaj M i N beda rozmaitosciami gltadkimi, F : [0,1]x M - N : (t,m)
F(t,m) = Fy(m) za$ — gladkim odwzorowaniem (zwanym z uwagi na swa struk-
ture homotopia pomiedzy odwzorowaniami Fy i F)). Wéwezas odwzorowania
Er Fro HiL (N) - Hiy (M) indukowane przez homotopijnie réwnowazne odw-
zorowania Fy ~ F} sa tozsamosciowo réwne,

0*

Ti%
1

Dowdéd: Rozwazmy cofnigcie dowolnej p-formy (w) € (N) wrgledem F = (FA)A<hdim=N
p

(utozsamiamy funkcje F z jej lokalna reprezentacja wspdhrzedniowa y o F' =
(FA)Ael,dimRN

stowarzyszona z lokalna mapa y = (yA)Ad’dimRN : O - Rdime N

okreslong na elemencie pokrycia O ¢ N zawierajacym punkt n = F(t,m)). Aby

zrozumieé postaé cofniecia, bedacego p-forma na [0, 1]x M, roztézmy (w) w lokalnej
P

bazie (wspdhrzedniowej) QL (N), n e N stowarzyszonej z mapa v,
(w)(n) = WA, 4,4, (n) dy? (n) Ady?2(n) A Ady?e(n),
p
przy czym w powyzszym wzorze indeksy powtérzone sa wysumowane po pelnym

zakresie Aj, As,..., A, € 1,dimg N. Wéwezas, zakladajac, ze Fy(m) =n € O, a
ponadto, ze na elemencie pokrycia U rozmaitosci M zawierajacym punkt m jest

okreslona lokalna mapa z = (7)™ M . 7 & Rdime M dostajemy

(F* @)(tm) = wasaz..a, (F(t;m)) dE (tm) ARt m) A ndF Y (8m)
p

(1)



gdzie
A A
ara(tm) = 2 my e+ 22 () dai(m)
ot oxt

(uwaga na sume po i € 1,dimg M).

Uwaga: Powyzszy wzdr (na cofniecie) to szczegdlny przypadek wzoru ogélnego:

O fAL O fAz O fAr
(F )0m) = a0ty (Fm)) T () 2y - 2L
stusznego dla f : M — N gladkiego (o reprezentacji wspotrzedniowej yo f =
(fA)Aebdime N § przy oznaczeniach jak wyzej dla f(m) = n € O, m € U. Ten
ostatni wzér latwo sprawdzi¢ wprost z definicji cofniecia f* jako odwzorowania
sprzezonego (w danym punkcie m € M) do pchniecia f. : T, M — TN
danego wzorem

(m)da’ (m) Adz2(m) A+ Adz'?(m),

) . aA<n>:£—A<n>, neN,

zapisanym dla dowolnego wektora stycznego v =v?9;(m) € T,, M, 9;(m) = 3‘9
do M w punkcie m (uwaga na sumy po powtérzonych indeksach). Istotnie, dla
p wektoréw v, € T, M, a€1,p dostajemy (sumy!)

(f*(tg))(m)(vla Vo, ... 7Up) eX:def (C;}) (f(m)) (f*vla f*’l)z, v 7f*vp)

= WA Az A (n)dyAl( (m)) Ady™ (f(m)) A~ ady™ (f(m))

(ot 9L 00, (1) 5 o 95, (7). v;f ‘Zf )0, (7))

_ i tp fB
—WAlAg.,.Ap(n)U ( ) ( )
dy™ (f(m)) Ady™ (f(m)) A+ ndy? (f(m)) (O, (f(m)) 832 (f(m)) oo 0B, (f(m)))
dfB2

azz

= plw, ag...a, () V) M( m) vy - (m ) 2 BLOR Oy
19) O fAz 8 i
:p!wAlAZ---Ap(n) (9.];” (m) 8.212 (m) a'];ip (m) Uil U? vpp
= WAy 4y, (R) df A (m) AdfA2(m) A adfA(m)(v1, 02, 0p)
dla
a A
474 m) = 2 m) da(m).

W rozpatrywanym przypadku wspélrzedne na [0, 1] x U to (t,z%), i €1,dimg M,
a stowarzyszona z nimi baza T, ([0,1] x M) to {Z, Z-(m), ie1,dimg M}.

Wracajac do interesujacego nas wzoru (1), przepisujemy (korzystajac z antysymetrii
iloczynu zewnentrznego, ktéra implikuje d¢ A dt = 0)

(F*(b;))(t,m)

OF 4 HFA2 HFAr .
= WA Ay A, (F(t,m)) D (t,m) Py (t,m) - Sis (t,m) dz™ (m) A dzt2 (m) A= Adz'(m)
A1 As A .
swonnyn, (F(tm)) agt (t,m) %F " (tm) % (£, m) dt A da(m) A A dai (m)
2



OF M HFA2 HFAs OFAr

ety U O) ) S () g () g
dz’ (m) Adt Adz™(m) A A dz' (m)
e
8FA1 oF* OF OFA»
+wA; Ap...4, (F(L, m)) —(t,m) Dpi (t’m)'f'W(t’m)T(t’m)
dz't(m) Adx?(m) A+ Ada'»t(m) Andt
A As Ap .
=t gty (F(tm)) D (tm) O bm) e S (1 m) e (m) n dat(m) 1+ ' (m)
;UZ
A1 As FAp ,
spwa s, (F(t,m)) agt (t,m) %F (£, m) - aa (t,m) dt A da®(m) A - A da'” (m).
‘zL-’L

W pierwszym wyrazie nastepujacym po ostatnim znaku réwnosci zmienna ¢ wystepuje
w roli parametru (nie rézniczkujemy w jej kierunku), mozna go zatem przepisaé
w postaci (Ft*(w))(m) (nalezy pamietaé, ze F; : M — N, nasz za$ zapis traktuje

P

p-formy na M parametrycznie zalezne od t € [0,1] jako szczegdlnego rodzaju

p-formy na [0,1] x M, tj. utozsamia je z ich obrazami wzgledem kanonicznego

wlozenia QP (M) < QP([0,1]xM)). Pozostaje jeszcze zrozumieé strukture drugiego

wyrazu. W tym celu rozwazmy (p — 1)-forme na [0,1] x M uzyskana w wyniku

obliczenia p-formy (F* (w))(t, m) na wektorze % (wzietym za pierwszy argument
P

odwzorowania wieloliniowego (F' *(w )(t,m))

Zachodzi oczywiscie (Wprost z deﬁmql)

0 0 OF4 0

— J(F” t =F* t = t F'| — t

G2 ) tm) = F (F.5 ) (m) = S (tom) (50 ) (4m).
Rozumujac jak poprzednio, tatwo stwierdzamy, ze w rozkladzie powyzszej (p—1)-

formy w lokalnej bazie Q’(’ ] Tln) ([0,1] x M) pojawia sie sktadowe w “kierunkach”

dt A dz2(m) Adz®(m) A - Ada®1(m) oraz, dz (m) Adx2(m) A - Adai(m),

jesli wiec teraz wymnozymy ja zewnetrznie przez dt, to otrzymamy (znéw z racji
dt Adt =0)

o oFA 0

aFAl ——(tm)dt A F* (pwa,ay..a, () dy™ () Ady™ () A a dy“”(‘)) (t,m)
OF4

W(t, M) Wa, A,...a, (F(t,m)) dt

=D
OF A2 OFAs OF4r
Ox'r

dp-1) 22 (t m) aF = (tm) ai(t m) dt A dz(m) A - A dzs (m)

(t,m)dx2(m) Adx’(m) A - Adx'(m)




Ay Ao Ap
() 2 )

czyli wlasnie drugi czton uzyskanego wezesniej wyrazenia na (F* )(t m). Pod-

= pwa,a,.a, (F(t,m)) —(t, m)dt Adz2(m) A Adzi(m),

sumowujac nasze wywody, mozemy zatem zapisaé
0
(F w)(t m) = (F*w)(m)+dt/\—_l(F* )(t m).

Zalézmy nastepnie, ze (w) € ZP(N), tj. ze p-forma ta jest zamkni@ta, i skorzystajmy
P
z podstawowe] tozsamosci

df*w dw,
f(p) A »’

a takze z tego, ze

dod=0, dlwAan)=dwaAan+(-1)"wAadn,
® (9 () (q) (») (q)

aby zapisaé

% _ * = * —dt A a—_l *w m
0= (P4 )(t.m) = d(F" ) (t,m) =d(F} ) (m) — d(at (F (p)))(t, ).

Oznaczmy

* 1) 9
dyF (c];))(t,m) dz’ A pye ( @ ) (t,m),

dén gt (F*p)(t’m)’

gdzie to w wyrazeniu po prawej stronie znaku réwnosci nalezy rozumie¢, ze oper-
ator pochodnej czastkowej wzgledem wspéhrzednej ¢ (sumal!) lub — odpowiednio
— t dziala na wspoélczynnik rozktadu p-formy w bazie wspoétrzedniowej stowarzys-
zonej z mapa (t,x). Zachodzi oczywista tozsamosé (na [0,1] x M)

d= dM +d[071],

d[O,l]F* w (t, m)
(»)

ktora pozwala (po uwzglednieniu dtAdt = 0 raz jeszcze) przepisaé wezesniej otrzy-
mana réwnosc¢, jak nastepuje:

0

e (F; @ )(m) + oy (F7 ) (m) = 8t n (3— S(Fw)) (tm)

(Fy @ )(m) + dt [—(F* w)(m) — day (gt S(Fw)) (t.m)] .
Zwazywszy liniowa niezaleznosé (p + 1)-form

dt Adz(m) Adz2(m) A Ada(m)  oraz  dz(m) Adz2(m) A Ada®(m),
wnioskujemy na podstawie ostatniej réwnosci, iz

2 ) m) = s (55 () ().

Odcatkowujac obie strony tej réwnosci po przedziale zmiennosci ¢ (czyniac przy
tym pewne elementarne zatozenia odnosnie do regularnosci F' oraz wspotczynnikéw



rozktadu (w) w bazie wspotrzedniowej, ktérych spelnienie pozwala zastosowaé
p

twierdzenia o rézniczkowaniu calki z parametrem), otrzymujemy
1 0
Frow(m)—Ffw(m) = f dt (7 )(m) = A dth(—J(F*w))(t,m)
(») (») () 0 ot (»)
dfdt(— P )t, ,
[t (G0 w)) em)

gdzie symbol rézniczki po prawej stronie znaku rownosci reprezentuje pochodna
zewnetrzna na QP~1(M).

Zastosujmy teraz definicje odwzorowania indukowanego (ktérej sensownos$é wykazalismy
na ¢wiczeniach), aby wyprowadzi¢ tozsamosé

N N M * M M
Flelie -Fol@li’ = [Freln’ -5 @l = 17 @ = gl

0 ) (5007 I 0.

ktora konczy dowdd twierdzenia. 0

Mozemy obecnie przej$¢ do omdwienia konsekwencji Twierdzenia HNKdR. Pod-
stawowa taka konsekwencja jest Lemat Poincaré, ktory my udowodnimy w wersji
uogdlnionej, (bardziej) przydatnej w analizie zagadnien fizykalnych.

Twierdzenie ULP (Uogdlniony Lemat Poincaré) Niechaj M bedzie gltadka roz-
maitoscia homotopijnie $ciagalna do podrozmaitosci gladkiej My c M, tj. niechaj
bedzie dana (gtadka) homotopia

F : [0,1]xM > M : (t,m)~ F(t,m) = F;(m)
o wlasnosciach
Fo=mpn, © M - My, Fy=idy,,
przy czym Ty, jest tutaj gladka surjekcja. Ponadto niech (c;;) € ZP(M) i zatézmy

dodatkowo, ze istnieje 17 € QP~1(M;) spemiajaca tozsamosé
(p-1)

w =d
gl =d 1

(taka (p—1)-forme okreslimy mianem lokalnego potencjatu (w) na My). Wowczas
P

istnieje  x € QP"1(M) o wlasnosci
(p-1)

w=d x
® (-1

(globalny potencjal (w))
p

Dowdd (konstrukeyjny): WprowadZzmy wygodne oznaczenie
IO ([0,1] x M) - Q°(M) f dt |
p+1

na wczesniej stosowna operator liniowy i rozwazmy operator z}ozony

TF*d+dIF* : QP(M)—>QP(M) W »—>(]F*d+dIF*)w EId(F*w)+d(IF*w).
(») (p) (») (p)



Korzystajac z wynikéw wezesniejszych naszych rozwazan, wyliczamy bez trudu

B
IF'dw = Id(F*w)=1I(dy +d (F*w+dt/\—J P )
) (@) = H{du +dpa) | Fo i (7 w)
- [[d (Frw)+din ZErw —dt nd (a—J(F*w))]
M. ) ot * () M\ ot )

1 0 0
Fr g (F
/o dt [375 L) dM( - (05)))]

1 0
Frw- F*w—d[ dt( 4 F*w )
o e Jo g~ ()
(nalezy odréznia¢ F, od F — pierwszy symbol reprezentuje rodzine odwzorowan
F, : M - M, drugi za$ — odwzorowanie F' : [0,1] x M — M), i analogicznie

0 0
d([F*w):d[ (F*w+dt/\—_|(F*w))] / dt(—J(F*w))
(p) (p) (p) 0 (p)
Dodajac stronami obie rownosci, otrzymujemy

IF*d+dIF* w—F w-FFw.
1 0
(p) (p) ()

Na mocy poczynionych zatozen jest zatem
dIFfw=UFd+dIF)w =Fw -Ffw=w —m, (w ),
&= S = Ei g~ E e = o man | gl

czyli

w=d|[Fw+m .

) ( ®) M“(pnl))
Tym samym zidentyfikowalismy globalny potencjal p-formy (w),

p

X =1F‘w+my n
(p-1) (») (p-1)

i tym samym udowodnilismy lemat. U
Uwaga: W szczegélnym przypadku My = {m} (tj. w przypadku rozmaitosci
Sciaggalnej do punktu), w ktérym w trywialny sposéb zachodza réwnosci HP(M,) =
{0}, pel,dimg M, dostajemy w ten sposéb znany wynik
X =1F"w
(p-1) ()
(nalezy zwréci¢ uwage, ze QP({m})={0} dla p>0 1 Q°({m}) = R).

Ostatnim zastosowaniem Twierdzenia HNKdR jest uogolnienie twierdzenia o
czesaniu (dwuwymiarowej) sfery’ na przypadek (hiper)sfery dowolnego wymiaru
parzystego.

Twierdzenie CSPW (O Czesaniu Sfer Parzystego Wymiaru) Na sferze (jednos-
tkowej)

SQn { .T:(Il,flfg,...,l‘gn_,_l) ER2n+1 | Sgn(x)=0 },

— 2 2 2
Sgn(l‘) o= $1+$2+'+$2n+1—1

w jezyku rosyjskim twierdzenie to nosi pieszczotliwa nazwe Twierdzenia o czesaniu jeza.



dowolnego wymiaru parzystego 2n € 2N nie istnieje pole wektorowe V' spetniajace
warunek

VZES2TL : V(Q?) ¢O
(tj. nigdzie nie znikajace).

Dowdd (ad absurdum): Zalézmy, przeciwnie, ze istnieje pole wektorowe V e
X(S?") rézne od zera w kazdym punkcie sfery,

V . S2n _)R2n+1 N {0}

Powyzszy zapis oznacza, ze pole V' traktujemy jako pole na R?™! styczne do
podrozmaitosci zanurzonej, tj. speliajace warunek
V(z) € T,S* 2 ker (dSs,)(z) c T,R*™ .

Pole nigdzie nie znikajace (i tylko takie) mozna wéwczas unormowaé, tj. zdefin-
iowaé pole

= V(z)

V() = s [V (2)]? = (V(2)|V(2))

V()]

zapisane w terminach normy |-| na T,S?" indukowanej (poprzez ograniczenie,
|- = |- |ren+1|7,g2n) przez standardowa norme | - ||gznr1 zadawana przez strukture
euklidesowa (R?"*1 () na T,R2*+1 2 R27+1 7 jloczynem skalarnym

(1) ¢ B R S Ry ¢ ()= 5, @i
i=1
Unormowane pole spelnia tozsamos¢
Warunek stycznosci do sfery (zanurzonej) zapisujemy w postaci
V(x) eker (221,2x,, ..., 2Top,1) = ker — (v(x)|m) =0.
Nastepnie rozwazmy gladka homotopie
F @ [0,1] xS* - R¥™1 : (t,2) ~ sin(nt) V(x) + cos(nt) z .
Jako ze obraz dowolnego punktu (¢,z) wzgledem tej homotopii spelia tozsamosé

(F(t,2)|F(t, 7))

sin(7t)? + cos(mt)? =1,

przeto jasnym jest, ze przeciwdziedzina F' jest w istocie S?7,
F : [0,1] x§™ —» §* c R#"*1,
W dalszej czesci dowodu wykorzystamy
Lemat OH (O Orientacji Hiperpowierzchni) Niechaj
YPe={xeRP | S(x)=0}

bedzie hiperpowierzchnia regularna wymiaru p zanurzona w RP*! jako przeciwo-
braz zera funkcji gltadkiej S : RP*! - R spehiajacej warunek

Vaoesw + df(z) #0.

sin(rt)? (V(x)|\7(m)) + 2sin(rt) cos(mt) (V(m)|x) + cos(mt)? (z|x)



Woéwezas Y jest orientowalna, przy czym orientacje zadaje na niej gtadkie nigdzie
nie znikajace pole p-form €, ktére na elemencie

0
Yi={zreXr | aif(x)za—;(x);t()}

pokrycia hiperpowierzchni,

U -

iel,p+1
przyjmuje postac
Qf|sp = (_1)‘d d dz; 1 A da; d
plsp = + f Ty ANAT2 A= ANAZ;-1 AAXj41 A - AATpy
:I:( )d Adzg A Ad Q7
af T i) - Tp+1 = i

Dowdd Lematu OH: Dowdd sprowadza sie do wykazania, ze lokalnie gtadkie pola
p-form QF definiuja w istocie globalnie gladkie pole %, jak réwniez ze w kazdym
punkcie x € P istnieje liniowo niezalezny uktad p wektoréw, na ktorych €2
przyjmuje warto$¢ rézna od zera.

Pierwsze z powyzszych stwierdzen jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy

Vzezg’ngﬂ. 2 07 (x) = Q5 (@)

Dowdéd wykorzystuje tutaj bezposrednio definicje zbioréw X7, ktéra dla dowolnego

reXn Zé’ ,; bozwala zapisac¢

0; 0
dIL‘j= a; Z kf

dl’k
kel,p+1n{i,5} jf

(tym razem powtarzajacy sie indeks i nie jest wysumowany), a stad (przy czysto
porzadkowym zalozeniu i < j i wobec dx? A dzi =0)

O (z) = :I:(éf) dzy Adzg A Adrig Adzig Ao AdTd A Ada,y
LG

= - dry Adzg Ao Adzig Adagg A AdadTt

f
dx; + Z akf d:vk) AdzItE A A dzp.
f kel,p+1x{4,5} ]f

-1

= dry Adzg A Adzig Adagg A Adad Tt

9 f

J

da; Adz?™ A A dxp.

- i(_l) (-1)0=2-GDdy; Adzy A - /\dxp+1
o;f
Q5 (),

co tez nalezalo pokazac.
W tym momencie pozostaje wskaza¢ wektory o zadanych wlasnosciach. Zdefini-
ujmy w punkcie x € ¥ wektory

Vimy = 0if () O = O f(2) 0;, melp+1x{i}.



Latwo widaé, ze tworzg one uklad liniowo niezalezny (a to z racji 0;f(z) #0) i sa
styczne do X7, gdyz

Vimy 2df(z) = 0f(2)dz* (0,f(x) O = O f (2) 0;) = O f(2) Bif () Oy, = O f () O f () O

Om f(2) 0 f(2) = 0 f(2) O f(x) = 0.

Zachodzi tez, zgodnie z zapowiedzia, relacja

0z (x) (v(l), Vigys v(pﬂ)) - 0 a) (ai F@) 01,0 (@) 8. 0.5 (0) ap+1)

7

+(-1)" (D) =0,

ktora konczy dowdd lematu. O

Powracajac do dowodu zasadniczego, mozemy teraz wypisaé¢ forme objetosci na
S w jawnej postaci
_1)i

7 3

Vol (SQ”) () =cp - ( day Adzg A AdTgn, reSH,
przy czym
S#i={zeS*™ | z;#0},

a ¢, € R\ {0} jest stala normalizacyjna dobrana tak, by zachodzito

[, vol(s™) = v (s*).

gdzie V (S?7) jest (standardowa) objetoscia sfery wymiaru 2n.
Na mocy Twierdzenia HNKdR stwierdzamy, ze

[Frvol (5], = Py [Vl (8], = P [vol (87 = [Bsvou (675,

co oznacza, ze istnieje gladkie pole (2n - 1)-form 7 e Q271 (S?") o wlasnosci
FyVol (S*™) - Fy Vol (S*") = dn.

7, drugiej strony

Fo(z) =z — Fy =idgen

Fi(x)=-z _— Fiz=k : 2 -
(odwzorowanie k bywa nazywane odbiciem antypodalnym), a nadto
idg, Vol (S*) = Vol (S§*")

i (dla dowolnego x € S?", i€ 1,2n+1)

B PNV
n (—a:i)d( 1) d( 2) = d( 2n+1)

_1)é
(-1)**1¢, - (x—) dzy Adxg A AdTo,, = —Vol (82") (),

) 7

k*Vol (82") ()

czyli
k*Vol (S*") = Vol (S*")



(w tym wlasnie punkcie kluczows role odgrywa parzystosé¢ wymiaru sfery). Koniec
koncow otrzymujemy rownosé

~2Vol (§") = F;'Vol (S*") - F; Vol (§*) =dn.
Calkujac obustronnie po S?" i wykorzystujac Twierdzenie Stokesa (w potaczeniu
z wiadomym faktem 0S?" = &), dochodzimy do sprzecznosci

0+ -2V (s™) = [ (-2vol(s™))= [ dn:faS%Ln:o,

ktéra dowodzi falszywosci wyjsciowego zalozenia o istnieniu normalizowalnego pola
wektorowego na S?7. d

LITERATURA
[Hit10] N. Hitchin, “Differentiable Manifolds. Course C3.2b 2010”, lecture notes.

Warszawa, 25. pazdziernika 2011 r.

10



