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Opis teoretyczny materii skondensowanej
Przybliżenie Borna Oppenheimera

ܪ ,Ԧݎ ܴ Ψ ,Ԧݎ ܴ ൌ ܶ  ܸ ,Ԧݎ ܴ  ܸ Ԧݎ Ψ ,Ԧݎ ܴ ൌ ܧ ܴ 	Ψ ,Ԧݎ ܴ

Rozwiązania dla pełnego hamiltonianu układu elektronów i jąder (jonów) poszukujemy teraz w 
postaci kombinacji liniowej 	Ψ ,Ԧݎ ܴ odpowiadających różnym możliwym funkcjom 
elektronowym: 

Ψ ,Ԧݎ ܴ ൌ߯ ܴ 	Ψ ,Ԧݎ ܴ


Operatory pędu dla jonów będą działały także na 	Ψ ,Ԧݎ ܴ : 

ܪ ,Ԧݎ ܴ Ψ ,Ԧݎ ܴ ൌ ܶே  ܧ ܴ  ܩ ܴ Ψ ,Ԧݎ ܴ ൌ
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ଶ
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ܪ ,Ԧݎ ܴ Ψ ,Ԧݎ ܴ ൌ Ψܧ ,Ԧݎ ܴ

Równanie Schrödingera 
dla ruchu jąder!

Równowagowy układ położeń jąder/jonów (równowagowa wartość stałej sieci) odpowiada 
minimum efektywnego potencjału dla ruchu jąder:

ܷ
 ܴ ൌ ܧ ܴ  ܩ ܴ ൎ ܷ

 ܴ  ܷ
ᇱ ܴߜ

Energia potencjalna sieci zawieraja człony co najmniej kwadratowe we względnych 
przesunięciach jonów . Ograniczenie się do członów kwadratowych daje nam obraz drgań sieci 
jako zbioru sprzężonych oscylatorów harmonicznych.  Dołożenie wyższych członów rozwinięcia 
daje efekty anharmoniczne (np. rozszerzalność termiczną, oddziaływanie fonon‐fonon) 

Naprężenie
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Ch. KittelWstęp do fizyki ciała stałego

Naprężenie to siła działająca na jednostkę powierzchni ciała stałego. Mamy 9 składowych 
naprężenia: ܺ௫, ܺ௬, ܺ௭, ௫ܻ … itd.

kierunek siły kierunek ٣ płaszczyzny

Uwaga: oznaczenia ܺ௬ lub ߪ௫௬ itp.

Naprężenie
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Ch. KittelWstęp do fizyki ciała stałego

Zgodnie z prawem Hooke’a dla dostatecznie małych deformacji odkształcenie jest wprost 
proporcjonalne do naprężenia:

Zatem składowe naprężenia są linowymi funkcjami składowych odkształcenia:

ܵ ൌ ݄ܽ݅݊ܿݖݎ݁݅ݓ / łܽ݅ݏ
ܵ ൌ śćݐ݆ܾ݁ / ܽ݅݃ݎ݁݊݁

lub notacja ߝ ൌ ܵߪ

ܥ ൌ łܽ݅ݏ / ݄ܽ݅݊ܿݖݎ݁݅ݓ
ܥ ൌ ܽ݅݃ݎ݁݊݁ / śćݐ݆ܾ݁

lub notacja ߪ ൌ ߝܥ

Naprężenie
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Gęstość energii sprężystej (w zakresie stosowalności prawa Hooke’a):

ܷ ൌ
1
2
ܥሚఒఓ ఒ݁ ఓ݁



ఓୀଵ



ఒୀଵ
Gdzie wskaźniki od 1 do 6 są zdefiniowane jako:

1 ≡ 2 ,ݔݔ ≡ 3 ,ݕݕ ≡ 4 ,ݖݖ ≡ 5 ,ݖݕ ≡ 6 ,ݔݖ ≡ ݕݔ

Notacja Voigta:

ܵ ൌ ߪ ൌ
ଵߪ ߪ ହߪ
ߪ ଶߪ ସߪ
ହߪ ସߪ ଷߪ

ൌ

ଵߪ
ଶߪ
ଷߪ
ସߪ
ହߪ
ߪ

Składowe naprężenia to pochodne energii względem odkształcenia:

ܺ௫ ൌ ௫௫ߪ ൌ
߲ܷ
߲݁௫௫

≡
߲ܷ
߲݁ଵ

ൌ ሚଵଵ݁ଵܥ 
1
2
 ሚଵఉܥ െ ሚఉଵܥ ఉ݁



ఉୀଶ

Stąd ܥఈఉ ൌ ఉఈܥ ൌ
ଵ
ଶ
ሚఈఉܥ െ ሚఉఈܥ ‐ ostatecznie „tylko” 21 składowych.

tensor czwartego rzędu 
(36 składowych)
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Naprężenie
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Ch. KittelWstęp do fizyki ciała stałego

Notacja Voigta:

ܵ ൌ ߪ ൌ
ଵߪ ߪ ହߪ
ߪ ଶߪ ସߪ
ହߪ ସߪ ଷߪ

ൌ

ଵߪ
ଶߪ
ଷߪ
ସߪ
ହߪ
ߪ

3 naprężenia osiowe: ߪଵ ≡ ௫௫ߪ ଶߪ , ≡ ଷߪ ,௬௬ߪ ≡ ௭௭ߪ i 3 ścinania: ߪହ ≡ ௫௭ߪ ൌ ௭௫ߪ itp. (na rysunku 
zaznaczono ߬௫௭ itp.)

Tensor odkształceń (deformacji – inna definicja →	½ ):

1 ≡ 2 ,ݔݔ ≡ 3 ,ݕݕ ≡ 4 ,ݖݖ ≡ 5 ,ݖݕ ≡ 6 ,ݔݖ ≡ ݕݔ

ߝ ൌ
1
2

߲ܴ
߲ ݁


߲ ܴ

߲݁
ൌ

ଵߝ
1
2
ߝ

1
2
ହߝ

1
2
ߝ ଶߝ

1
2
ସߝ

1
2
ହߝ

1
2
ସߝ ଷߝ

ൌ

ଵߝ
ଶߝ
ଷߝ
ସߝ
ହߝ
ߝ

Fale sprężyste
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Równanie ruchu:
Kostka o wymiarach Δݔ	 ⋅ Δݕ ⋅ Δݖ

௫ܨ ൌ ௫௫ߪ ݔ  Δݔ െ ௫௫ߪ ݔ ⋅ Δݕ ⋅ Δݖ ൎ
௫௫ߪ߲ ݔ
ݔ߲

⋅ Δݔ ⋅ Δݕ ⋅ Δݖ

௫௫ߪ ݔ  Δݔ ≅ ௫௫ߪ ݔ 
௫௫ߪ߲ ݔ
ݔ߲

⋅ Δݔ

௫௫ߪ	~௫ܨ ݔ ⋅ ܵ ൌ ௫௫ߪ ݔ ⋅ Δݕ ⋅ Δݖ

Fale sprężyste
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analogicznie można napisać dla ݔ‐owych składowych sił działających na pozostałe powierzchnie, 
co prowadzi do wyrażenia na ݔ‐ową składową siły wypadkowej:

௫ܨ ൌ
௫௫ߪ߲
ݔ߲


௫௬ߪ߲
ݕ߲


௫௭ߪ߲
ݖ߲

⋅ Δݔ ⋅ Δݕ ⋅ Δݖ

Równanie ruchu na ݔ‐ową składową wektora wychylenia ݑ ,Ԧݎ ݐ :

Ԧܨ ൌ ݉ ⋅ a ൌ ߩ ⋅ Δܸ ⋅
߲ଶݑ
ଶݐ߲

ߩ ⋅
߲ଶݑ
ଶݐ߲

ൌ
௫௫ߪ߲
ݔ߲


௫௬ߪ߲
ݕ߲


௫௭ߪ߲
ݖ߲

Składowe tensora naprężeń  , w ramach liniowej teorii sprężystości dają się wyrazić przezߪ
składowe tensora odkształceń ߝ (które z kolei są odpowiednimi pochodnymi wychyleń ݑ)

ߝ ൌ
1
2

ݑ߲
ݔ߲


ݑ߲
ݔ߲

oraz macierz współczynników sztywności ܥ

Fale sprężyste
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Ch. KittelWstęp do fizyki ciała stałego
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Fale sprężyste
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Podsumowanie:

• Dla każdego kierunku rozchodzenia się fali (wersora propagacji) istnieją 3 rodzaje fal – 1 
„podłużna” i 2 „poprzeczne” z klasycznymi (liniowymi) relacjami dyspersyjnymi

• W ogólności wszystkie te fale mają różne prędkości

• Czasami fale poprzeczne są zdegenerowane (tzn. mają te same prędkości, a więc i takie same 
relacje dyspersyjne)

• Dla dowolnego kierunku propagacji fale nie są ani ściśle podłużne, ani ściśle poprzeczne

M. Baj

Fonony
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Przy omawianiu przybliżenia Borna‐Oppenheimera doszliśmy do wniosku, że ruch jonów/jąder 
atomowych odbywa się w efektywnym potencjale: gdzie jest adiabatycznym wkładem 
elektronów w energię ruchu jonów/jąder, a jest zbiorem wektorów położeń wszystkich 
jonów/jąder

M. Baj

Równowagowy układ położeń jąder/jonów (równowagowa wartość stałej sieci) odpowiada 
minimum efektywnego potencjału dla ruchu jąder:

ܷ
 ܴ ൌ ܧ ܴ  ܩ ܴ ൎ ܷ

 ܴ  ܷ
ᇱ ܴߜ

ܧ ܴ jest adiabatycznym wkładem elektronów w energię ruchu jonów/jąder, a 
ܴ ൌ ܴଵ, ܴଶ, ܴଷ, ܴସ, … jest zbiorem wektorów położeń wszystkich jonów/jąder 

Energia potencjalna sieci zawieraja człony co najmniej kwadratowe we względnych 
przesunięciach jonów . Ograniczenie się do członów kwadratowych daje nam obraz drgań sieci 
jako zbioru sprzężonych oscylatorów harmonicznych.  Dołożenie wyższych członów rozwinięcia 
daje efekty anharmoniczne (np. rozszerzalność termiczną, oddziaływanie fonon‐fonon).

Fonony
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Drgania sieci krystalicznej – drgania układu dyskretnego o 3ܰݎ stopniach swobody, gdzie ݎ –
liczba atomów bazy (liczba atomów w najmniejszej komórce elementarnej), ܰ – liczba komórek 
elementarnych kryształu

Nowe oznaczenia, wprowadzające explicite:
• numerowanie komórek elementarnych ݊ ൌ ݊ଵ, ݊ଶ, ݊ଷ , ݊ ൌ 1,2,3… ܰ,  ଵܰ ଶܰ ଷܰ ൌ ܰ
gdzie położenie komórki dane jest wektorem:

ܴ ൌ ݊ଵ Ԧܽଵ  ݊ଶ Ԧܽଶ  ݊ଷ Ԧܽଷ

• numerowanie atomów w bazie ߙ	 ൌ 	1, 2, … ݎ	

• wychylenia atomów z położeń równowagi: ݑఈ oznacza wychylenie z położenia równowagi 
atomu ߙ znajdującego się w komórce elementarnej opisanej wektorem ݊

M. Baj

Fonony
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Ibach, Luth

ܴ ൌ ݊ଵ Ԧܽଵ  ݊ଶ Ԧܽଶ  ݊ଷ Ԧܽଷ

ܴఈ ൌ ܴ  ܴఈ

ܴఈ
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Fonony
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Zmieniając oznaczenie energii  ܷ
 ܴ 	 na Φ ܴ (kolizja z ݑఈ) i rozwijając na szereg z 

dokładnością do członów kwadratowych w wychyleniach (przybliżenie harmoniczne) 
otrzymujemy: 

ܷ
 ܴ ≡ Φ ܴ ൌ Φ ܴ  ܴߜ ൌ Φ ܴ 

1
2


߲ଶΦ
	ఈ	ఉݔఈ߲ݔ߲

	ఉ	

ఉݑఈݑ

gdzie ݅ oraz ݆ oznaczają składowe kartezjańskie odpowiednich wektorów

„Stałe siłowe”: 
߲ଶΦ

ఉݔఈ߲ݔ߲
≡ Φఈ

ఉ

muszą być niezmiennicze względem operacji translacji sieciowych i operacji grupy punktowej 
kryształu i zależą tylko od względnego położenia komórek. Np. warunek niezmienniczości 
względem translacji sieci:

Φఈ
ఉ ൌ Φఈ

ି ఉ

M. Baj

Fonony
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Równanie ruchu atomu ߙ z komórki elementarnej ݊ (݅‐ta składowa):

ሷݑఈܯ ఈ   Φఈ
ఉ

ఉ

ఉݑ ൌ 0

gdzie siły pochodzą od oddziaływań ze wszystkimi pozostałymi atomami. Należy zwrócić uwagę, 
że przeważnie w tym równaniu wystarczy się ograniczyć do stałych siłowych związanych z 
oddziaływaniem z bliskimi sąsiadami

Rozwiązania, zależnego wyłącznie od położenia danej komórki elementarnej, poszukujemy w 
postaci fal płaskich: 

ఈݑ ൌ
1
ఈܯ

ఈݑ Ԧݍ ݁ ோିఠ௧

Dla  ݊ ൌ ݊ଵ, ݊ଶ, ݊ଷ mamy ܴ ൌ ݊ଵ Ԧܽଵ  ݊ଶ Ԧܽଶ  ݊ଷ Ԧܽଷ

(wstawiamy teraz do równania ruchu)

M. Baj

Fonony
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Podstawienie powyższej postaci do równania ruchu daje:

െ߱ଶݑఈ Ԧݍ 
1

ఉܯఈܯ

	Φఈ
ఉ݁ ோିோ

ఉ

ఉݑ Ԧݍ ൌ 0

Oznaczamy 

ఈܦ
ఉ Ԧݍ ≡ 

1
ఉܯఈܯ

	Φఈ
ఉ݁ ோିோ

െ߱ଶݑఈ Ԧݍ ܦఈ
ఉ Ԧݍ

ఉ

ൌ 0

Jest to równanie liniowe, jednorodne, rzędu 3ݎ – tzw. macierz dynamiczna. Równanie to nie 
zależy od ݊, bo Φఈ

ఉ ൌ Φఈ
ି ఉ

Układ jednorodnych równań liniowych ma rozwiązanie własne tylko wtedy, gdy
det ఈܦ

ఉ Ԧݍ െ ߱ଶ1 ൌ 0

ݎ3) różnych rozwiązań – numerowanie atomów w bazie ߙ	 ൌ 	1, 2, … (ݎ	
Ibach, Luth

Fonony
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det ఈܦ
ఉ Ԧݍ െ ߱ଶ1 ൌ 0

ݎ3) różnych rozwiązań – numerowanie atomów w bazie ߙ	 ൌ 	1, 2, …  (ݎ	
⇒	Dostaniemy relację dyspersyjną ߱ Ԧݍ .

Powyższa procedura oznacza przejście do współrzędnych normalnych, dzięki czemu wyjściowy 
układ 3ܰݎ jednowymiarowych, sprzężonych oscylatorów harmonicznych opisujących ruch 
poszczególnych atomów staje się układem ܰ niezależnych jednowymiarowych oscylatorów 
harmonicznych opisujących ruchy kolektywne o wektorach falowych ݍԦ.

Dla każdego ݍԦ otrzymujemy 3ݎ niezależnych drgań normalnych (modów własnych) w postaci fal. 
Mamy więc 3ݎ relacji dyspersyjnych dla różnych rodzajów fal i 3ܰݎ jednowymiarowych 
oscylatorów harmonicznych.

Wektor falowy ݍԦ należy do 1SB.

Kittel
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Fonony
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Przypomnienie – ruch jednowymiarowego łańcucha złożonego na przemian z różnych mas 
ଵܯ  :ଶܯ

ܥ ‐ stała siłowa

Fonony

2013‐06‐02 22

Dla każdego ݍԦ otrzymujemy 3ݎ niezależnych drgań normalnych (modów własnych) w postaci fal. 
Mamy więc 3ݎ relacji dyspersyjnych dla różnych rodzajów fal i 3ܰݎ jednowymiarowych 
oscylatorów harmonicznych.

kwantowanie oscylatorów ⇒ oscylatory „numerowane” numerem gałęzi ݏ (jest ich 3ݎ) oraz 
wektorem falowym ݍԦ:

௦ܧ ൌ ݊௦ 
1
2

߱ Ԧݍ

kwant wzbudzenia danego oscylatora nazywamy fononem (kwazicząstka). Stan kwantowy 
fononu opisują liczby kwantowe ݏ i ݍԦ. Dowolnie dużo fononów może obsadzać ten sam stan 
kwantowy (bo dany oscylator może być w dowolnie wysokim stanie kwantowym) ⇒ fonon jest 
bozonem: 

Energia ܧ௦ fononu:  ௦ܧ ൌ ߱ Ԧݍ
Kwazipęd Ԧ fononu:  Ԧ ൌ ݍԦ

Fonony
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W równowadze z termostatem o temperaturze ܶ obsadzenie stanu fononowego (średnia liczba 
fononów w danym stanie fononowym):

݊௦ ܶ ൌ
1

݁
ఠೞ 
் െ 1

்→ஶ ݇ܶ
߱௦ Ԧݍ

∝ ܶ

w wysokich temperaturach liczba fononów jest proporcjonalna do temperatury.

Podobnie jak dla elektronów gęstość stanów fononowych w przestrzeni wektora (patrz 
poprzedni wykład ‐ gęstość stanów elektronowych) jest stała i wynosi (3D):

ߩ Ԧݍ ൌ
1
ߨ2 ଷ

W krysztale z bazą składająca się z ݎ atomów mamy 3 gałęzie fononów akustycznych, dla których 
߱௦ Ԧݍ ൌ 0 ൌ 0	(1 „podłużnych” LA i 2 „poprzecznych” TA) oraz 3ݎ െ 3 gałęzi fononów 
optycznych, dla których ߱௦ Ԧݍ ൌ 0 ് ݎ)	0 െ 1 „podłużnych” LO i 2ݎ െ 2 „poprzecznych” TO)

Fonony
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Fonony akustyczne w ݍԦ ൌ 0 odpowiadają drganiom wszystkich ݎ atomów bazy w zgodnych 
fazach (brak momentu dipolowego związanego z drganiami). 
W przypadku fononów optycznych, jeśli atomy bazy nie są jednakowe, takie momenty dipolowe 
się pojawiają – możliwe sprzężenie z falą elektromagnetyczną: dla kryształów jonowych silna 
absorpcja dla częstości odpowiadających fononom optycznym (Reststrahlen)

W ogólności (dla dowolnego ݍԦ) ani gałęzie „poprzeczne” ani „podłużne” nie odpowiadają ściśle 
drganiom poprzecznym i podłużnym (patrz fale sprężyste w ośrodkach ciągłych)

W przybliżeniu harmonicznym fonony są kwazicząstkami całkowicie ze sobą nieoddziałującymi

Wyjście poza przybliżenie harmoniczne pozwala np. zrozumieć :
• skąd się bierze rozszerzalność termiczna
• dlaczego (fononowe) przewodnictwo cieplne jest skończone
• Oddziaływania fonon‐fonon (rozpraszanie)
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W krysztale z bazą składająca się z ݎ atomów mamy 3 gałęzie fononów akustycznych, dla których 
߱௦ Ԧݍ ൌ 0 ൌ 0	(1 „podłużnych” LA i 2 „poprzecznych” TA) oraz 3ݎ െ 3 gałęzi fononów 
optycznych, dla których ߱௦ Ԧݍ ൌ 0 ് ݎ)	0 െ 1 „podłużnych” LO i 2ݎ െ 2 „poprzecznych” TO)

Aluminium, ݎ	 ൌ 	1	(tylko fonony akustyczne) 

R. Stedman, G. Nilsson, Physical Review 145, 492 (1966)  M. Bajmodel ośrodka ciągłego

1THz =4meV

Fonony
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W krysztale z bazą składająca się z ݎ atomów mamy 3 gałęzie fononów akustycznych, dla których 
߱௦ Ԧݍ ൌ 0 ൌ 0	(1 „podłużnych” LA i 2 „poprzecznych” TA) oraz 3ݎ െ 3 gałęzi fononów 
optycznych, dla których ߱௦ Ԧݍ ൌ 0 ് ݎ)	0 െ 1 „podłużnych” LO i 2ݎ െ 2 „poprzecznych” TO)

Diament , ݎ	 ൌ 2

Ibach, Luth M. Baj

߱ை ൌ ்߱ை

Fonony

2013‐06‐02 27

W krysztale z bazą składająca się z ݎ atomów mamy 3 gałęzie fononów akustycznych, dla których 
߱௦ Ԧݍ ൌ 0 ൌ 0	(1 „podłużnych” LA i 2 „poprzecznych” TA) oraz 3ݎ െ 3 gałęzi fononów 
optycznych, dla których ߱௦ Ԧݍ ൌ 0 ് ݎ)	0 െ 1 „podłużnych” LO i 2ݎ െ 2 „poprzecznych” TO)

Krzem, ݎ	 ൌ 2

J. Kulda et al., Physical Review B 50, 13347 (1994)  M. Baj

߱ை ൌ ்߱ை

1THz =4meV

Fonony
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W krysztale z bazą składająca się z ݎ atomów mamy 3 gałęzie fononów akustycznych, dla których 
߱௦ Ԧݍ ൌ 0 ൌ 0	(1 „podłużnych” LA i 2 „poprzecznych” TA) oraz 3ݎ െ 3 gałęzi fononów 
optycznych, dla których ߱௦ Ԧݍ ൌ 0 ് ݎ)	0 െ 1 „podłużnych” LO i 2ݎ െ 2 „poprzecznych” TO)

GaAs, ݎ	 ൌ 2

J. Kulda et al., Physical Review B 50, 13347 (1994)  M. Baj

߱ை  ்߱ை 8 cm‐1 = 1 meV
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Fonony
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W krysztale z bazą składająca się z ݎ atomów mamy 3 gałęzie fononów akustycznych, dla których 
߱௦ Ԧݍ ൌ 0 ൌ 0	(1 „podłużnych” LA i 2 „poprzecznych” TA) oraz 3ݎ െ 3 gałęzi fononów 
optycznych, dla których ߱௦ Ԧݍ ൌ 0 ് ݎ)	0 െ 1 „podłużnych” LO i 2ݎ െ 2 „poprzecznych” TO)

NaCl, ݎ	 ൌ 2

G. Raunio et al., Physical Review 178, 1496 (1969) M. Baj

߱ை  ்߱ை

8 cm‐1 = 1 meV

Czym bardziej spolaryzowane 
wiązanie pomiędzy atomami, 
tym większa różnica 
pomiędzy i ߱ை i ்߱ை.

Fonony
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W krysztale z bazą składająca się z ݎ atomów mamy 3 gałęzie fononów akustycznych, dla których 
߱௦ Ԧݍ ൌ 0 ൌ 0	(1 „podłużnych” LA i 2 „poprzecznych” TA) oraz 3ݎ െ 3 gałęzi fononów 
optycznych, dla których ߱௦ Ԧݍ ൌ 0 ് ݎ)	0 െ 1 „podłużnych” LO i 2ݎ െ 2 „poprzecznych” TO)

GaN, ݎ	 ൌ 4 (wurcyt) 

T. Ruf et al., Physical Review Letters 86, 906 (2001)  M. Baj

߱ை  ்߱ை

8 cm‐1 = 1 meV

Fonony
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Relacja Lyddane’a–Sachsa–Tellera

ߝ 0
ߝ ∞

ൌ
߱ை
ଶ

்߱ை
ଶ

Gdzie ߝ 0 i ߝ ∞ są niskoczęstościową i wysokoczęstościową stałą dielektryczną.

Efektywny, poprzeczny ładunek Borna:
Jedna z „dynamicznych” definicji ładunku efektywnego 

݁∗ ൌ ்߱ை
ߤߝ
ܰ

ߝ 0 െ ߝ ∞ 	

gdzie ߤ jest masą zredukowaną, a ܰ – koncentracją drgających par atomów 

Pojemność cieplna

2013‐06‐02 32

Doświadczalna obserwacja – w wysokich temperaturach molowe ciepło przy stałej objętości 
ܥ ൌ 3ܴ. Jest to zgodne z modelem klasycznym i zasadą ekwipartycji energii – prawo Dulonga‐
Petita ሺ~3 ܰ	jednowymiarowych oscylatorów na mol, na każdy wypada średnio ݇ܶ energii ⇒
molowa pojemność cieplna 3ܴܶ). Jednak w niskich temperaturach ܶ → 	0	w niemetalach ܥ
~ܶ3	(a prawo Dulonga‐Petita przewiduje ܥ ൌ  (	ݐݏ݊ܿ

Wkład fononów do energii wewnętrznej (na jednostkę objętości, bo ߩ Ԧݍ jest liczone na 
jednostkę objętości): 

ܷ ܶ ൌ න ߱௦ Ԧݍ ݊௦ ܶ
ଵௌ௦

ߩ Ԧݍ 	݀ଷݍ

gdzie ݏ numeruje gałęzie fononów 

Znajomość relacji dyspersyjnych dla wszystkich gałęzi fononowych pozwala znaleźć ܷሺܶሻ i ciepło 
przy stałej objętości liczone na jednostkę objętości: 

ܥ ൌ
߲ܷ
߲ܶ ்

Dwa proste modele fononowego wkładu do pojemności cieplnej sieci krystalicznej – Einsteina i 
Debya:
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Pojemność cieplna
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Model Einsteina:
W równowadze z termostatem o temperaturze ܶ obsadzenie stanu fononowego (średnia liczba 
fononów w danym stanie fononowym):

݊௦ ܶ ൌ
1

݁
ఠೞ 
் െ 1

Zbiór 3ܰ oscylatorów kwantowych, wszystkie o jednakowej energii ߱ (model w przybliżeniu 
słuszny dla fononów optycznych dla których ߱ Ԧݍ ൎ  (ݐݏ݊ܿ

ܷ ܶ ൌ 3ܰ ⋅ ߱ ⋅ ݊ ܶ ൌ 3ܰ ⋅ ߱
1

݁
ఠೞ 
் െ 1

jeśli wziąć ܰ ൌ ܰ , to molowe ciepło:

ܥ ൌ
߲ܷ
߲ܶ ்

ൌ 3ܴ
ଶ݁௫ݔ

݁௫ െ 1 ଶ 			
௫→
்→ஶ 			3ܴ

ݔ ൌ ఠబ
்

gdzie w ten sposób odtwarzamy prawo Dulonga‐Petita, ale w niskich temperaturach 
otrzymuje się zależność szybszą niż doświadczalna

Pojemność cieplna
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Model Debye’a:
fonony akustyczne z uproszczoną (liniową) dyspersją: 
்߱ ൌ ݍ்ݑ (2 gałęzie)
߱ ൌ ݍݑ (1 gałąź)

gęstość stanów na jednostkę częstości, na jednostkę objętości, na jedną (݅‐tą) gałąź:

ߩ ߱ ݀߱ ൌ ߩ Ԧݍ ݀ଷݍ ൌ
1
ߨ2

ݍ݀	ଶݍߨ4 ൌ
1
ଶߨ2

߱
ଶ

ଷݑ
݀߱

wszystkie 3 gałęzie (zakładając degenerację obu gałęzi poprzecznych): 

ߩ ߱ ൌ
߱ଶ

ଶߨ2
2
ଷ்ݑ


1
ଷݑ

≡
3߱ଶ

ଶߨ2
⋅
1
ଷݑ

ݑ – pewna średnia prędkość

Założenie sferycznej symetrii relacji dyspersyjnych zmusza do ograniczenia się do obszaru , tak 
aby całkowita liczba (koncentracja) stanów fononowych wyniosła 3ܰ: 

3ܰ ൌ න ߩ ߱ ݀߱
ఠವ



ൌ
1
ଶߨ2

⋅
߱௫
ଷ

ଷݑ

Stąd ߱ ൌ ଶܰయߨ6 ⋅ ݑ

Pojemność cieplna
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Model Debye’a:
fonony akustyczne z uproszczoną (liniową) dyspersją: 
்߱ ൌ ݍ்ݑ (2 gałęzie)
߱ ൌ ݍݑ (1 gałąź)

wszystkie 3 gałęzie (zakładając degenerację obu gałęzi poprzecznych): 

ߩ ߱ ൌ
߱ଶ

ଶߨ2
2
ଷ்ݑ


1
ଷݑ

≡
3߱ଶ

ଶߨ2
⋅
1
ଷݑ

Stąd ߱ ൌ ଶܰయߨ6 ⋅ ݑ

Ibach, Luth

Pojemność cieplna
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Model Debye’a:

3ܰ ൌ න ߩ ߱ ݀߱
ఠವ



ൌ
1
ଶߨ2

⋅
߱௫
ଷ

ଷݑ

Stąd ߱ ൌ ଶܰయߨ6 ⋅ ݑ

Definicja temperatury Debye’a:

Θ ൌ
߱

݇
ൌ ଶܰయߨ6 ⋅

ݑ
݇

Wkład fononów do energii wewnętrznej (na jednostkę objętości):

ܷ ܶ ൌ න ߱	ߩ ߱ ݊ ߱, ܶ 	݀߱
ఠವ



ൌ
3
ଶߨ2

⋅

ଷݑ
න

߱ଷ

݁
ఠ
் െ 1

݀߱
ఠವ



ൌ

ൌ
3
ଶߨ2

⋅

ଷݑ

⋅
݇ܶ


ସ

⋅ න
ଷݔ

݁௫ െ 1
ݔ݀


்



ൌ
3
ଶߨ2

⋅ ݑ ⋅
݇ܶ
ݑ

ସ

⋅ න
ଷݔ

݁௫ െ 1
ݔ݀

/்
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Pojemność cieplna
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Model Debye’a:
Otrzymujemy wkład fononów (akustycznych) do energii wewnętrznej wg. modelu Debye’a

ܷ
ܶ
Θ

ൌ 9ܰ݇Θ ⋅
ܶ
Θ

ସ
⋅ න

ଷݔ

݁௫ െ 1
ݔ݀

/்


Niskie temperatury:

ܷ
ܶ
Θ

ൎ 9ܰ݇Θ ⋅
ܶ
Θ

ସ
⋅
ସߨ

15
~ܶସ

Zgodnie z doświadczeniem ܥ~ܶଷ

Wysokie temperatury:

ܷ
ܶ
Θ

ൎ 9ܰ݇Θ ⋅
ܶ
Θ

ସ
⋅ න

ଷݔ

1  ݔ െ 1
ݔ݀


்



ൌ 9ܰ݇Θ ⋅
ܶ
Θ

ସ
⋅
1
3

Θ
ܶ

ଷ

ൌ 3ܰ݇ܶ

Prawo Dulonga‐Petita ܥ ൌ 3ܴ, jeśli policzymy ܷ dla  ܰ oscylatorów.

Pojemność cieplna

2013‐06‐02 38

Model Debye’a:

Ibach, Luth

Pojemność cieplna
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diament, linia – model Einsteina stały argon, linia – model Debye’a

Ch. Kittel, Wstęp do fizyki ciała stałego

Fonony

2013‐06‐02 40

Na koniec ważna uwaga:

Zasada zachowania energii i kwazipędu:
߱ଵ ൌ ߱ଶ  ߱ଷ
ଵܭ ൌ ଶܭ  ଷܭ  ܩ

Procesy umklapp

Ibach, Luth
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Równanie kp – masa efektywna

2013‐06‐02 43

Równanie Schrodingera na obwiednię ݑ, Ԧݎ :

ଶ̂

2݉


݉
̂݇	  ܸ Ԧݎ ,ݑ Ԧݎ ൌ ܧ െ

ଶ݇ଶ

2݉
,ݑ Ԧݎ

Jest to tzw. równanie  wykorzystywane do obliczeń energii i funkcji falowych wokół pewnego 
znanego rozwiązania dla ݇ ൌ ݇.

Pełny hamiltonian 
,ݑܪ Ԧݎ ൌ బܪ  ′ܪ ,ݑ Ԧݎ ൌ ܧ ݇ ,ݑ Ԧݎ

Zaburzenie: 

ᇱܪ ൌ

݉
	 ݇ െ ݇ ̂

Funkcję ݑ, Ԧݎ oraz energię ܧ ݇ znajdujemy w rachunku zaburzeń

Równanie kp – masa efektywna

2013‐06‐02 44

Landolt‐Boernstein

Rozwijamy ܧ ݇ ൌ ܧ െ
మమ

ଶ
wokół punktu ekstremalnego, np. ݇ ൌ 0:

Blisko leżące pasma
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Równanie kp – masa efektywna
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Rozwijamy ܧ ݇ ൌ ܧ െ
మమ

ଶ
wokół punktu ekstremalnego, np. ݇ ൌ 0:

ܧ ݇ ൌ ܧ 0  ᇱܪ 
ᇱܪ ଶ

ܧ 0 െ ܧ 0ஷ

 ⋯

Dla 

ᇱܪ ൌ නݑ, Ԧݎ ,ݑ	′ܪ Ԧݎ ݀ଷݎ ൌ െ
݅
݉
	݇ නݑ, Ԧݎ ,ݑߘ Ԧݎ ݀ଷݎ ൌܽ݇

ଷ

ୀଵ

ܧ ݇ ൌ ܧ 0 ܽ݇

ଷ

ୀଵ


ଶ

2݉
ߜ	  ܾ ݇ ݇

ଷ

ୀଵ

ଷ

ୀଵ

 ⋯

Liniowe w ݇

W ekstremum człony liniowe znikają

ܧ ݇ ൌ ܧ 0 
1
݉∗

	ଶ݇ ݇

2

ଷ

ୀଵ

ଷ

ୀଵ

 ⋯

Równanie kp – masa efektywna
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ܧ ݇ ൌ ܧ 0 
1
݉
∗

	ଶ݇ ݇

2

ଷ

ୀଵ

ଷ

ୀଵ

 ⋯

Wprowadzamty tzw. tensor odwrotności masy efektywnej:

1
݉
∗ ൌ

ߜ
݉

2ଶ

݉ଶ 
,ݑ

߲
ݔ߲

,ݑ ݀ଷݎ	 ⋅ 	 ,ݑ
߲
ݔ߲

,ݑ ݀ଷݎ

ܧ 0 െ ܧ 0ஷ

Tensor jest symetryczny (݉ ൌ ݉). Jeśli ekstremum energii jest w punkcie (k=0) to 
powierzchnia stałej energii jest elipsoidą w przestrzeni ݇, która po sprowadzeniu do osi 
głównych ma postać:

ܧ ݇ ൎ ܧ 0 
ଶ

2
݇ଵଶ

݉ଵ
∗ 

݇ଶଶ

݉ଶ
∗ 

݇ଷଶ

݉ଷ
∗

Gdzie ݉
∗	to masy efektywne w kierunku osi głównych.

Równanie kp – masa efektywna
Energia En(k) wokół ekstremum dla kryształu jednoosiowego (np. GaN): 

W pobliżu ekstremum (np. punkt (k=0)) możemy ograniczyć się do przybliżenia parabolicznego 
– pasmo parabloczne.

Dla kryształu kubicznego:

tzw. pasmo sferyczne

W ogólności w zależności energii od wektora falowego występują człony wyższego rzędu, które 
zostały zaniedbane (wyższe rzędy rachunku zaburzeń).
W ogólności energia elektronu jest funkcją składowych wektora falowego k=(k1,k2,k3). 
Powierzchnia stałej energii w ogólnym przypadku może mieć skomplikowany charakter, a jej 
kształt zależy od wszystkich pasm.
Badanie tensora masy efektywnej to jeden z głównych problemów fizyki ciała stałego.

2013‐06‐02 47

ܧ ݇ ൌ ܧ 0 
ଶ

2
݇ଵଶ  ݇ଶଶ

݉ୄ
∗ 

݇ଷଶ

݉∥
∗

ܧ ݇ ൌ ܧ 0 
ଶ݇ଶ

2݉∗

Równanie kp – masa efektywna
Energia En(k) wokół ekstremum

R. Stępniewski
2013‐06‐02 48

Pasmo nieparaboliczne

Pasmo niesferyczne
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Równanie kp – masa efektywna
Energia En(k) wokół ekstremum

R. Stępniewski
2013‐06‐02 49

Pasmo nieparaboliczne

Pasmo niesferyczne

Model ciasnego wiązania (LCAO)

2013‐06‐02 50

Dla struktury ܿݏ: ܴ െ ܴ ൌ േܽ, 0,0 ; 0, േܽ, 0 ; 0,0, േܽ ;
ܧ ݇ ൎ ܧ െ ܣ െ ܤ2 cos ݇௫ܽ  cos ݇௬ܽ  cos ݇௭ܽ

H.
 Ib
ac
h,
 H
. L
üt
h,
 S
ol
id
‐S
ta
te
 P
hy
sic

s

ܤ 
ൌ
െ
න
߮ 
∗
Ԧݎ
െ
ܴ 

ܸ
ᇱ
Ԧݎ
െ
ܴ 

߮ 
Ԧݎ
െ
ܴ 

	݀
ܸ

Orbitale 

Orbitale ݏ

Model ciasnego wiązania (LCAO)

2013‐06‐02 51

Dla struktury ܿݏ: ܴ െ ܴ ൌ േܽ, 0,0 ; 0, േܽ, 0 ; 0,0, േܽ ;
ܧ ݇ ൎ ܧ െ ܣ െ ܤ2 cos ݇௫ܽ  cos ݇௬ܽ  cos ݇௭ܽ

H.
 Ib
ac
h,
 H
. L
üt
h,
 S
ol
id
‐S
ta
te
 P
hy
sic

s

ܤ 
ൌ
െ
න
߮ 
∗
Ԧݎ
െ
ܴ 

ܸ
ᇱ
Ԧݎ
െ
ܴ 

߮ 
Ԧݎ
െ
ܴ 

	݀
ܸ

Pasmo walencyjne

2013‐06‐02 52

W półprzewodnikach grupy IV oraz w związkach półprzewodnikowych AIIIBV i AIIBVI wierzchołek 
pasma walencyjnego znajduje się w punkcie Γ 

Pasmo utworzone jest głównie ze stanów typu p (tzn. L=1) anionu 

6‐krotna degeneracja (z uwzględnieniem spinu) jest zniesiona przez oddziaływanie spin‐orbita 

ܬ ൌ
3
2

ܬ ൌ
1
2
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Przy obniżeniu symetrii punktowej kryształu (wurcyt), 4‐krotna degeneracja stanów ܬ ൌ 3/2
jest zniesiona

P.
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ra
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Γ

Γ

Γ

Γଽ

ܣ ܤ ܥ
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Przy obniżeniu symetrii punktowej kryształu (wurcyt), 4‐krotna degeneracja stanów ܬ ൌ 3/2
jest zniesiona
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G. Dresselhaus, A.F. Kip, C. Kittel: Phys. Rev. 98, 368 (1955), także np.: P. Yu, M. Cardona
„Fundamentals of Semiconductors”, M. Baj

Metoda kp z oddziaływaniem spin‐orbita 

Pod uwagę brane: pasma walencyjne ߁, 
߁଼ 	oraz najbliższe pasma przewodnictwa 
߁଼ ,߁ ,߁ – razem 14 stanów 

Wpływ pasm przewodnictwa 
uwzględniany w 2. rzędzie rachunku 
zaburzeń, podczas gdy hamiltonian kp
diagonalizowany w bazie funkcji pasm 
walencyjnych (6 funkcji, macierz 6x6) 

Ch
el
ik
ow

sk
y,
 J.
R.
, C

oh
en

, L
.: 
Ph
ys
. R

ev
. B

14
, 5
56

 (1
97

6)
 

Pasmo walencyjne

2013‐06‐02 56

Rozważmy atomowe stany :  ݔ , ݕ , ۧݖ| utworzone z operatora rzutu momentu pędu  ݈, ݉
na oś ݖ:

ݔ ൌ
1
2

1,െ1 െ 1, 1

ݕ ൌ
݅
2

1, െ1  1,1

ݖ ൌ 1,0 																													

1, െ1 ൌ
1
2

ݔ െ ݅ ݕ

1,0 ൌ ݖ 																											

1,1 ൌ െ
1
2

ݔ  ݅ ݕ

Oddziaływanie spin‐orbita ܮߣ መܵ prowadzi do tego, że dobrymi liczbami kwantowymi stają się ݆ i 

݉ i właściwą bazą stają się funkcje  ݆, ݉ ൌ ଷ
ଶ
, ݉ ,  ଵ

ଶ
, ݉ : 
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3
2
, ݉ ൌ

3
2
,െ

3
2
ൌ 1,െ1 ↓																																

3
2
, െ

1
2
ൌ

1
3

1,െ1 ↑  2 1,0 ↓

3
2
,
1
2
ൌ

1
3

1,1 ↓  2 1,0 ↑ 								

3
2
,
3
2
ൌ 1,1 ↑																																								

1
2
, ݉ ൌ

1
2
,െ

1
2
ൌ

1
3

1,0 ↓ െ 2 1, െ1 ↑

1
2
,
1
2
ൌ

1
3

1,0 ↑ െ 2 1, 1 ↓ 							

Oddziaływanie spin‐orbita ܮߣ መܵ prowadzi do tego, że dobrymi liczbami kwantowymi stają się ݆ i 

݉ i właściwą bazą stają się funkcje  ݆, ݉ ൌ ଷ
ଶ
, ݉ ,  ଵ

ଶ
, ݉ : 
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Oddziaływanie spin‐orbita ܮߣ መܵ prowadzi do tego, że dobrymi liczbami kwantowymi stają się ݆ i 

݉ i właściwą bazą stają się funkcje  ݆, ݉ ൌ ଷ
ଶ
, ݉ ,  ଵ

ଶ
, ݉ .

Taka samą procedurę możemy przeprowadzić dla funkcji stanów elektronowych pasma 
walencyjnego z punktu ߁ :  ݔ , ݕ , ۧݖ| , które transformują się pod działaniem operacji grupy 
punktowej kryształu jak atomowe stany . Będziemy wtedy mówili o –podobnych stanach, a 
także, po przeprowadzeniu takiej samej operacji jak przy tworzeniu atomowych funkcji 
݆, ݉ 	(przy dodaniu ܵ െ ܱ), o (݆	 ൌ 	3/2)–podobnych stanach czy (݆	 ൌ 	1/2)–podobnych 
stanach 

Takich – podobnych stanów można teraz użyć jako bazy do diagonalizacji hamiltonianu kp

Wyniki takiej procedury (uwzględniającej wyższe pasma w 2. rzędzie rachunku zaburzeń):
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Yu, Cardona Fundamenials of semiconductors Pasmo walencyjne
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Yu, Cardona Fundamenials of semiconductors
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Pasmo ߁ odszczepione spin‐orbitalnie

௦ܧ ൌ െΔ 
ଶ݇ଶ

2݉
1 െ

2
3

ܲଶ

݉ ܧ  Δ


2ܳଶ

݉ ᇱܧ  Δ

Dwa pasma ଼߁ (dziury ciężkie i lekkie)

േܧ ൌ ଶ݇ܣ േ ଶ݇ସܤ  ଶܥ ݇௫ଶ݇௬ଶ  ݇௬ଶ݇௭ଶ  ݇௫ଶ݇௭ଶ

Gdzie:
‐ܧ przerwa Γ െ Γ଼ ௩
ᇱܧ ‐ przerwa Γ଼  െ Γ଼ ௩
Δ‐ rozszczepienie ܱܵ Γ௩ െ Γ଼ ௩
݅ܲ ൌ ܺ ௫̂ Γ ‐ element macierzowy operatora 
pędu: pasmo walencyjne 	– pasmo przewodnictwa ݏ
݅ܳ ൌ ܺ ௬̂ Γ଼  ‐ element macierzowy operatora 
pędu: pasmo walencyjne  – pasmo przewodnictwa 
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Pasmo ߁ odszczepione spin‐orbitalnie

௦ܧ ൌ െΔ 
ଶ݇ଶ

2݉
1 െ

2
3

ܲଶ

݉ ܧ  Δ


2ܳଶ

݉ ᇱܧ  Δ

Dwa pasma ଼߁ (dziury ciężkie i lekkie)

േܧ ൌ ଶ݇ܣ േ ଶ݇ସܤ  ଶܥ ݇௫ଶ݇௬ଶ  ݇௬ଶ݇௭ଶ  ݇௫ଶ݇௭ଶ

Gdzie:
‐ܧ przerwa Γ െ Γ଼ ௩
ᇱܧ ‐ przerwa Γ଼  െ Γ଼ ௩
Δ‐ rozszczepienie ܱܵ Γ௩ െ Γ଼ ௩
݅ܲ ൌ ܺ ௫̂ Γ ‐ element macierzowy operatora 
pędu: pasmo walencyjne 	– pasmo przewodnictwa ݏ
݅ܳ ൌ ܺ ௬̂ Γ଼  ‐ element macierzowy operatora 
pędu: pasmo walencyjne  – pasmo przewodnictwa 

2݉
ଶ

ܣ ൌ 1 െ
2
3

ܲଶ

ܧ݉

2ܳଶ

ᇱܧ݉
2݉
ଶ

ܤ ൌ
2
3

െܲଶ

ܧ݉


ܳଶ

ᇱܧ݉
2݉
ଶ

ܥ ൌ
4ܲܳ

݉ ᇱܧܧ3
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Pasmo ߁ odszczepione spin‐orbitalnie

௦ܧ ൌ െΔ 
ଶ݇ଶ

2݉
1 െ

2
3

ܲଶ

݉ ܧ  Δ


2ܳଶ

݉ ᇱܧ  Δ

Dwa pasma ଼߁ (dziury ciężkie i lekkie)

േܧ ൌ ଶ݇ܣ േ ଶ݇ସܤ  ଶܥ ݇௫ଶ݇௬ଶ  ݇௬ଶ݇௭ଶ  ݇௫ଶ݇௭ଶ

Yu
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m
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Pasmo ߁ odszczepione spin‐orbitalnie

௦ܧ ൌ െΔ 
ଶ݇ଶ

2݉
1 െ

2
3

ܲଶ

݉ ܧ  Δ


2ܳଶ

݉ ᇱܧ  Δ

Dwa pasma ଼߁ (dziury ciężkie i lekkie)

േܧ ൌ ଶ݇ܣ േ ଶ݇ସܤ  ଶܥ ݇௫ଶ݇௬ଶ  ݇௬ଶ݇௭ଶ  ݇௫ଶ݇௭ଶ

Wszystkie pasma w ramach zastosowanych przybliżeń są w pobliżu punktu ߁ paraboliczne

Pasmo Γ௩	 odszczepione spin‐orbitalnie jest sferyczne

Pasma Γ଼ ௩	są silnie niesferyczne, „pofałdowane” (tzw. warping) – dotyczy to zarówno dziur 
ciężkich jak i lekkich. Masa efektywna zależy od kierunku i nie da się traktować jej jak „tensor 
masy efektywnej” w zrozumieniu definicji wprowadzonej przy omawianiu metody kp:

Γ଼ ௩
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Funkcja Blocha zależna od czasu ߱ ൌ  :/ܧ
Ψ, ,Ԧݎ ݐ ൌ ߰, Ԧݎ ݁ିఠ௧ ൌ ,ݑ Ԧݎ ݁ Ԧିఠ௧

opisuje elektron całkowicie zdelokalizowany – prawdopodobieństwo znalezienia go w każdej z 
komórek elementarnych Ω jest takie samo: 

න Ψ,
∗ ,Ԧݎ ݐ Ψ, ,Ԧݎ ݐ

ஐ

ܸ݀ ൌ න ߰,
∗ Ԧݎ ߰, Ԧݎ

ஐ
݁ିఠ௧ܸ݀ ൌ ݐݏ݊ܿ

Paczka falowa utworzona ze stanów ݊‐tego pasma z otoczenia ݇ (݇ ൌ ݇   Ԧ) będzie tworemߦ
zlokalizowanym, ale nie będzie odpowiadała stanowi własnemu hamiltonianu: 

߰	 ,Ԧݎ ݐ ൌ ܣ න ,ݑ Ԧݎ ݁ Ԧିఠ௧

ೖ

݀ ܸ

M. Baj
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Paczka falowa utworzona ze stanów ݊‐tego pasma z otoczenia ݇ (݇ ൌ ݇   Ԧ) będzie tworemߦ
zlokalizowanym, ale nie będzie odpowiadała stanowi własnemu hamiltonianu: 

߰	 ,Ԧݎ ݐ ൌ ܣ න ,ݑ Ԧݎ ݁ Ԧିఠ௧

ೖ

݀ ܸ

energia jest ciągłą funkcją ݇, zatem ߱ ݇ ൌ ߱ ݇  Ԧߦ߱ߘ  ⋯ (oznaczenie: ߱ ݇ ≡ ߱)
Funkcja Blocha ݑ, Ԧݎ jest wolnozmienną funkcją ݇

߰	 Ԧݎ ൌ ,ݑܣ Ԧݎ න ݁ బାక Ԧି ఠ  ାఇೖఠక ௧

ೖ

݀ଷߦ ൌ

ൌ ,ݑܣ Ԧݎ ݁ బԦିఠబ௧ න ݁ కԦି ఇೖఠక ௧

ೖ

݀ଷߦ ൌ ,ݑܣ Ԧݎ ݁ బԦିఠబ௧ ⋅ ⋅ଵܬ ଶܬ ⋅ 	ଷܬ

ܬ ൌ න ݁క ௫ି
డఠ
డ

௧ ߦ݀



ି

ൌ 2	Δ݇
sin Δ݇	 ݔ െ

߲߱
߲݇

ݐ

Δ݇	 ݔ െ
߲߱
߲݇

ݐ
ൌ 2	Δ݇ sinc ߙ

Maksimum dla ߙ ൌ 0.
R. Stępniewski
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Paczka falowa utworzona ze stanów ݊‐tego pasma z otoczenia ݇ (݇ ൌ ݇   Ԧ) będzie tworemߦ
zlokalizowanym, ale nie będzie odpowiadała stanowi własnemu hamiltonianu: 

߰	 Ԧݎ ൌ ,ݑܣ Ԧݎ ݁ బԦିఠబ௧ ⋅ ⋅ଵܬ ଶܬ ⋅ 	ଷܬ

ܬ ൌ න ݁క ௫ି
డఠ
డ

௧ ߦ݀



ି

ൌ 2	Δ݇
sin Δ݇	 ݔ െ

߲߱
߲݇

ݐ

Δ݇	 ݔ െ
߲߱
߲݇

ݐ
ൌ 2	Δ݇ sinc ߙ

Maksimum dla ߙ ൌ 0.

ݔ െ
߲߱
߲݇

ݐ ൌ 0	 ⇒ Ԧݎ െ ߱ߘ ⋅ ݐ ൌ 0	 ⇒ Ԧݒ ൌ ߱ߘ ൌ
1

ܧߘ ݇

Prędkość grupowa elektronu w krysztale
• zależy od struktury pasmowej
• w potencjale periodycznym ݒԦ 	ൌ (nieskończona droga swobodna)	ݐݏ݊ܿ	
• skończona droga swobodna w realnych kryształach związana z odstępstwami od 

periodyczności potencjału (domieszki, defekty, drgania termiczne etc.)
• kierunek prędkości prostopadły do powierzchni stałej energii

R. Stępniewski
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Pasmo paraboliczne, w układzie osi głównych:

ܧ ݇ ൌ ܧ ݇ 
ଶ

2
݇ଵ െ ݇ଵ ଶ

݉ଵ
∗ 

݇ଶ െ ݇ଶ ଶ

݉ଶ
∗ 

݇ଷ െ ݇ଷ ଶ

݉ଷ
∗

Ԧݒ ൌ 
݇ଵ െ ݇ଵ
݉ଵ
∗ ,

݇ଶ െ ݇ଶ
݉ଶ
∗ ,

݇ଷ െ ݇ଷ
݉ଷ
∗

czyli: ݉∗ݒԦ ൌ 	 ݇ െ ݇ 				⇒ 					݉∗ݒԦ ൌ ݉∗ ଵ

ܧߘ ݇ ൌ 	 ݇ െ ݇

Dla dowolnego (także nieparabolicznego) przypadku dostajemy tensor pędowej masy 
efektywnej ݉

∗ :
1
݉,
∗ ൌ

1
ଶ ݇ െ ݇

⋅
ܧ߲
߲݇

R. Stępniewski
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Pasmo paraboliczne, w układzie osi głównych:

ܧ ݇ ൌ ܧ ݇ 
ଶ

2
݇ଵ െ ݇ଵ ଶ

݉ଵ
∗ 

݇ଶ െ ݇ଶ ଶ

݉ଶ
∗ 

݇ଷ െ ݇ଷ ଶ

݉ଷ
∗

Ԧݒ ൌ 
݇ଵ െ ݇ଵ
݉ଵ
∗ ,

݇ଶ െ ݇ଶ
݉ଶ
∗ ,

݇ଷ െ ݇ଷ
݉ଷ
∗

czyli: ݉∗ݒԦ ൌ 	 ݇ െ ݇ 				⇒ 					݉∗ݒԦ ൌ ݉∗ ଵ

ܧߘ ݇ ൌ 	 ݇ െ ݇

Dla dowolnego (także nieparabolicznego) przypadku dostajemy tensor pędowej masy 
efektywnej ݉

∗ :
1
݉,
∗ ൌ

1
ଶ ݇ െ ݇

⋅
ܧ߲
߲݇

Poprzednio wprowadziliśmy tzw. tensor odwrotności masy efektywnej: (wykład  7)

1
݉
∗ ൌ

ߜ
݉

2ଶ

݉ଶ 
,ݑ

߲
ݔ߲

,ݑ ݀ଷݎ	 ⋅ 	 ,ݑ
߲
ݔ߲

,ݑ ݀ଷݎ

ܧ 0 െ ܧ 0ஷ

R. Stępniewski
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Załóżmy, że działa siła zewnętrzna ܨԦ. Moc tej siły: 

ԦݒԦܨ ൌ
ܧ݀
ݐ݀

ൌ ܧߘ ݇
݀݇
ݐ݀

ൌ ݒԦ ሶ݇ 			⇒ 					 Ԧܨ ൌ  ሶ݇

wektor pseudopędu spełnia to samo równanie, co pęd dla elektronu poza kryształem (równanie 
Newtona). ܨԦ może być dowolna, np. ܨԦ ൌ ݍ ܧ  Ԧݒ ൈ ܤ →	efekt Halla. 

Ԧܨ jest siłą zewnętrzną; oddziaływania z rdzeniami atomowymi i innymi elektronami są już 
uwzględnione w ܧ ݇ i ݉∗

Przyspieszenie: 

Ԧܽ ൌ Ԧሶݒ ൌ
1

݀
ݐ݀
	 ܧߘ ݇ ൌ

1

ܧߘߘ ݇ ሶ݇ ൌ

1
ଶ
ܧߘߘ ݇ Ԧܨ ൌ ݉∗ ିଵܨԦ

R. Stępniewski
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Przyspieszenie: 

Ԧܽ ൌ Ԧሶݒ ൌ
1

݀
ݐ݀
	 ܧߘ ݇ ൌ

1

ܧߘߘ ݇ ሶ݇ ൌ

1
ଶ
ܧߘߘ ݇ Ԧܨ ൌ ݉∗ ିଵܨԦ

tensor dynamicznej masy efektywnej:

݉∗ ିଵ ൌ
1
ଶ
ܧߘߘ ݇ ൌ

1
ଶ

߲ଶܧ
߲݇ଵଶ

߲ଶܧ
߲݇ଵ߲݇ଶ

߲ଶܧ
߲݇ଵ߲݇ଷ

߲ଶܧ
߲݇ଶ߲݇ଵ

߲ଶܧ
߲݇ଶଶ

߲ଶܧ
߲݇ଶ߲݇ଷ

߲ଶܧ
߲݇ଷ߲݇ଵ

߲ଶܧ
߲݇ଷ߲݇ଶ

߲ଶܧ
߲݇ଷଶ

definicja ta jest dobra dla dowolnego wektora falowego, nie tylko w pobliżu ekstremum!

Tensor dynamicznej masy efektywnej ݉∗ 	i pędowej masy efektywnej ݉
∗ :	w ogólności ݉∗ ് ݉

∗ .

Tensor ݉∗ jest symetryczny, dla punktu ߁ jest tożsamy z tensorem odwrotności masy efektywnej 
wprowadzonym przy omawianiu zależności ܧ ݇ w pobliżu ekstremum pasma (Wykład 7)

w przypadku pasma parabolicznego masy pędowa i dynamiczna są identyczne ݉∗ ൌ ݉
∗ .

R. Stępniewski
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Przybliżenie masy efektywnej  (Effective Mass Approximation – EMA) – J.M. Luttinger, W. Kohn, 
Physical Review 97, 869 (1955)

w celu wprowadzenia prędkości grupowej tworzyliśmy paczkę falową z otoczenia ݇, a więc 
tworzyliśmy kombinację liniową funkcji Blocha, co w przybliżeniu dało iloczyn amplitudy 
blochowskiej ,ݑ Ԧݎ i pewnej funkcji obwiedni („enwelopy”) – tutaj była ona zależna od czasu

߰	 Ԧݎ ൌ ,ݑܣ Ԧݎ ݁ బԦିఠబ௧ න ݁ కԦି ఇೖఠక ௧

ೖ

݀ଷߦ

Przybliżenie masy efektywnej podaje przepis jak znaleźć rozwiązanie jednoelektronowego 
równania Schrödingera z wolnozmiennym na obszarze komórki elementarnej potencjałem ܷ Ԧݎ , 
jeśli znamy rozwiązania ݑ, Ԧݎ równania dla ܷ Ԧݎ ൌ 0 i ݇ ൌ ݇ (oznaczymy je ݑ,బ Ԧݎ ):

െ
ଶ

2݉
Δ  ܸ Ԧݎ  ܷ Ԧݎ Ψ Ԧݎ ൌ Ψܧ Ԧݎ

Potencjał periodyczny sieci Potencjał wolnozmienny

R. Stępniewski
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Przybliżenie masy efektywnej  (Effective Mass Approximation – EMA) 
Przybliżenie masy efektywnej podaje przepis jak znaleźć rozwiązanie jednoelektronowego 
równania Schrödingera z wolnozmiennym na obszarze komórki elementarnej potencjałem ܷ Ԧݎ , 
jeśli znamy rozwiązania ݑ, Ԧݎ równania dla ܷ Ԧݎ ൌ 0 i ݇ ൌ ݇ (oznaczymy je ݑ,బ Ԧݎ ):

െ
ଶ

2݉
Δ  ܸ Ԧݎ  ܷ Ԧݎ Ψ Ԧݎ ൌ Ψܧ Ԧݎ

Rozwiazaniem dla ݊‐tego pasma są funkcje Ψ Ԧݎ ൌ Φ Ԧݎ ,బݑ Ԧݎ , gdzie funkcja enwelopy
(obwiedni) Φ Ԧݎ musi spełniać równanie masy efektywnej:

ଶ

2


1
݉∗

ఈ,ఉ
െ݅

߲
ఈݔ߲

െ݅
߲
ఉఈ,ఉݔ߲

 ܷ Ԧݎ Φ Ԧݎ ൌ ܧ െ ܧ 0 Φ Ԧݎ

R. Stępniewski
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Przybliżenie masy efektywnej  (Effective Mass Approximation – EMA) 
Rozwiazaniem dla ݊‐tego pasma są funkcje Ψ Ԧݎ ൌ Φ Ԧݎ ,బݑ Ԧݎ , gdzie funkcja enwelopy
(obwiedni) Φ Ԧݎ musi spełniać równanie masy efektywnej:

ଶ

2


1
݉∗

ఈ,ఉ
െ݅

߲
ఈݔ߲

െ݅
߲
ఉఈ,ఉݔ߲

 ܷ Ԧݎ Φ Ԧݎ ൌ ܧ െ ܧ 0 Φ Ԧݎ

Np.:

ܧ ݇ ൌ ܧ 0 
ଶ݇ଶ

2݉
Daje

െ
ଶ

2݉
Δ  ܷ Ԧݎ Φ Ԧݎ ൌ ܧ െ ܧ 0 Φ Ԧݎ

jest to, formalnie rzecz biorąc, równanie Schrödingera dla kwazicząstki o masie równej masie 
efektywnej ݉∗ poruszającej się w potencjale ܷ Ԧݎ . Potencjał periodyczny sieci jest uwzględniony 
poprzez masę efektywną. Jeśli np. ܷ Ԧݎ jest przyciągającym potencjałem domieszki, to enwelopa
będzie funkcją zlokalizowaną (donory, akceptory itp.!)

R. Stępniewski
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Metoda ciasnego wiązania ‐ wnioski
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W ramach metody ciasnego wiązania powstawanie pasm wyjaśniamy jako efekt wzajemnego 
oddziaływania stanów atomowych poszczególnych atomów tworzących ciało stałe. Stany 
atomowe klasyfikujemy jako należące do odpowiednich powłok: 

H.
 Ib
ac
h,
 H
. L
üt
h,
 S
ol
id
‐S
ta
te
 P
hy
sic

s

Nieparzysta liczba 
elektronów na 
komórkę (metal)

Parzysta liczba 
elektronów na 
komórkę (niemetal)

Parzysta liczba elektronów na 
komórkę ale przekrywające się 
pasma (metale II grupy, np. Be 
→	slajd wcześniej!)
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H.
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Be

C, Si, Ge
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Liczenie sumarycznego wkładu całkowicie zapełnionego pasma do danej wielkości fizycznej ݂ ݇
wymaga sumowania lub całkowania po wszystkich ݇ ∈ ܤܵ ܤܵ) = strefa Brillouina):

݂ ݇ ൌ  ݂ ݇
∈ௌ

→ 	 න ݂ ݇ ߩ ݇ ݀ ܸ
∈ௌ

ൌ ߩ ݇ න ݂ ݇ ݀ ܸ
∈ௌ

Sumaryczny pseudopęd znika (bo ܵܤ ma środek inwersji!):

݇ ൌ ߩ ݇ න ݇	݀ ܸ
∈ௌ

ൌ 0

Jeśli ݂ ݇ 	 jest funkcją okresową z okresem sieci Bravais, to całkowanie jej po obszarze komórki 
elementarnej Ω daje wartość stałą: 

ܫ ′Ԧݎ ൌ න ݂ Ԧݎ  ′Ԧݎ 	ܸ݀
ஐ

ൌ 	ݐݏ݊ܿ

pochodne znikają: 

ܫ′ߘ ′Ԧݎ ൌ න ݂′ߘ Ԧݎ  ′Ԧݎ 	ܸ݀
ஐ

ൌ න ݂ߘ Ԧݎ  ′Ԧݎ 	ܸ݀
ஐ

ൌ 0

Podobnie   ߘᇱଶܫ ′Ԧݎ ൌ 0 (ważne: całka musi być po całym obszarze Ω).
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W szczególności dla ݎԦᇱ ൌ 0

ܫᇱߘ 0 ൌ න ݂ߘ Ԧݎ 	ܸ݀
ஐ

ൌ 0, 									 ܫᇱଶߘ 0 ൌ න ଶ݂ߘ Ԧݎ 	ܸ݀
ஐ

ൌ 0

Stosując otrzymane wzory do ܧ ݇ , która jest okresowa w sieci odwrotnej oraz pamiętając, że 
↑ܧ ݇ ൌ ↓ܧ െ݇ :

Ԧݒ ൌ 0
ଔԦ ൌ Ԧݒ݁ ൌ 0

Ԧሶݒ ൌ 0

݉∗ିଵ ൌ 0



2013‐06‐02

21

Własności pasm wypełnionych
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Elektrony całkowicie zapełnionego pasma nie mogą uzyskać dodatkowego pędu pod działaniem 
siły zewnętrznej – nie dają wkładu do żadnych własności transportowych:

Ԧܨ Ԧܨ

Dziury
Kwazicząstki - dziury
Dla opisania sumarycznych właściwości tych 2ܰ െ 1	elektronów wprowadzamy pojęcie 
nowej kwazicząstki ‐dziury. Dziura quasi cząstka z dodatnią masą efektywną, która 
opisuje własności zbioru elektronów w ciele stałym o masie ujemnej z jednym stanem 
pustym.

Jeśli f(k) pewna wielkość fizyczna charakteryzująca elektron o wektorze falowym k to
wartość tej wielkości dla dziury:

dla pasma w którym brakuje elektronu w stanie j

Np. wektor falowy dziury:

Np. prędkość dziury:

ௗ݂ ൌ ݂ ݇

ଶே

ୀଵ
ஷ

݇ௗ ൌ݇

ଶே

ୀଵ
ஷ

ൌ ݇

ଶே

ୀଵ

െ ݇ ൌ െ݇

Ԧௗݒ ݇ ൌ െݒԦ ݇
Ԧௗݒ ݇ௗ ൌ Ԧݒ ݇
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Np. masa dziury    ݉ௗ
∗ ݇ ൌ െ݉

∗ ݇ jest DODATNIA (െ݉
∗ ݇ ൏ 0)

Dziury
Kwazicząstki - dziury
Dla opisania sumarycznych właściwości tych 2ܰ െ 1	elektronów wprowadzamy pojęcie 
nowej kwazicząstki ‐dziury. Dziura quasi cząstka z dodatnią masą efektywną, która 
opisuje własności zbioru elektronów w ciele stałym o masie ujemnej z jednym stanem 
pustym.

Ԧௗݒ ݇ ൌ െݒԦ ݇
Ԧௗݒ ݇ௗ ൌ Ԧݒ ݇
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ଔԦ ൌ െ݁ݒԦି௭ି௬ ൌ ݁ݒԦି௪ି௨௦௧௬ି௦௨

Dziury
Kwazicząstki - dziury
Ładunek dziury jest dodatni gdyż w polu elektrycznym równanie Newtona daje:

 ሶ݇
ௗ ൌ െ ሶ݇

 ൌ ݁ܧ
Energia dziury:

ௗܧ ൌܧ ݇

ଶே

ୀଵ

െ ܧ ݇ ൌ ܧ െ ܧ ݇

rośnie, kiedy Ee (a więc energia brakującego elektronu) maleje Jeśli liczymy energię 
elektronów od dna pasma przewodnictwa, to (ܧ skaluje „0” energii): 

ܧ ൌ െீܧ െ
ଶ݇ଶ

2 ݉
∗ 		⇒ ௗܧ				 ൌ ܧ  ீܧ 

ଶ݇ଶ

2݉ௗ
∗

Dziura jest fermionem (tak jak elektron, którego brakuje w paśmie)
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Dziury
Kwazicząstki - dziury
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W pasmie walencyjnym wygodnie jest operować językiem dziur

Ԧௗݒ ൌ
1

ௗܧߘ ݇ௗ

 ሶ݇
ௗ ൌ ݁ܧ

ௗܧ ൌ ሺ0ሻܧ 
ଶ݇ଶ

2݉ௗ
∗

Często obecne są równocześnie i elektrony w paśmie przewodnictwa i dziury w paśmie 
walencyjnym. Trzeba wtedy brać oba pasma pod uwagę.

M. Baj


