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Nanostruktury – druty i kropki 
kwantowe
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Pełen Hamiltonian w naszym wszechświecie ma 3 wymiary przestrzenne   ,ݔ ,ݕ ,ݖ ݐ ൌ ܴ, ݐ 	
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Wzdłuż kierunków ݔ i ݕ mamy ruch swobodny:

Można pokazać (przy tablicy!), że ostatecznie energie własne potencjału ܸ ݖ są w postaci:
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W zależności od półprzewodnika dno pasma przewodnictwa może być zbudowane z różnych 
dolin – ta sama hetereostruktura może być studnią w jednym paśmie (np. Γ) i barierą w innym 
(np. ܺ)
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Obecność studni zmieni a symetrię kryształu (np. studnia kwantowa na kierunku [001] 
odpowiada ciśnieniu jednoosiowemu przyłożonemu prostopadle do warstwy). Trzeba rozwiązać 
równanie ࢖࢑ (Chemla 1983):
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Obecność studni zmieni a symetrię kryształu (np. studnia kwantowa na kierunku [001] 
odpowiada ciśnieniu jednoosiowemu przyłożonemu prostopadle do warstwy). Trzeba rozwiązać 
równanie ࢖࢑ (Chemla 1983):

Effects of biaxial strain: decrease of the 
degeneracy of the valence band and change 
of the effective masses in the GaxIn1‐xAs / 
GaxIn1‐xAsyyP1‐y material system.

S.L. Chuang, Phys. Rev. B 43, p. 9649 (1991). 9, 10
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Cząstki A i B mają 
tę samą energię!

Studnie 2D i 3D

2013‐02‐27 10

Drut prostokątny  ܽ ൈ ܾ – rozwiązania typu: 
௡ೣ,௡೤ߝ ൌ

԰ଶߨଶ

2݉
݊௫ଶ

ܽଶ
൅
݊௬ଶ

ܾଶ

http://wn.com/2d_and_3d_standing_wave
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Studnia cylindryczna (o nieskończonych ścianach)
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Studnia Cylindryczna
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http://www.almaden.ibm.com/vis/stm/images/stm17.jpg

Studnie 2D i 3D
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Marc Baldo MIT OpenCourseWare Publication May 2011
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Druty kwantowe
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Druty kwantowe

2013‐02‐27 18

Druty kwantowe
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www.ece.odu.edu/g_seminar.htm

Photo by Peidong Yang/UC Berkeley, courtesy of Science
http://www.mpi‐halle.mpg.de/~mbe/

Druty kwantowe
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Microelectronics Journal  39,  2008, 369–374



2013‐02‐27

6

Druty kwantowe

2013‐02‐27 21

Microelectronics Journal  39,  2008, 369–374

Miniband properties of 
superlattice quantum dot arrays 
fabricated by the edge‐defined 
nanowires

Druty kwantowe
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Microelectronics Journal  39,  2008, 369–374

Miniband properties of 
superlattice quantum dot arrays 
fabricated by the edge‐defined 
nanowires

Druty kwantowe
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Marc Baldo MIT OpenCourseWare Publication May 2011
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Energy

Time

Island 
formation

1122  

SUBSTRATE
(GaAs)

EPITAXIAL
LAYER
(e.g. InAs)

• Defect‐free semiconductor “clusters“ 
on a 2D quantum well wetting layer

TEM

0.25µm x 0.25µm

Potencjał harmoniczny 2D
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GaAs InAs

GaAs

InGaAs

InGaAs
QDs

GaAs

InGaAs
QDs

GaAs

5 nm

20 nm

50 nm

TEM J.JasińskiAFM IMS-NRC
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Potencjał harmoniczny 2D

2013‐02‐27 29

Kropki kwantowe 
InGaAs/GaAs

S.Raymond et al Phys. Rev. B 54; 11548 (1995)

Potencjał harmoniczny 2D
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Double‐barrier
heterostructure
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Degeneracja?

ࡺ ሺ࢞࢔, ሻ࢟࢔

0 (0,0)

1 (1,0) (0,1)

2 (2,0) (1,1) (0,2)

3 (3,0) (2,1) (1,2) (0,3)

݃ே ൌ ܰ ൅ 1	

ܰ ൌ ݊௫ ൅ ݊௬

Spektroskopia kropek kwantowych
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laser beam

sample

7mm

Spektroskopia kropek kwantowych
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T=300K
Minimum step~50 nm
Maximum step ~1 m
T=4.2K
Minimum step~5 nm
Maximum step ~100 nm

0.2-1 m

300 m
A.Babinski, et al. Physica E 26 (2005) 190

Spektroskopia kropek kwantowych
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Harmonic oscillator model:

• s‐, p‐, d‐,… shells

• Allowed interband transition 
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Szkic dowodu
Funkcja Blocha nośnika w krysztale::

Ψ Ԧݎ ൌ෍ܿ௡,௞ݑ௡,௞ Ԧݎ ݁௜௞௥Ԧ
௡,௞

Ψୡ Ԧݎ ൎ෍ܿଵ,௞ݑ୻ల,଴ Ԧݎ ݁
௜௞௥Ԧ

௞

ൌ ୻ల,଴ݑ Ԧݎ ௘ܨ Ԧݎ

Dla elektronu:

Dla dziury:

Ψ୴ Ԧݎ ൎ ෍ ௃ܿ೥,௞ݑ୻ఴ,௃೥ Ԧݎ ݁
௜௞௥Ԧ

௃೥ୀ	േଷ/ଶ,േଵ/ଶ,௞

ൌ ෍ ୻ఴ,௃೥ݑ Ԧݎ ௃೥ܨ Ԧݎ
௃೥ୀ	േଷ/ଶ,േଵ/ଶ,௞

Dipolowe przejścia optyczne międzypasmowe:

Ψୡ Ԧݎ Ԧ݌ Ψ୴,௃೥ Ԧݎ ൌ ୻ల,଴ݑ Ԧݎ ୻ఴ,௃೥ݑ Ԧݎ ௘ܨ Ԧݎ Ԧ݌ ௃೥ܨ Ԧݎ ൅ ୻ల,଴ݑ Ԧݎ Ԧ݌ ୻ఴ,௃೥ݑ Ԧݎ ௘ܨ Ԧݎ ௃೥ܨ Ԧݎ
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Zależność od mocy pobudzania widm 
fotoluminescencji otrzymanych w temperaturze 
bliskiej temperatury ciekłego helu (ok. 5 K) dla 
licznego (wielomilionowego) zbioru kropek 
kwantowych InAs/GaAs.

CB

VB

p

s

s

p

PL
 In
te
ns
ity



2013‐02‐27

11
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Adam Babiński

Potencjał harmoniczny 2D
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The electronic structure of a strained InAs
(110) pyramidal quantum dot embedded 
within GaAs. The strain‐modified band 
offsets are shown above the atomic 
structure. They exhibit a well for both 
heavy holes and electrons.
Isosurface plots of the four highest hole 
states and four lowest electron states, as 
obtained from pseudopotential
calculations, appear on the left and
right. CBM means conduction band 
minimum and VBM valence band 
minimum

MRS Bulletin Vol. 23 No. 2, p. 35 (1998).

Potencjał harmoniczny 2D
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Angular Momentum -L
n, m = 0,1,2...
L = n  m (elektron)

Adam Babiński

Potencjał harmoniczny 2D
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Widmo fotoodbicia z temperatury pokojowej dla 
struktury z kropkami kwantowymi In‐As/GaAs
[W. Rudno‐Rudziński, et al. Solid State Commun. 
135, 232 (2005)]

Zależność od mocy pobudzania widm 
fotoluminescencji otrzymanych w temperaturze 
bliskiej temperatury ciekłego helu (ok. 5 K) dla 
licznego (wielomilionowego) zbioru kropek 
kwantowych InAs/GaAs.
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Ważny przykład – cząstka w polu magnetycznym. Częstość cyklotronowa ߱௖

http://www2.warwick.ac.uk/fac/sci/physics/current/postgraduate/regs/mpags/ex5/mag/

oscylacje Shubnikova‐de Haasa

Potencjał harmoniczny 3D
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Degeneracja?

ࡺ ሺ࢞࢔, ,࢟࢔ ሻࢠ࢔

0 (0,0,0)

1 (1,0,0) (0,1,0) (0,0,1)

2 (2,0,0) (0,2,0) (0,0,2) (1,1,0) (1,0,1) (0,1,1)

3 3x(3,0,0) 1x(1,1,1) 6x(2,0,1)

݃ே ൌ
ܰ ൅ 1 ܰ ൅ 2

2

ܰ ൌ ݊௫ ൅ ݊௬ ൅ ݊௭

Sferyczne kropki kwantowe
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Przerwa energetyczna w sferycznych kropkach kwantowych [Brus, L. E. J. Phys. Chem. 1986, 90, 
2555, Brus. L. E. J. Chem. Phys. 1984, 80, 4403]
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1
݉௘
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1
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െ
1.8݁ଶ
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Część kulombowska oddz. ݁ െ ݄ z 
uwzględnieniem polaryzacji (sfera) 
OBNIŻA energię. Potencjał obliczony 
dla funkcji w postaci Ψ௡ ݎ (݊ ൌ 1) :

Lokalizacja kwantowa (quantum localization): mniejsza cząstka –
więcej wektorów ݇ potrzebnych do opisu stanu nośnika. Czyli 
cząstka w studni! ZWIĘKSZA energie przerwy

௡ߝ ൌ
԰ଶ݇௡ଶ

2݉
ൌ
԰ଶ݊ଶߨଶ

ଶܮ2݉ Ψ௡ ݎ ൌ
௡ܥ
ݎ
sin

ݎߨ݊
ܴ

ܴ – średnica 
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http://www.sussex.ac.uk/Users/kaf18/QDSpectra.jpg

Przerwa energetyczna w sferycznych kropkach kwantowych [Brus, L. E. J. Phys. Chem. 1986, 90, 
2555, Brus. L. E. J. Chem. Phys. 1984, 80, 4403]
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http://www.sussex.ac.uk/Users/kaf18/QDSpectra.jpg

Przerwa energetyczna w sferycznych kropkach kwantowych [Brus, L. E. J. Phys. Chem. 1986, 90, 
2555, Brus. L. E. J. Chem. Phys. 1984, 80, 4403]

Przerwa energetyczna CdSe
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Przerwa energetyczna w sferycznych kropkach kwantowych [Brus, L. E. J. Phys. Chem. 1986, 90, 
2555, Brus. L. E. J. Chem. Phys. 1984, 80, 4403]
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uwzględnieniem polaryzacji (sfera) 
OBNIŻA energię. Potencjał obliczony 
dla funkcji w postaci Ψ௡ ݎ (݊ ൌ 1) :

Lokalizacja kwantowa (quantum localization): mniejsza cząstka –
więcej wektorów ݇ potrzebnych do opisu stanu nośnika. Czyli 
cząstka w studni! ZWIĘKSZA energie przerwy
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http://www.medicine.tcd.ie/molecular‐medicine/gallery/pictures/scientific‐pictures.php

Synthesis Techniques
• Vapor phase (molecular beams, flame synthesis etc…
• Solution phase synthesis
•Aqueous Solution
•Nonaqueous Solution
•Typically the rapid reduction of organmetallic precusors in hot
organics with surfactants

Semiconductor Nanoparticles
II‐VI: CdS, CdSe, PbS, ZnS
III‐V: InP, InAs
MO: TiO2, ZnO, Fe2O3, PbO, Y2O3
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http://www.microscopyu.com/articles/fluorescence/index.html
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Luminescent quantum dots for multiplexed biological detection and imaging
W. Chan et al. Current Opinion in Biotechnology 2002, 13:40–46
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In vivo molecular and cellular imaging with quantum dots Xiaohu Gao Current Opinion in Biotechnology 2005, 16:63–72
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Synthesis of multi‐shell nanocrystals by a single step coating process, Nanotechnology 2006

Quantum Yield = 
wydajność kwantowa

Wydajność kwantową 
fluorescencji definiuje 
się jako stosunek liczby 
wyemitowanych 
fotonów do liczby 
fotonów promieniowa‐
nia wzbudzającego, 
pochłoniętych przez 
substancję w tym 
samym czasie i tej 
samej objętości.
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In vivo molecular and cellular imaging with quantum dots Xiaohu Gao Current Opinion in Biotechnology 2005, 16:63–72
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Current Opinion in Chemical Biology 2006, 10:423–429 Nanoscale controlled self‐assembled monolayers and quantum dots

Sferyczne kropki kwantowe

2013‐02‐27 60
In vivo molecular and cellular imaging with quantum dots
Xiaohu Gao Current Opinion in Biotechnology 2005, 16:63–72



2013‐02‐27

16

Sferyczne kropki kwantowe

2013‐02‐27 61

An Ancient Model Organism to Test In 
Vivo Novel Functional Nanocrystals
By Claudia Tortiglione
"Biomedical Engineering ‐ From Theory to Applications", Edited by 
Reza Fazel‐Rezai, 

Figure 18.
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Figure 1.
Anatomical structure of Hydra vulgaris
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Justin Galloway

Sferyczne kropki kwantowe w biol‐med

2013‐02‐27 63
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