Wyktad 1
(3 godz.)

Zaczng od przypomnienia pewnego rysunku i pewnego rachunku z wyktadu zesziorocznego.

ﬂ,

Na czarno zaznaczony jest rzut toru punktu materialnego zmuszonego do poruszania si¢
po powierzchni obrotowej (bez dzialania innych sit niz stwarzane przez powierzchnig sily
reakcji). Mimo, iz sita reakcji nie jest znana z goéry, sam fakt, ze jest ona prostopadta do po-
wierzchni, a jej rzut na plaszczyzng rysunku jest centralny, pozwalat napisa¢ prawo zachowa-
nia energii i momentu pgdu, co wystarczyto nam do wyznaczenia réwnania tego toru.

Dla linii lezacej na zadanej powierzchni i taczacej dwa zadane z géry punkty mozemy
postawic tez, czysto geometryczne, zadanie znalezienia takiej linii, ktérej dlugos¢ jest eks-
tremalna, w tym wypadku najkrétsza z mozliwych.

Pamigtacie Panstwo, ze fizyczny tor jest rOwnoczes$nie ekstremala. Uczciwie to policzy-
fem. Poming sposob wyprowadzenia rOwnania toru z praw fizyki (w tym wypadku praw za-
chowania), przypomn¢ wyprowadzenie réwnania wynikajacego z warunku ekstremalnosci.

Na rysunku sa jakie$s dwa punkty na torze czastki poruszajacej si¢ po powierzchni bryty
obrotowej, jest fragment stosownej geodezyjnej i kilka alternatywnych drég, razem pig¢,
wiodacych od A do B. Dokladniej méwiac, owe pig¢ drég odpowiada zaleznosciom
O(r) =@, (1) +¢€d(r),dla € =1, 0.5, 0, -0.5, -1, gdzie @, (r) jest fragmentem geodezyj-

nej (dla jakiej$ metryki, ktorej nie specyfikuje, bo rozwazania sa ogdlne). Z kolei d(r) jest
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jakas, jedna z nieskonczenie wielu mozliwych, modyfikacja, (naukowo zwana wariacja), na-
szej geodezyjnej. Oczywista wiasnoscia 0(r), jesli mamy poréwnywac dtugos¢ odcinka geo-
dezyjnej z dlugos$cia alternatywnych drég od A do B, jest jej znikanie w punktach A i B

8(r,) =08(ry) =0

Nie jest trudno wyobrazi¢ sobie alternatywne drogi dla wszystkich wartoscie pomigdzy
—1, a+1. Oczywiscie dlugo$¢ drogi staje si¢ w tej sytuacji funkcja €.

Cokolwiek wybraliby$my na funkcje O(r), wartos¢ €= 0, bedzie odpowiadata akurat
geodezyjnej (w naszym rozumieniu tego okreslenia, jako drogi wybieranej przez punkt mate-

rialny, nie doznajacy zadnej sity w ptaszczyznie stycznej)

l,,(8) = f\/rzdwz +g, (rdr’ = .f\/rz((p;eo (1 +ed(r))* +g, (r)dr (1.1)

Dla jakiej wartosci € droga jest najkrotsza?

To nie jest bardzo trudne pytanie! Warunkiem koniecznym jest, by pochodna po € byla
zerem! Domyslamy sig, ze tak wiasnie bedzie dla €=0. Jak niebawem zrozumiemy, fizyczna
istota geodezyjnej, jako toru dla czastek (albo $wiatla, wszak widzimy ze czastka ultrarelaty-
wistyczna, porusza si¢ na naszej powierzchni po takim samym torze jak i czastka powolna),
jest nie tyle jej ,,najkrotszos$¢”, ale wiasnie to, by zmiany dlugosci, przy matych wariacjach,
byly proporcjonalne do wyzszych poteg € niz 1. A to wiasnie pochodna mnozy pierwsza po-
tege przyrostu funkcji:

fx+e)= f(x)=¢f (x)+ O(e)

W wigkszosci prostych sytuacji, dla geodezyjnej (czyli dla €=0) mamy rzeczywiscie mi-

nimum dtugosci drogi, ale to akurat nie jest wazne.

Wypada policzy¢ (dla wartosci € = 0) t¢ pochodna:

dlAB (s)|

2 ’ 2 ’
j P () & (r)ydr _j " 9o (1) dd(r)  (1.2)

o P @ () +g, () AT @, (M) + 8, (1)

Iloczyn pochodnej wariacji &'(r)i przyrostu dr zastapitem przyrostem &'(r)dr = dd(r).

Sztuczka z uzupelnianiem adb o bda do petnego przyrostu d(ab), jest niezwykle uzy-

Qe (1)
VP @ (M) +g,,(r)

d(r) | zsumuja si¢ nieuchronnie

teczna!. Przyrosty petnego iloczynu d

do totalnego przyrostu, czyli r6znicy warto$ci tego iloczynu w punktach B i A. Ale tam je-

den z czynnikéw 8(r,) = 0= 8(r,) = 0!, wigc i caly iloczyn jest tam réwny zeru.



Poniewaz pod catka dodaliSmy bda, co z istniejacym wyrazeniem dato ostatecznie, tj. po
wycatkowaniu, 0, musimy jeszcze tylko uwzgledni¢ czton —bda , (bo ,,uzupetnianie” to prze-
ciez dodanie i odjecie owego bda). Zatem:

dl,,(e)
de

g 2 7 g 2 7
:_J‘S(r)d r (Pgeo(r) :_J‘S(r)i r (Pgeo(r)
dr

dr (1.3)
w0 AT @) g, (), Jr (@, () +,,(r)

Ale popatrzmy' na réwnanie uzyskane z mechaniki. Toz méwi ono doktfadnie to, iz wy-
razenie do zrézniczkowania:
2 s
r (pgeo (r)
b
2 ’ 2
VP @, (M) +g,,(r)

jest stalg. A wigc “nasza” definicja geodezyjnej, jako toru fizycznej czastki, najprostszej
linii, pozwala udowodni¢, Ze jest ona nie tylko minimalna pod wzgledem krzywizny, ale i
minimalna (czy ogélniej stacjonarna) pod wzgledem dhugosci. I na odwrét®. Jesli kto§ defi-
niuje geodezyjna jako lini¢ ,,najkrétsza”, to powyzsze rozumowanie dowodzi, ze punkty ma-
terialne i §wiatto (zmuszone pozostawaé na powierzchniach z dowolna metryka) wlasnie be-

da poruszaé sig¢ po takich geodezyjnych.

B
Zapamigtajmy ten rachunek. Gdy w catce J-F (y'(x),x)dx nie wystegpuje samo y(x), a jedynie
A

oF (y', x)

—— = constans
dy

y’(x), to zalezno$¢ y(x) minimalizujaca t¢ catke spetnia¢ musi réwnanie

Jest to rewelacyjnie wygodny i skuteczny sposéb dochodzenia do potrzebnych réwnan.

Bezposredni zwiazek fizycznego toru czastki na powierzchni wigzéw z geodezyjna zde-
finiowana jako linia ekstremalna jest zaledwie czubkiem gory lodowej. Fizyka, a w szcze-
gblnosci mechanika, az roi si¢ od tego rodzaju zwiazkéw. Wygodnie jest studiowa¢ charakte-
rystyczne zagadnienia mechaniki teoretycznej znajac od poczatku sformutowanie jej ogélnych
réwnan ruchu, jako réwnan pewnej zasady wariacyjnej.

Zaczniemy od zbadania aspektu czysto matematycznego zagadnienia wariacyjnego ogol-
niejszego od tego wyniku zawartego w ramkach. Pozostajac chwilowo przy jednej tylko
funkcji zaleznej ( i jednej zmiennej niezaleznej), dopuscimy zalezno$¢ funkcji podcatkowe;j

nie tylko od x 1 y’(x), ale takze od y(x).

' Powinni$my ,,popatrze¢” do wyktadu 15 z Podstaw Fizyki.

? Jesli zadamy, by krzywa opisana funkcja @(r) byla ekstremala, (czyli albo minimalna, albo maksymalna, albo
chociaz stacjonarna) zadaé musimy znikania pochodnej ostatniej catki, dla kazdej funkcji O(7), a to wymusza
znikanie wzdtuz catego toru pochodnej wystgpujacego tam wyrazenia, co oznacza jego stalo$c.
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B
J-F(y, y'(x), x)dx = ekstremum (1.4)
A

Zmienne x 1 y kojarza si¢ nam raczej z wspoOilrzegdnymi kartezjanskimi zastapmy wigc
pierwotny rysunek takim, jaki najczgsciej spotykany jest w standardowych podrgcznikach,

czy to mechaniki, czy rachunku wariacyjnego:

W przedziale od A do B rozwazamy, obok ustalonej funkcji y(x)takze continuum
funkcji poréwnawczych y(x) = y(x)+¢€d(x), gdzie d(A) =8(B) =0.
Chcemy znalez¢ warunek na funkcje y(x) (ekstremalg danego funkcjonatu), czyli waru-

nek na y(x) taki, by dla takiej akurat funkcji, funkcjonat:
B B
jF(y, y'(x),x)dx = IF(i(x) +€8(x), y'(x) +€8'(x), x)dx (1.5)
A A

mial znikajacg pochodna po €, dla € =0, dla kazdego 8(36) .
Zrézniczkujmy wigc nasza catkg po €, poté6zmy €=0 i przyréwnajmy wynik do zera.

Dostajemy:

0= J(S(x)Ey (¥(x),¥'(x), )+ (X)F ; (¥(x), y'(x),x))dx (1.6)

W dalszych przeksztatceniach rozréznienie migdzy ustalonym przebiegiem y(x), a za-

leznym od parametru € przebiegiem poréwnawczym y(x) nie bedzie juz potrzebne. Pomin-

my niewygodna w drukowaniu kreseczkg nad y.



0= j(S(x)Ey()’(x),)"(X),xH §(OF ,(y(x), y'(x),x))dx(”)

W drugim cztonie catkujemy przez czgsci — czton brzegowy znika, bo znika wariacja na

brzegach przedziatu: 6(A) = 8(B) = 0. Dostajemy:

0= (6<x>Ey<y<x>,y'<x),x>— 8<x)%F,y'(y(x), y'(x»x)jdx =

A

(1.8)

= [Ey@(x),y'<x),x)_%pjy,(y<x>,y'(x>,x>ja<x>dx

Po to, by powyzsza pochodna byta zerem dla kazdej pomyslanej funkcji d(x) (znikaja-

cej oczywiscie na brzegu), znika¢ musi (tozsamosciowo dla wszystkich x) wyrazenie w na-

wiasie:

F (y(x), y'(x),X)—%F,y'()’(x), y'(x),x)=0 (1.9)

Zapisujemy to zazwyczaj tak:

d 9 J
ooy T @Y 0.0 =0 G, (0.0 4,

Jest to stynne réwnanie Eulera.

Gdy funkcja podcatkowa rozpatrywanego funkcjonatu F nie zalezy explicite od zmienne;j

v (a jedynie od jej pochodnej), prawa strona powyzszego rownania znika, co implikuje statos§¢

wzdtuz ekstremali wielko$ci % F(y(x),y'(x),x) =const . To znamy z poprzedniego wyktadu.
y

W przypadku ogdlnym, réwnanie Eulera jest rOwnaniem rézniczkowym drugiego rzedu.

W zasadzie Fermata, gdy wspétczynnik zalamania jest funkcja tylko wysokosci z, jesli

ksztatt promienia opiszemy jako funkcj¢ x(z), mamy:
min = [ n(2)/(dx)’ +(d2)* = [n(2y(¥'(2))” +1dz (1.11)
co jest tym najprostszym problemem rozpatrywanym przez nas juz w zesztym roku

(Rozwiazaniem jest n(z)x"(z)/+/(x"(z))> +1 = const, co jest r. 1. 1-go rzedu).
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Jesli jednak wspotczynnik zalamania zalezy zaréwno od z jak i od x, ani opis ksztattu ja-
ko funkcji z(x), ani jako x(z), nie da nam naszego” tatwego” przypadku. Musimy odwotac si¢
do ogdlniejszego réwnania 2-go rzedu:

d n(x(2),2)-x'(z) _ dn(x,2)

o Jozp*+1 O

Wbrew pozorom jest to réwnanie r6zniczkowe o pochodnych zwyczajnych. Wystepujaca

(1.12)

pochodna czastkowa oznacza rézniczkowanie funkcji znanej. Po wykonaniu tego réznicz-
kowania, prawa strona jest znang funkcja zmiennych x i z. Po lewej stronie pojawig si¢ cztony
zawierajace druga pochodna szukanej funkcji x(z). Bez konkretnego ksztattu zaleznosci
n(x,z), o rownaniu tym nic ciekawego juz nie mozna powiedzie¢. W razie potrzeby zawsze
mozna rozwigzac¢ je numerycznie.

Interesujacy watek dostaniemy, gdy majac ,,prosty” wspotczynnik zalamania zalezny tyl-

ko od z, uprzemy si¢ by ksztatt promienia opisywac jako funkcje¢ z(x). Dostajemy:

min = j n(z)y (dx)? + (dz)? = j n(z)N 7> +1dx (1.13)

Funkcja podcatkowa F zalezy teraz i od pochodnej (z’) i od zmiennej zaleznej z. Zasto-
sowa¢ wyniku uproszczonego nie mozemy, a przeciez wiemy, ze w problemie tym istnieje,
prosto wyrazona, wielko$¢ stata wzdtuz promienia.

Zbadajmy wielko$¢ nastgpujaca:

yF,~F (1.14)

1 obliczmy jej pochodna zupelng po zmiennej niezaleznej x.
d , ” ’ d ”» ’
E(yF,y'_F):yF,y'-l_y aF.y'_F,x_y F,y'_yF.y (1.15)
Widzimy, ze czton pierwszy redukuje si¢ z przedostatnim. Czton drugi, na mocy réwna-
nia Eulera redukuje si¢ z cztonem ostatnim i zostaje:
d (.,
a(y F, ~F)=-F, (1.16)

Jesli funkcja F zalezy explicite od zmiennej niezaleznej, mamy catke pierwsza:

Ex =0 y/Ey/ — F = const (1.17)

W przypadku jednowymiarowym (jedna zmienna zalezna) powyzsze réwnanie jest tylko
przepisanym prawem zachowania starego typu, jesli zamieni¢ rolami zmienna zalezna i nieza-
lezna. W przypadku, gdy zmienna niezalezng bgdzie czas, powyzsza catka okaze si¢ catkg

energii.



Podsumowujac:
Gdy funkcja podcatkowa problemu wariacyjnego zalezy od wszystkich trzech argumen-

tow w sposéb istotny: F = F(y,y’,x), warunek konieczny na ekstremale jest rGwnaniem

rézniczkowym drugiego rzedu (fx aa

S F(y(x), y'(x),x) = iF(y(X), y'(x),x)
y dy

Gdy funkcja podcatkowa nie zalezy od zmiennej zaleznej (a jedynie od jej pochod-

nej F = F(y’,x)), rownanie Eulera jest réwnowazne réwnaniu pierwszego rzedu

F y =const

Gdy funkcja podcatkowa nie zalezy explicite od zmiennej zaleznej, F = F(y,y’), réw-

4
nanie Eulera jest rOwnowazne réwnaniu pierwszego rzedu: y F v F = const.

Kolejne, dos¢ oczywiste, uogélnienie problemu wariacyjnego polega na zastapieniu po-
jedynczej zmiennej zaleznej y (traktowanej jako funkcja zmiennej niezaleznej, ktéra od tego

miejsca zaczniemy oznaczac literg ) , kolekcja takich funkcji y, (), gdzie i=1,2...f Pochod-

ne po tej zmiennej, oznacza¢ bedziemy kropka nad zmienna zalezna.

Chodzi wigc o funkcjonat:
[F.,.0dt (1.18)

Z funkcjonatem takim zetkngliSmy si¢ rok temu, obliczajac w szczeg6lnej teorii wzgled-

nosci czas wlasny czastki opisanej réwnaniami ruchu:
x(1), y(1), z(2).

Wynik na ten czas, to

f\/l—(xz(t)+j)z(t)+z'2(t))/czdt (1.19)

)

Jest zupetnie oczywiste, ze jeden warunek znikania wariacji (liniowej cze$ci przyrostu)
funkcjonatu zamieni si¢ teraz na f warunkéw dla kazdej zmiennej zaleznej z osobna. No bo
jesli dana trajektoria w f+1 wymiarowej przestrzeni jest ekstremala, to nie ruszajac f-1 za-

leznosci y; od t, a jedynie jedna, tez mamy ekstremum. Mozemy postuzy¢ si¢ rownaniem Eu-



lera tak jakby f~1 zmiennych bylo zafiksowanych, co sprowadza problem do problemu jed-

nowymiarowego. Ostatecznie mamy:

ii_F(y(x), y(x), x) :iF(y(x), y(x),x) dlai=1273,...f (1.20)
dr 9y, ay,

Jest to uktad f réwnan r6zniczkowych drugiego rzgdu.

Jesli posta¢ funkcjonatu nie jest najogolniejsza, w szczegdlnosci, jesli funkcja F nie za-
lezy od jakiej$ zmiennej zaleznej (lub od pewnej liczby takich zmiennych), lub jesli nie zalezy
od zmiennej niezaleznej, mozemy poda¢ od razu pewne wielkosci zalezne tylko od pierw-

szych pochodnych (czyli predkosci, jesli zmienna ¢ bgdzie czasem), ktére sa state wzdtuz

rozwiazania (czyli state w czasie).

Jesli E)a F(y(), y(1),r) =0 dla jakiegos i, to dla tego samego i: ;F(y(t), y(t), x) = const

1 1

Jeshi ;;F(y(t), y(t),1)=0 (czyli, jesli F =F(y,y)) to: z Vi ;)_F — F =const
t Y

Dowdd statosci ostatniego wyrazenia jest niemal identyczny jak w przypadku z jedna
zmienna. Pochodne po czasie obu sktadnikéw to teraz sa sumy po i, a poszczegélne cztony
znosza si¢ kolejno, bo réwnania Eulera obowiazuja dla kazdego i z osobna.

Przekonamy sig, ze znane nam juz (a takze inne jeszcze nieznane) catki pedu i momentu

pedu sa typu pierwszego. Catka energii jest catka drugiego typu.

Dotychczas to byta abstrakcyjna matematyka. Jak ,,zaprzac™ rachunek wariacyjny do me-
chaniki?

Mozna wyobrazi¢ sobie dwa podejscia.

Przyjmujac za punkt wyjscia rownania Newtona dla pewnej liczby N punktéw material-
nych traktowane jako podpatrzone prawa przyrody, a doktadniej biorac ich szczegdlny przy-

padek z sitami potencjalnymi’, i zapisujac je w postaci:

mAXlA == aA V('x’t) b i = 172’37 A = 1’27"'N (1.21)

mozemy do$¢ tatwo doprowadzi¢ je do postaci réwnan Eulera.
W tym celu zauwazmy, iz pojedynczy czton po lewej stronie mozna zapisa¢ nastepujaco:

wa_d a4 d 9TEM d o
m'it =—m'i =—— > —m" () =——T (1.22)
dt dt i 452 dt %,

1

3 Sity sa potencjalne, gdy kazda i-ta sktadowa sily dziatajaca na A-ty punkt materialny moze by¢ przedstawiona
jako pochodna czastkowa pewnej funkcji wszystkich polozen (i ewentualnie czasu) po i-tej wspotrzednej czastki
o numerze A.
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gdzie oznaczylisSmy litera 7 sumg cztonéw znanych Wam (niemal od dziecka) jako ener-
gie kinetyczne klasycznej mechaniki.
Réwnania Newtona to 3N réwnan rézniczkowych:

d o 0
“ T )=
dt ax;* ) axl.A

( =-V) (1.23)

Potencjal V nie zalezy od predkosci, a wielko§¢ 7' nie zalezy od potozen. Dlatego moze-
my bezkarnie do pierwszego nawiasu dopisa¢ -V, a do drugiego T.

d o 0
;EaH(T—V)zaA(T—V) (1.24)

l

Teraz widzimy, ze sa to r6wnania Eulera dla funkcjonatu:

[T -V (1.25)

W tym kontek$cie réwnania wariacyjne nazywaja si¢ rOwnaniami Eulera-Lagrange’a.
Funkcja podcatkowa T-V nazywa si¢ funkcja Lagrange’a, lub lagranzianem. Oznaczana jest
ona zazwyczaj litera L.

L=T-V (1.26)

Funkcjonat, ktéry dla ruchu rzeczywistego przyjmuje warto$¢ ekstremalng nazywa sig

dzialaniem (i oznacza czesto litera S):
S ={(r-vh (1.27)

Warunek ekstremalnosci ($cislej stacjonarnoS$ci) dziatania nazywany jest
zasada najmniejszego4 dzialania
Wypisanie réwnan E-L we wspolrzednych kartezjanskich prowadzi doktadnie do rownan
Newtona. Gdyby tylko do tego sig¢ to wszystko sprowadzato, gra nie warta by byta §wieczki.
Z. funkcjonatem (zwanym dzialaniem zasada najmniejszego dziatania) mozna robi¢ rézne
operacje prowadzace do niestychanego uproszczenia rachunkéw w sytuacjach, gdzie préba

zastosowania poczciwych réwnan Newtona doprowadzitaby do niebotycznych trudnosci.

* Dla czas6w t, i t, dostatecznie bliskich, rozwiazanie stacjonarne, jest zarazem najmniejsze. Jesli czasy te sa
wystarczajaco odlegle, moze si¢ zdarzy¢, ze jedne modyfikacje ruchu rzeczywistego prowadza do podwyzszenia
wartosci dzialania, a inne do jej obnizenia. Zawsze jednak liniowa czg$¢ przyrostu dziatania znika, gdy badamy
zmiany wokot trajektorii rzeczywiste;.
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W pierwszej (piatkowej) czgsci tego wyktadu udowodnitem, ze rownania Newtona we
wspotrzednych kartezjanskich dla uktadu N punktéw materialnych poddanych dziataniu sit
potencjalnych (w ogdlnosci zewnegtrznych i wewnetrznych), okreslajace rzeczywisty ruch
uktadu sa identyczne z réwnaniami Eulera — Lagrange’a okreslajacymi polozenia jako takie
funkcje czasu, ktére minimalizuja (a doktadniej zapewniaja stacjonarnosé) funkcjonatu
(zwanego dziataniem):

ty ty
[ (T =V)dt = [ Ldt = minimum (1.28)
f f

Gdybysmy cate zycie mieli postugiwac¢ si¢ wytacznie wspotrzednymi kartezjanskimi, a
ponadto (czy moze przede wszystkim) mieli zajmowac si¢ uktadami czastek podlegajacych
dziataniu zadanych sit i niczemu wigcej to znaczy nie podlegajacych dziataniu wiezéw), po-
wyzsza obserwacja bytaby moze ciekawostka (moze pozwolilaby na ustalenie zwiazkéw me-
chaniki Newtona z glgbszymi teoriami — takimi jak mechanika kwantowa, czy teoria wzgled-
nosci), ale nie oznaczataby zadnego postgpu w wyznaczaniu ruchu.

Wszak po to, by wyznaczy¢ rozwigzanie zagadnienia na stacjonarnos¢ funkcjonatu, mu-
simy wypisa¢ réwnania rézniczkowe (Eulera - Lagrange’a) a te nie sa niczym innym jak row-
naniami Newtona. Gdyby$Smy o zasadzie najmniejszego dzialania nawet nie styszeli (a jedy-
nie o r0wnaniach Newtona), wypisalibySmy do rozwigzywania te same rownania.

Sformutowanie wariacyjne praw Newtona pozwala niezwykle tatwo przejs¢ do dowol-
nych wspétrzednych, a takze do uktadéw z wigezami.

Cé6z to sa “dowolne” wspétrzedne. Z praktyki zesztorocznej znacie jeden przypadek
wygodnych wspétrzednych, mianowicie biegunowych. Wspéirz¢dne biegunowe, to inny spo-
sOb parametryzowania potozenia punktu w przestrzeni (dwuwymiarowej). Istota tych wspot-
rzednych sa réwnania definiujace:

X =rcosQ,

y=rsin@. (1.29)

wyrazajace jednoznacznie potozenie kartezjanskie, jesli znamy w danej chwili wartosci ri @.
Opis ruchu przez podanie r(¢)i@(¢) jest réwnie pelny, rownie skuteczny jak podanie
x(£)1 y(t).

Jest jasne, ze dla konkretnego ruchu funkcje r(¢)i@(¢) sa zupelnie rézne od funk-
cjix(?)i y(t). R6zne sa wigc z pewnoscia (w sensie czysto rachunkowym, analitycznym) row-
nania rézniczkowe spelniane przez wspoétrzedne biegunowe 1 wspoétrzedne kartezjanskie. Ten

sam ruch ma zupelnie inny opis analityczny.
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Jest rzecza wazna uswiadomic sobie, ze wsrod tych réznych opiséw (i réznych réwnan)
jedne moga by¢ duzo wygodniejsze, duzo tatwiejsze do znalezienia niz inne. Jednak to, czego
nauczyl nas Newton, pozwala ,,0od r¢ki” wypisa¢ tylko réwnania we wspotrzednych kartezjan-
skich. Przeliczenie réwnan kartezjanskich do innych wspétrzednych (jakie wydaja si¢ nam
stosowniejsze dla danego problemu) wymaga przeliczenia drugich pochodnych wspéirzed-
nych kartezjanskich (wyrazonych wzorami takimi jak (1.29)) 1 wyrazenia ich przez pierwsze i
drugie pochodne nowych wspétrzednych, jako funkcji czasu. P6t biedy, gdy sa dwie wspot-
rzedne kartezjanskie i dwie nowe (biegunowe). Ale gdy wspétrzednych jest f, pierwsza po-

chodna wspotrzednej kartezjanskiej:

X' =x"(q,.95. 954, 1) (1.30)

to juz bedzie f +1cztonéw

a-xA ’ ) [ .1 a-xA ) ) [ .1
)'CAZZ i (41:95.95 74 )q',~+ i (41:9,:95.-q 4 51)
aq . : ot

i
J

(1.31)

j
a kolejne rézniczkowanie wyprodukuje w jednym tylko réwnaniu f cztonéw z drugimi po-

chodnymi nowych wspétrzednych po czasie, i (f+1)2 cztonéw z nizszymi pochodnymi.

W zasadzie wariacyjnej nie ma wielu réwnan, ani drugich pochodnych. Jest jeden ska-
lar — lagranzian — zalezny od wspoirzednych i tylko od pierwszych pochodnych po czasie.
Jezeli do lagranzianu podstawimy wspoirzedne kartezjanskie wyrazone wzorami (1.28) i
predkosci dane wzorami (1.29), warto$¢dzialania od czasu t; do 7, dla tego samego ruchu
poréwnawczego bedzie ta samg liczba, niezaleznie od tego czy obliczamy catke z uzyciem

wspotrzednych kartezjanskich:

fL(x(t),fc(t),t)dt ,
czy catke
[ LGxg@).00.(q(0).40).0.0d1 = [ Lq(0). 4. )dr (1.32)

z uzyciem nowych wspoétrzednych.
Warto$¢ tej catki dla ruchu rzeczywistego jest najmniejsza. Nie ma znaczenia jak ja
obliczamy. Zaleznosci ¢(f) opisujace ruch rzeczywisty minimalizujg catke (1.32). To jasne

jak Stonce! Oczywista oczywistosc.
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Jezeli tak, to réwnania rézniczkowe dla zaleznosci g(¢) sa po prostu réwnaniami Eulera

— Lagrange’a dla nowego funkcjonatu. (nowy funkcjonat jest liczcbowo réwny staremu, ale
analityczna zalezno$é L od ¢ (i §)jest inna niz starego L od x (i x). Czesto bedzie to prostsza

zaleznos¢, a tym samym réwnania latwiejsze do rozwiazania.

Zasada najmniejszego dziatania pozwala na oszalamiajaco tatwa zamiang zmiennych!

Trzeba podkresli¢, ze nowe ,,wspétrzedne” g, to nie sa tylko, zwyczajnie, nowe wspot-
rzedne w trojwymiarowej przestrzeni zastgpujace wspotrzedne kartezjanskie wszystkich
punktéw. Wspétrzedne ¢, ktére zwa si¢ wspolrzednymi uogolnionymi to zbiér niemal do-
wolnie wybranych f wielko$ci wyznaczonych przez konfiguracj¢ naszych punktéw majacych
tg wlasnos$¢, ze, z kolei, znajomos$¢ wszystkich f wielkosci g (w danej chwili) okresla jedno-
znacznie potozenia wszystkich punktéw (czyli konfiguracjg) uktadu.

Dla pojedynczego punktu w polu centralnym wygodnymi wspétrzednymi okres§lajacymi
polozenie naszego punktu (na ptaszczyznie) beda wspétrzedne biegunowe. Ale, na przyktad,
dla dwéch punktéw materialnych na ptaszczyznie, naturalnymi 4 wielkosciami beda dwie
wspotrzedne kartezjanskie srodka masy, oraz odlegtos¢ i azymut wektora wzglednego poto-
zenia cial.

Mozliwymi wspotrzednymi do opisu potozenia ciata w przestrzeni moga tez by¢ wspot-
rzedne wzgledem obracajacego si¢ uktadu wspétrzednych. Po przeliczeniu lagranzianu (co
jest czynnoscia niezbyt zmudng i nie wymagajaca szczegdlnej pomystowosci), wypisujemy

rownania E-L 1 wszystkie sity Coriolisa czy odsrodkowe, jak zywe, wyskakuja z formalizmu.

Czastka w polu centralnym.
Korzystajac z (1.28) mamy:

X=7cos@—r@sin@

y = Fsin @+ r¢cos @ (133)
Dla kwadratu predkosci daje to:
V2 =x>+ 3% = (Fcos@—rsin @)° + (Fsin @+ rpcos ©)> =7 +r’¢>, (1.34)
a dla catego lagranzianu:
Lol ¢)=T -V = %(r‘2 + 1207 )-V(r) (1.35)

Gdy si¢ ma lagranzian, przed przystapieniem do wypisania réwnan E-L, nalezy mu si¢
przyjrzeé, czy nie ma w nim szczegdlnych symetrii, pozwalajacych wypisa¢ prawa zachowa-

nia, czyli réwnania pierwszego rzgdu (catki uktadu réwnan E-L).
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W naszym przypadku, nowy Lagranzian nie zawiera® zmiennej ¢. To przyjemna
wiadomos$¢. Réwnanie Lagrange’a odpowiadajace tej zmiennej ma O po prawej stronie, wigc
wielkos$¢:

a—lf =mr°¢ =J = constans. (1.36)

Oznaczenie J jest tradycyjne. W procesie wprowadzania 4 statych (dwa rownania 2-go
rzedu) zrobili$my juz krok do przodu. Mamy J.

Lagranzian nie ma tez zaleznos$ci od czasu. Jest wigc i druga stata ruchu:

0L oL ~
F—+t0-——-L=
or 0P
.2 2.2 .2 2.2
= mi® +mr¢? _(w_v(r)j:”’r*'%@Jrv(r) _E (1.37)

Rozpoznajemy energie. Samograj! (Dalej, przez rozdzielenie zmiennych, sprowadzamy
problem do obliczenia zwyczajnej catki — elementarnej, badz nie, w zaleznosci od postaci
potencjatu).

Przyklad jest fundamentalny i bardzo prosty. Dlatego nic szczegdlnie nowego nie mogli-
$my sie¢ tu spodziewaé. Zwracam jednak uwage na tatwo$¢ i naturalno$¢ postgpowania. Ani
iloczyn wektorowy, ani jakie$ szczegdlne rysunki nie byly nam potrzebne. Lagrange, ktéry
odkryt powyzszy sposéb wyznaczania réwnan w dowolnych wspétrzednych, (bez zwiazku z
zasada wariacyjna, a przez do$¢ zmudne przeliczanie wychodzac od réwnan Newtona),
szczycil si¢ tym, ze jego podrgcznik ,,Mechaniki analitycznej” nie zawiera ani jednego rysun-
ku!!!

Dwie czgstki.
Przyjmujemy iz potencjat oddziatywania zalezy jedynie od odleglto$ci. Zatem:

L:%ﬁ%%?f—vaa—fz ) (1.38)

Calke energii widzimy. I nic poza tym, gdyz potencjat zalezy od wszystkich sze$ciu wspot-

rzednych: |7, -7, I= \/(x1 -x,) + (v, =y, +(z,—2,)° .
Warto zmieni¢ zmienne! Czyli wprowadzi¢ inne ,,wspoétrzedne”, czyli innych 6 liczb
pozwalajacych wyliczy¢ stare 6 wspotrzednych (x,,y,,z,,%,,¥,,2,) . Trzy sposréd nich to

powinny by¢ wspoétrzedne wektora potozenia wzglednego:

m . .
3 Zauwazmy, ze we wsp6irzednych kartezjanskich L = 3 (X*+9°) =V (x> + y?) zalezy, niestety, od

obu wspétrzednych x i y.
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1

r =

~

-7, (1.39)

a trzy inne to moze by¢ dowolna inna kombinacja liniowa tych wektoréw:

—

R =oF +BF, (1.40)

Latwo rozwigza¢ powyzsze dwa réwnania definiujace nowe wspotrzedne 7 i R wzglg-

dem rir,:
g R+Pr (1.41)
o+p
. R-oF
r,= 1.42
* a+p (142)

Teraz juz mozemy wyznaczy¢ stary-nowy® lagranzian:

2 2

A L U Y Sl ) RV (1.43)
2| a+p 2| a+P
% \2 5 5 . 2 U
+ + r T
_mtmy) R mB AmofF L B — o) — R -
2 |a+p 2 o+p (0 +P)

Na razie nie jesteSmy do konca usatysfakcjonowani rezultatem. Wprawdzie Lagranzian
przestat zaleze¢ od trzech wspéirzednych bedacych sktadowymi wektora R (co sygnalizuje 3
prawa zachowania), ale jego zaleznos¢ od iloczynu skalarnego predkosci ,,sprzega” rownania
na R z réwnaniami na 7 . Czlonu tego mozemy si¢ pozby¢, bo przeciez na razie nie ustalili-
$my wartosci parametréw o ify. Wzory nasze odpowiadaja rodzinie nowych wspétrzed-

nych. Nam wystarczy jeden cztonek tej rodziny, byle wygodny.

W spos6b oczywisty nasuwa si¢ wybor:

=
pm, = cum, (1.44)
o+PB=1
czyli:
a=—"
m, +m,
(1.45)
m, + m,
Ostatecznie mamy:
R= miy +myty (1.46)
m, +m,

® Lagranzian jest ,,stary”, bo ma stara warto$¢ dla tej samej fizycznej konfiguracji uktadu, ale ,,nowy” bo funk-
cyjnie, jako funkcja nowych wspétrzednych jest inny (ma na przyktad inne wspétczynniki).
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m, + m,m,

mmy gy

. Er—" —VAF (1.47)

L=

Przekonali$my sig, ze obok wspétrzednych wektora wzglednego, druga naturalng tréjka
wspotrzednych sa sktadowe wektora srodka masy. Nowy lagranzian jest suma dwéch czesci
zawierajacych rozlaczne grupy zmiennych. Oznacza to iz uktad 6-ciu réwnan ruchu rozpada
si¢ na dwa uktady po 3 réwnania z trzema zmiennymi. Pierwsza czgs¢ jest identyczna z la-
granzianem fikcyjnej czastki swobodnej (o0 masie réwnej sumie mas rzeczywistych czastek),

druga z lagranzianem innej quasiczastki o masie zredukowanej poruszajacej si¢ w centralnym

polu sit.
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