Mechanika teoretyczna
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/Zasada wariacyjna w przestrzeni fazowej

Jak widzielismy, lagranzian — wchodzacy do podstawowej zasady wariacyjne;
mechaniki, - sam jest obiektem ,stacjonarnym”. Daje to owocng mozliwosé
spojrzenia na zasade wariacyjng dotychczas poznang (zwang zasadg Hamiltona) jako
na konsekwencje pewnej bogatszej zasady wariacyjne;j.

Te bogatszg zasade mozna rozwigzywaé wykonujgc pierwszy etap — prowadzacy do
zasady Hamiltona z lagranzianem, ale to oczywiscie zaden powdd do radosci.
Celowos¢ rozszerzenia zasady wariacyjnej Hamiltona bierze sie stad, ze mozna j3
rozwigzywac¢ nowymi sposobami,,omijajgcymi” etap rownan Lagrange’a.
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Podkreslam, ze p staje sie funkcjg predkosci dopiero po natozeniu zgdania ekstremalnosci.
W samym nowym funkcjonale:

1(q(), p()) = [(pg—H(p,g))dt

ha,

zaleznym od 2f funkcji, zmienne q(t) i p(t) sg rownorzedne, nijak a priori nie powigzane!

Zgodnie z konstrukcjg funkcjonat ten musi miec znikajgcg wariacje wzgledem wariacji p
(niczym nie skrepowanych) i znikajgcg wariacje wzgledem wariacji g, pod warunkiem, ze
wariacje wspotrzednych znikajg na poczatku i na koncu.

Banalnym jest obliczy¢ wariacje i przyréwnac jg do zera:
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W odrdéznieniu od ogdlnego przypadku zasady wariacyjnej z funkcjonatem zawierajgcym pod
catkg pochodne czasowe wszystkich funkcji bedacych obiektem poszukiwania, teraz jest nieco
prosciej, bo pochodne potowy funkcji bedacych zmiennymi niezaleznymi od _
ktorych zalezy funkcjonat, nie wystepuja! Po prostu nie ma pochodnych pedu: p

Dlatego w dalszej drodze do uzyskania rownan ,Eulera Lagrange’a” przez czesci musimy
scatkowac tylko jeden czton!
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Dostajemy réwnania Hamiltona, ale nas to nie dziwi. Dowodzi raczej, iz nie pomylilismy sie
wyprowadzajac rownania Hamiltona z réwnan Lagrange’a poprzednio, ani teraz nie
popetnilismy btedu formutujac nowg zasade wariacyjna.

Trzeba podkresli¢, ze dwie zasady wariacyjne sg rdzne. Operujg wszak funkcjonatami w
réznych przestrzeniach. One tylko majg wspdlne rozwigzanie.

Warto uswiadomi¢ sobie, iz w kazdym problemie wariacyjnym (czy z funkcjonatami, czy
zwyktymi funkcjami wielu zmiennych), jesli wykorzystam czes¢ informacji (rdwnan)
wyznaczajgcych punkt stacjonarny i potraktuje je jako wiezy to funkcjonat wyjsciowy
ograniczony do powierzchni wiezéw, wsrod swoich punktow stacjonarnych ma tez punkt

stacjonarny funkcjonatu oryginalnego. Nie zgubimy go rozwigzujgc problem mniej
wymiarowy!

Zasada wariacyjna w przestrzeni fazowej otwiera nowe horyzonty.

Zajmijmy sie sytuacjg w ktérej obowigzuje zasada zachowania energii. Jak te informacje o
rozwigzaniu problemu ruchu wykorzysta¢ do sformutowania nowej zasady wariacyjnej
,konsumujgcej” informacje o tym, ze energia jest stata?

Czy warunek statosci energii mozna uzy¢ do zredukowania wymiaru problemu
wariacyjnego zwyktej zasady najmniejszego dziatania? Wezmy czastke swobodng!



0= ;f , F2dt

L

Jesli energia ma by¢ stata, to i predkos¢ ma by¢ stata. Wygina¢ mozna tor. Ruchy
porownawcze ,na powierzchni wiezdw” to ruchy z ustalong predkoscig. Ale ruch

poréwnawczy (wzgledem linii prostej) musi przeby¢ dtuzszg droge i nie zdazy dotrzeé do
punktu 2 w czasie t, .

Startujgc z zasady wariacyjnej w przestrzeni fazowej, wszystko idzie jak z ptatka!
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Funkcjonat do wariowania przechodzi — dzieki informacji, ze trajektorie poréwnawcze lezg
na powierzchni statej energii — istotng metamorfoze.

Po pierwsze, znika wariacja drugiego cztonubo i £ i 7, —1, sa ustalone!

Wprowadzajac w kazdym punkcie dowolnej trajektorii jednostkowy wektor — p(7)

moge spetni¢ ,warunek wiezow” ﬁz [2m = E przyjmujac:
p=A2mE n(r)
otrzymuje: n
0=35|~2mEii(F)dF
i

Z funkcjonatu wypadta zaleznos¢ od czasu!

Sam funkcjonat w powyzszej odstonie nie zawiera zadnej konkretnej zmiennej niezalezne,;.
Dla jego obliczenia potrzeba znac¢ sam ksztatt toru i zaleznos¢ wektora ﬁ(?) od miejsca na
tym torze.

Chcac zredukowac problem do ,,zwyczajnego” zadania wariacyjnego, moge zdecydowac sie

opisywac tor dwiema funkcjami Z(X), y(x) i wektor n tez dwiema nx(x), ny(x)

(Trzecia sktadowa wynika z warunku unormowania)



Formalnie, jest to zagadnienie wariacyjne dla 4 funkcji jednej zmiennej.

W rzeczywistosci, zarowno w tym banalnym przykfadzie, jak i w ogdlnosci, niezwykle tatwo
wyeliminowac wektor opisujacy kierunek pedu. d_,
— r

Definiujac wektor styczny do konkretnej trajektorii: ' = d_ — dl_’: — tdS
\)

otrzymuje:

0=05 j V2mEiR(AHT(F)ds=6 j J2mE cos(ii,f)d s

Jesli przy ustalonym ksztatcie trajektorii zastanawiam sie jaki kierunek fi(?)
ekstremalizuje cosinus kata, to odpowiedz jest oczywista. To musi by¢ kat 0 (albo 180). Nie
jest to wynik zaskakujacy! Gdy nie robimy uzytku z zasady zachowania energii, zasada
wariacyjna mowi (miedzy innymi — dla takiej czastki jak nasza) ze ped jest proporcjonalny
do predkosci, czyli styczny do toru. Tutaj analogicznie. Ostatecznie dostajemy:

0= 5T\/2mE ds



A jak to jest w polu sit. Wszystko mamy gotowe. W catym wywodzie zmieni sie tylko ,warunek
wiezow”:

p>12m+V(F)=E

| jego rozwigzanie:

p=+2m(E -V (r)) ii(¥)

Ustawianie kierunku fl(F) wzgledem [ wymaga tego samego, czyli rGwnolegtosci,
wiec ostatecznie:

025_‘%\/2m(E—V(?)ds

To znana Wam juz Zasada Jacobiego. Rok temu bytem w stanie ja udowodni¢ w
ograniczonym zakresie, tj dla probleméw dwuwymiarowych z extra symetrig (czyli
dodatkowg, poza energig jawnie znang catkg ruchu). Teraz mamy wynik ogdlniejszy.

Nadal dotyczy on przypadku dos¢ szczegdlnego, w ktérym warunek wiezéw dato sie tatwo
rozwigzac, a nastepnie rownie tatwo spetni¢ warunek stacjonarnosci dla wektora ﬁ(?)

Za chwile przedstawie uogdlnienie daleko idgce.

Nim to zrobie zacytuje uwage z podrecznika mechaniki wydanego w serii Biblioteki
Matematycznej



C. Jacobi w wyktadach dynamiki z lat 1842-1843 (C. Jacobi, Vorlesungen iiber Dynamik,
Berlin 1866 ) wyrazit opinie: ,,We wszystkich niemal podrecznikach, nawet w tych

najlepszych, zasada ta jest przedstawiona w taki sposob, ze nie da sie jej zrozumied”. Nie
Smiem tu naruszac tej tradyc;ji.

Pouczajacy ,dowdd” zasady Maupertuis znajduje sie w § 44 cytowanego juz podrecznika
mechaniki Landaua i Lifszica.

W.I. Arnold, Metody matematyczne mechaniki klasycznej.

Aby docenic sens powyzszych uwag, radze zajrze¢ d ktoregokolwiek podrecznika mechaniki.
Nie dosé, ze wywody sg skomplikowane, to nie widac jak mozna by je uogdlni¢ poza
przypadek hamiltonianu kwadratowego w predkosciach.

Wydaje mi sie, ze sposdb wyprowadzenia Zasady Jacobiego jaki za chwile poznacie, jest
wolny od tych wad.

Natozenie warunku H(q, p) =F na zasade wariacyjng

1q;

0=5I(pq'—H(p,q))dt

ha,



prowadzi, niezaleznie od liczby stopni swobody i postaci hamiltonianu do podobnych
uproszczen jak w przypadku pojedynczej czgstki:

1q,
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Czas zostat wyeliminowany. Chodzi o znalezienie takiej krzywej w przestrzeni konfiguracyjnej
taczacej ustalone punkty 1i 2 i takich wartosci pedéw w kazdym punkcie toru (uogélnionego),
by szalenie prosty funkcjonat byt stacjonarny wzgledem dowolnych wariacji, czy to ksztattu
trajektorii, czy wartosci pedéw na danej trajektorii, czy i jednego i drugiego.

Bez warunku ubocznego funkcjonat jest za prosty, by miec jakies ekstremum. Jest wszak
liniowy.

Zadanie jakie przed nami stoi, jest analogiczne do przejscia od zasady wariacyjnej z czasem
w przestrzeni fazowej, do zasady Hamiltona, w ktdorej pedy zostaty wyeliminowane.
Eliminacja polegata na znalezieniu ekstremum wzgledem peddw, co zostato osiggniete
zwyktym rézniczkowaniem. Teraz jest warunek uboczny, trzeba uzy¢ mnoznikdéw Lagrange’a.



Przedstawmy catke wzdtuz toru jako sume po matych fragmentach (wskazniki numerujace
stopnie swobody niech bedg domysine)

4,

N
| pdg=7"p"dq
q, N
H(q",p")=E

Wskaznik N numeruje (w granicy coraz krdotsze) segmenty toru w przestrzeni konfiguracyjnej.
W przeciwienstwie do przyrostéw potozen, ktdre nie sg niezalezne, bo muszg sumowac sie do
réznicy wspotrzednych w punkcie 2 i 1, wszystkie kolejne pedy sg niezalezne.

Mamy zmaksymalizowaé (przy ustalonych wartosciach dg ) sume niezaleznych zmiennych.
Oznacza to maksymalizowanie kolejnych sktadnikow sumy.

Jakie jest maksimum pi(N)dqi(N) (wzgledem f wielkosci p,), (funkcji liniowej!!!) przy

warunku ubocznym H(qN, pN) =F 7



N
Dla kazdego segmentu wprowadzamy mnoznik Lagrange’a /1 i przyrownujemy do zera
pochodng po pedzie wielkosci

pi(N)in(N) -A"H(q",p")

Dostajemy nastepujacy warunek na pedy:

N N
dg™ = 2" aH(aqp ;VP )

Jest jasne, ze mnoznik Lagrange’a jest wielkoscig malejaca do zera, gdy podziat krzywej staje
sie coraz drobniejszy. Ale nie odegra to wiekszej roli. Dzielgc przez 4V , dostaje na pedy

(N) N _ N

. _O0H(q",p")

nastepujace réwnanie: dg,

A dp iN

Gdybysmy na chwile powrdcili do pojedynczej czastki we wspotrzednych kartezjanskich, to
prawa strona bytaby proporcjonalna do pedu, a to by znaczyto, ze ped (spetniajgcy warunek
stacjonarnosci) musi by¢ rownolegty do segmentu dg. Wszystko sie zgadza!

Réwnanie powyzsze POTRAFIMY ROZWIAZAC jawnie! Jedli znamy transformate Legendre’a



_ oL(q,v)

v, _dg
2

Pi

(Na ekstremali bedzie oczywiscie A=dt i ped wyrazi sie standardowo przez predkosci. Ale
my nie jesteSmy na ekstremali. My badamy funkcjonat dla wszystkich zachowan
poréwnawczych uktadu, by doprowadzié¢ go do postaci przydatnej do wyznaczania orbit).
Podobnie jak w przypadkach poprzednich wstawiamy powyzisze pedy i do warunku
ubocznego (co dodefiniowuje A) i do funkcjonatu:

= V.
avi dg l avl l v:%

A A

[ pdq, = jaL(q,V) dg = [PV P

Moze kogos deprymowac brak ,rozniczki” w powyzszym wyrazeniu, ale pamietamy, ze A jest
wielkoscig infinitezymalng. Mozna tez patrzgc na catke, myslec o niej jeszcze jako o sumie po N.
Skoro nasze pedy sg teraz wyrazone explicite przez lagranzian, to i warunek uboczny chcemy

wyrazic¢ przez lagranzian. Mamy a
L(g,v)
E=H(q.p)=| v, =2~ L(q.v)




Dalszy postep w uzyskaniu zgrabnej, jawnej, postaci funkcjonatu Jacobiego jest mozliwy, gdy
zawezimy, czyli skonkretyzujemy bardziej postac lagranzianu.

Najwieksze znaczenie, w kazdym razie w mechanice klasycznej, ma przypadek lagranzianu
kwadratowego w predkosciach.

Przyjmijmy wiec L = Z a (q)qlq] V(q)
dL(q,v) dg. dq
E=|v — L(q, =a,——L+V
( l aVl (q V)jv 4 alj l ﬂ
A

= \/2% - /1]\/ a, ﬁ, gjl j\/ a, /1 \/Zaquldq]

= [J2(E-V(9))\[2a,(q)dgdq,




Niewiele bardziej ktopotliwy jest przypadek, gdy lagranzian nie jest wprawdzie kwadratowy w
predkosciach, ale istnieje pewna forma kwadratowa predkosci, ktora jest z kolei argumentem

dowolnej funkgiji.
Q(q,v) =D a(qvy,
L=1(q,0(q,v))

E= [vi .04 V)) _ L(q,Q(q,V))j
v, ,d4
A
~ dL(q.0(q,v)) _ _
= £2Q(Q,V) aQ(Q,V) L(qa Q(qvv))j v_%
A
OL(q,Qy) dg, dq,
=20, ~L(q,0;) = 0:(q) = a,(q)

00, A A



[ pdg =jaL(‘1’Q)v A=20 I(q,0) , _

v, ivz_ a0
A
_ j2aL<q,Q> - \/ dg 61., P jzaL%QE) J0, (@) Ja,(@)dqdq,
dL(q,0;)
E=2 — L

Szkoda by byto nie zastosowac tego wyniku do ruchu w polu Szwarzschilda.
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Warto (na marginesie) zwrdci¢ uwage na dwie rzeczy. Po pierwsze, ze prawo zachowania
energii dla ciat prébnych w polu grawitacyjinym ma charakter multiplikatywny a nie
addytywny. Nie ma sumy energii kinetycznej i potencjalnej! Jest natomiast iloczyn ,, zwyktej”
energii szczegdlnej teorii wzglednosci i czynnika zmiany rytmu zegarow.

Druga ciekawostka polega na tym, ze 2-ga predkos¢ kosmiczna jest formalnie dana takim
wzorem jak u Newtona.
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Dla swiatta:

E 1 —
0=0— g;(¢)dq' dq
C j goo(Q)\/ !

Wygodnie zbadaé zmieniajgc zmienng radialng na inna:

2 2 2 2
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