Mechanika teoretyczna



Rownanie Hamiltona-Jacobiego

Na poprzednim wyktadzie wykorzystaliSmy zasade wariacyjng
0= JJ(pc}—H)dt

do uzyskania — drogg redukcji zagadnienia wariacyjnego — zasady Jacobiego. Zasady o ktorej
wiele dobrego staratem sie juz powiedziec.

Obecnie zajmiemy sie wyprowadzeniem jeszcze jednego sformutowania praw mechaniki,
rowniez niezwykle przydatnego w praktyce, oraz — podobnie jak zasada Jacobiego —
ukazujgcego jeszcze raz i jeszcze gtebiej zwigzki miedzy mechanika klasyczng a kwantowa.
Zastandwmy sie nad rodzajem zmian zmiennych g i p ktére warto by prébowac robi¢ w celu
uzyskania jakichs korzysci.

W przypadku zasady Hamiltona, funkcja pod catkg byta pozbawiona jakiejsS szczegdlnej
struktury. Wszystko mogto by¢ lagranzianem. Kazda zmiana zmiennych oczywiscie byta ( i
teraz tez jest) dopuszczalna. Zamiast starego lagranzianu wychodzit jakis nowy. Jednak teraz,
struktura funkcji podcatkowej jest dos¢ szczegdlna, dzieki czemu réwnania sg szczegdlnie
y,fadne” i uzyteczne. Byle jaka zmiana zmiennych popsuta by te strukture i mata jest szansa,
ze mimo to, udato by sie uzyskac jakiesS uproszczenie. Nie ma pochodnych pedu, a gdy
,wymieszam” wszystkie 2f zmiennych wprowadzajgc nowe, pojawi sie 2f pochodnych.



Zbadajmy na poczatek tzw. , przeksztatcenia punktowe” odpowiadajgce zwyktej zamianie
zmiennych w przestrzeni konfiguracyjnej. Dla uproszczenia ogranicze sie do transformac;ji
niezaleznych jawnie od czasu:
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Jesli zamiana zmiennych jest prawidtowa, macierz pochodnych musi by¢ rézna od zera:
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Funkcja S(q,P) liniowa w ,,nowych” pedach z wspotczynnikami bedgcymi funkcjami
,starych” potozed wyrazajagcymi nowe wspotrzedne Q(q) jest zwartym sposobem
zapisania transformacji punktowej. Nowe wspodirzedne spetniajg w sposob oczywisty
rownania Hamiltona i zasade wariacyjng. Przeciez zamiast wykonywac transformacje
Legendre’a zaczynajgc od wspodirzednych q, wolno nam byto przejs¢ do zmiennych Q i
dopiero potem jg wykonac.

Pokaze teraz, ze zachowujgc wzory
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i dopuszczajgc ogdlniejszg funkcje S, generujemy przeksztatcenie prowadzgce do zmiennych
Q, P spetniajgcych zndw réwnania Hamiltona z pewnym nowym, jak sie okaze, hamiltonianem.

Swobode wyboru funkcji S wykorzystuje sie do radykalnego uproszczenia ,nowego”
hamiltonianu.

Dowdd jest stosunkowo prosty.
Funkcjonat dziatania wyrazamy przez nowe zmienne dynamiczne:
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Troszke to jest, na razie , rozne od tego co oczekujemy, ale przyrownajmy do zera wariacje:
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Dla ruchu rzeczywistego wariacja ta znika. Znikata gdy dziatanie byto zapisane z uzyciem
,starych” zmiennych. Do nowych zmiennych przeliczyliSmy to samo dziatanie, wiec jest ono
stacjonarne wzgledem wariacji nowych zmiennych (przy ktérych znikajg wariacje Q na
brzegach). Widzimy explicite, ze nowe zmienne spetniajg rdwnania Hamiltona z nowym
hamiltonianem.

Liczne zastosowania.

*Rozszerzenie klasy przeksztatcen wzbogaca tez mozliwosci nowych symetrii. Ma to
szczegllne znaczenie w teorii kwantowej. Istnieje zwigzek symetrii z prawem zachowania,
podobny, choc inny niz ten ujety twierdzeniem Noether.

*Uzycie, jako podstawowych zmiennych dynamicznych, pewnych kombinacji potozen i
pedow jest bardzo owocne przy kwantowaniu uktadéw dynamicznych .

*Wprowadzajac zalezng od czasu funkcje tworzgcg mozna radykalnie zmieni¢ hamiltonian i
doprowadzi¢ go do postaci, przy ktérej rozwigzanie réwnan ruchu, bedzie fatwiejsze (bo, na
przyktad, pojawi sie mozliwos¢ zastosowania skutecznej metody kolejnych przyblizen), albo
wrecz stanie sie BANALNE.

Poszukajmy funkgji S, ktdra przeprowadzi hamiltonian w ....ZERO. Tak, w zero! Rownania
ruchu bedg miec postac: . i rozwigzanie :
e meep 0=0 : QO = const

P=0 P = const

Transformacja odwrotna (wystarczy potowa wzoréw): { = (Qa Pa t)



bytaby ostatecznym, najogdlniejszym rozwigzaniem problemu mechanicznego: wyznaczenie
potozenia w funkcji czasu i 2f statych dowolnych :P, , P, ,P;, .. Q;,Q,, Q;, ...
By taki cel osiggna¢, trzeba dobrad funkcje tworzaca przeksztatcenia tak, by:
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To jest rownanie Hamiltona-Jacobiego.

Jest to rdwnanie rézniczkowe czgstkowe na funkcje od g i t. ,Nowe” pedy P sg parametrami
rozwigzania. W rzeczywistosci, rownania czgstkowe pierwszego rzedu w pewnej liczbie
zmiennych (u nas f +1) majg rozwigzania zalezne od f+1 statych dowolnych. Jest to tzw. ,catka
zupetna” réwnanie H-J. WielkoSci P pojawiajg sie w trakcie rozwigzywania. Stuszne jest pisac:
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R H-J zawiera tylko pochodne S, przeto jedng z tych statych jest stata addytywna:
S$=5(qg,Pt)+const, nieistotna z punktu widzenia transformac;ji.

Rozwigzanie ogdlne rownan zwyczajnych — rownan ruchu, jest dane w postaci uwiktanej:
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Catki PIERWSZE P, pierwsze sie pojawiajg w trakcie rozwigzywania, catki drugie Q,
dopisujemy potem. W pewnym sensie catki pierwsze sg wazniejsze.

Jesli zetkneliscie sie Panstwo juz z rownaniem Schrodingera na funkcje od potozen, czasu i
zarazem zalezng od liczb kwantowych (3 dla jednej czastki w potencjale sit), zawierajgce
pochodne tej funkcji po wspdirzednych, to widzicie, ze oto pojawito sie, jako catkowicie
rownowazne rownaniom Newtona, rownanie zawierajgce te wszystkie elementy. To jeszcze
nie jest rownanie Schrodingera, ale jestesmy blisko.

O réwnaniu H-J twierdzi sie, ze jest to najogdlniejsza metoda analitycznego rozwigzywania
probleméw mechaniki. Jesli rozwigzywalny (do znaczy dajacy sie sprowadzi¢ do , kwadratur”)
jest jakis problem metodg r Lagrange’a, czy Hamiltona, czy z zasady wariacyjnej Jacobiego, czy
jeszcze jakos, to jest tez explicite rozwigzywalny metodg H-J.

Na czymze ta rozwigzywalnos$¢ polega? Otdéz réwnanie H-J jest rozwigzywalne, jesli w
poszukiwaniu ,catki zupetnej” wystarczy rozwigzywa¢ po drodze pojedyncze zwyczajne
rownania rézniczkowe pierwszego rzedu. Wigze sie to z metodg separacji zmiennych.

Na poczatek weZzmy ogdlny przypadek hamiltonianu niezaleznego od czasu.

Podkreslam, ze nie szukamy Najogodlniejszego rozwigzania rdwnania o pochodnych czgstkowych,
nie szukamy wszystkich mozliwych catek zupetnych. Usatysfakcjonuje nas jakakolwiek. Bez
wahania mozemy czynic zatozenia (ansatz!) co do rozwigzania jakie wydajg sie nam
prawdopodobne i probowad znalezé rozwigzanie.

Przypusc¢my wiec, ze szukana funkcja S jest suma funkcji S (g, P)+S,(t)
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Nastgpito klasyczne rozdzielenie zmiennych. Czas po lewej, wspotrzedne po prawej. Rownosé
dla wszelkich czasow i potozen mozliwa wtedy i tylko wtedy, gdy obie strony solidarnie s3
state. Bo stata to jedyna (formalnie) funkcja samego czasu i zarazem samych wspoétrzednych!
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Rownanie H-J ma jeszcze jedng przyjemng ceche. Czas i wspotrzedne, petnigce tak
dramatycznie rdzne role w réwnaniach Newtona (czy Lagrange’a, czy Hamiltona), w
rownaniu H-J sg analogicznymi zmiennymi niezaleznymi, argumentami funkgji S.
Jesli hamiltonian nie zawiera takze ktorejs wspoétrzednej, (tak jak przed chwilg nie
zawierat czasu), to analogicznie odseparujemy te zmienng. Przyjmijmy, ze to q;:
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Mozna rozwikfa¢ algebraicznie wzgledem d S, (g, )/ d g,i mie¢ te zmienng po jednej stronie,
reszte po drugiej, Jasne, ze pojawia sie kolejna stata separacji P, .
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Zmienne sie separujg takze wtedy, gdy jakas wspotrzedna i jej ped tworzg kombinacje

algebraiczng poprzez ktorg wystepujg w hamiltonianie. W kombinacji tej moze wystgpic inna
zmienna, jesli bedzie to funkcja pedu cyklicznego innej wielkosci. A oto wazniejsze przyktady.



Czastka swobodna we wspétrzednych kartezjanskich:
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Wszystkie wspotrzedne sg cykliczne. Gdy wprowadzg dwa pedy, trzeci bedzie wyznaczony.
Wygodniej jest zamiast E jako catki pierwszej potraktowac trzy wspotrzedne symetrycznie.
Dostajemy: ngy)
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Ruch dany jest rownaniami:
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,Catki pierwsze”, to w tym wypadku sktadowe kartezjaniskie pedu, , catki drugie” to potozenia
poczgtkowe.
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Czastka swobodna we wspétrzednych biegunowych:
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Czastka we wspotrzednych walcowych:
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Czastka we wspotrzednych sferycznych:
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Rozwazmy dziatanie jako funkcje punktu koncowego, przy ustalonym punkcie poczgtkowym.
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Obliczmy pochodne czgstkowe tej funkcji. Zmiana koncowego q (infinitezymalna) pociggnie
za sobg (infinitezymalng) zmiane catej trajektorii i zmiane dziatania:
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Roznica catek dziatania po torze czerwonym (rzeczywistym) i

ot tamanej niebieskiej jest (w przyblizeniu liniowym) zero. Réznica
catek po torze czerwonym i grubym niebieskim (tez
rzeczywistym) jest réwna cafce po czasie przy ustalonym q i
WYnNosi
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Policzmy dziatanie rzeczywiste dla czgstki swobodne;j:
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Jest to tez rozwigzanie rownania Hamiltona Jacobiego! Catkami pierwszymi sg tu
potozenia poczgtkowe! A czym sg ,catki drugie”?
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Kolekcja wszystkich rozwigzan danych powyzszym réwnaniem i rownaniami

uzyskanymi z )

S:?ﬁ—P—(r—tO)
2m

jest identyczna. O ile jeden zbior odpowiada normalnym do frontéw fali ptaskiej, to drugi
kulistej. W pierwszym ped jest dobrze okreslony, w drugim potozenie poczgtkowe !!!



