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Wykład 2 (3 godz.) 

Przekonali�my si�, �e dzi�ki dostrze�eniu, i� równania Newtona dla układu punktów 

materialnych z siłami potencjalnymi s� faktycznie równaniami Eulera Lagrange’a dla 

funkcjonału działania, mo�liwe było, a� nieprzyzwoicie proste przej�cie od 3N kartezja�skich 

współrz�dnych naszych punktów do dowolnych innych 3N wielko�ci (o rozmaitym sensie 

geometrycznym), nazwanych współrz�dnymi uogólnionymi. Istotne jest, by te nowe 

wielko�ci wyznaczały jednoznacznie konfiguracj� układu: 

),,,( 21 tqqqxx fii �=       (2.1) 

 

Te nowe równania, to oczywi�cie: 

ii q
L

q
L

t ∂
∂=

∂
∂ ~~

d
d

�
  gdzie  )),,,(),,((),,(~

ttqqxtqxLtqqL ��� =   (2.2) 

Liczy si� nie tylko łatwo�� wypisania nowych równa�, ale i łatwo�� zidentyfikowania 

charakterystycznych całek ruchu (praw zachowania), o ile takie wyst�puj�. Je�li potencjał nie 

zale�y od pewnych zmian konfiguracji opisywanych pewnymi parametrami, wystarczy 

sprytnie wprowadzi� te parametry jako nowe współrz�dne (i uzupełni� do 3N jakimi� 

innymi), a lagran�ian b�dzie miał współrz�dne cykliczne i wypisanie całek ruchu b�dzie 

kwesti� jednej chwili. Czasami, nawet gdy nie ma całek ruchu, nowe współrz�dne mog� 

doprowadzi� do lagran�ianu b�d�cego sum� kawałków zale�nych od pojedynczych 

zmiennych (czy grup zmiennych) co prowadzi do układu niezale�nych równa�, du�o 

łatwiejszych do rozwi�zywania ni� jeden du�y układ równa� ró�niczkowych sprz��onych. 

Wi�zy. 
Najwi�kszym (praktycznym) „bonusem” ze sformułowania praw ruchu w formie zasady 

najmniejszego działania1 jest oszałamiaj�ca łatwo��, z jak� pozwala ona „zaatakowa�” 

problem ruchu układu ciał z wi�zami. 

Ruch z wi�zami rozpatruje si� w fizyce elementarnej, np. wahadło matematyczne, 

spadkownica Atwooda, staczanie si� walca po równi, czy szerzej, jakiekolwiek ruchy bryły 

sztywnej. Wszak bryła sztywna to zbiór atomów (w liczbie rz�du liczby Avogadro!) 

                                                 
1 Zasada najmniejszego działania z całk� � tLd nosi (do�� nieoczekiwanie) zasady najmniejszego działania 

Hamiltona (a nie Lagrange’a). Funkcj� Lagrange’a L = T - V i równania (2.2) znalazł Lagrange na �mudnej 
drodze bezpo�rednich przelicze� wprost z równa� Newtona. Hamilton odkrył zasad� najmniejszego działania 
kilkadziesi�t lat pó�niej.  
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spełniaj�cych reguł� pozostawania ka�dej wybranej pary atomów w stałej odległo�ci 

wzajemnej.  

Najprostsze z takich zagadnie� daje si� analizowa� przez wprowadzenie (obok 

poszukiwanych w czasie ruchu poło�e�, traktowanych jako niewiadome funkcje czasu), 

dodatkowych niewiadomych, tzw. sił reakcji wi�zów, które musimy doda� do znanych (jako 

funkcje poło�e�) sił takich jak grawitacyjna, spr��ysta, czy elektryczna, pisz�c: 

iiii RFrm
��

��� +=        (2.3) 

3N równa� Newtona + w równa� wi�zów stanowi 3N+w równa� na tyle samo 

niewiadomych (3N współrz�dnych i w sił reakcji). Gdy N jest rz�du liczby Avogadro, takie 

podej�cie byłoby absurdem do 23 pot�gi! Ale nawet, gdy mamy tylko trzy punkty poł�czone 

trzema niewa�kimi pr�tami (niezły model cz�steczki wody, na przykład), niech�tnie 

zajmiemy si� układem 12 równa�, (z których 9 to równania ró�niczkowe, a 3 algebraiczne). 

Jak dot�d, nie okre�liłem wyra�nie, co to s� wi�zy, ograniczaj�c si� do paru 

konkretnych sytuacji. W mechanice wi�zami nazywa si� ka�dy warunek narzucony na 

poło�enia i pr�dko�ci, który musi by� spełniony to�samo�ciowo dla wszystkich chwil i dla 

wszystkich ruchów tego układu (niezale�nie od warunków pocz�tkowych). Zarówno warunek 

pozostawania punktu materialnego w zadanej z góry odległo�ci od ustalonego punktu (np. 

pocz�tku układu) : 2222 lzyx =++  (wahadło sferyczne), jak i warunek toczenia si� walca 

po płaszczy�nie bez po�lizgu: 0=ϕ+ �� Rx , jak i warunek toczenia si� kuli bez po�lizgu po tej 

samej płaszczy�nie: 0=×ω+ nRr
����  s� przykładami wi�zów z jakimi pospolicie spotykamy si� 

w praktyce. W tym ostatnim przykładzie R to promie� kuli, ω
�

, jej chwilowa pr�dko�� 

k�towa r�
�

, równoległa do płaszczyzny pr�dko�� �rodka kuli, a n
�

 wersor skierowany pionowo 

w dół. 

Pierwszy przykład zawiera wył�cznie współrz�dne i jest niew�tpliwie najprostszy. 

Drugi przykład tylko pozornie ró�ni si� od drugiego. Całkuj�c stronami dostaniemy 

const=ϕ+ Rx , co te� zawiera tylko współrz�dne. Równanie to wyklucza pewne 

konfiguracje, które mo�emy sobie wyobrazi�, ale które mog� powsta� tylko przez naruszenie 

warunku przemieszczania si� bez po�lizgu. W przestrzeni zmiennych ϕ,x  wi�zy wybieraj� 

tylko jedn� prost�.  

Inna sytuacja jest z kul�. Warunek znikania pr�dko�ci punktu styku z płaszczyzn� jest 

podobny jak dla walca, ale napisanego równania nie da  si� zapisa� jako pochodnej po czasie 

pewnego równania z samymi współrz�dnymi. Sk�d to wiadomo? 
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No có�, s� metody zbadania czy liniowe wyra�enie ró�niczkowe: 

�
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co pozwalało by równanie wi�zów 0),,( 21 =�
i

ifi qqqqa �� , po pomno�eniu przez 

„czynnik całkuj�cy” τ , sprowadzi� do postaci: 0
d
d =f
t

, i ostatecznie do równania na same 

współrz�dne: f = const. 

Nie b�d� dr��ył tu tego ciekawego tematu, bo i tak (na razie) nie umiemy wyrazi� 

pr�dko�ci k�towej przez pochodne jakich� wielko�ci charakteryzuj�cych orientacj� bryły w 

przestrzeni. Dla obrotów wokół stałej osi, wektor pr�dko�ci k�towej to iloczyn stałego 

wersora i pochodnej po czasie kata obrotu. Dla obrotów dowolnych (ze zmiennym 

kierunkiem ω� ) jest to nieco bardziej zawiłe.  

Mo�na jednak poda� dowód po�redni. Gdyby warunek toczenia kuli bez po�lizgu był 

„całkowalny”, na 5 wielko�ci charakteryzuj�cych konfiguracj� nało�ony byłby warunek 

zabraniaj�cy kuli przyjmowa� wi�kszo�� z nich (4 wymiarowa podprzestrze� byłaby 

dopuszczalna) Tak jest w przypadku walca. Z 2 a priori parametrów, dowolny jest tylko k�t. 

Przecie�, gdy wiem o ile obróciły si� koła, wiem jak daleko odtoczył si� samochód!  

Tymczasem mo�na jawnie poda� sposób „przetoczenia” kuli po płaszczy�nie tak, by 

�rodek znalazł si� w zadanym z góry miejscu (2 parametry), by zadany punkt kuli (dalsze dwa 

parametry) znalazł si� w najni�szym poło�eniu i by jeszcze mo�na obróci� kul� o dowolny 

k�t wokół osi pionowej.  

Rozwa�my dwie pary punktów: na płaszczy�nie pocz�tkowy i ko�cowy punkt 

styczno�ci oraz na sferze pocz�tkowy i ko�cowy punkt styczno�ci. Je�li (najprostsza) 

odległo�� na sferze jest dłu�sza ni� na płaszczy�nie, to bez kłopotu znajdziemy na 

płaszczy�nie drog� z paroma zawijasami,  „sztucznie” wydłu�on� do warto�ci drogi ł�cz�cej 

punkty na sferze. Tocz�c kul� tak, by cały czas stykały si� punkty nale��ce do narysowanych 

dróg ( o równej długo�ci) doprowadzimy i �rodek kuli do wybranego miejsca i wybrany punkt 

sfery do najni�szego poło�enia. Na ko�cu bez po�lizgu zakr�cimy kul� wokół pionowej osi i 

ju�. 
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Wi�zy na same współrz�dne, lub wi�zy na pr�dko�ci, ale całkowalne, nazywamy 

wi�zami holonomicznymi. Wi�zy, które nieodwołalnie musz� zawiera� pr�dko�ci s� wi�zami 

nieholonomicznymi. Dalsze rozwa�ania odnosi� si� b�d� tylko do wi�zów holonomicznych. 

Współrz�dne uogólnione zgodne z wi�zami. 
Rozwa�my sytuacj� N punktów, których 3N współrz�dnych spełnia w równa� wi�zów: 

0),,,( 321 =txxxf Na �  a = 1,2,....w   (2.5) 

Na wiele sposobów wybra� mo�na fwN ≡−3  wielko�ci q, zbudowanych ze 

współrz�dnych xi, niezale�nych, (tj. takich, �e warto�� �adnej z nich nie mo�e by� wyra�ona 

przez f –1 pozostałych): 

),,,( 321 txxxqq Nmm �= ,      (2.6) 

takich by układ 3N równa� (2.5) ∨ (2.6), dał si� rozwi�za� wzgl�dem współrz�dnych 

kartezja�skich xi. 

),,( 2,1 tqqqxx fii �=       (2.7) 

Poniewa� wyra�enia (2.7) stanowi� rozwi�zanie układu równa� (2.5) ∨ (2.6), których 

cz��ci� s� wszystkie równania wi�zów, i w których wszystkie qi s� dowolne, równania (2.7) 

s� parametrycznym równaniem f wymiarowej podprzestrzeni wszystkich poło�e� 

wyznaczonej przez wi�zy. Współrz�dne uogólnione q s� zgodne z wi�zami. 

Wró�my do warunku koniecznego by funkcjonał � tttxtxL d)),(),(( � miał ekstremum. W pierwszym 

podej�ciu do tego zagadnienia sprowadziłem badanie tego warunku do badania funkcji jednej zmiennej ε . 

Wtedy jeszcze nie znali�cie poj�cia ró�niczki funkcji wielu zmiennych. Teraz wiecie doskonale, �e dla funkcji 

dowolnej liczby zmiennych mo�na wydzieli� z jej przyrostu wokół jakiego� punktu cz��� liniow� i reszt�. Cz��� 

liniowa nosi nazw� ró�niczki: 
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(2.8)                                                                                                                  gdzie
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Funkcjonał, to graniczne poj�cie funkcji bardzo wielu zmiennych (w uj�ciu numerycznym, 

dyskretnym, gdy zale�no�ci (w uj�ciu numerycznym, dyskretnym, gdy zale�no�ci x(t) opisujemy 

podaj�c warto�ci x w sko�czonej liczbie punktów, jest to liczba sko�czona, dopiero w granicy ci�głej 

niesko�czona), dlatego i dla niego istnieje rozkład przyrostu funkcjonału na cz��� liniow� i reszt�. 

Tradycyjnie funkcja )(txiδ  b�d�ca dowoln�  ró�nic� mi�dzy jak�� funkcj� porównawcz�, a funkcj� 

wokół której badamy zmiany (w szczególno�ci wokół przebiegu b�d�cego ekstremal�), nosi nazw� 

wariacji zmiennej. Odpowiada ona (a przy wielu zmiennych w funkcjonale kolekcja wszystkich takich 

wariacji dla ró�nych i ) dokładnie poj�ciu ró�niczki zmiennych niezale�nych w problemie funkcji wielu 
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zmiennych. Przyrostowi funkcyj xi  odpowiada przyrost funkcjonału. Gdy z tego przyrostu wydzielimy 

cz��� liniow� dostaniemy wariacj� funkcjonału: 

RtttxtxLtttxtxLttxtxxtxL +δ+=δ+δ+ ��� d)),(),((d)),(),((d),)(,)(( ����   (2.9) 

Zgodnie z naszymi wcze�niejszymi, nieznacznie mniej ogólnymi rachunkami, owa wariacja wynosi: 
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Obliczmy wariacj� działania � −VT dla naszego układu N cz�stek z wi�zami: 
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Gdyby nie było �adnych wi�zów, jedyne siły, jakie by działały na poszczególne cz�stki, 

to gradienty potencjału, wi�c wariacja działania znikałaby (jako funkcjonał liniowy), wła�nie 

dla ruchu rzeczywistego spełniaj�cego równania Newtona.  

Ale teraz mamy siły reakcji, zatem 
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∂
∂+       (2.12) 

Zatem wariacja działania jakby nie chciała znika�? 

( ) trRtVrm AAAA dd)(
2
1 2 ��
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� −δ ��� �     (2.13) 

Nie martwmy si�!!! 

Wi�zy, a w zasadzie tzw. wi�zy idealne (którymi zajmuje si� mechanika analityczna), 

wytwarzaj� siły reakcji wył�cznie prostopadłe do zgodnych z tymi wi�zami przesuni�� 

wirtualnych.  Wariacja we wzorze (2.13) jest wi�c równa zero.! 

Je�li wyrazimy współrz�dne kartezja�skie wszystkich cz�stek przez f  współrz�dnych 

uogólnionych, to wariacje n

f

n n
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s� automatycznie zgodne z wi�zami, dla 

dowolnych wariacji współrz�dnych uogólnionych. 

Tym samym funkcjonał działania: 
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   (2.14) 

jest stacjonarny wzgl�dem dowolnych wariacji qδ . 
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Równania ró�niczkowe na współrz�dne uogólnione q (w liczbie f) s� znów równaniami 

E-L . Je�li mamy za sob� przeliczenia lagran�ianu, to �adne wi�zy, ani siły reakcji nas nie 

obchodz�!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 

W stosunku do metody z siłami reakcji, równania Lagrange’a (zwane te� równaniami 

Lagrange’a II rodzaju) stanowi� 3N- (3N-f) równa� zamiast 3N + (3N-f) równa�. 

W przypadku, np. bryły z jednego mola pierwiastka, daje to 6 równa�, zamiast 

podwojonej liczby Avogadro minus 6!!! 

Przykłady 
Procedura wprowadzania współrz�dnych uogólnionych zgodnych z wi�zami, nie musi 

bynajmniej sprowadza� si� do rozwi�zywania równa� wi�zów wraz z równaniami 

wyra�aj�cymi nowe współrz�dne przez stare. Cz�sto sama definicja zmiennych  q pozwala 

wprost wyrazi� T i V przez te współrz�dne. 

We�my wahadło matematyczne o długo�ci l. Oczywistym kandydatem na współrz�dn� 

uogólnion� jest k�t wychylenia ϕ  

 

 

 

 

 

 

 

 

Energie: kinetyczn�  

2)(
2
1 ϕ�lm      (2.15) 

i potencjaln�:  

ϕ− cosmgl      (2.16) 

po prostu „widzimy”. Równanie Lagrange’a wypisujemy „z marszu”; 

ϕ−=ϕ sin2 mglml ��     (2.17) 

Je�li wolimy, mo�emy skorzysta� z całki energii: 

constcos)(
2
1 2 =ϕ−ϕ mgllm �    (2.18) 

ϕ

m 

l 
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Równanie (2.17) jest wygodne do zbadania małych drga�. Zast�pujemy sinus kata 

samym katem uzyskuj�c prze�wietnie znane równanie oscylatora harmonicznego.  

Równanie (2.18) z kolei jest u�yteczne, gdy chcemy wyznaczy� dokładnie okres 

waha�. Pewn� ciekawostk� zwi�zan� z badaniem tego okresu zajmiemy si� na �wiczeniach. 

We�my inny elementarny przykład, klocek �ci�gaj�cy ze stołu inny klocek: 

 

 

 

 

 

Jako wielko�� okre�laj�c� poło�enie obu klocków mo�emy wybra�, np. y. Odległo�� 

du�ego klocka od kraw�dzi to b�dzie l-y, je�li l to długo�� nierozci�gliwej nici. Sam stół te� 

jest rodzajem wi�zu, oczywi�cie. 

mgyyMmL ++= 2)(
2
1

�     (2.19) 

Równaniem ruchu jest 

mgyMm =+ ��)(      (2.20) 

 

Wynik raczej banalny. 

Powy�szy „problemik” spotyka si� cz�sto w najelementarniejszych podr�cznikach, dla 

najmłodszych adeptów fizyki. Jest rzecz� zdumiewaj�c�, jak cz�sto spotyka si� „rozwi�zania” 

w których „siła mg” ci�gnie mas� M nadaj�c jej przyspieszenie mg/M. Spotyka si� polecenie 

wykonania pomiarów i ustalenia odwrotnej proporcjonalno�ci przyspieszenia do masy M. 

Inne, tym razem daj�ce poprawny wynik, polegaj� na stwierdzeniu, �e siła mg 

przyspiesza ł�czn� mas� (m + M), wi�c przyspieszenie jest jak w (2.20). Pozornie jest to 

odwołanie wprost do prawa Newtona, pomija si� jednak taki „drobiazg”, �e równania 

Newtona s� wektorowe, a przyspieszenia obu mas s� ortogonalne. 

Na poziomie lagran�ianu powy�sze stwierdzenie brzmi: energia kinetyczna jest 

proporcjonalna do sumy mas (energie s� skalarami – ich proste dodawanie jest dozwolone), a 

potencjalna tylko do m. St�d wynik. 

Nieco subtelniejsza wersja tego zadania zawiera bloczek o promieniu R i momencie 

bezwładno�ci B. Metoda elementarna wymaga wprowadzania dwóch napi�� (po dwóch 

stronach bloczka) i prawa dynamiki dla bloczka. Metod� Lagrange’a wystarczy do energii 

kinetycznej doda� energi� kinetyczn� bloczka o pr�dko�ci k�towej Ry /� , wynosz�c�: 

m 

M

y 
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2
22

1
y

R
B

�      (2.21) 

 

Pozwala to natychmiast zmodyfikowa� wynik – trzeba powi�kszy� sum� mas w 

wyra�eniu energii kinetycznej o B/R2 

mgyRBMm =++ ��)/( 2     (2.22) 

I jeszcze jeden elementarny przykład, tym razem z dwoma stopniami swobody: 

 

 

 

 

 

 

 

 

Po równi pochyłej (w kształcie ruchomego klocka o masie M), �lizgaj�cej si� bez tarcia 

po płaszczy�nie stacza si� bez po�lizgu kula o masie m.  Z jakim przyspieszeniem porusza si� 

równia? 

Poło�enie obu ciał w przestrzeni okre�laj� w zupełno�ci zmienne oznaczone na rysunku 

jako x i y.  Współrz�dne kartezja�skie kuli s�: 

}sin,cos{ α−α+ yyx  

Energia kinetyczna �rodka masy kuli to 

)cos2(
2
1

)sin)cos((
2
1 22222 α++=α+α+ yxyxmyyxm �������  

a energia ruchu obrotowego: 

222

5
1
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5
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2
1

ymRymR �� =  

Ł�cznie z energi� kinetyczn� klina 

2

2
1

xM�  daje to: 

�
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� α+++= cos2
5
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1 22 yxmymxmMT ����  

α−= sinmgyV  

Równanie Lagrange’a : 

x 

M 

y 
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α=α+

=α++

sincos
5
7
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Łatwo znajdujemy 

α++

αα−=
2sin

5
2

5
7
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mmM

m
gx��  

 

Mo�e wynik nie jest specjalnie znacz�cy, ale pro�ciej tego przyspieszenia wyznaczy� na 

pewno si� nie da! 

W jednym z przykładów w ostatni czwartek pojawiło si� wahadło matematyczne.  

Zajmowali�my si� wahadłem ju� rok temu, ale tylko numerycznie. Teraz jest okazja by zaj�� 

si� wahadłem jeszcze raz, posługuj�c si� jednak analiz� matematyczn�, a nie brutaln� 

numeryk�. Całka energii prowadzi do równania: 

α−==ϕ−ϕ coscos
2
1 22 mglconstmglml �    (2.30) 

gdzie liter� α  oznaczyłem k�t maksymalnego wychylenia (czyli amplitud�).  

Jak wiadomo, tylko w przybli�eniu małych drga�, ruch wahadła jest harmoniczny, a 

okres waha� niezale�ny od amplitudy. Gdy si� chce by� dokładnym, albo gdy amplituda nie 

jest mała, trzeba umie� wyznaczy� zale�no�� okresu waha� od tej�e amplitudy. 

Rozdzielenie zmiennych prowadzi do całki: 

� α−ϕ
ϕ=

coscos2
d

g
l

t     (2.31) 

Okres waha� to jest 4-krotno�� czasu jaki zajmuje ciału przemieszczenie si� od 

poło�enia 0 do α . Dlatego: 

�
α

α−ϕ
ϕ=

0 coscos2
4

d
g
l

T     (2.32) 

Powy�sza posta� nie jest zbyt wygodna do badania, cho�by dlatego, �e funkcja 

podcałkowa d��y do niesko�czono�ci w punkcie zwrotu. Łatwo jest znale�� posta� du�o 

wygodniejsz�. W tym celu wyra�amy najpierw cosinus pełnego k�ta przez kwadrat sinusów 

połowy k�ta dostaj�c: 

�
α

ϕ−α
ϕ=

0
22 2/sin22/sin22

4
d

g
l

T     (2.33) 
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a nast�pnie wprowadzaj�c now� zmienn� k�tow� wzorem: 

ϕ
α
ϕ=ψψ

α
ϕ=ψ d

2/sin2
2/cos

dcos,
2/sin
2/sin

sin   (2.34) 

Dostajemy: 

(2.35)                                                                                     
sin)2/(sin1

d
4

)2/cos(
d

4
2/sinsin2/sin)2/cos(

dcos)2/sin(2
2

2/

0
22

2/

0

2/

0
222

�

��
π

ππ

ψα−
ψ=

=
ϕ
ψ=

αψ−αϕ
ψψα=

g
l

g
l

g
l

T

 

Teraz całkowanie jest po stałym przedziale o długo�ci 2/π , a funkcja podcałkowa dla 

małych amplitud jest bliska 1. 

Najprostszy sposób oceny odst�pstwa od izochronizmu polega na rozwini�ciu 

odwrotno�ci pierwiastka w szereg Taylora 

(2.36)  ) )2/(sin
4
1

 (12d)sin)2/(sin
2
1

1(4

sin)2/(sin1

d
4

2
2/

0

22

2/

0
22

α+π=ψψα+≈

≈
ψα−

ψ
=

�

�
π

π

g
l

g
l

g
l

T

 

 

Dla amplitudy 1/10 radiana (niecałe 6 stopni), połowa amplitudy to b�dzie 1/20, po 

podniesieniu do kwadratu 1/400, a po podzieleniu przez 4 jedna 1/1600.  

Funkcja: 

� ψ−
ψ=

22 sin1

d
)(

k
kK     (2.37) 

nosi nazw� całki eliptycznej zupełnej pierwszego rodzaju. 

 

W celu przedstawienia pewnej ciekawej własno�ci tej funkcji, wygodniej rozwa�y� 

całk�: 

�
π

ψ+ψ

ψ=
2/

0
2222 sincos

d
),(

ba
baI     (2.38) 

Robimy podstawienie wymy�lone przez Gaussa: 

ϑ−++
ϑ=ψ 2sin)(

sin2
sin

baba
a

    (2.39) 
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Nowy k�t ϑ  zmienia si� w tym samych granicach co stary. Ró�niczkuj�c (2.39) mamy: 

 

ϑϑ
ϑ−++

ϑ−−+=ψψ dcos
)sin)((

sin)()(
2dcos 22

2

baba
baba

a     (2.40) 

Zarazem dla ψcos  mamy: 

ϑ
ϑ−++

ϑ−−+
=ψ−=ψ cos

sin)()(
sin)()(

sin1cos 2

222
2

baba
baba

   (2.41) 

 

Dziel�c stronami dostajemy: 

ϑ−−+

ϑ⋅
ϑ−++
ϑ−−+=ψ

2222

2

sin)()(

d
sin)()(
sin)()(

2d
babababa

baba
a    (2.42) 

Z kolei sama funkcja podcałkowa wyra�ona przez now� zmienn� jest: 

 

ϑ−−+
ϑ−++⋅=

ψ+ψ 2

2

2222 sin)()(
sin)()(1

sincos

1
baba
baba

aba
    (2.43) 

 

Przy mno�eniu (2.42) przez (2.43) skraca si� wi�kszo�� członów i zostaje: 

 

( )
),

2
(

sincos
2

d

sin
2

sin
2

cos
2

d

sin)(b)(a

d2
),(

2/

0 22
2

2/

0 2
2

2
2

2
2

2/

0
222

ab
ba

I

ab
ba

bababa

ba
baI

+=

ϑ+ϑ�
�

�
�
�

� +

ϑ=

=

ϑ�
�

�
�
�

� −−ϑ�
�

�
�
�

� ++ϑ�
�

�
�
�

� +

ϑ=

=
ϑ−−+

ϑ=

�

�

�

π

π

π

    (2.44) 

 

 

Zamiast liczy� całk� z pocz�tkowymi parametrami a i b, mo�na uzyska� identyczny 

wynik licz�c j� z parametrami, które s� dwiema �rednimi tych liczb: �redni� arytmetyczn� i 

�redni� geometryczn�. Obie �rednie le�� wewn�trz przedziału (a,b), s� wi�c bli�sze sobie, ni� 

parametry wyj�ciowe. Zast�pienie parametrów �rednimi mo�na powtórzy�. Nowe �rednie 
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b�d� jeszcze bli�ej siebie. W rzeczywisto�ci zbli�anie si� owych �rednich do siebie nast�puje 

niezwykle szybko 

 

 

 

 

 

 

.

2,0000000000 1,0000000000
1,5000000000 1,4142135624
1,4571067812 1,4564753151
1,4567910482 1,4567910139
1,4567910310 1,4567910310
1,4567910310 1,4567910310
1,4567910310 1,4567910310

 

 

10,0000000000 1,0000000000
5,5000000000 3,1622776602
4,3311388301 4,1704348851
4,2507868576 4,2500273492
4,2504071034 4,2504070864
4,2504070949 4,2504070949
4,2504070949 4,2504070949

 
 

Wspólna granica owych �rednich nosi nazw� �redniej arytmetyczno-geometrycznej 

dwóch liczb. Oznaczaj�c j� symbolem SAG(a,b), mamy dla interesuj�cej nas całki: 

2),(SAG
1

sincos

d
),(

2/

0
2222

π⋅=
ψ+ψ

ψ= �
π

baba
baI    (2.45) 

a dla okresu wahadła 

))2/cos(,1(SAG
1

2
sin)2/(coscos

d
4

sin)2/(sin1

d
4

2/

0
222

2/

0
22

α
π=

ψα+ψ
ψ=

=
ψα−

ψ=

�

�
π

π

g
l

g
l

g
l

T

  (2.46) 
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