Wykiad 3

Ruch jednowymiarowy w statym potencjale moze by¢ albo nieograniczony,
albo periodyczny. W tym ostatnim przypadku, okres drgan zalezy (w og6lnosci)
od statej energii (czy tez zwiazanej z nig amplitudy). Przyktad takiej zaleznoSci
badalismy szczegétowo dla wahadta matematycznego w ostatni poniedziatek.

Wspominatem w zesztym roku o ciekawych rozwazaniach Bohra, ktory dla
ruchow periodycznych (niekoniecznie jednowymiarowych), w ktorych okres
ruchu jest okreslong funkcja energii, wyznaczyt (w doskonalym, jak si¢ okazuje
na gruncie pelnej teorii kwantowej) poziomy energetyczne ukladu. Ruchy
jednowymiarowe (ograniczone) sa automatycznie periodyczne i okres moze by¢
tylko funkcja energii.

Dla atomu wodoru potencjal oddziatywania, a w konsekwencji ruch
klasyczny, jest nam dany wczesniej. Wczesniej tez jest nam znana zaleznos¢
T(E). Na tej podstawie Bohr wyznaczyt E, ~1/n*, w zgodzie z wzorem Balmera,
co jest jednym z kamieni milowych rozwoju fizyki wspoéiczesne;.

W przypadku oddziatywan atomoéw, tworzacych molekuty, potencjat
oddzialywania nie jest znany a priori. Trudno jest go zmierzy¢ dostownie przez
pomiar sit. Latwo natomiast obserwuje si¢ poziomy energetyczne molekut, w
szczegOllnosci poziomy oscylacyjne. Z ukladu tych pozioméw okreslic mozemy
wprost, metoda Bohra, zaleznos¢ okresu od energii.

Powstaje pytanie: Do jakiego stopnia znajomoS¢ zaleznosci T(E) pozwala

wyznaczy¢ zaleznos¢ V(x)? A
Z . V
Mamy rOwnanie:
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Jesli gatgzie wykresu chcemy opisywac jako x(V), to musimy wprowadzi¢
dwie gatgzie. Gdyby potencjal byt symetryczny, funkcje te réznily by si¢ tylko
znakiem.

Przy ustalonej energii E, oscylacje odbywaja si¢ pomigdzy wartosciami
x (E), axg(E) (Okres definiujemy jako czas przejscia w obie strony). GdybySmy
znali V(x), a wigc 1 funkcje x,(E), 1 xz(E), tatwo napisalibySmy wyrazenie na

okres T-

(3.1)

0 dx 2ij£) dx

T(E)=2
() J;JXE—Vu»nn+ 0 2AE=V(x)/m

Choc¢ sig to moze wydac z poczatku dziwaczne, optaca si¢ w obu catkach
zamieni¢ zmienng x na zmienna V. Zauwazmy, ze w kazdym z przedzialow
osobno, x jest jednoznaczng funkcja V.

Mamy, w sposob oczywisty:

r(E)y/Nom =[S 4 )+jd’“R v 3.2)

2 dv J(E-V V J(E-V)

Mozna to przepisac tak:

T(E)/\2m = j(

k- j v (3.3)

VE=V)

W réwnaniu powyzszym funkcja na zewnatrz catki jest traktowana jako
znana, a poszukiwana jest funkcja znajdujaca si¢ pod catka. To, Ze jest to akurat

r6znica pochodnych nie ma znaczenia fundamentalnego. Oznaczajac nawias

jedna litera f(V)
dx,(V) dx, (V)

T (3.4)




mozemy napisac:

j%ﬂw ~T(E)/N2m (3.5)

Roéwnanie to przypomina uktad réwnan liniowych, tyle, ze teraz z

nieskonczong liczba niewiadomych:
Zaa x,=b,

Odpowiednik macierzy (numerowanej dwoma indeksami) nazywa sig
jadrem réwnania catkowego. Jest ono funkcja dwoch zmiennych — po jednej
calkujemy z nieznang funkcja, a otrzyma¢ mamy z géry znang wielkos¢, zalezng
od drugiej zmienne;j.

Roéwnanie catkowe (3.5) nazywa si¢ rownaniem Volterry. Wystepuje ono
dos¢ czesto, a jego gldéwna zaleta jest to, ze mozna go rozwigzac¢ explicite, co
jest rzadkie dla rownan catkowych.

Podstawowa ,,sztuczka” umozliwiajaca jawne rozwiazanie rownania

Volterry jest pewna prosta catka

f e _ (3.6)
) JG—a)b-x)

(Podstawienie x = %b Lb-a

& przeksztatca nasza catke w J'

[ &2
Pomyst na rozwiagzanie polega na pomnozeniu rOwnania (3.5) obustronnie
przez 1/z - E i scatkowanie po wartoéci E w przedziale od 0 do z. Po stronie

prawej dostaniemy

¢T(E)dE
1/2 ,
i [ [
a po lewe;j
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Catka powyzsza jest catka podwojna.



W ptaszczyznie zmiennych E 1 V jest to catka po trojkacie:
A

/ L

4

Tak jak si¢ ona pojawita jest to najpierw catka po V przy ustalonym E,
czyli catka po infinitezymalnym pasku pionowym zaznaczonym na czarno w
granicach od 0 do y, a potem suma po pionowych paskach, dla wszystkich E od
0 do z..

Dostaniemy w oczywisty sposéb ten sam wynik, jesli najpierw scatkujemy

\/—fE(\‘ZZ—V po zmiennej E przy ustalonym V, czyli po pasku zottym w
- _

przedziale od V do z-V, a potem po V w granicach od 0 do z.

i dE ¢ fV) fot fV)
dV = |dE dVv =

!JZ—E!JE—V ! !Jz—E«/E—V 3.7)
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Zestawiajac strong lewa 1 prawa, mamy:
Z ST(E)E
dy =+/1/2 3.8

n{ f()dy ’"f Ji-E (3.8)

Roézniczkujac obustronnie po z (i ktadac po obu stronach ponownie V

zamiast z) dostaniemy:

L A

N1/2m d .[T(E)dE (3.9)



Gdybysmy, w konkretnym problemie znali 7(E), to wykonujac najpierw
calkg, a potem pochodna, mielibySmy jawnie wyznaczona poszukiwang na
poczatku funkcjg f.

W  naszym oryginalnym programie, niewiadoma funkcja f jest
oznaczeniem dla innej niewiadomej funkcji (rownanie 3.4). Zamiast wylicza¢ f
poprzez rézniczkowanie réwnania (3.8), wstawiamy do niego rownanie (3.4)

wyrazajace niewiadoma funkcj¢ f, przez inna, bezposrednio nas interesujaca

niewiadoma:
¢ dx, (V) 3 dx, (V) B ¢ T(E)dE
nﬂ . = jdV—\/UZm! N (3.10)

Calki z pochodnych po stronie lewej tatwo wykonac.
Réwnanie powyzsze jest rownaniem funkcyjnym, bedacym tozsamoscia
dla wszystkich warto$ci zmiennej z — wolno w zwiazku z tym zastapi¢ tg

zmienng dowolng inng litera. Wracamy do oznaczenia V, dostajac:

xpg(V)=x, (V)=

N1/2m ]-T(E)dE
T 3JV-E

(skorzystaliSmy réwniez z faktu, ze x,(0)=x,(0)=0)

(3.11)

Mozemy sprawdzi¢ powyzszy wynik, wyznaczajac potencjal, z zatozenia

symetryczny, ktory gwarantuje stalo$¢ okresu oscylacji, niezaleznie od energii:

T(E)=T, (3.12)
Catka w (3.11) jest natychmiastowa:
xR(V)_xL(V):z.X(V): \/mj' TOdE _
" ooW-E (3.13)
= m 2T0(_1)\/Vj“; = T0 @
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Po podniesieniu do kwadratu, wyznaczamy:

m( 27w ’ )

0

Wynik doktadnie taki jaki powinien by¢ dla oscylatora harmonicznego.



Aby zakonczy¢ temat drgan i izochronizmu, rozwiazmy jeszcze jedno
historyczne zagadnienie tautochrony.

Ciato zsuwajace si¢ bez predkosci poczatkowej po tuku okregu, do jego
najnizej potozonego punktu, zuzywa na to Y% okresu wahan odpowiedniego
wahadla matematycznego. Wiemy, ze ten czas jest tylko w przyblizeniu
niezalezny od potozenia poczatkowego. Wiele, wiele lat temu sformutowano
zadanie: Jaki powinien by¢ ksztalt tuku (,,zjezdzalni”), by czas zsuwania byl
niezalezny od wysokosci z jakiej zaczyna si¢ zsuwanie. Krzywej tej nadano
nazw¢ tautochrona. Jest oczywiste, ze gdyby zestawi¢ takie dwa tuki,
uzyskalibySmy wahadto scisle izochroniczne.

Opierajac si¢ na wczesniejszych rozwazaniach rozwiazemy zagadnienie

tautochrony w bardzo prosty sposéb.

>

Oznaczmy odlegtos¢ punktu od wierzchotka mierzona wzdluz krzywej
litera s 1 potraktuymy to jak wspotrz¢dna uogdélniona. Gdyby krzywa byta znana,
to wspotrzedna y punktu bytaby okreslona funkcja s

y=y(s) (3.15)

Energia potencjalna jest tu energia grawitacyjna:

V(s)=mgy(s) (3.16)

a energia kinetyczna:

T=—53" (3.17)



Jesli czas zsuwania (bedacy ¢wiartka okresu 7)) ma by¢ staly, to, zgodnie z
wczesniejszymi ustaleniami, wspotrzegdna s musi wigza¢ si¢ z potencjatem

wedtug wzoru (3.13):

Wiam _ mgys)2m __ Jey)12 (3.18)

SZTO T — o T 0 T

Interesuje nas zaleznos¢ pomigdzy y i1 s. W celu jej wyznaczenia

korzystamy z r6zniczkowego zwiazku migdzy x,y,s:

2
dr = /dx? +dy? —dy? =4/ds*> —dy® = (?J ~1 dy (3.19)
y

Z wzoru (3.18) po zrézniczkowaniu mamy:

(3.20)

, 2 ,
Tl ds g1

xX= — | —ldy= ——1dy (3.21)
! (dyj £V2602y

Jest to niemal doktadnie ta sama catka, ktora si¢ pojawita przy szukaniu
brachistochrony. Jedyna réznica wynika stad, ze w problemie tautochrony
poczatek uktadu w ,,naturalny” sposob wyladowat w wierzchotku cykloidy, gdy
w problemie brachistochrony naturalne byto go umiesci¢ w ustalonym punkcie

poczatkowym.

Podstawienie y =

,/ ~Isin0d0 = 8 J-w/l+cose n6do =~
1—cosO 1—cosO

(3.22)

Parametr 6 =0 odpowiada teraz wierzchotkowi cykloidy.



Badajac nadal ruch jednowymiarowy zajmiemy si¢ dwoma jeszcze,
pokrewnymi zagadnieniami  zawierajacymi sity zalezne od czasu,
zagadnieniami, w ktérych mozna ustali¢ pewne ogdélne prawidtowosci. Mam na
mysli ruch w polu sity periodycznej szybko zmiennej w czasie (a wolno
zmiennej w zaleznosci od potozenia), ktorej towarzyszy¢ moze inna, regularna
sita potencjalna.

Réwnanie ruchu napiszemy w konwencji zmiennej kartezjanskiej, ale

wynik bedzie rownie wazny dla innych przypadkow.

mx = —% + f(x)coswt (3.23)

Bez wyboru konkretnego potencjatu V, amplitudy f(x) 1 czgstosci, o
rozwiazaniu takiego rOwnania nic oczywiscie nie da si¢ powiedzie¢. Bedziemy
bada¢ zachowanie takiego uktadu w granicy dostatecznie duzych czgstosSci.
Orientacyjnie, mozna powiedzie¢, ze okres oscylacji dodatkowej sity powinien
by¢ krotki w poréwnaniu ze skalg czasu charakteryzujaca uktad niezaburzony.

Na poczatek przypomnijmy jak wyglada ruch czastki poddanej wylacznie
sile periodycznej o amplitudzie state;j:

mX = f cosmt (3.24)

Jest to rOwnanie liniowe niejednorodne. Rozwiazaniem ogdlnym réwnania

jednorodnego jest ruch jednostajny, a rozwiazaniem szczegdlnym funkcja

trygonometryczna:

x=At+B—izcoswt (3.25)
()

Juz ten Scisty, banalnie tatwy przypadek ilustruje nam kilka wtasnosci
ruchow, jakimi chcemy si¢ zaja¢. Rozwiazanie jest suma rozwiazania gladko
zmieniajacego si¢ w czasie (w kazdym razie, jesli predkos¢ poczatkowa nie
zostala wybrana szalenczo duza) i oscylacji z czgstoscia sily wymuszajacej, o

amplitudzie f/®°, ktéra nawet przy ustalonej amplitudzie sily,



niekoniecznie malej, bedzie mogla by¢ uczyniona dowolnie mala, przy
wystarczajaco duzej czgstosci.

W zwiazku z ta obserwacja, bedziemy poszukiwac¢ rozwiazania rGwnania
(3.23) w postaci sumy rozwiazania wolnozmiennego 1 rozwiazania
periodycznego, szybko oscylujacego, o matej amplitudzie:

x(t)=X () +&®) (3.26)

Mato$¢ oscylacyjnej czesci rozwiazania E() wykorzystamy do rozwiniecia

w szereg Taylora (i zachowania najnizszych istotnych wyrazéw) zaréwno

potencjatu V, jak i amplitudy sily:

mX +mé =
) 3.27
dx dx dx

Jesli rOwnanie ma by¢ spetnione, to sktadniki szybko oscylujace powinny
wzajemnie si¢ skracaC. Chodzi tu o sktadniki, ktére nie sa mate. (Matymi
mozna si¢ nie przejmowac). Takim niematym skladnikiem jest na pewno sama

sita oscylujaca: f(X,t)coswr (wszak cosinus jest rz¢gdu jednosci, a o f nie

df (X)
dX

zaktadamy zadnej matosci). W przeciwienstwie do sily, sktadnik &

CcOos Wt

jest maty. No, bo mate jest samo &. Dlatego mozemy go pomina¢. Podobnie

d’V(X)

mozemy pomina¢ sktadnik — & .

Po stronie lewej mamy tylko jeden sktadnik oscylujacy 1 (ze zgroza?)
stwierdzamy, ze on tez jest rzedu &. Ale uwaga! Jest to druga pochodna
harmonicznie oscylujacej wielkosci, a wigc mnozona dodatkowo przez duze
®°. Jak duza (czy raczej jak mata) jest amplituda samego &, witasnie nam

wyjdzie z przyrownania tego cztonu z lewej strony z jedynym waznym cztonem

oscylacyjnym ze strony prawej:



m& = f(X,t)cos ot (3.28)
Zaleznos¢ (gtadka) od czasu inna niz oscylujaca, jest w tym rOéwnaniu
niewazna i dostajemy
&z—Mcoswt (3.29)

mo’

(plus cos gtadkiego, co zawsze mozna wiaczy¢ do X).

Jak dotad, z wielkiej chmury maly deszcz. OdtworzyliSmy wynik
identyczny jak dla czastki w polu statej (przestrzennie) oscylujacej sity.
Amplituda tego ruchu jest znikoma (powiedzmy, ponizej naszej obserwacyjnej
zdolnosci rozdzielczej),

Dokonczmy jednak badanie pelnego rownania, w ktérym musza jeszcze si¢
zgodzi¢ czgsci ,,gladkie™.

Po stronie lewej jest jeden gtadki czynnik. Po stronie prawej takim gtadkim

czynnikiem jest pochodna potencjalu. Nie jest takim gladkim czynnikiem

d’V(X)

—. Jest on kolejna poprawka do &, ale juz o tym

kolejny czton &

mowilem, pomijajac ten czlon.

Zostal jeszcze wyraz ostatni: &

dfd(;()cos(ot. W pierwszej chwili mozna

pomysle¢, ze 1 on oscyluje. Ale w ,;zderzeniu” dwdch oscylacji z ta sama

czgstoscia, w iloczynie dwdch cosinusow jest owo stynne %2!!

ﬁwcosmt=—f(X2)cos(x)tdf(X)cos(,)t:
dX mao dx

= > (—+cos2(ot)
dX 2mm” \ 2

Czton oscylujacy z podwdjna czegstotliwoscia generuje w matych
oscylacjach jakas wyzsza harmoniczng 1 jest poréwnywalny z innymi
pominigtymi cztonami. Czion odpowiadajacy Y2 jest gladki. Wchodzi on do

réwnania na X(f):

10



mX =—i(V(X,z)+LX;’)] (3.31)
dX 4m

To jest smakowity wynik! Wywotujaca, sama z siebie, mikroskopijne
oscylacje sita, prowadzi w dluzszym czasie do kumulatywnego

przemieszczania ,,Srodka oscylacji”, opisywanego przez X.

Mate drgania wielu stopni swobody.
WidzieliSmy juz na przykiadzie wahadet sprz¢zonych — w gruncie rzeczy

jednego z najprostszych do wyobrazenia uktadu fizycznego — jak beznadziejna
bytaby proba analitycznego rozwiazania rownan ruchu, gdyby nie przyblizenie
matych drgan. Po zrobieniu tego przyblizenia, zar6wno energia kinetyczna, jak i
potencjalna staty si¢ formami kwadratowymi (jedna zbudowana z predkosci,
druga z odchylen od potozenia réwnowagi). Przygladajac si¢ tym prostym
formom, tatwo odgadliSmy, jakie kombinacje pierwotnych zmiennych uznaé za
nowe zmienne tak, by lagranzian rozpadlt si¢ na sume¢ dwoéch sktadnikéw, kazdy
zalezny tylko od jednej z nowych zmiennych. Tymi zmiennymi w owym
przyktadzie byly suma i réznica wychylen. Takie rozdzielenie zmiennych
konczy, praktycznie, prac¢ nad wyznaczaniem ruchu. Kazda (nowa) zmienna
spetnia niezalezne rownanie oscylatora harmonicznego:
Q. =C, cos(w,r+9,)=C, cos(®,) + D, sin(®, ) (3.32)

Okazuje sig, ze dla malych drgan, taka separacja zmiennych moze by¢
przeprowadzona dla dowolnej liczby stopni swobody, dla niemal kazdej sytuacji
fizyczne;.

Owo ,,niemal” dodalem z ostroznosci. Chodzi o to, iz czasami moze Si¢
zdarzy¢, ze wlasciwe minimum funkcji charakteryzuje si¢ nie tylko znikaniem
pierwszej pochodnej, ale 1 drugiej i trzeciej. Najprostsze mozliwe rozwinigcie
takiej funkcji wokot potozenia rownowagi, gwarantujace ograniczonos¢ ruchu,

musi zawiera¢ wtedy czwarte pochodne, a przyblizone (najprostsze mozliwe)

11



wyrazenie na potencjat bedzie musiato by¢ forma jednorodng stopnia czwartego.

W takim przypadku ogdlne argumenty, o ktérych za chwilg, juz si¢ nie stosuja.
Po to, by moéwi¢ o drganiach, musimy mie¢ potozenie rownowagi.
Najprosciej przyjac¢, ze mamy wigzy niezalezne od czasu, a wspotrzedne

uogdlnione wprowadziliSmy wzorami tez od czasu niezaleznymi: x = x(q).

Lagranzian jest wtedy:

Ly 3 20, 2— LS @i, V@ 33
2A’i - aq n _zm’n mn qqmqn q .

Podkreslam, ze pojawienie si¢ formy kwadratowej energii kinetycznej nie
jest zwiazana z zalozeniem matosci drgan, a jedynie ze skleronomicznoscia
wigzOw 1 wyborem wspotrzednych uogdélnionych zbudowanych z potozen w
spos6b nie zawierajacy czasu w sposéb jawny .

Forma kwadratowa energii kinetycznej jest dodatnio okreslona. To, Ze jest
co najmniej potokreslona wida¢ od razu. Czy moze wartos¢ T byC zerem przy
jakiejs kombinacji réznych od zera predkosci uogdlnionych? Cé6z by to
znaczylo. Ano, ze ¢ si¢ zmienia, a wszystkie x stoja. Oznaczato by to, ze
rOwnania wiezOw 1 réwnania definiujace ¢ maja wiele rozwiazan. Dana
konfiguracja nie bylaby w jednoznacznej odpowiednios$ci z g. Taka sytuacja jest
nie do pomyslenia, jesli wspotrzedne wybrano prawidtowo.

Przy okazji tych ogdlnych rozwazan, warto w tym miejscu zobaczy¢ jak
wyglada prawo zachowania zwiazane z nieobecnoscia czasu w lagranzianie:

. 0
>,

r

1< . 1< .
Ezam(q)qmqn— ) |- Ezam,,(q)qmqn—"(q) =T+V (334

W przypadku lagranzianu o badanej wtasnie strukturze catka pierwsza jest

sumg 7+V. Nazywa si¢ ja — co nikogo nie powinno dziwi¢ — energia’.

! Warunki powyzsze sa dostateczne by struktura lagranzianu mechaniki nierelatywistycznej byta taka wiasnie.
Czasami, co widzieliSmy na przykladzie koralika nawleczonego na jednostajnie wirujaca obrgcz, wigzy zalezne
od czasu moga prowadzi¢ tez do lagranzianu o powyzszej strukturze.

2'W przypadkach, gdy analogiczna, formalna struktura lagranzianu jest wynikiem w pewnym sensie
przypadkowym, bo zalezno$¢ od czasu, czy to wigzéw, czy zwiazkéw definiujacych wspélrzgdne, upraszcza sig,
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Skoro energia jest zachowana, a forma kwadratowa energii kinetycznej jest

dodatnio okreslona, to w czasie ruchu spetniona by¢ musi nieréwnos¢:
T=E-V2=20 (3.35)

Jesli V ma minimum, a E jest nieznacznie wigksze niz wartos¢ w owym
minimum, to (o ile V jest ciagle!) dostgpny dla ruchu zakres jest ograniczony i
tym mniejszy im nadwyzka energii mniejsza. W przyblizeniu ,,parabolicznym”
rozmiary obszaru dostgpnego maleja jak pierwiastek kwadratowy z amplitudy
drgan. Poniewaz maksymalna wartos¢ 7 jest rOwna tej samej nadwyzce energii,
maksymalne predkosci tez ,,skaluja” si¢ jak pierwiastek energii (mierzonej od
minimum potencjatu).

Dochodzimy do wniosku, ze dla kazdego uktadu omawianego typu, istnieje
zakres warunkow poczatkowych dla ktérych amplitudy ruchu, czyli odchylenia
od potozenia réwnowagi moga by¢ dowolnie mate. Dla kazdej wybrane;j
doktadnosci, mozna podac taki (dostatecznie maty) zakres amplitud, dla ktérego
czlony trzeciego rzgdu w matych amplitudach, bgda zaniedbywalnie mate w
poréwnaniu z cztonami kwadratowymi. Takie drgania, to wlasnie male drgania.

Energia potencjalna matych drgan jest forma kwadratowa jednorodna we
wspotrzednych (jakbySmy nie wybrali wspoétrzgdnych na poczatku, zawsze
mozna je przedefiniowa¢ przez odjgcie ich warto§ci w minimum, tak by
ostatecznie minimum wypadato dla ¢; =0.)

W formie kwadratowej energii kinetycznej rozwijanie a(q) jest zbedne, bo
cztony poprawkowe z kwadratami predkosci sa od razu trzeciego rzedu!
Ostatecznie:

1 |
L=52%%% —52%%% (3.36)

Wspolczynniki a to te same a co w formule (3.33) wzigte w polozeniu

rownowagi. Wspdiczynniki v; sa formalnie wartoS§ciami w polozeniu

rOwnowagi drugich pochodnych potencjalu. W praktyce rzadko liczymy te

ani forma kwadratowa pregdkosci uogdlnionych nie jest energia kinetyczna w jakims$ uktadzie inercjalnym, ani
czgs$¢ pozornie potencjalna nie jest energia potencjalna, ani catka ruchu nie jest energia catkowita.
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drugie pochodne — korzysta si¢ raczej z posiadanych w ,,pamigci operacyjnej”
rozwini¢¢ Taylora takich funkcji jak pierwiastek, czy cosinus.

Po sformutowaniu zagadnienia malych drgan jako zagadnienia ruchu
uktadu opisanego lagranzianem (3.36), mozna by wypisa¢ réwnania ruchu i
odwotywac si¢ do teorii rownan ré6zniczkowych liniowych.

Wedlug mnie celowym jest (ze wzgledu na rozmaite uogdlnienia jakie nas
czekaja w uktadach bardziej ztozonych, np. takich jak pole elektromagnetyczne,
czy drgajacy krysztal), zamiast wypisywa¢ réwnania juz, od razu po
wyznaczeniu w danym problemie obu form kwadratowych, zaja¢ sig
znalezieniem takiej zamiany zmiennych, ktéra doprowadzi obie te formy
kwadratowe rownocze$nie do postaci diagonalnej.

Co daje diagonalnos¢ form? Oczywiscie lagranzian kwadratowy
zdiagonalizowany (nazwijmy wspotrzedne diagonalizujace Q):

LleaiQiz —lZUiQf =Z(lociQi2 —lniQiz) (3.37)

2 2 2 2
jest automatycznie lagranzianem z rozseparowanymi zmiennymi!!!

Réwnania (oscylatorowe) dla kazdej nowej wspotrzednej Q sa niezalezne
od siebie. Kazde z nich zawiera kolejna wspoétrzegdna Q (i swoista wartos¢
czgstosci). Rozwiazania dane sa antycypowanymi wzorami (3.32)

State catkowania sa dowolne. Nic nie stoi na przeszkodzie wybra¢ tak
warunki poczatkowe, by tylko jedna ze statych (Cy, G, ...... Cy) byla rézna od
zera. Rozwiazanie takie, to znane nam z bardziej elementarnych konkretnych
przyktadéw drganie normalne. Jest ono harmoniczne z okreslona czegstoscia.
Pierwotne wspoirzedne wszystkie drgaja z ta czgstoscia 1 faza. Wartos¢

amplitudy zawarta jest w liniowym zwigzku
q,=>.U,Q0;, (3.38)
ktory ,,zrobil dla nas” diagonalizacje. Gdy tylko jedno z Q (o indeksie j,) jest

r6zne od zera, mamy:
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q;=U,;, 0, =U,, C, cos(®; 1+3,) (3.39)

W og6lnym przypadku ruch jest superpozycja takich drgah normalnych.

Wyznaczenie wszystkich U 1 wszystkich wartosci ,,przekatniowych”
macierzy po diagonalizacji (okreslajacych czgstosci drgan normalnych) to jest
zadanie juz czysto algebraiczne. Rzecz jasna, przy bardziej konwencjonalnym
podejsciu, po wypisaniu ukladu réwnan liniowych ( 1 po rozwazaniach
argumentujacych, ze rozwigzania ogdlnego trzeba szuka¢ jako superpozycji
rozwiazan periodycznych) dochodzi si¢ do tego samego zadania algebraicznego.

Podejscie lagranzowskie jest o tyle naturalniejsze, ze gdy w przysziosci
zaczniemy zastanawiaC si¢ jak drgajacy uktad zachowuje si¢ w okreslonej
temperaturze, albo jak skwantowac taki uktad — odpowiedz dostaniemy od razu,
gdy wiemy co dzieje si¢ z jednym oscylatorem w takich warunkach.
Znajomos¢ rozwigzania ukladu réwnan Newtona jako superpozycji drgan
normalnych nie daje natychmiastowej odpowiedzi.

O ile wiem, zagadnienie rownoczesnej diagonalizacji dwoch macierzy
symetrycznych rozwazaliScie na zajgciach z matematyki. Na wszelki wypadek
krociutko przedstawi¢ w czym rzecz.

Diagonalizacje macierzy za pomoca byle jakiego przeksztalcenia
liniowego zrobic¢ jest banalnie tatwo!

Zacza¢ mozna od zlikwidowania wyrazow mieszanych zawierajacych g;.
W tym celu wylaczamy a,; sprzed wszystkich wyrazéw z ¢, 1 uzupetniamy do
petnego kwadratu:

ia,jqiqi =a,(q,” +22 g,q, +---2Ziqqu)+ Zf:aijqiqj =

i,j=1 11 11 i,j=2

(3.40)

S
ap iy 2 ap aiy 2
=a,(q, +—¢q, + CIf) —a,(—q, +- C]f) +ZaijQin

ap ap ap ap i,j=2

Nazywamy sum¢ w nawiasie, np. litera y, . Jeszcze lepiej w definicjg

zmiennej y; wlaczy¢ /a,, :
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alf

a
ylz\/all(Q1+iQ2+”'_'Qf) (3.41)
ay 1
f f a a,
Yayq.q;, =y + 2 a;q.q;, —a, (g, +-—q,)° (3.42)
i =l ij=2 a, ap,

Dwa ostatnie czlony nie zawieraja zmiennej ¢, — tworza natomiast dodatnio
okreslona symetryczng formg¢ f-1 zmiennych, w ktérej mozna powt6rzyc
procedure z wyrzuceniem kolejnej zmiennej w zamian za dodanie cztonu y,’, i
tak, az do konca.

Nie tylko mozemy bez klopotu zdiagonalizowa¢ jedna macierz, ale nawet
uzyskac w niej wszystkie wspotczynniki rowne (nawet rowne 1).

W praktycznie spotykanych zadaniach bywa czg¢sto, ze jedna z macierzy
(niekoniecznie energia kinetyczna, choc trafia si¢ tocze¢sciej) jest od poczatku
diagonalna, czy wrgcz jednostkowa. Wtedy ta czgS¢ algebraicznych
przeksztalcen nie wystepuje.

W procesie ,,standaryzacji” jednej z macierzy pojawiajq si¢ kolejne liniowe
zwiazki migedzy nowymi zmiennymi y, a oryginalnymi wspoirzednymi.
Odwracajac je, co jest banalne ze wzgledu na malejaca, az do 1, liczbe
zmiennych g wchodzacych do okreslenia kolejnych y, wyznaczamy ¢(y), a to po
wstawieniu do drugiej formy kwadratowej robi z niej jakas nowa forme
kwadratowa.

Jesli zaczelismy od energii kinetycznej 1 to ja sprowadziliSmy do postaci

jednostkowej, to na tym etapie lagranzian jest:

.2 1
EZ% —Ezvl;;yiyj (3.42)
gdzie nowa forma kwadratowa powstata po uporzadkowaniu wyrazow w

: 1 . .. :
formie V = 5 z v, 4,9 ; po wyrazeniu w niej wszystkich g przez g(y).
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Powtdrzenie procedury diagonalizacji w odniesieniu do macierzy v nie
moze doprowadzi¢ do celu, bo byle jakie przeksztalcenia liniowe
diagonalizujace v niemal na pewno popsuja diagonalnos¢ S$licznej w tym
momencie macierzy energii kinetyczne;j!

Tutaj wchodzimy w problem algebraiczny znacznie subtelniejszy niz
banalne uzupelnianie tr6jmianu do petnego kwadratu znane dobrze z liceum.

Sliczna macierz jednostkowa zwraca nasza uwage na przeksztalcenia
liniowe, juz nie byle jakie, ale szczegdlne, tj. takie, ktére nie zmieniajg sumy
kwadratéw. Przeksztalcenie zmiennych wstawione do sumy kwadratéw, ma
da¢ po wszystkich podniesieniach do kwadratu dlugich sum i redukcji wyrazéw
podobnych, na powr6t sumg kwadratow, ale juz nowych zmiennych.

Przeksztalcenia takie istnieja i — jak si¢ okazuje — jest ich wystarczajaco
duzo, by wsrédd nich dobraé, chociaz jedno, ktére zdiagonalizuje t¢ druga
macierz, pozostawiajac t¢ pierwsza nadal w postaci jednostkowej (a wigc tez
diagonalnej).

Gdy zmienne x,,x,, x,sa wspotrzednymi punktu w kartezjanskim uktadzie

wspétrzednych, to x,° +x,” +x,’jest kwadratem odleglosci punktu od

poczatku uktadu wspotrzednych. Wzigcie drugiego uktadu osi (wychodzacych z
tego samego punktu) prowadzi do nowych wspétrzednych tego samego punktu,

zwiazanych liniowo z wspétrz¢gdnymi starymi:

Oznaczajac wersory ukladu ,,starego” €, 1 nowego €, mamy:

— -/ 7/
Zeixl. = Zeixl. (3.43)
Dzigki ortogonalnosci (i unormowaniu) wersorow o réznych indeksach,

jesli pomnozymy rownos¢ (3.43) stronami przez €, dostaniemy:

x; =Y (€,e)x (3.44)
Pojawita si¢ macierz iloczynéw skalarnych (o interpretacji cosinuséw

katow pomigdzy wersorami nalezacymi do r6znych ,,tr6jek”).
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Jesli wstawimy (3.44) do sumy kwadratéw, to nadal bedzie to kwadrat
odlegtosci od (wspdlnego) poczatku ukladu do rozpatrywanego punktu, ale
wyrazony przez wspotrzedne primowane. Mozna sprawdzi¢ bezposrednio, ale
jest to tez oczywista oczywistos¢, ze wyjdzie znobw suma kwadratow, tyle, ze
zmiennych primowanych. zony przez wspotrzedne primowane. Mozna
sprawdzi¢ bezposrednio, ale jest to tez oczywista oczywistos¢, ze wyjdzie znow

suma kwadratow, tyle, ze zmiennych primowanych. Macierz ¢, e’

;o jest
najklasyczniejszym z klasycznych przykltadem macierzy ortogonalnej.

Chcac ujac¢ bardziej ogdlnie jej decydujaca cechg, znajdzmy odwrotny
zwiazek, wyrazajacy nowe zmienne przez stare. Bedzie to z jednej strony
rozwigzanie uktadu réwnan (3.44), z drugiej za$ zwiazek analogiczny do (3.44)

. . -/
otrzymany z pomnozenia (3.43) przez wersor €

X=Y (e e ), (3.45)

Odczytujemy wprost, ze macierz e, -Ej'. jest odwrotna do macierzye, el
Jest to zarazem macierz transponowana.
u'=u" (3.46)
Niech zwiazek migdzy (poszukiwanymi) wspotrzednymi Q, a posrednimi

wspOtrzednymi y bedzie dany macierza ortogonalna:

A\ 0,
oy Qf (3.47)
Yy Q;
W skrécie:
y=UQ (3.48)

Chcac mie¢ wiersz zbudowany ze wspotrzednych moge rdéwnania

powyzsze transponowac:
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b oy oy )=le 0 o7

W skrocie:

y' =Q'U’ (3.49)

Suma kwadratoéw to

>y =yy=Q'UTUQ=0"0=30," (3.50)

Jesli macierz transponowana jest rdwna odwrotnej, to macierz stojaca
pomiedzy Q" a Q jest macierza jednostkowa. I odwrotnie. Powyzszy wynik jest
stuszny dla dowolnej liczby wymiarow.

Szansa na réwnoczesna diagonalizacj¢ dwoch macierzy bedzie wtedy, gdy
ograniczajac zamiang¢ wspotrzednych do postaci (3.48) uzyskamy z formy
kwadratowej ZVU y;y,; formg diagonalna.

Postugujac si¢ notacja macierzowa, mamy warunek na U:

dSvyy, =y"Vy=0"UVUQ=Q"DQ 3.51)
gdzie D jest macierza diagonalna.
Stad:
U'VU =D (3.52)

Jezeli pomnozymy obustronnie przez U, to dzigki temu, ze macierz
transponowana jest zarazem odwrotna (oraz dzigki temu, Zze mnozenie macierzy
jest taczne), dostaniemy:

VU =UD (3.53)

W powyzszym réwnaniu nie znamy ani U, ani D, chcemy tylko by D bylo

diagonalne. Zobaczmy jak wyglada prawa strona powyzszego rOwnania:
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b, 0 - 0) (DU, DU, DU,
U21 0 Dz D1U21

DU D, Uff

(3.54)

Poszczegbdlne kolumny iloczynu macierzy VU w (3.53), zgodnie z regula
,wiersze przez kolumny”, mie¢ beda w kazdej kolumnie tylko iloczyny
zawierajace elementy macierzy U z kolumny o tym samym numerze. Np.
pierwsza kolumna to begdzie:

ViU, +V,U, +--

V21U11 +V22U21 e
VU = () () () (3.55)

VU +V,Uy, +-
W kolumnie o numerze k b¢dziemy mie¢ iloczyn macierzy V i k-tej
kolumny macierzy U
Vi, Vi Vi, YUn
Var Y (3.56)
Ve ViF \U 4
Réwnanie (3.53) wymaga, by kolumna ta byla taka jak kolumna w

rOwnaniu (3.54), gdzie jest to iloczyn Dy 1 kolumny macierzy U:

V11 V12 Vlf Ulk Ulk
N *l=p,| * (3.57)
V, VI \U U,

To jest podstawowy wynik!
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Nie przeraza nas teraz, ze mamy f rOwnan na f+1 niewiadomych. Przy
kazdej wartosci D, jest to uktad rownan jednorodnych na elementy macierzy U,
ktéry ma niezerowe rozwiazania tylko, jesli wyznacznik macierzy wynosi O:

Vi—-D V, Vi f

1%
det| =0 (3.58)

v, Vif — D

Rownanie powyzsze jest algebraicznym réwnaniem stopnia f majacym f
pierwiastkoOw rzeczywistych (niekoniecznie r6znych). Wybierajac za D, ktory$
z tych pierwiastkow 1 wstawiajac do (3.57), dostajemy uklad f rownan na f
niewiadomych. Roéwnania te sa liniowo zalezne. Gdy krotnos¢ pierwiastka jest
1, rozwiagzania okreslone sa z doktadnoscia do wspdlnego czynnika. Ale macierz
ortogonalna ma sume kwadratow wyrazow w kazdej kolumnie (podobnie jak w
wierszu) rowna 1. To pozwala ustali¢ wyrazy w k-tej kolumnie z doktadnoscia

juz tylko do znaku, ktéry wybieramy, jak nam najwygodnie;j.
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