Wyktad 6

Zajmiemy si¢ dzisiaj brylg sztywng. Bryle sztywng mozemy rozpatrywac jako
zbi6r wielu punktow materialnych, migdzy ktorymi dziatajg sity majgce bardzo
glebokie minima potencjatu, co oznacza praktycznie, ze odlegtosci migdzy
wszystkimi mozliwymi parami punktéw sg stale. Jest to klasyczna sytuacja
uktadu z wigzami. Pierwsza rzecz, ktérag musimy ustali¢, to liczba stopni swobo-
dy takiego uktadu.

MowiliSmy juz o tym rok temu, liczbg szeS¢ tatwo odtworzy¢. Ustawienie trzech
wybranych (jakkolwiek, byle nie wspétliniowo) punktéw bryty w ,.docelowych”
miejscach, wyznacza potozenia wszystkich pozostatych, skoro ich odlegtosci do
owych trzech sa ustalone'. Liczba stopni swobody bryly jest identyczna jak dla
trojkata utworzonego z trzech punktéw materialnych sztywno potaczonych.

Ustalenie polozenia trojkata mozna dokonac lokujac najpierw punkt A (trzy
liczby, np. wspotrzedne kartezjanskie). Punkt B musi juz teraz pozostawac na
sferze o promieniu l,g. Opis polozenia na tej sferze moze zawiera¢ np. dlugos¢ i
szerokos¢ geograficzng ( 2 liczby). Gdy A 1 B juz sg ustalone, punkt C musi zna-
lez¢ si¢ na okregu powstatym przez obrot wokot osi AB.

Pierwsze trzy stopnie swobody zwigzane z wtasciwym ulokowaniem wybranego
punktu bryly sg bardzo podobne do trzech stopni swobody pojedynczego punktu
materialnego. Pozostate trzy majg wyraznie odmienny charakter.

W przypadku najogdlniejszym moze zachodzi¢ sprz¢zenie ruchu postepowego 1
obrotowego. Wtedy wszystkie szes¢ stopni swobody (albo ich mniejszg liczbe,
ale zawierajaca oba rodzaje) trzeba rozpatrywac¢ réwnoczesnie. By moc to jed-
nak robi¢, trzeba pozna¢ wilasciwosci samego ruchu obrotowego. Istnieje zreszta
mnostwo sytuacji praktycznych, gdy ruchem postepowym zajmowac si¢ nie mu-
simy.

Typowe dwie sytuacje, gdy problem ruchu obrotowego jest problemem samym
w sobie, to:

! Istnieje punkt potozony zwierciadlanie do danego, o identycznych odlegtosciach do wybranych trzech punktéw
odniesienia. Konfiguracja, w ktérej wszystkie punkty przesztyby w potozenia lustrzane (wzgledem jakiej$ ptasz-
czyzny) spelniataby formalnie wszystkie réwnania wi¢zéw. Nie da si¢ jednak do niej doj$¢ inaczej, niz poprzez
stany posrednie, w ktoérych odlegto$ci miedzy punktami ulegaja zmianie. Zreszta cialo po takiej transformacji
(poza specjalnymi przypadkami symetrii), jest zdecydowanie innym cialem — np. lewa rekawiczka przeksztalci-
taby si¢ w prawa.
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I)Jeden punkt ciala jest fizycznie unieruchomiony. Tak jest, na przyktad
w znanej zabawce, ktorej o$ obrotu jest ostro zakonczona, a powierzchnia
na ktorej stawiamy rozkreconego bgka wystarczajaco chropowata. Inny
przyktad to zawieszenie Cardana zbudowane z trzech pierscieni. PierScien
zewngetrzny jest nieruchomy 1 stuzy do osadzenia (na krétkich oskach)
drugiego pierScienia, mniejszego, mogacego obracac si¢ swobodnie. We-
wnatrz niego umieszczony jest na podobnych krétkich poétoskach, trzeci
pierscien. W tym trzecim pierscieniu tez jest zamocowane sg potoski, do
ktorych przytwierdzone jest cialo mogace si¢ swobodnie obracac. Punkt
ciata, ktory znalazt si¢ we (wspdlnym) srodku trzech pierscieni pozostaje
nieruchomy.

2)Ciatu nie ograniczono zadnego z 6 stopni swobody, ale dziatajace sity
zewnetrzne sg takie, ze ich suma jest niezalezna od orientacji ciala, a (co
najwyzej) od potozenia srodka masy. W tej sytuacji rOwnanie ruchu srod-
ka masy (przerabialisSmy to na Wstepie do Fizyki) jest identyczne z row-
naniem punktu materialnego, na ktore dziata znana sita. Wprowadzajac
uktad odniesienia (w ogdlnosci nieinercjalny), ktérego poczatek pokrywa
si¢ ze srodkiem masy, dostajemy rOwnania opisujgce obrot, identyczne
jak dla bryly z unieruchomionym punktem (tymze srodkiem masy). Uktad
nieinercjalny o ktérym mowa, jest nieinercjalny ze wzgledu na przyspie-
szony ruch poczatku uktadu, ale jego osi muszg byc¢ caly czas rownolegte
do osi jakiegos uktadu inercjalnego. Typowe bedzie tu badanie obrotu
Ziemi w ukladzie odniesienia wedrujagcym wraz z Ziemia, ale z osiami
skierowanymi do ciggle tych samych gwiazd. Wprawdzie w uktadzie nie-
inercjalny pojawia si¢ dodatkowa sita dziatajgca na kazdy punkt bryly, ale
jest ona postaci —m;d. Dla ruchu obrotowego znaczenie ma (jak pamie-
tamy) wypadkowy moment sily, a ten dla powyzszej sity bezwladnosci
dokladnie znika, gdy jest liczony wzgledem $rodka masy.

W dalszym ciggu zajmiemy si¢ takg wtasnie sytuacja, gdy jeden z punktow ciata
jest unieruchomiony (badz faktycznie, badz przez wybor uktadu odniesienia
wspotwedrujacego ze srodkiem masy). W przypadku fizycznego unieruchomie-
nia (w ukladzie inercjalnym), unieruchomiony punkt moze by¢ dowolny. Poja-
wia si¢ wprawdzie w takim przypadku sita reakcji, ale jest ona przylozona w
tym punkcie 1 znéw jej moment znika. Nie musimy si¢ o nig troszczyc.



Ograniczajac si¢ do czystych obrotow, a wigc do tych 3 szczegdlnych stopni
swobody, ktore kojarza si¢ (przede wszystkim) z pojeciem dynamiki bryly
sztywnej, wygodnie jest wprowadzi¢ pojecie uktadu wspotrzednych sztywno
zwiazanego z bryla o poczatku w unieruchomionym punkcie (lub w Srodku
masy). W tym uktadzie, (bedziemy go nazywali ukladem bryty, lub uktadem
ruchomym, czy obracajagcym si¢) wspoirzedne wszystkich punktéw bryty maja
wspolrzedne stale w czasie. Ukladow takich jest nieskonczenie wiele, ale nie
kazdy okaze si¢ rownie przydatny do opisu ruchu bryty. Gdy bryla ma symetri¢
obrotowg (z osig przechodzacg przez punkt unieruchomienia!), naturalne bedzie
wybrac jedng z osi uktadu wzdtuz tej osi symetrii (tradycja powoduje, ze jest to
zawsze o$ nr 3, albo oS z — 6w). Pozostale 2 wybieramy prostopadle do niej, a
kazdy z wyboréw jest rownoprawny. Gdy nie ma zadnej symetrii, okaze si¢, ze
istniejg 3 wyroznione przez konkretny rozktad mas kierunki wygodniejsze od
innych. Ale o tym - potem.

Mamy wigc prostokatny uktad wspotrzednych sztywno zwigzany z brylg i uklad
o osiach statych wzgledem gwiazd 1 wspolnym poczatku z uktadem bryty. Ten
wspodlny poczatek albo spoczywa w jakims$ ukladzie inercjalnym, albo jest srod-
kiem masy 1 — na przyktad — swobodnie spada w jednorodnym polu grawitacyj-
nym, ale to nie wplywa nijak na ruch osi uktadu bryty.

Ruch osi, czy tez obro6t kartezjanskiego uktadu bryty staje si¢ tozsamy z ruchem
bryty. Daje to wygodne mozliwosci analitycznego rozwazania ruchu bryty z
ograniczeniem do minimum koniecznosci robienia przestrzennych rysunkow i
wysilania wyobrazni geometryczne;.

Kiedy mamy dwa uklady kartezjanskie od razu pojawia si¢ macierz ortogonal-
na:

Cij = €;€'] (1)

,,cosinusOw kierunkowych”. S3 to iloczyny skalarne wersoréw (a wigc cosinusy)
uktadu bryly (pisane z ,,primem”) i wersoroOw uktadu nieruchomego.

Wyrazy w kolumnach tej macierzy (ustalone j biegngce i) maja sens wspotrzed-
nych primowanego wersora E; w uktadzie nieprimowanym a wyrazy w wier-
szach, sens wspotrzednych wersora ¢, w ukladzie primowanym. Wynika z tego,
ze zaréwno 1loczyn skalarny réznych wierszy, jak 1 réznych kolumn znika, a
suma kwadratow jest jednoscig.



Znajomos¢ tej macierzy pozwala na wyrazenie jednych wersoréw przez drugie,
oraz na wyrazenie wspotrzednych danego wektora (obojetnie jakiego — czy to
wspoOtrzednej punktu bryty, czy punktu zewnetrznego, czy jakiejs sity zewnetrz-
nej, czy pola magnetycznego, czy wreszcie predkosci katowej jaka wkrotce si¢
pojawi). Mamy wiec:

N

e; = é)i . é"]_é,] (2)

Sume po powtarzajacym si¢ indeksie rozumiemy automatycznie. Kropka ozna-
cza iloczyn skalarny, ktory trzeba wykona¢ przed kolejnym mnozeniem (jak
zwykle wynikajagcym z postawienia symboli obok siebie). Wzor powyzszy wy-
raza sens wspotrzednych kartezjanskich. Jest to kombinacja wersorow (suma po
J), a wspolczynnikami kombinacji sg rzuty rozkladanego wektora na kolejne
wersory. Z tych samych powodow:

g

__; - —
ei—ei-ejej (3)

Iloczyny skalarne w powyzszych wzorach, to nasza macierz. Trzeba tylko uwa-
zac¢ na indeksy. PrzyjeliSmy, ze pierwszy (numer wiersza) odpowiada wersorowi
uktadu nieruchomego. Mamy wigc:

é)i = Cijé"j (4)
Oraz

=/

e =c;ié = (c")é (5)

Zgodnie z konwencjg mnozenia ,,wierszy przez kolumny” ostatni wzdr oznacza,

ze macierzg odwrotng do C jest macierz transponowana. Czyli:

CijCixk = Oj OTaAZ CjiC; = Ojy, (6)

Poniewaz wspotrzedne wektora to s3 jego iloczyny skalarne z wersorami, przeto

Ai = /T . é)i = CijA) . 5,] = CijA,j (7)



I analogicznie:

Ay =A-8;=cuh-& = ("4 (8)

Przy podejsciu analitycznym do geometrii, stowo wektor kojarzy si¢ czesto ze
wspotrzednymi, czyli kolumng liczb. Wobec wzglednos$ci wspotrzednych, nale-
zy rozumiec, ze wektor to raczej sposéb przypisania kazdemu uktadowi wspot-
rzednych trgjki liczb w taki jednak sposdb, by trojki te w réznych uktadach wig-
zaly sie ze sobg za pomoca wzoru (7).

Oczywiscie, gdy takie tréjki wyznaczamy mierzac w réznych uktadach sktado-
we konkretnego, fizycznego wektora, to wzor (7) musi zachodzi€. Jesli jednak
podam algorytm utworzenia tréjki liczb w kazdym uktadzie, a algorytm nie be-
dzie wlasciwy, dostang cos co nie jest wektorem. Na przykiad, tworzac ze
wspotrzednych ,,dobrego” wektora trojke

(A1, Ay, 243) 9)

Dostajemy co$, co ewidentnie wektorem nie jest. (Niedowiarkom pozostaje
sprawdzi¢).

Ale sg 1 dobre algorytmy! Na przyktad tréjka pochodnych

op(x,y,z) 0p(x,y,z) 0¢p(x,y,z)
( ox ' oy ' 0z ) (10)

jest swietnym przyktadem wektora (obok numeracji x-6w od 1 do 3, stosuje si¢
tez oznaczenia x,y,z). Pod warunkiem, ze ¢(x,y, z) jest skalarem. Inne §wietne
algorytmy, to kombinacje liniowe obiektow, o ktoérych juz wiemy, ze sg wekto-
rami.

Z. wektorow tworzymy skalary! Dlaczego ,,iloczyn skalarny” (suma iloczynow
wspotrzednych) jest skalarem? Zobaczmy:

A,iB,i — CjiAjCkiAk = 6]kA]Ak — AkAk (11)

SkorzystaliSmy ze wzoru (6) i wtasnos$ci § - ty Kroneckera.



Wyrazenie utworzone ze wzglednych wspoéirzednych jest niezalezne od ukla-
du w ktérym je obliczamy. Skalar, to inaczej niezmiennik, inwariant. A nie, po
prostu, liczba.

Niestychanie wazne dla fizyki jest pojecie tensora. W przestrzeni ptaskiej, we
wspotrzednych kartezjanskich tensorem drugiego rzedu nazywa si¢ dziewigtka
liczb utozonych w tabele (czyli macierz 3x3), przypisana kazdemu ukladowi,
tak okreslona, liczona, czy mierzona, ze elementy tej macierzy w r6znych ukta-
dach wigza si¢ miedzy sobg tak jak macierz iloczynéw wektorow:

A;Bj = ciyA'yciiAl = cipcj A A" (12)

Tij = CixCiiTh (13)

Tensorem moze by¢, na przyklad suma pewnej liczby iloczynéw takich jak we
wzorze (8), albo, na przyktad, macierz pochodnych sktadowych pola wektoro-
wego po 3 wspotrzednych kartezjanskich:
0A(x,y,z)
dx j

(14)

Liczby uktadajace si¢ w owa macierz, to wspoirzedne tensora. Bez trudu wy-
obrazamy sobie tensory z dowolng iloscig wskaznikow.

Jesli w prawie transformacyjnym takiego tensora dowolnego rzedu:

Tl = Cig """ Cjr " C..Tk...l... (15)

nadamy dwom wskaznikom t¢ samg wartos¢ i przesumujemy od 1 do 3 (opera-

cja nazywa si¢ zwezeniem), to ze wzgledu na relacje (6) z dwoch macierzy

wypisanych explicite w powyzszym wzorze zrobi si¢ delta Kroneckera 1:



Ti---i--- = Cijk = Cj1 ** C..Tk...l... —
= 6kl e C..cc Tk...l... =+ C..* Tl"'l"' (16)

gdzie kropki symbolizujg n — 2 macierzy C transformujacych pozostate indeksy.

Oznacza to, ze po zwe¢zeniu dostajemy tensor rzedu o 2 nizszym od wyjsciowe-
go.

Tensory potrzebne sg do zapisywania praw fizyki uwzgledniajacych faktyczng
1zotropowos¢ przestrzeni. Jesli bowiem pewne prawo tensorowe jest spelnione
w jednym uktadzie wspétrzednych, to automatycznie jest spetnione w innych,
obréconych. A rézne obrocone uktady kartezjanskie sg rownouprawnione, sko-
ro przestrzen sama z siebie nie wyrdznia kierunku wskazujac nam jak wybrac¢ os
Z, na przyktad.

Dotychczas podkreslatem zaleznos¢ wspotrzednych od uktadu. Czy sg tensory o
wspotrzednych numerycznych? Stalych, czy raczej jednakowych w kazdym
uktadzie?

Sa takie dwa podstawowe tensory ( 1 wszelkie z nich zbudowane w sposob ,,le-
galny” dla tworzenia tensorow).

Popatrzmy na znany nam wzor (6) przepisany nieco inaczej:

CjiCki = Ojk = CjiCkmOim (17)

Jest to wzor transformacyjny dla tensora drugiego rzedu o wspétrzednych sta-
nowigcych diagonalng macierz (de facto jednostkowa) w uktadzie primowanym.
Jego wspoélrzedne w ukladzie nieprimowanym to ta sama delta Kroneckera.

Dla badania obrotéw (i nie tylko) potrzebna jest znajomo$¢ drugiego (pseu-
do)tensora numerycznego.

Nastepujace wyrazenie zwane jest symbolem Levi Civita:

1i,j,k parzysta
Eijk = —1 i,j, k nieparzysta (18)
0 gdy dwa (trzy) ineksy rowne



Sam zapis sugeruje, ze jest to tensor, ale to trzeba sprawdzi¢. Przyjmijmy wiec,
ze istnieje tensor, ktory w pewnym akurat uktadzie wspotrzednych (np. tym,
ktory nazywamy ,,primowanym’) ma wartosci wspotrzednych takie jak w row-

naniu (18) Policzmy jego wszystkie wspotrzedne w innym uktadzie wedlug

WZOru (16) Oto one:

CmiCnjCpkEijk (19)

Jest to 27 liczb, dla wszystkich 3’ kombinacji zestawu m,n,p. Zacznijmy od
1,2,3. Suma zawiera teraz znéw 3° kombinaciji, ale zestawu i,j,k. Sposréd nich,
tylko 6 jest r6znych od zera — tych dla ktorych i,j,k jest ktoras z permutacji ciggu
1,2,3. W trzech z tej szostki symbol ,.epsilon” przyjmuje wartos¢ 1 w pozosta-
tych —1. Tloczyn trzech elementéw macierzowych to jest kolejno element z
pierwszego wiersza i i — tej kolumny, drugiego wiersza i (innej) j — tej kolumny i
trzeciego wiersza 1 k — tej kolumny wziety ze znakiem plus badz minus. Jest to

dokladnie definicja wyznacznika macierzy C.
Jezeli zamiast kombinacji 1,2,3 dla indekséw m,n,p wybiore 2,2,3 tez dostang

wyznacznik, ale macierzy w ktorej kolumna pierwsza zostata zastgpiona drugg (
a druga bez zmiany). Wyznacznik taki jest zerem.

R6zny od zera wynik wyjdzie wylacznie gdy indeksy m,n,p stanowig jakas
permutacje 1,2,3. Wyznacznik dostaniemy dla permutacji parzystej, minus wy-
znacznik dla permutacji nieparzystej. Ostatecznie:

CmiCnjCpk€ijk = gmnplcl (19)
Gdyby nie 6w wyznacznik, juz bySmy stwierdzili, ze epsilon jest tensorem.

W rzeczywistosci, ze wzgledu na ortogonalnos¢ macierzy C, oraz z faktu, ze

wyznacznik iloczynu macierzy jest iloczynem wyznacznikOw:

1 = Det(1)=Det(c cT) = Det(c )Det(cT) = (Det(c))? (20)

Wyznacznik macierzy C musi by¢, chcial nie chciat, rowny albo +1 , albo —1.

Od czego to zalezy? Uklady powstate przez ciggly transformacje musza by¢ po-
wigzane z wyjsciowym uktadem macierzg o wyznaczniku 1. Znak ,,—” pojawia
si¢, gdy zmieniC orientacje, np. z prawoskretnej na lewoskretng, lub odwrotnie.
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Dlatego ,,epsilon” nie jest zwyktym tensorem. Gdy pami¢tamy o owym znaku,
nic zlego si¢ nie dzieje. Calkowicie antysymetryczny pseudotensor Levi Civity
jest niezwykle uzytecznym narzedziem.

Po pierwsze, iloczyn parzystej liczby pseudotensorow jest juz ,,zwyktym” tenso-
rem. Po drugie, prawo fizyki zawierajace po obu stronach pseudotensor jest tak
samo dobre jak rOwnanie z tensorami. W fizyce klasycznej to wyczerpuje temat.

Z symbolu Levi - Civity 1 dwéch wektorow mozna utworzy¢ pseudowektor. Oto
przepis:

(Ax B), = &;xA;By 21)

Wynik mnozenia zapisalem od razu z uzyciem znaku iloczynu wektorowego,
gdyz doktadnie to zwezenie z epsilonem jest istotg iloczynu wektorowego.

Troche moze juz za duzo tej czyste] matematyki, wro¢my do bryty. Zespalajac
bryte z uktadem osi sprowadziliSmy potozenie (i ruch) bryty do potozenia (i ru-

chu) uktadu wspoétrzednych. Wartosci elementow macierzy C to jakby wspot-

rzedne naszej bryly. Tyle, ze elementow jest 9, a niezaleznych parametrow 3.
Istnieje kilka sposobow wyboru takich trzech parametrow.

Jeden z najbardziej intuicyjnych (cho¢ nie najwygodniejszy) polega na obserwa-
cji, ze potozenie trzech osi mozna uzyskac z polozenia wyjsciowego przez obrot
o pewien okreslony kat wokot pewnej okreslonej osi. Dowdd tego jest prosty.
Wprowadzamy sfer¢ jednostkowg i zaznaczamy na niej ¢wiartke kota wielkiego
taczaca koniec wersora x” z wersorem y’. Nastepnie tagczymy tukiem kota wiel-
kiego koniec wersora x’ z koncem wersora x 1 koniec wersora y’ z kohcem wer-
sora y. Symetralne kota wielkie przepotawiajace te nowe tuki przecinajg si¢ w
(dwoch) punktach wyznaczajacych o$ obrotu. Wybieramy jeden z nich (taki b
obrdt potrzebny nie przekraczat 180°. Z konstrukcji wynika, ze w tym punkcie
przeciecia spotykajg sie dwa trojkaty sferyczne przystajace xOy 1 x’Oy’. Obrot
przeprowadzajacy bok Ox w Ox’ réwnocze$nie przeprowadza Oy w Oy’.

Wersor osi obrotu 7 i kgt obrotu ¢ mozna zebra¢ w jedng wielko$¢ 71¢. Innymi
stowy wektor o kierunku osi obrotu 1 o dlugosci réwnej wartosci kata obrotu pa-
rametryzuje zbiér mozliwych konfiguracji bryty. Wektory te wypelniajg wne-
trze kuli o promieniu . Nalezy zauwazy¢, ze punkty antypodyczne na tej sferze
opisuja identyczng konfiguracj¢ (,,0brét”), chociaz obrét o kat 1 ,,w prawo” wo
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kot osi o przeciwnym kierunku jest niczym innym jak obrotem o tyle samo w
lewo wokoét pierwszego kierunku. ,,Obroty” te sg identyczne, cho¢ w potocznym
znaczeniu ,,obracania” to dwa rézne procesy.

Efekt obrotu o kat ¢ wokot wersora 71 tatwo podaé dla dowolnego wektora
sztywno zwigzanego z uktadem bryty. Czes¢ rownolegta si¢ nie zmieni, prosto-
padta obrdci si¢ o kat ¢, co mozna opisa¢ przez skrocenie sktadowej wektora
prostopaditej do 7 i dodanie wektora 7 X 7 sin ¢. Ostatecznie:

R@Ap)F=nm1-#)+ (7 -1 7)) cosp + 1 X Fsing (22)

Mozna tez nada¢ temu postac:

Rip)?=7—(1—cosp)(#—7A(@ 7))+ xFsing (23)

Predkos¢ punktu bryty jest predkoscig z jaka zmienia si¢ (w infinitezymalnym
otoczeniu chwili wybranej do wyznaczenia pola predkosci) wektor wodzacy
punktu bryty. Niewatpliwie kat obrotu jest wielkoscig infinitezymalng, dlatego
czton zawierajacy (1 — cos @) nie daje wktadu do predkosci punktow w wy-
branej chwili. Chociaz w czasie ruchu zmienia si¢ ptynnie i kat ¢ i wektor 71 , to
wkilad do predkosci w danej chwili daje wylacznie czton:
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ZR@AP) =0 7 = PO)R(0) X 7 (23)

nXF SINQ =

7, COSQ
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Tak oto pojawia sie wielko$¢ ¢(0)7(0), zwana predkoscig katowg. Warto pod-
kresli¢, ze predkos¢ katowa (poza szczegdlnym przypadkiem obrotu wokoét usta-
lonej osi) nie jest pochodng jakiegos wektora.

Poniewaz predkosc¢ jest wektorem, predkos¢ katowa jest zapewne pseudowekto-
rem, bo w przeciwnym razie iloczyn wektorowy dawalby pseudowektor.

Aby si¢ o tym przekonac 1 spojrze¢ od innej strony na predkos¢ katowa, policz-
my predkos¢ punktu bryty korzystajagc wytacznie z macierzy cosinusOw kierun-
kowych. W tym celu zrézniczkujmy réwnanie (7) w ktérym za wektor A wez-
miemy wektor wodzacy punktu bryly. ,,Primowane” wspoétrzedne tego wektora
sg stale, dlatego:

X = Cyjx (24)

Wspoétrzedne wektora predkosci po lewej stronie 1 wektora potozenia po stronie
prawej odnoszg si¢ do r6znych uktadéw, co nie jest wygodnym sposobem uwi-
daczniania zwigzkéw migdzy wektorami. Wyrazmy przeto wspotrzedne wybra-
nego punktu, ktérego predkos¢ obliczylismy przez jego wspotrzedne w ukladzie
nieruchomym.

xl' — éijijxk (24)
Pojawila sie nowa macierz. Oznaczymy ja’ wy;. Mamy
Wg; = CijCk;j (25)

Podstawowa wlasno$cig powyzszej macierzy jest jej antysymetria. Rzeczywi-

Scie, rézniczkujac warunek (6) ortogonalnosci (wierszy) dostajemy:
0 = CixCjx + Cir Cji, (26)
czyli:

Wij = CjxCix = —CikCjx = —Wjj (27)

>'W pierwszej wersji wyktadu wybratem znak przeciwny, co jest odrobing mniej wygodne. Przepraszam.
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Ale macierz antysymetryczna 3x3 ma tylko 3 niezalezne sktadowe. Jej zwezenie
z epsilonem pozwala zbudowa¢ pseudowektor, ktory (majac tez 3 sktadowe)

niesie w sobie informacje o trzech niezaleznych sktadowych tensora’ Wi je
Definiujemy:
1
Wi = EjrWjk (28)
Mozemy sprawdzi¢, po kolei, czym jest w;? To oczywiscie dwa czlony: jeden z

j=2,k=23,drugi z j = 3,k = 2. Ten pierwszy z plusem (&;,3 = 1), drugi z
minusem. Czyli

W, = W23~ W32 _ — (29)

|
|
S
R
|
I
S
o

I podobnie:
Wy = W31 W3 = W12 (30)
Relacje (28) mozna odwréci¢ bez ktopotu®:
Wij = &jjrWg (3D

Zwykta predkos¢ jest wektorem, a katowa tensorem antysymetrycznym. To
istotnie rézne wielkosci!

Korzystajac z powyzszej definicji, réwnanie (24) przepisuje nastgpujaco:

¥ To, ze liczby w; ; sg sktadowymi tensora trzeba dowie$¢, cho¢ intuicyjnie jest to do$¢ jasne. W tym celu
wprowadzamy dwa uktady nieruchome i trzeci ruchomy. W notacji macierzowej: @ = ¢cT. Macierz ¢ wigzaca
bryt¢ z uktadem 1 jest iloczynem macierzy (zaleznej od czasu) laczacej bryle z uktadem posrednim, nr 2, i ma-

cierzy (stalej) laczacej uklad posredni (nr 2) z uktadem nr 1. ¢371 = ¢271¢

322 Rézniczkujac i wstawiajac
L . . ~ . T T ~3-2 T LA

do definicji macierzy w , dostajemy: @ = 2213723227 02210 = (2213720221 Macierz @372 ma

wspoétrzedne odnoszace si¢ do uktadu 2, a macierz @ do uktadu 1. Powigzane sg tak, jak wspolrzedne tensora

powinny byé¢, tj. sa zwezeniem macierzy starych sktadowych z dwiema macierzami transformacji od 2 do 1.

* Przy nowej definicji, wzory 28 i 31 majg ,,naturalny” porzadek indekséw, tatwiejszy do zapamietania. Cena jest

nieco nienaturalny porzadek indekséw w réwnaniu definicyjnym dla (L)kl . X i — Cl)k lx k ale jest
on spéjny z tym, ze we wzorach transformacyjnych i tak mamy C klx J - Porzadek ,naturalny” (wier-

/
sze przez kolumny, czyli zwezane indeksy jak najblizej) wystepuje w C i kx k - Nie mozna
gomie€1tui tu.
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X = a)jin — ejika)kxj = eijka)jxk (32)
W tradycyjnym zapisie wektorowym jest to znany nam rezultat:
V=wXT (33)

Jeszcze raz podkreslam, ze opisujgc potozenie brylty w czasie skonczonym (nie
infinitezymalnym) poprzez element grupy obrotéow jakim jest obrét wokot
pewnego wersora 1 0 kat ¢ dostajemy dla kolejnych chwil coraz to inne 71 (t) i
@ (t). Predkos¢ katowa da sie¢ wyrazi¢ przez pochodne tych funkcji, ale w spo-
sOb zawily.

Jedynie na samym poczatku, (ktéry mozemy wybra¢ dowolnie), czyli gdy
uktad nieruchomy utozsamiamy z uktadem bryly w wybranym momencie, a
czas jaki uplynat jest infinitezymalny, predkos¢ katowa w tej jedynej chwili,
jest rtéwna 71 (0)¢(0) . W ruchu postepowym, gdzie przemieszczenie globalne
jest sumg przemieszczenia do czasu f, 1 przemieszczenia w czasie dz, pochodna
globalnego przemieszczenia jest tez pochodng owego przyrostu. Z obrotami tak
nie jest. (Poza przypadkiem obrotu wokot stalej osi, gdzie kat jest addytywny, a
wektor 71 staty. To powoduje pewng ztozono$¢ dyskusji ruchu bryty.
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