Mechanika teoretyczna



Bak symetryczny ciezki

Zacznijmy od zbadania warunku prowadzgcego do regularnej precesji baka, ktérego
srodek ciezkosci lezy na osi symetrii w odlegtosci d od punktu unieruchomienia
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Bak szybki (duze b) - mate a. Dominuje pierwszy czton. Precesja mozliwa przy
kazdym wybranym kacie .

Bak kulisty. Niezaleznie od predkosci pozostaje pierwszy czton.
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Obroét wokot osi pionowej bgka odchylonego.
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a) Dla baka kulistego jest to niemozliwe!

b) Dla ciata wydtuzonego (typowego wahadta
fizycznego) I, > I, jest to mozliwe dla katow
wiekszych od 90°, zgodnie z intuicja

c) Dla talerza z obcigznikiem srodek ciezkosci musi
by¢ wyzej niz punkt podparcia. Sam sie wczoraj
zdziwitem!




Niemozliwe!
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Ruchy inne niz precesja — uzyjemy r. Lagrange’a
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Dla baka ciezkiego: V — Mgd COS 29

Dwie wspotrzedne cykliczne. Dwie catki pierwsze:
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Interpretacja tych catek
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Rzut na kierunek z wynosi:
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Moment sity prostopadty i do k1do k" . Statoéé rzutu na o¢ z uktadu inercjalnego jest
oczywista. Statos¢ rzutu na oS z wymaga przypomnienia réwnania Eulera

dJ. _ N., d/J, t+to.0,,-1.)=N,
dt dt




Znajomosc¢ 2 catek pierwszych pozwala w trzeciej catce pierwszej — energii,
wyeliminowac predkosci go 1 w , CO prowadzi do rownania pierwszego rzedu, o
rozdzielonych zmiennych, na funkcje ¥(#) . O ile nawet catka nie jest elementarna,
dyskusja wyniku jest w petni mozliwa. Dla matych odchylen od ruchu precesyjnego

(tzn. jedli zmiana ¥)(¢) odbywa sie w waskim przedziale) mozliwe jest skuteczne
przyblizenie.
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Po pomnozeniu stronami przez 1 — éf mamy:
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Wielomian 3-go stopnia po prawej stronie, bedacy wartoscig kwadratu predkosci (mnozonej
przez moment bezwtadnosci) , ma szereg charakterystycznych wtasnosci. Poza szczegdlnymi
dwoma przypadkami: P, = ip(p , kiedy dla éf = *1 prawa strona staje sie zerem, zawsze jest
ona dla tych skrajnych wartosci cosinusa ujemna. Gdzies wprzedziale musi by¢ chociaz
nieujemna, a w nieskoriczonosci dgzy do +oco po stronie prawej i do -co po lewej. Jej wykres
wyglada wiec, przyktadowo, tak:

Granice przedziatu dodatnich wartosci funkcji mogg kurczy¢ sie do pojedynczego
punktu. To oznacza precesje ze statg wartoscig kata U. Latwo poda¢ warunek
algebraiczny, by wielomian nasz miat taki podwojny pierwiastek. Latwo tez
rozwing¢ funkcje wokot maksimum, uzyskujgc rozwigzanie harmoniczne dla &.



Rownanie powyzsze pozwala dawaé odpowiedzi na rdzne pytania dotyczace ruchu baka.
Zbadajmy, na przyktad, problem stabilnosci wirowania bgka wokét osi pionowej ,,na gtowie”.
State catkowania, w idealnym przypadku ,,zakrecenia” wokot osi s3:
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Przebieg funkcji decydujgcej o ewolucji zmiennej £ zalezy istotnie tylko od jednego
parametru jakim jest stosunek energii kinetycznej ,,u géry” do energii potencjalnej w tym
potozeniu, mierzonej od punktu podparcia.
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Gdy stosunek ten przekracza 2 i wynosi 2+¢, decydujgca cze$S¢ wynosi:

A-&?(1+&E-2-¢)=1-E(E-(1+¢))

{e={0.1,4}}




W obszarze {-1,1} jedyng wartoscia ,,nadajgca” sie na wartosc 52 , jest 0 w punkcie
E=1. Przyjrzyjmy si¢ w powi¢kszeniu otoczeniu tego punktu:
{e={0.1,4}}

0.9999 .99995 1.0000 .0001
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Jesli wyobrazic¢ sobie, ze nie byliSmy ,zbyt staranni” i wartosci poczgtkowe réznig sie
nieznacznie od tych idealnych, wykresy troche sie przesung, czy zdeformujg. Bak
szybki, o stromym maksimum, moze wygenerowac niewielki przedziat wokét E=1. Dla
baka spetniajacego ,,skromnie” warunek stabilnosci , przedziat fluktuacji kata bedzie
duzo wigkszy.



Gdy bak jest naprawde powolny, tj. dla:
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czylidla O > € = -2, przebieg funkcji wyznaczajacej kwadrat predkosci, 52 ulega
zmianie, gdyz teraz funkcja mnozaca (1 — (f)zjest dodatnia w otoczeniu &=1
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Spdjrzmy na ten wykres ,, przez lupe”:

{e={-0.1,-2}}
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Aczkolwiek punkt &=1 jest rozwigzaniem (zarowno dla bgka ,,leniwego” jak i catkiem
niewirujacego, tj. dla wahadta fizycznego) rownan ruchu, to najdrobniejsze zakiocenie
wyzwala ruch w skonczonym przedziale — w powyzszym przyktadzie bak odchyla si¢ od
pionu o arccos(0.9) = 25.4°, po czym wraca w okolice wierzchotka.



Ruch jest wyjatkowo ,,parszywy”’, gdyz formalnie, okres oscylacji jest nieskonczony
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Bak rzeczywisty, wskutek, minimalnego chodby, tarcia w kolejnym cyklu odpadania i
powrotu zmienia state catkowania nieznacznie, ale odstepstwa od wartosci idealnych
zmieniajg sie procentowo znacznie.



Zbadajmy wreszcie sytuacje, jaka powstaje, gdy rozkrecony wokot swojej osi bak
uwolnimy od wiezow podtrzymujacych te os w trakcie rozkrecania.
Warunki poczgtkowe s3:
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Trojmian kwadratowy w nawiasie mozna, oczywiscie roztozy¢ na iloczyn czynnikow
w sposob Scisty. Catka z pierwiastka kwadratowego wielomianu trzeciego stopnia
jest nie elementarna. Chcgc miec¢ jasne wnioski dotyczgce zachowania bagka
wykonujgcego mate nutacje, wystarczy trojmian kwadratowy przyblizy¢é. Przy
naszych warunkach poczgtkowych oznacza to, ze bgk musi byc¢ szybki. Ostatni czton
W nawiasie spowoduje znikanie trojmianu juz dla niewielkiej zmiany & Wolno
zmienny czynnik &2. mozemy zastgpi¢ jego wartoscig poczgtkows.
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Jest to rdwnanie oscylatora harmonicznego! Zmienna &=cosd zmienia si¢ w
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Usredniajgc po wielu okresach nutacji, widzimy systematyczny wzrost wartosci azymutu
¢ z predkoscig srednig
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Os symetrii opada poczatkowo pionowo!



Z kolei 7% oc t co oznacza, iz do poczatkowe] predkosci katowej dochodzi sktadowa na
kierunku linii weztéw. Koniec wektora predkosci kgtowej ,,rusza w droge” (po
rownolezniku) od razu ze skonczong predkoscig. Os symetrii zostaje w tyle, a predkosé
katowa jej ucieka.

Narastajgce oddalenie powoduje iz biegun bryty zaczyna uczestniczy¢ w ruchu. W
pierwszym etapie w kierunku pionowym, a stopniowo, im jest nizej, tym bardziej
narasta sktadowa pozioma.
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A jak zachowujg sie wektory predkosci katowej i momentu pedu?

Mamy wszystkie niezbedne elementy, by to zbadad. Z rysunku definiujgcego katy Eulera
odczytujemy macierz przejscia od uktadu bryty do uktadu inercjalnego:

([ Cos[@] Cos[¥] -Cos[O] Sin[@] Sin[Y¥] -Cos[O] Cos[¥] Sin[@] -Cos[@] Sin[¥] Sin[O] Sin[@] )
Cos[¥] Sin[@] + Cos[O] Cos[p] Sin[Y¥] Cos|[BO] Cos[@] Cos[¥] -Sin[@] Sin[y¥] -Cos[@] Sin[H]
\ Sin[6] Sin[¥] Cos [¥] Sin[6] Cos [6] )

Wyprowadzalismy takze wzory na predkosci katowe w uktadzie bryty:

©xCos[Y¥] +p*Sin[O] Sin[yY];
Wy' = -6*Sin[Y¥] + ¢ *Sin[6] Cos [¥];
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Zbieramy wzory na katy Eulera i ich pochodne:
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Teraz juz tylko pomnozy¢ macierzowo, raz wektor momentu pedu: {Btra)x., Btr(()y., Br(()Z.}
drugi raz wektor predkosci katowej i rozwing¢ wzgledem matego parametru:

dt M dt M
7] sin(69] By, wsin[ " 7

{wCos[ W B, w B,

| 8in[6¢] By, wCos[6g] B, |

Wektor momentu pedu (w tym przyblizeniu wykonuje precesje!!!
Predkos¢ katowa juz nie, ale w pierwszej chwili, tez zaczyna ruch wzgledem réwnoleznika.
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Skoro wiemy gdzie jest moment pedu i gdzie os symetrii, to predkos¢ chwilowa musi by¢ na

tym samym potudniku.
tan(a,, ;) = B, /B_* tan(ar, )



