Wyktad 12

W pierwszym przyblizeniu, planety kraza wokot Stonca po okrggach. Istnienie przyspie-
szenia dosrodkowego w ruchu po okrggu, przyspieszenia skierowanego do Stonca wskazuje,
wrecz dostownie, iz to oddzialywanie Stonca z planeta dostarcza planecie coraz to nowy ped,
ktéry dodajac si¢ do starego, powoduje ciaglta zmiang predkosci, owo obracanie sig. Sita wy-
daje si¢ dziata¢ na odlegtos¢ — po stuleciach zrozumiano lepiej sens tego, co si¢ dzieje, ale
ograniczajac si¢ do préby opisu tylko tego, co widzimy, a rezygnujac z bardziej szczegdtowe-
go wnikania w charakter rozciagajacego si¢ wokot Stonca pola, cheielibySmy wiedzie¢, jak
owo oddziatywanie zalezy od odleglosci.

Nie znajac, nie rozumiejac mechanizmu oddziatywania, (przypomnijmy sobie z rozrzew-
nieniem, jak prosto udato si¢ wydedukowac sil¢ na tlok uderzany niewidocznymi przeciez
golym okiem atomami gazu) iloSciowy opis oddziatywania mozna uzyska¢ jedynie z obser-
wacji zachowania ciat, powiedzmy planet.

A planety, w swym zachowaniu, w swym ruchu, testuja ré6zne odlegtosci! Po pierwsze sa
rézne planety o bardzo r6znych (Srednich) odlegtosciach od Stonca, a po wtére, jak wiemy — i
jak wiedzial Newton — kazda z planet ma orbite troche r6zna od okrggu, wigc i jedna planeta
raz jest blizej, raz dalej i reguta, wedtug ktorej sita zalezy od odleglosci, ma wptyw na ksztatt
orbity, gdy r6zni si¢ ona od okrggu.

Na ostatnim wyktadzie zauwazylisSmy, iz rzuty na kierunki osi wspotrzednych czastki po-
ruszajacej si¢ rownomiernie po okregu, wykonuja ruch harmoniczny, a rzuty przyspieszenia
sa (ze znakiem minus) wprost proporcjonalne do wychylenia.

Zatem jednostajny ruch po okrggu jest mozliwym, cho¢ oczywiscie nie jedynym dopusz-
czalnym ruchem czastki w polu sit:

F=(F,,F,)=(-kx~ky) = —kr

Z drugiej strony, ogélne rozwiazanie réwnan ruchu dla tego przypadku:

mr =—ki (czyli F = —0*F)

znamy z doskonalg kompletnoscia:

_ va .
X=X, COS Wf + ———S1n M,
o

VyO .
Y=Y COS Wf +——s1n ®f,
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x,=R ,v,=0
Jesli wybierzemy warunki poczatkowe: Vo ,
Vo =0 . =R
to punkt pigknie biegnie po okregu:
x = Rcoswt,
y = Rsin ot,

ale jesli nie utrafimy z predkoscia poczatkowa (prostopadta do poczatkowego potozenia)
doktadnie w warto§¢ ®R, to i okrggu nie bedzie! Niech, na przyktad predko$¢ wyniesie
®R’ < ®R . Rozwiazaniem bedzie:

x = Rcoswr,

y = R’sin ot,

To juz nie jest rownanie okrggu, a figury powstajacej z okregu, przez jego rOwnomierne
scisniecie w kierunku y. To elipsa o §rodku w $rodku oscylatora, czyli w centrum sity.

Wszyscy styszeliscie o pierwszym prawie Keplera, ktéry analizujac tabele doktadnych
pomiaréw potozen Marsa wykonanych przez Tychona de Brache dopatrzy? sig, iz jego orbita
to wtasnie jest elipsa!

Ale uwaga! Elipsa Marsa (i innych planet) jest potozona wzgledem Stonca zupetnie ina-
czej niz elipsa oscylatora. Stonce nie lezy w $rodku elipsy, a na duzej pétosi w pewnej od
srodka odlegtosci, w punkcie zwanym ogniskiem (jednym z dwéch) elipsy. Dlaczego, 1 co to
za punkt, dowiecie si¢ dokladnie dzisiaj.

Kepler, oprécz dopatrzenia si¢ ksztattu elipsy i lokalizacji Stonca w ognisku, odkryt jesz-
cze dwie inne prawidtowosci. Drugie prawo méwi o zakre$laniu przez promien planety seg-
mentéw owej elipsy o réwnych polach w réwnych czasach, a trzecie o proporcjonalnosci
kwadratow okreséw obiegu do trzecich potgg duzej potosi.

Droga rozumowania Newtona zblizona byta do nastgpujacej. Jesli jest prawidlowoscia, iz
wszystkie orbity sa mozliwe, takze kolowe (wszak koto, to graniczny przypadek elipsy), a to
ze planety z nich akurat nie korzystaja to przypadek (tak jak przypadkowa z punktu widzenia
praw ruchu jest sama liczba planet, na przyktad, czy ich rozmiary), to i dla tych kotowych
stosowac si¢ powinno trzecie prawo Keplera. A dla kolowych orbit sprawa jest prosta!

Przyspieszenie na orbicie R musi wynosi¢:

2
a(R) = ©°R = 4TLR
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Trzecie prawo Keplera méwi, ze: T2 = KR® (Stata oznaczam K na cze$é Keplera:-), ze
stala niezalezna ani od promienia, ani od masy planety. Jest to wspdlna warto$¢ dla wszyst-
kich planet uktadu Stonecznego, przez to Stonce dyrygowanych.

Nic prostszego niz wstawi¢ T 2z prawa Keplera do ogélnego wzoru na przyspiesze-

nie wyrazone przez R1i T:

41? An* | K
a(R) = R=
(®) KR® R?

No i mamy prawo odwrotnych kwadratéow!

Grawitacja okresla od razu przyspieszenia, nie sa potrzebne masy planet! Dopiero
Einstein stworzyt teori¢ grawitacji, w ktérej identycznos$¢ przyspieszen (matych) ciat w
polu grawitacyjnym jest oczywistoscia. Newton chciat operowac sila. Prosze bardzo.
Uzyskane powyzej rOwnanie mozna przeciez obustronnie pomnozy¢ przez masg planety.

Nic to, iz i tak si¢ skraca, wigc jest niepotrzebna:

Taki zapis odegrat jednak pozytywna rolg. Bo teraz pora zastanowi¢ si¢ nad stalg K.
Jest ona stata dla wszystkich planet, bo wszystkie one oddzialujg z tym samym Stoncem.
A co by bylo, gdyby zamieni¢ Stonce czyms$ innym? Jak zmienitaby si¢ stata K? Jak za-
lezy ona od masy przyciagajacego centrum?

Newton podkreslat symetri¢ oddziatywania (nawet, jesli jest duza asymetria wielko-
sci oddziatujacych cial. Tutaj Stonce jest tak ogromne, ze jego ruch wywotlany dziata-
niem planet, jest do zaniedbania, przynajmniej w pierwszym przyblizeniu). Oddziatywa-
nie jest wzajemne. Skoro jest ono proporcjonalne do masy planety, to powinno by¢ i
proporcjonalne do masy Stonca. Powinna wigc istnie¢ nowa stata proporcjonalnosci, po-
zwalajaca ten fakt uwzglednic:

4n° /K =GM

Dla sity oddzialywania napisat Newton:

_ GMm

2
r
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Wprawdzie Stonce jest jedno, ale mozliwych centréw grawitacji, juz Newton do-
strzegl wigcej. Dla Ksigzyca, takim centrum jest Ziemia! Ale jest Ziemia zrodlem grawi-

tacji takze dla jabtka! Zatem, przyspieszenie spadania na powierzchni Ziemi:



Przyspieszenie ziemskie i promien Ziemi znane byty od do$¢ dawna przed Newto-
nem. Tym samym GM; znane bylo Newtonowi juz na etapie obmyslania catej tej teorii.

Z prawa Keplera dla planet, bezposrednio wynika tez warto§¢ GM ,. Mogl, wige,

Newton wyznaczy¢ ile razy masa Stonca jest wigksza od masy Ziemi. Zaiste, zwazenie
Stonca to zajgcie dla giganta!

Taki wynik, cho¢ napawajacy duma, byt i tak nie do sprawdzenia w owym czasie.
(W dzisiejszych czasach, znajomo$¢ temperatury, promienia, skladu chemicznego na
powierzchni, znajomos$¢ reakcji jadrowych generujacych ciepto i znajomo$¢ praw jego
transportu, pozwala odtworzy¢ profil ggstosci materii Stonca i wyznaczy¢ jego catkowita
mas¢ w sposob niezalezny. Tak zreszta wyznacza si¢ masy gwiazd, dla ktérych nie ob-
serwujemy towarzyszacych im planet). Ale inny wynik byl mozliwy do natychmiastowe-
go sprawdzenia.

Dla Ksigzyca mamy bowiem:

47> _GM, gR;
Z-K

2 - 2
r RZ-K RZ—K
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Tu wszystkie wielkosci sa znane! Albo si¢ ten wzdr zgadza, albo nie. Podobno
Newton tak byl wzruszony, ze prosit przyjaciela o dokonczenie dziatan. Zamiast o
sprawdzaniu wzoru, mozna powiedzie¢, ze wktadajac odlegto$¢ Ksigzyca (znana z trian-
gulacji), Newton byl w stanie powiedzie¢ ile czasu musi trwaé miesiac. To robito wra-
zenie!.

Ale to tylko poczatek pasma sukceséw teorii Newtona.

Jesli rzeczywiscie prawo Newtona jest akuratne, to powinny z niego wynika¢ nie
tylko takie proste relacje dla orbit (w przyblizeniu) kotowych, ale wszelkie subtelnosci
orbit planet. Czy rzeczywiscie, gdy cialu w polu grawitacyjnym, nada¢, w potozeniu r
predkos$¢ prostopadta do promienia, ale nieco inna niz ta wtasciwa dla orbity kolowej
(VIr=GM/r’ =v= JeMm I r ), to orbita bedzie eliptyczna? Czy jej ognisko wypad-
nie w centrum sity, jak to odkryt Kepler?

To jest dopiero wyzwanie!

No, a dalej. Czy inne orbity niz eliptyczne sa mozliwe? Czy mozna zaobserwowaw-

szy nagle widoczna kometg przepowiedzie¢ jej dalszy bieg na niebie? Mozna. I to sig ro-

bi.



Domyslacie sig, ze zadanie, jakie przed nami stoi, to rozwiaza¢ ogdlne zadanie ru-
chu w polu sity Newtona. Wyznaczy¢ mozliwe orbity i ustali¢ jak one zaleza od warun-
koéw poczatkowych.

Zadanie jest trudniejsze niz dla sily centralnej oscylatora izotropowego, ale skoro
potrafit to zrobi¢ Newton, ponad 300 lat temu, to chyba musi to tez umie¢ dzisiejszy stu-
dent fizyki.

W rozwazaniach przydatny jest bardzo iloczyn wektorowy, o ktérym byta mowa juz
w poniedziatek. W szczegdlnos$ci chcemy pozna¢ wspotrzedne iloczynu wektorowego
wyrazone przez wspétrzgdne mnozonych wektoréw. StwierdziliSmy, ze z definicji dtugo-
sci iloczynu wektorowego zawierajacej sinus, wynika, iz a xb=adxb L =a, xb . Po-
niewaz rzut sumy jest suma rzutow, to mamy:

ax (b, +b,)=dx(b +b,), =dax(b, +b,,).

Mnozenie wektorowe wektora prostopadtego sprowadza si¢ (oprécz pomnozenia go
przez wartos¢ a) do obrotu o 90°. Jest obojgtne, czy wektory Z;I L il;2 , najpierw dodamy i
potem obrécimy w ich ptaszczyznie, czy najpierw kazdy obrécimy, a potem dodamy.
Dlatego mozemy dalej przeksztalci¢:

ax (b, +b,)=dx (b, +b, )=dxb, +dxb, =dxb, +adxb,

Z zupetnie identycznych powodow:

(@, +d,)xb =a,xb+d,xb

Wiasnosci te pozwalaja z iloczynem wektorowym rozwija¢ nawiasy, tak jakby to
byty liczby. Obowiazuje réwniez wzor dla przyrostow:

(@+da)x (b +db)—dxb = adb +daxb,
powodujacy, ze przy rézniczkowaniu iloczynu wektorowego pojawiaja si¢ takie same
dwa cztony, jak przy rézniczkowaniu iloczynu zwyktych funkcji.

Gdy méwimy o wspétrzednych, méwimy tez o wersorach, a o wspétrzednych wek-
tora mozemy mysle¢ jako o wspotczynnikach rozktadu wektora na wersory osi:

a=ae +ae, +a.e.

b=bé +bé +be,

Nim wymnozymy takie dwa nawiasy, rozstrzygnijmy co wiemy o iloczynach wekto-

rowych wersoréw. Podstawowe pytanie jest czy €, Xe, to jest €, czy -¢€_?

Tu ogniskuje si¢ sprawa nieco podejrzanego rodowodu iloczynu wektorowego.



Jesli upieramy si¢ by iloczyn wektorowy okreslany byt reguta prawej reki, to znak
plus wystapi wtedy, gdy sam uktad wspétrzednych jest prawoskretny, a minus, gdy jest

lewoskretny. Jesli za$ postanowimy, by zawsze bylo ¢ Xxe, =+e_, wtedy zwrot iloczy-

nu, przy ustalonych a i b bedzie zalezny od tego, czy nam si¢ ponazywato osi x,y,z w
taki:

czy taki: 1y

S

sposéb.

Umawiamy si¢ korzysta¢ z prawoskretnych uktadéw wspétrzednych, a iloczyn wek-
torowy definiowac tak, by e xe =+e. . Jest to rownowazne regule prawej reki dla ilo-
czynu wektorowego.

Dla pozostatych wersoréw jest
e, =+e.,

X
. Xé. =+é,,
X

 Xeé, =—¢_,
e . xe, =—¢,
e xXe. =—é

Teraz ,,zdobycie” wartosci wspotrzednych dowolnego iloczynu wektorowego, w
trzech wymiarach jest proste:

axb=(ae +tae +ae )xbe +be +be )=

=abe xe +abe xé +abe xe +

+abe xe +abe xe +abe xe, +

+abe xe +abe xe +ab.e Xe.

Te 9 wyrazéw wyglada troche deprymujaco, ale 3 wyrazy (na przekatnej) od razu
odpadaja (wektor sam z soba tworzy kat 0, ktérego sinus jest 0), zas 6 iloczynéw réznych

wersorOw sprowadza si¢ tylko znéw do 3 wersoréw (potowa z plusem, potowa z minu-

sem):



Gaxb = (aybz - azby)é'x +(a,b, —a,b, )Ey + (axby — ayby )é.

Wracajac do naszego wektorowego rownania ruchu w polu sit skierowanych do cen-
trum:

p=F

mozemy pomnozy¢ je stronami przez wektor potozenia:

FXp=FxF

Ale uwaga! Wektor pedu i predkosci sa rownolegte, wigc

Fxp=0

Po dodaniu stronami, po lewej stronie utworzy si¢ pochodna iloczynu wektorowego:
d . . _ -

—(rxp)=rxF

dr

Na scen¢ wkroczyta nowa wazna wielkos¢. Wielko$¢ rangi tej samej, co energia i

ped. Jest to moment pedu:
J=Fxp

Jak dotad sita F jest zupetnie ogdlna. Iloczyn wektorowy wektora wodzacego 1 sily,
to znany z elementarnej fizyki moment sily. Teraz jest to wektor (taki ,,pseudo”), ale o
wartosci tej, o ktérej mowia w szkole: ,,sita razy ramig sity”. A to rami¢ to rzut na kieru-
nek prostopadty do sity, wektora wodzacego punktu, na ktéry dziata sita, bo tak to jest z
iloczynem wektorowym.

Z réwnan ruchu wynika, wigc natychmiast, stwierdzenie, ze szybko$¢ zmian mo-
mentu pedu (na razie pojedynczego ciala) jest rOwna momentowi sity dzialajacej na to
ciato. Gdy sila jest centralna i znika ramig sily, znika tez moment sity, a moment pgdu
pozostaje staly w czasie ruchu.

Wykrycie w problemie (kazdym problemie, w ktérym interesuje nas ewolucja sys-
temu fizycznego) wielkosci zbudowanej z ewoluujacych wielkos$ci, ktérej warto$¢, mimo
to, si¢ nie zmienia, zawsze jest cenne. Znajomos¢ takiej wielkosci znacznie posuwa do
przodu problem ostatecznego wyznaczenia ewolucji, a czgsto, gdy wszystkie szczegoty
ewolucji nie sa dla nas istotne, pozwala na odpowiedz dotyczaca stanu koncowego ukta-
du, bez koniecznosci §ledzenia sytuacji krok po kroku.

Wyciagnijmy wnioski, jakie prawo zachowania momentu pedu implikuje dla ruchu

w kazdym (nie koniecznie niutonowskim) polu sit.



Po pierwsze, iloczyn wektorowy jest prostopadly do (kazdego) z czynnikéw. Zatem
i 7 1 p sa prostopadle do stalego J, czyli, leza w stalej ptaszczyznie wyznaczonej
przez to state J . Ruch w polu centralnym jest ruchem plaskim. Ptaszczyzna ruchu jest
ptaszczyzna wyznaczona przez poczatkowe wektory potozenia i pgdu. Doktadnie tak sa-

mo bylo dla oscylatora izotropowego.

Po drugie, w ptaszczyznie ruchu (wybieranej jako x,y), wielko$¢ proporcjonalna do
momentu pgdu: (2_1 FXV )Z, a wiec tez stala w czasie ruchu, ma ciekawg interpretacjg
kinematyczna. Obliczmy iloczyn tej wielkos$ci 1 przyrostu czasu dr:

(277 x¥).dt = 27 F X (F +dF)). = (r,r, sin) /2 = dS

Stosunek dS/dt nazywa si¢ predkoscia polowa. Jest ona, jak widzimy, wielkoscia
stala. Jest to stuszne dla dowolnego pola centralnego. W astronomii stanowi to tres¢
drugiego prawa Keplera.

Wyrazajac predkosc przez ped wyrazimy predkos¢ polowa przez moment pgdu:

$S=02"Fx¥), = "'Fxp/m) =2i
m

4

Zadanie Wiazka protonéw przyspieszona napigciem U pada z daleka na metalowa kulg¢ o promieniu R z
parametrem zderzenia a. Do jakiego napigcia V nataduje si¢ ostatecznie kula?

Rozwiazanie. Osiadajace na kuli protony, taduja ja dodatnio, co odchyla kolejne protony coraz bardziej od
biegu prostoliniowego, az do sytuacji ,,muskania” kuli. O ile moment pedu poczatkowy byt ap, to
ta sama warto§¢ utrzymywana jest w chwili muskania ap=Rpg. Prawo zachowania energii daje:

eU =p2/2m=eV+pR2/2m:eV+(ap/R)2/2m=eV+eUa2/R2,czyli
V=U(l-a’/R?)
Prawo zachowania momentu pedu, czyli stalo§¢ predkosci polowej, zachodzi dla
kazdego pola centralnego. Dalszy postep w wyznaczaniu orbity mozliwy jest juz dla

konkretnej sity. Nas interesuje rOwnanie:

GM

2
r

F=-— n, gdzien =

~ |



Pickne rozwiazanie problemu, 100 lat po Newtonie podat Laplace. Jest ono S$cisle
zwiazane z kwadratowa zaleznoscia sity od odleglosci, 1 gdyby$Smy chcieli rozwiazac¢ za-
danie z inng sita, metoda bylaby nieskuteczna. Istnieje tez inny, bardziej ,,rzemieslniczy”
spos6b zaatakowania problemu, skuteczny dla dowolnej zaleznosci sity od odlegtosci do
centrum, ale zostawmy go na mechanike teoretyczna za rok. Powiem tylko, ze metoda
polega na wprowadzeniu wspétrzednych biegunowych, prawa zachowania energii, 1 osta-
tecznie policzeniu pewnej calki.

Wektor 7 =rn, a jego pochodna, czyli predko$¢ moze by¢ zapisana jako
V=F=7i+ri. Jest to naturalny rozktad na sktadowa radialna i sktadowa ,,transwersal-

ng”’. Wstawiajac to do definicji momentu pedu mamy:

J = mF XV = mrii X (5 + rit) = mr*i X ii
Moment pgdu wnosi tylko sktadowa transwersalna (jak to przy iloczynie wektoro-
wym bywa)

Obliczmy wreszcie pochodna:

Ax (mriixin) =—GMm- i X (i X i)

i(\?xf):fzxf:—GM
dt

r2
Wektory 7 i i oraz nXn sa wzajemnie prostopadie! W dodatku n jest wektorem
jednostkowym. Ich mnozenie to czysta przyjemnos¢. Wykonujemy to w pamigci. Mno-

zenie przez n obraca 1 o 90° bez zmiany wartosci, a powtérne mnozenie obraca jeszcze

raz o 90° , co prowadzi ostatecznie do zmiany znaku. (prawie jak przy podwdjnym mno-
zeniu przez predko$é katowa ®X(®OX7)=—-’7 ). Wynikiem tego podwéjnego mnoze-
nia jest:

7i X (A X 71) = —ii

Zatem

d . - B o .
" (vxJ)=GMm-n, apo przeniesieniu na jedng strong:
1

di(vxf—GMm-ﬁ):o,czyn:
t

—

VXJ —GMm-ii =C
Oba wyrazy, skladajace si¢ na stata wielkos¢ C, sa prostopadte doJ, czyli leza w

ptaszczyznie ruchu, sama wielko$¢ C tez lezy w ptaszczyznie ruchu.
Ogolne rozwiazanie rownania Newtona w 3 wymiarach powinno charakteryzowac

si¢ 6 statymi dowolnymi, pozwalajacymi speini¢ dowolny warunek poczatkowy. Prawie



tych 6 stalych dowolnych juz jest. Prawie, bo wektor C musi leze¢ w ptaszczyznie ru-
chu, wigc tylko dwie jego sktadowe sa dowolne. Sz6sta stala dowolna moze by¢ dowolny
wybor poczatku liczenia czasu.

Szczegblnie interesujace jest dostrzec ksztatt orbity. Jest on zawarty w dwdch row-
naniach wektorowych:

Fxi=J/m,

VxJ —GMm-ii =C

Trzeba wyeliminowac predkos¢, wtedy zostanie rownanie zawierajace samo potoze-
nie. Nie trzeba juz bgdzie rozwiazywac réwnan rézniczkowych! Robi sig to tak:

J* =T -(Fxmv).

W tym miejscu potrzebna jest nam do$¢ prosta wlasnos¢ iloczynu mieszanego 3
wektorow.

Wiemy, ze pole tréjkata rozpigtego na dwéch wektorach jest rowne potowie warto-
sci iloczynu wektorowego, a pole réwnolegloboku to akurat caty iloczyn wektorowy.
Mnozenie skalarne tego wektora przez trzeci wektor, daje doktadnie objgtos¢ réwnole-
glos$cianu rozpigtego na tych 3 wektorach. Ale objetos¢ réwnolegto$cianu nie zalezy
od tego, ktéra $ciang przyjmiemy za podstawe. Stad:

(bXE)=b-(xd)=C-(Axb)=—C-(bxad)=—

QY

Korzystajac z tej wtasno$ci mamy:

J? =T -(Fxmv)=mi-(VxJ)=mr - (GMmi/r+C) =
=GMm*r+mr -C = mr(GMm + C cos @)

lub inacze;j:

. Jim  JY/GMm®
GMm+Ccos¢ 1+ (C/GMm)cos@

Jest to rOwnanie we wspotrzednych biegunowych. Kat ¢ mierzony jest od kierunku
wektora C, a dla ¢ =0 mianownik jest najmniejszy, za§ promien r najmniejszy. Wektor

C jest wigc skierowany od centrum do perihelium. Od tegoz perihelium mierzony jest

kat w ostatnim wzorze.

Tradycyjnie wspoétczynnik przy cosinusie zwie si¢ mimosrodem i1 oznacza litera €,

zas$ licznik oznacza sig litera p. Réwnanie orbity:

P
1+e€cos@
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Orbita jest krzywa zamknigta. To raczej wyjatkowy wynik. Mozna dowies¢, ze tylko
dla dwéch potencjatéw centralnych : F~r oraz F~r 2, majacych zreszta najwicksze zna-
czenie w fizyce, orbita rzeczywiscie si¢ zamyka. W polach sit o jakimkolwiek odstgp-
stwie od powyzszych zaleznosci, orbita (o ile ruch pozostaje ograniczony) miesci si¢ w
pierScieniu o dwéch promieniach, przy czym wartos¢ r periodycznie (cho¢ nie harmo-
nicznie) zmienia si¢ od minimum, do maksimum, po czym w odwrotnej kolejnosci od
maksimum do minimum. Jednoczes$nie rosnie (cho¢ nieréwnomiernie, ale monotonicz-
nie) kat azymutalny. Orbita jest zamknigta, gdy okres ruchu radialnego jest wspétmierny
z czasem potrzebnym na zmiang kata @ o 360°. Dla sit Newtona ( i Coulomba) okresy te
sa réwne, dla oscylatora, pelny obieg zajmuje dwa razy dtuzej, niz przejscie od ,,perihe-
lium” do ,,aphelium” i z powrotem, do ,,perihelium”. Dla innych sit, wspétmierno$¢ mo-
ze zajs¢ dla konkretnego warunku poczatkowego, ale po dowolnie matym zaburzeniu,
wspotmiernos¢ sig psuje.

P9

Co to za krzywa, dla ktérej r = ——— 7
1+e€ecos@

Odpowiedz nie jest trudna.

Przeksztatci¢ mozemy tak:

r+€rcosQ=p

r=p-—€x

X +y =(p-ex)’ =p® —2pex+e’x’

(1—82)(x+p—82)2+y2=p2+p282 __P
I-¢ I-¢

Dla € =0 jest to niewatpliwie rownanie okr¢gu. Przypadek ten bedzie mial miejsce,
gdy, na mocy warunkéw poczatkowych, C=0.

Aby zbytnio nie komplikowa¢, rozpatrzmy sytuacje¢ jak na rysunku:

A




J =mvR
C =vimvR - GMm

2
1%

M /R

-1

e=C/GMm=
G

Warunek C=0, oznacza

v? . v: GM
=1, czyli —=—,
GM /R R R

co jest elementarnym warunkiem réwnosci sity grawitacji i sity dosrodkowe;.

|IGM [2GM
Gdy predkos¢ jest wigksza od v, = GT , ale mniejsza od v, = GT, sytuacja

jest jak na rysunku. Mianownik jest stale dodatni, wigc cialo nie oddala si¢ do nieskon-
czonosci, a krzywa jest znang juz nam elipsa (,,sptaszczonym okrggiem”).

Dla v = vy, czyli dla € =1, nie prébujemy uzupetni¢ wyrazenia do ,,petnego kwadra-
tu”, bo to nie ma sensu, tylko wstawiamy € =1do réwnania, otrzymujac:

Xy =(p=-x)=p°-2px+x’

Y +2px=p’

co jest rOwnaniem paraboli.

Dla predkosci jeszcze wigkszych, rdwnanie wygodnie jest przepisa¢ w postaci:

2

pe o ¥ p
-1 (e2-1) (=D’

Co jest réwnaniem hiperboli.

Gdy predkos¢ jest mniejsza od vy, parametr € staje si¢ ujemny. Krzywa nadal jest
elipsa, ale teraz punkt startowy, przy naszym zalozeniu, nie jest perihelium, a aphelium.
Przenoszac poczatek liczenia kata o 180°, dostalibySmy znéw réwnanie z mimosrodem
dodatnim, mniejszym od jedynki.

Pierwsze prawo Keplera jest juz prawie dowiedzione — elipsa jako konsekwencja
prawa odwrotnych kwadratéw. Ale co z tym ogniskiem? No c6z! Jedna z definicji ogni-
ska moéwi, ze to taki punkt na duzej osi elipsy, ze odlegtos¢ od kazdego punktu na elipsie
do tego punktu, jest w statej proporcji do odlegtosci od pewnej prostej, zwanej kierowni-
ca (,,Elipsa jest miejscem geometrycznym punktow takich, ze stosunek odlegtosci do sta-
tego punktu zwanego ogniskiem i odlegtosci do ustalonej prostej, zwanej kierownica, jest
staly”™).

Jesli kierownice ustawimy réwnolegle do osi y w odlegtosci p/€ od poczatku, to
odlegto$¢ do kierownicy wyniesie p/€—x, a odlegtos¢ do poczatku uktadu r. Staty

stosunek € oznacza, iz r/(p/e—x)=¢€,czyli r=p—€x= p—¢€rcos®, czyli wlasnie to
12



sunek € oznacza, iz r/(p/e—x)=¢€, czyli r = p—€x = p—¢€rcos@, czyli wlasnie to co
mamy.

Pétosie naszej elipsy wynosza:

Konce diuzszej osi leza w punktach x, =r, = p/(1+¢€), x, =-r, =—pl/(1-¢g).
Srodek ma wspotrzedna bedaca Srednia arytmetyczna, czyli

4

Xg = (p/(l+£)—p/(l—£))/2=—€l
—&

;> =—¢€a

Stowo mimos$rdd kojarzy si¢ z punktem obok srodka okregu.

Ot6z warto zwrdci¢ uwage, jak wyglada sytuacja dla matych wartosci €. Np. Ziemia
ma mimos$réd réwny 0,0167. Mimosrdd Jowisza to 0,0484.

Warto$¢ mimosrodu wyznacza wprost zmiang odleglo$ci planety w potozeniach
skrajnych. Raz odlegtos$¢ (od Stonca) wynosi p/(1+¢€) drugiraz p/(1—¢€). R6znica tych
odlegtosci to 2ea. Dla Ziemi to 3% s$redniej odleglosci, dla Jowisza 9%. Takie réznice
dostrzegali juz starozytni, postugujacymi si¢ prostymi, bezsoczewkowymi przyrzadami.

A jak wyglada réznica odlegtosci planety od srodka elipsy? To réznica migdzy a , a

2
b. Ale b=\/1—82aza—%a.

2
. € L .
Zamiast 2€a mamy teraz ?a. To kolosalna réznica. 3% mozna byto dostrzec, ale

0,0167%/2 = 0,00015, czyli 0,015% bylo poza zasiggiem. Ta cholernie mato zdefor-

mowana elipsa wyglada jak, niemal idealne koto!!!!

Dlatego biedny i nieszcze$liwy Kopernik, unieruchamiajac Stonce, nie mégt umie-
sci¢ srodka (w ,,oczywisty” sposob kotowej) orbity Ziemi w Stoncu!!! Tym bardziej byto
to wyrazne dla Jowisza. Srodek orbity Ziemi lokowal Kopernik w odlegtosci 2,7 promie-
ni Stonecznych od jego $rodka, a srodek orbity Jowisza w punkcie bliskim orbity Mercu-
rego. To wygladato na zupelny nonsens. Kazda planeta miata srodek swej ,.kotowej” or-
bity zupetnie gdzie indzie;.

Okrag ma tylko jeden wyr6zniony punkt. Gdy jedynego wyréznionego ciata Uktadu
Stonecznego nie mozna tam umiesci¢, to gtowa boli. Stonce byto umieszczone mimo-

srodowo, obok $rodka domniemanego okrggu.
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Juz odkrycie przez Keplera, ze orbity sa elipsami, stanowi szalony postep, o charak-
terze nie tylko estetycznym, a wrgcz fundamentalnym. Elipsa ma 1 $rodek 1 ognisko (a
nawet dwa). Nagle okazato sig, ze ogniska wszystkich planet sa wspélne i wypadaja ide-
alnie w $rodku Stonca! To byl prawdziwy przetom w pojmowaniu Nieba.

I na koniec trzecie prawo. Pole elipsy wynosi 7ab . Predkos¢ polowa zwiazana jest z

momentem pedu i wynosi J /2m. Zatem okres obiegu wynosi T = 2nabm/J . Podnosi-
my do kwadratu i korzystamy z tego, iz b =a”(1—¢°)
T? =4n’a*(1-€>)m*/J*

czyli a(l-€*)=p=J%/GMm?,

Ale azl P

2 b
czyli, al—€*)m* /1 J* =1/ GM wiec:

T?> =4n’ad’a(l-e*)m* /1 J* =4n’a’ IGM

Fl=r>+4e’p*/(1—€*)> +4rep/(1—€*)cos @ =

_ p’ N 4’ p? +4p2(8cos(p+1—1)_
(1+$cos(p)2 (1-¢%)? (1+8cos(p)(1—82)
p’ 4p* 4e” p? 4p* 1-¢?

= - +
(I+ecos@)® (1+ecos@)(l—-¢*) (1-€*)* 1-¢*1-¢°

2
_[_2p _ p
1-e* (1+¢&cos®)

Zatem suma odleglosci do ognisk 7 +r =

2p p N p

- =2a jest rze-
1-¢* (I1+ecos@) (1+€cos) !

czywiscie stata. Jesli t¢ wlasnos$¢ przyjac za definiujaca wtasnos$¢ elipsy, to potwierdziliSmy

jeszcze raz, ze centrum sily jest ogniskiem.



