Wyktad 3

Dla wyznaczenia wartosci statej C musimy odwota¢ si¢ do jakiego$
doswiadczenia, do jakiego$ realnego pomiaru. W pomiarze tym powinniSmy
zmierzy¢ bezposrednio wszystkie wielkosci wystgpujace w jakimkolwiek

wzorze zawierajacym t¢ nowaq stata C.

Najprosciej bytoby zmierzy¢ trzy boki trojkata w czasoprzestrzeni:
odlegtos¢ x pomiedzy zegarami, odstgp czasu ¢t mierzony na tych dwoch
zegarach wyznaczajacy czas przelotu z predkoscia x/t jakiegos ciata (bedacego
zegarem) 1 uptyw czasu na tym lecacym zegarze. Dzisiaj takie pomiary sa
mozliwe 1 potwierdzaja one nieodmiennie, ze ¢ #¢' 1 to doktadnie wedlug wzoru

t'=~t’> — Cx* z pewng konkretna wartoscig statej C, o ktorej za chwilg.

Historycznie najstarszym doswiadczeniem, ktérego wynik jasno wskazuje
(cho¢ nie od razu taka interpretacja byla mu nadana) iz stala C#0 jest
doswiadczenie Fizeau, ktory zmierzyt predkos¢ swiatta w wodzie (na
przyrzadach nieruchomych wzgledem wody — w praktyce chodzi o przyrzady i
wod¢ nieruchoma w laboratorium), a nastgpnie predkos¢ swiatta w wodzie

ptynacej z pewna znana predkoscia wzgledem laboratorium.

Mozna te trzy predkosci zobrazowa¢ nastgpujaco. Wyobrazmy sobie
nieruchomy samolot, na nim dziatko strzelajace pociskami, ktérych predkosc
mierzymy. Nast¢pnie samolot wraz z dziatkiem wprawiamy w ruch, strzelamy
pociskami w kierunku ruchu samolotu 1 mierzymy jeszcze raz predkosc

pociskow wzgledem laboratorium.

Rozwazania, ktoreSmy przeprowadzili kaza spodziewac¢ sig, ze ta nowa
predkos¢ v wyrazi si¢ przez predkosc ,,samolotu” (albo wody) V 1 predkosc

wzgledem samolotu (wody) v' wzorem:



b V+y'
1+CW'

Oczekiwanie ,,naiwne”, zgodne z fizyka osiemnasto- 1 dziewigtnastowieczna
(1 kawalkiem wieku 17) to ,,zwykta” suma predkosci, tak jakby stata C=0. Jesli
wypadkowa predkos¢, czyli predkos¢ w ptynacej] wodzie okaze si¢ < od sumy
V+v’, oznaczac to bedzie iz C>0 1 na odwro6t.

Warto wspomnie¢, iz Fizeau byl pierwszym, ktory zmierzyt bezposrednio
predkos¢ swiatta 1 w prézni 1 w wodzie (a takze innych ptynach) stwierdzajac
bezapelacyjnie wyzszos¢ (stlusznos¢) teorii falowej Huyghensa nad teorig
korpuskularng Newtona. Wedtug tej pierwszej v’'=c/n, wedlug drugiej c*n, gdzie
n jest wspotczynnikiem zalamania, a ¢ predkoscia swiatla w prozni.

Nim podam wynik Fizeau dla wody w ruchu wzgledem przyrzadow
pomiarowych, przeksztalcg wzor na spodziewanq predkos¢ uwzgledniajac, ze
wystepuje szalona dysproporcja miedzy wartoscig predkoscia Swiatta w wodzie,
wynoszaca: 300 000/(4/3)=225000km/s, a predkoscia wody, wyrazang w matym
utamku kilometra na sekunde.
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. V+v v V+v —v')=v'+V1 Cv

= = =~ V'+(1—-Cv? )V
1+CW' 1+CW' 1+CW'

W mianowniku poprawka do 1 jest mniejsza od poprawki w liczniku tyle
razy ile predkos¢ wody jest mmniejsza od predkosci swiatta w  wodzie.
Wstawiajac wspotczynnik zalamania, mamy spodziewany wynik w postaci:

v=c/n+(1-Cc*/n*)V

Wynik Fizeau to:

v=c/n+V({1-1/n%)

pokryje si€ z naszym wzorem teoretycznym, jesli

Cc® =1, czyli C=11-10""s*/m’ (3)

Wartos¢ C jest, jak widzimy, bardzo mata. W opisie doswiadczenia Fizeau

jest ona mnozona przez kwadrat predkosci swiatta w wodzie, ktory to iloczyn

osigga wartos¢ 9/16, czyli wcale nie mato! A wigc pokazaliSmy, ze dajaca si¢



wydedukowa¢ teoretycznie z samej zasady rOwnouprawnienia uktadow
odniesienia geometria, Swietnie sobie radzi z objasnieniem do$wiadczenia
Fizeau, bez zadnych dodatkowych zatozen.

Ostatecznie wazne wzory wyrazajace geometryczne wlasciwosci

czasoprzestrzeni przyjmuja postac:
x+Vvt'
Vi-viie?
t'+CVx'
Vi-virie?
V+y'
V=
1+W'/c

X =

Latwo jest teraz sprawdzi¢, ze ztozenie predkosci ¢ z dowolna predkoscia V

daje:

V+ec V/c+1_c

v = ~=c
1+Ve/c 1+V/c

W przedstawionym ujgciu istnienie uniwersalnej predkosci jest wnioskiem
plynacym z zastosowania zasady wzglednosci, a nie punktem wyjscia.

Omoéwmy pokrotce wazniejsze wlasnosci czasoprzestrzeni zawarte w
powyzszych wynikach.

Jedna z ciekawszych jest istnienie niezmiennika. Niezmiennik to wielkos¢
zbudowana z wyrazen zaleznych, dla danej sytuacji fizycznej, od uktadu
odniesienia, ale tak zbudowana, ze jej wartos¢ od uktadu odniesienia (czyli od
uktadu wspotrzednych) NIE zalezy.

Zauwazmy na poczatek, co dzieje si¢ z wyrazeniami x—ct, oraz x+ct. W

tym celu dodajemy 1 odejmujemy oba réwnania transformacji Lorentza (po

wczesniejszym pomnozeniu stronami, drugiego z nich przez c.

ot = X+Vt'+e(t'+x'V /c?) _ xtct'+tV/ce(x'+ct') (x'+et') 1+V/ie (xer') 1+V/c

N1=V?/c? N1=V?/¢c? N1=V?/c? 1-V/c
x—ct=(x'-ct") 1=V/e
1+V/c




Ro6znica mnozy sig przez odwrotnos¢ tego czynnika, przez ktéry mnozy si¢

suma. Zatem iloczyn sumy i r6znicy jest niezmiennikiem!
(x+ct)(x—ct) =(x"+ct")(x'—ct")
Lub inacze;j
x> —c’t? = x—=c’t"” = invariant

Po podzieleniu przez c¢°, zmianie znaku i powrocie do C mozemy tez

napisac:

t* —Cx? =inv

W geometrii Euklidesa takim inwariantem jest oczywiscie:

x*+y?

Z inwariantu mozna korzysta¢ np. w ten sposob, ze do punktu #x (albo y,x)
prowadzimy z poczatku uktadu nowa os, tak by w nowym uktadzie x’=0. Wtedy
t’ (albo) y’ jest tym, co bySmy chcieli nazwa¢ dlugoscia odcinka od (0,0) do
(t,x). Jednak x’=0, oznacza iz:

1> —Cx* =1"-0,lub

yi4+xt=y"+40

Powyzszy wywoOd twierdzenia Pitagorasa jest niezaleznym dowodem, nie
korzystajacym z rysunku.

Podstawowa relacja STW jest rOwnie gigboka jak twierdzenie Pitagorasa!
Jedyna réznica jest w znaku.

W przypadku ruchu w kierunku nie pokrywajacym si¢ z zadna z trzech osi
jakie trzeba wprowadzi¢ w swiecie realnym, z czasoprzestrzenia 4 wymiarowa,
kwadrat odlegloSci wyraza si¢ przez 3 wspoirzegdne zwyklym twierdzeniem

Pitagorasa, niezmiennikiem w przestrzeni 4 wymiarowej jest:

1
t? ——z(x2 +y>+2%)
c



W przeciwienstwie do przestrzeni Euklidesa, niezmiennik, zwiazany
bezposrednio z wynikami pomiaréw ,,po skosie” NIE jest dodatnio okreslony!
Ma to bardzo wazne konsekwencje.

Jedna z nich juz poznaliSmy. Dla ruchu z predkoscia swiatla, ktory
rozpoczyna si¢ w poczatku uktadu, mamy \/m =ct, wigc niezmiennik
c’t’—(x*+y>+z°) jest ZERO. Skoro to jest niezmiennik, to i w kazdym
uktadzie bedzie zachodzito c’t”—(x”+y*+z?), co oznacza, iz rozbiegajaca si¢
fala kulista, bedzie postrzegana w kazdym uktadzie jako kulista 1 rozchodzaca
si¢ z predkoscia c.

Cialo wystane w chwili 0 z poczatku uktadu, poruszajac si¢ z predkoscia v
dociera do punktu, do ktéorego odlegtos¢ \/m =vt<ct, WIEC
c’t’—(x*+y>+z°)>0. Relacja ta bedzie spetniona, oczywiscie dla kazdego
innego obserwatora. Ciato w kazdym uktadzie mie¢ bedzie predkos¢ <c.

Do punktéw, dla ktérych interwat jest ujemny, dotrze¢ by mogty tylko ciata
o predkosci >c, a takich nie ma.

Jesli narysowac tylko dwa wymiary przestrzenne 1 jeden czasowy, rOwnanie
c’t’ — (x> +y?)=0 opisuje stozek. Nazywa si¢ go stozkiem $wietlnym. Stozek
swietlny dzieli czasoprzestrzen na trzy roztaczne obszary: przysziosc, przesztos¢

1 gdzie indzie;j.

przysztosc

Gdzie indziej © B

przesztos¢



Dla punktu ,,gdzie indziej” mozna dobrac taki nowy uktad odniesienia, ze

punkt ten bedzie miat identyczna wspotrzedna jak poczatek uktadu.
Faktycznie, biorac V = i , dostaniemy ¢'=(t-Vx/c*)/N1-V?/c* =0. Dla
X

predkosci mniejszej, t’ bedzie dodatnie, dla wigkszej dodatnie. Oznacza to 1z w
pewnych uktadach odniesienia zdarzenie B be¢dzie p6zniejsze od A, w innych
wczesniejsze. Moze si¢ to wydawac niepokojace. Przeciez, gdy A jest
przyczyna zdarzenia B, A powinno by¢ wczesniejsze. Czy inny obserwator
moze stwierdzi¢, ze A (czyli przyczyna) jest p6zniejsza?

Wszystko jest w porzadku!!! Taka dowolno$¢ znaku 7, —¢,jest mozliwa
tylko dla zdarzen, miedzy ktéorymi NAWET $§wiatto nie doleci. Zdarzenia takie
nie moga by¢ przyczynowo polaczone.

Za to o zdarzeniach z wnetrza (lub z powierzchni) stozka jesteSmy pewni, ze
znak réznicy 1, -t, jest tez niezmiennikiem. Dodatnim dla przysziosci,

ujemnym dla przesztosci.

Dowdd jest prosty. Gdyby dla jakiegos uktadu odniesienia, czas zdarzenia B
ze stozka przysztosci, byt ujemny, to dla rodziny uktadéw o predkosciach
zmieniajacych si¢ od 0 do V musiatby w sposob ciagly zmienia¢ si¢ od wartosci
dodatniej do ujemnej. Gdzies (tj. dla pewnej predkosci posredniej) wartos¢ ta
musiataby by¢ zerem. Ale w tym uktadzie obliczony niezmiennik: 0> —x” bytby
ujemny, gdy wiadomo, ze jest dodatni. Tym samym zatozenie o zmianie znaku
czasu jest teraz niedorzeczne.

Zrobmy jeszcze jedna pozyteczng obserwacje:

Jesli mamy 3 uktady: trzeci (x’’,t”) porusza si¢ wzgledem drugiego(x’,t’) z

predkoscia vsp,, a drugi wzgledem pierwszego(x,t) z predkoscia vy, to mamy:

1+ / 1+ /lc |1+ / 1+ /
x+ct= v2/1 c(xv_l_ctv) — V2/1 c v3/2 c(x”'i‘ct”) — v3/1 c(x"+Ct"), a
1-v,,/c 1-v,,/c\1-v,,/c I1-v,, /c

to oznacza, 1z:




I+v,,/c B I+v,, /c 1+v,,/c

1=vy, /e 1=vy,lc 1-v,,/c

W szczegdblnosci, jesli proces rozpedzania ciata (np. pojazdu) sklada si¢ z n
jednakowych etapoéw, w ktorym ciato zyskuje niewielka predkos¢ Av wzgledem
uktadu inercjalnego o predkosci rownej predkosci ciata po ukonczeniu etapu
poprzedniego. (Mozna sobie wyobrazi¢, ze na koniec etapu od pojazdu oddziela
si¢ jakis kawalek juz dalej si¢ nie rozpedzajacy. Giowny pojazd rozpedza sie
wzgledem tego wilasnie ciala o Av, wystawia nowe i znéw, wzgledem tego
nowego rozpedza si¢ ponownie 0 Av ).

Dzigki poznanemu wzorowi fatwo poda¢ zwiazek koncowej predkosci ciata
z liczba etapow 1 przyrostem predkosci w jednym etapie:

l+v/ie (I+Av/c)"
l-v/ie (A-Av/c)"

Jesli proces rozpedzania ciaglego i rownomiernego rozbijamy na
jednakowe etapy w mysli, mozemy liczbe kawalkéw uczyni¢ dowolnie wielka, a
predkos¢ zyskiwana w jednym etapie, Av, dowolnie mala.

Pozwala nam to uznaé, iz opis ruchu przyspieszonego w takim jednym
etapie, trwajacym dla pasazeréw 1/n-ta catkowitego czasu wlasnego T,
konczacym si¢ uzyskaniem malej predkosci moze by¢ opisany prosto
przyblizonym réwnaniem

Av=at/n , co prowadzi do zwiazku:

I+v/c _(1+at/nc)" .
1-v/c (A-at/nc)"

Zwiazek powyzszy jest tym dokladniejszy, im n wigksze.

A tak naprawde¢ zwiazek powyzszy jest Scisty, gdy po prawej stronie
wezmie si¢ granice dla n dazacego do nieskonczonosci.

Na ¢wiczeniach albo juz znajdowaliscie (albo znajdziecie na najblizszych),
zwiazek miedzy koncowa predkoscia w relatywistycznym ruchu jednostajnie

przyspieszonym a przebyta droga i zuzytym czasem mierzonym w stale jednym



1 tym samym uktadzie inercjalnym (w ktérym cialo na poczatku spoczywato —
jesli to ma by¢ zadanie o podrézy kosmicznej, to myslimy o uktadzie Ziemi).

Powyzszy zwiazek pozwoli powigza¢ czas wilasny z czasem w ukladzie
inercjalnym 1 poréwnac¢ wiek podréznika po powrocie z wiekiem jego brata
blizniaka, ktory pozostawal w domu).

Zobaczycie, a wlasciwie juz widzicie, ze pojawi sig tu liczba e.

Wszak

(I+at/ne)" =(1+at/ne)y™ =)' =(1+1/N)" '

OznaczyliSmy N =nc/at. Jesli n dazy do nieskonczonosci, to 1 N dazy do

nieskoticzonoéci. Ergo: (1+at/ne)" = (1+1/N)" ' = ()"

Trzeba jeszcze wspomnie¢ o wektorach w czasoprzestrzeni. W pelne;j

czasoprzestrzeni sa to czterowektory, transformujace si¢ jak 4 wspotrzedne :

B t'+V/c*x
Ji-vi/er
x'+Vx'
X=—F——,
N1=-V?/c?
y=y
z=17

W dwuwymiarowej podprzestrzeni wektory beda miaty dwie wspoétrzedne —
jedna czasowa, druga przestrzenna. Jesli numeruje si¢ wspotrzedne przestrzenne
1,2,3  (xzamiast x, x,zamiast y, x,zamiastz ) ~wtedy  wspolrzgdnej czasowej
przypisuje si¢ indeks 0.

Oczywistym wektorem jest wigc polozenie w czasoprzestrzeni o
wspotrzednych (7, x).

Innym waznym wektorem jest wektor (malego) przyrostu wektora
wodzacego (At,Ax). Jest to wektor styczny do linii Swiata.

Wektor styczny do linii krzywej w geometrii euklidesowej pelni wazna rolg

w badaniu krzywych. Wektor przyrostu jest o tyle niewygodny, ze jest takich



wektoréw wiele. No bo potéwka wektora przyrostu tez jest wektorem stycznym,
etc. Dobrze jest bra¢ wektory o standardowej dtugosci.
W geometrii, dzielac przez niezmiennik +/(Ax)*+(Ay)’, dostajemy

Ay )
JA? + Ay (Ax) +(Ay)?

Jednostkowy wektor styczny (

W czasoprzestrzeni tez bedzie wygodnie uzywac¢ wektora unormowanego.

Znamy niezmiennik, wigc wektorem stycznym jest:

At Ax
( ,
JAD? —(Ax/e)® (A = (Ax/c)

Przyrosty na linii Swiata wiaza si¢ z predkoscia chwilowa czastki: Ax =vAr.
Wstawiajac do wektora stycznego mamy:

At VAt 1 v

( ) ) )
JAD? —(At/e)? (AP —(Atle)? T JA=wie) Jd-@/e)

Sens wektora polega na tym, ze jego wspoirzedne w uktadzie U wyrazaja si¢
przez wspétrzedne w uktadzie U’ za pomoca tych samych wspélczynnikow,
ktore pozwalaja przeliczy¢ wspotrzedne czasoprzestrzenne.

Z samej konstrukcji naszego wektora widac, ze tak jest.

Pouczajace moze by¢ sprawdzenie tego niezaleznym sposobem. Wiemy jak
wyraza si¢ predkos¢ v poprzez predkos¢ v’ i1 predkos¢ wzgledna ukiadow V.
Predkos¢ jest jedna, nie jest skalarem, jej przeliczanie jest wredne, nieliniowe.
Ale dwie wielkosci powyzej znalezione zachowuja si¢ (z matematycznego

punktu widzenia przepigknie).

1 B 1 B 1+W'/c? _ 1+W'/c?
V1-v2 /¢ | ( Vo JZ/ L NAEWIE) =(V+v) e A=V A-v? )
| —| /c
1+W'/c?
V+y
1+W/c?)———
( vre )1+Vv'/02 _ v'+V

Noviier Ja=viiehi—viic) JA=—viieHi—v2ic)
Jesli przyjmiemy dla nowego wektora liter¢ u, a dla jego wspétrzednych u 1

U, to mamy:



Uy +V/cu,

u, =
o J1=vie?

u u, +Vu,
Co-vee
a wiec doktadnie transformacja Lorentza.

Niebawem rola tego wektora stanie si¢ jasna.
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