
 1

Wykład 3 

 

Dla wyznaczenia warto�ci stałej C musimy odwoła� si� do jakiego� 

doswiadczenia, do jakiego� realnego pomiaru. W pomiarze tym powinni�my 

zmierzy� bezpo�rednio wszystkie wielko�ci wyst�puj�ce w jakimkolwiek 

wzorze zawieraj�cym t� now� stał� C. 

Najpro�ciej byłoby zmierzy� trzy boki trójk�ta w czasoprzestrzeni: 

odległo�� x pomi�dzy zegarami, odst�p czasu t mierzony na tych dwóch 

zegarach wyznaczaj�cy czas przelotu z pr�dko�ci� x/t jakiego� ciała (b�d�cego 

zegarem) i upływ czasu na tym lec�cym zegarze. Dzisiaj takie pomiary s� 

mo�liwe i potwierdzaja one nieodmiennie, �e 'tt ≠  i to dokładnie według wzoru 

22' Cxtt −= z pewn� konkretn� warto�ci� stałej C, o której za chwil�. 

Historycznie najstarszym do�wiadczeniem, którego wynik jasno wskazuje 

(cho� nie od razu taka interpretacja była mu nadana) i� stała 0≠C  jest 

do�wiadczenie Fizeau, który zmierzył pr�dko�� �wiatła w wodzie (na 

przyrz�dach nieruchomych wzgl�dem wody – w praktyce chodzi o przyrz�dy i 

wod� nieruchom� w laboratorium), a nast�pnie pr�dko�� �wiatła w wodzie 

płyn�cej z pewn� znan� pr�dko�ci� wzgl�dem laboratorium. 

Mo�na te trzy pr�dko�ci zobrazowa� nast�puj�co. Wyobra�my sobie 

nieruchomy samolot, na nim działko strzelaj�ce pociskami, których pr�dko�� 

mierzymy. Nast�pnie samolot wraz z działkiem wprawiamy w ruch, strzelamy 

pociskami w kierunku ruchu samolotu i mierzymy jeszcze raz pr�dko�� 

pocisków wzgl�dem laboratorium. 

Rozwa�ania, które�my przeprowadzili ka�� spodziewa� si�, �e ta nowa 

pr�dko�� v wyrazi si� przez pr�dko�� „samolotu” (albo wody) V i pr�dko�� 

wzgl�dem samolotu (wody) 'v wzorem: 
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Oczekiwanie „naiwne”, zgodne z fizyk� osiemnasto- i dziewi�tnastowieczn� 

(i kawałkiem wieku 17) to „zwykła” suma pr�dko�ci, tak jakby stała C=0. Je�li 

wypadkowa pr�dko��, czyli pr�dko�� w płyn�cej wodzie oka�e si� < od sumy 

V+v’, oznacza� to b�dzie i� C>0 i na odwrót. 

Warto wspomnie�, i� Fizeau był pierwszym, który zmierzył bezpo�rednio 

pr�dko�� �wiatła i w pró�ni i w wodzie (a tak�e innych płynach) stwierdzaj�c 

bezapelacyjnie wy�szo�� (słuszno��) teorii falowej Huyghensa nad teori� 

korpuskularn� Newtona. Według tej pierwszej v’=c/n, według drugiej c*n, gdzie 

n jest współczynnikiem załamania, a c pr�dko�ci� swiatła w pró�ni. 

Nim podam wynik Fizeau dla wody w ruchu wzgl�dem przyrz�dów 

pomiarowych, przekształc� wzór na spodziewan� pr�dko�� uwzgl�dniaj�c, �e 

wyst�puje szalona dysproporcja mi�dzy warto�ci� pr�dko�ci� �wiatła w wodzie, 

wynosz�c�: 300 000/(4/3)=225000km/s, a pr�dko�ci� wody, wyra�an� w małym 

ułamku kilometra na sekund�. 
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W mianowniku poprawka do 1 jest mniejsza od poprawki w liczniku tyle 

razy ile pr�dko�� wody jest mniejsza od pr�dko�ci �wiatła w wodzie. 

Wstawiaj�c współczynnik załamania, mamy spodziewany wynik w postaci: 

VnCcncv )/1(/ 22−+=  

Wynik Fizeau to: 

)/11(/ 2nVncv −+=  

pokryje si� z naszym wzorem teoretycznym, je�li  

12 =Cc , czyli 2217 /ms101,1 −⋅=C    (3) 

Warto�� C jest, jak widzimy, bardzo mała. W opisie do�wiadczenia Fizeau 

jest ona mno�ona przez kwadrat pr�dko�ci �wiatła w wodzie, który to iloczyn 

osi�ga warto�� 9/16, czyli wcale nie mało! A wi�c pokazali�my, �e daj�ca si� 
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wydedukowa� teoretycznie z samej zasady równouprawnienia układów 

odniesienia geometria, �wietnie sobie radzi z obja�nieniem do�wiadczenia 

Fizeau, bez �adnych dodatkowych zało�e�. 

Ostatecznie wa�ne wzory wyra�aj�ce geometryczne wła�ciwo�ci 

czasoprzestrzeni przyjmuj� posta�: 
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Łatwo jest teraz sprawdzi�, �e zło�enie pr�dko�ci c z dowoln� pr�dko�ci� V 

daje: 

c
cV

cV
c

cVc
cV

v =
+

+=
+

+=
/1
1/

/1 2  

W przedstawionym uj�ciu istnienie uniwersalnej pr�dko�ci jest wnioskiem 

płyn�cym z zastosowania zasady wzgl�dno�ci, a nie punktem wyj�cia. 

Omówmy pokrótce wa�niejsze własno�ci czasoprzestrzeni zawarte w 

powy�szych wynikach. 

Jedn� z ciekawszych jest istnienie niezmiennika. Niezmiennik to wielko�� 

zbudowana z wyra�e� zale�nych, dla danej sytuacji fizycznej, od układu 

odniesienia, ale tak zbudowana, �e jej warto�� od układu odniesienia (czyli od 

układu współrz�dnych) NIE zale�y.  

Zauwa�my na pocz�tek, co dzieje si� z wyra�eniami ctx − , oraz ctx + . W 

tym celu dodajemy i odejmujemy oba równania transformacji Lorentza (po 

wcze�niejszym pomno�eniu stronami, drugiego z nich przez c. 
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Ró�nica mno�y si� przez odwrotno�� tego czynnika, przez który mno�y si� 

suma. Zatem iloczyn sumy i ró�nicy jest niezmiennikiem! 

)'')(''())(( ctxctxctxctx −+=−+  

Lub inaczej  

invariant'' 222222 =−=− tcxtcx  

Po podzieleniu przez c2, zmianie znaku i powrocie do C mo�emy te� 

napisa�:  

inv22 =− Cxt  

 

W geometrii Euklidesa takim inwariantem jest oczywi�cie: 

22 yx +  

Z inwariantu mo�na korzysta� np. w ten sposób, �e do punktu t,x (albo y,x) 

prowadzimy z pocz�tku układu now� o�, tak by w nowym układzie x’=0. Wtedy 

t’ (albo) y’ jest tym, co by�my chcieli nazwa� długo�ci� odcinka od (0,0) do 

(t,x). Jednak x’=0, oznacza i�: 
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Powy�szy wywód twierdzenia Pitagorasa jest niezale�nym dowodem, nie 

korzystaj�cym z rysunku.  

Podstawowa relacja STW jest równie gł�boka jak twierdzenie Pitagorasa! 

Jedyna ró�nica jest w znaku.  

W przypadku ruchu w kierunku nie pokrywaj�cym si� z �adn� z trzech osi 

jakie trzeba wprowadzi� w �wiecie realnym, z czasoprzestrzeni� 4 wymiarow�, 

kwadrat odległo�ci wyra�a si� przez 3 współrz�dne zwykłym twierdzeniem 

Pitagorasa, niezmiennikiem w przestrzeni 4 wymiarowej jest: 
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W przeciwie�stwie do przestrzeni Euklidesa, niezmiennik, zwi�zany 

bezpo�rednio z wynikami pomiarów „po skosie” NIE jest dodatnio okre�lony! 

Ma to bardzo wa�ne konsekwencje. 

Jedn� z nich ju� poznali�my. Dla ruchu z pr�dko�ci� �wiatła, który 

rozpoczyna si� w pocz�tku układu, mamy ctzyx =++ 222 , wi�c niezmiennik 

)( 22222 zyxtc ++−  jest ZERO. Skoro to jest niezmiennik, to i w ka�dym 

układzie b�dzie zachodziło )'''(' 22222 zyxtc ++− , co oznacza, i� rozbiegaj�ca si� 

fala kulista, b�dzie postrzegana w ka�dym układzie jako kulista i rozchodz�ca 

si� z pr�dko�ci� c. 

Ciało wysłane w chwili 0 z pocz�tku układu, poruszaj�c si� z pr�dko�ci� v 

dociera do punktu, do którego odległo�� ctvtzyx <=++ 222 , wi�c 

0)( 22222 >++− zyxtc . Relacja ta b�dzie spełniona, oczywi�cie dla ka�dego 

innego obserwatora. Ciało w ka�dym układzie mie� b�dzie pr�dko�� <c. 

Do punktów, dla których interwał jest ujemny, dotrze� by mogły tylko ciała 

o pr�dko�ci >c, a takich nie ma.  

Je�li narysowa� tylko dwa wymiary przestrzenne i jeden czasowy, równanie 

0)( 2222 =+− yxtc  opisuje sto�ek. Nazywa si� go sto�kiem �wietlnym. Sto�ek 

�wietlny dzieli czasoprzestrze� na trzy rozł�czne obszary: przyszło��, przeszło�� 

i gdzie indziej. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 przeszło�� 

przyszło�� 

Gdzie indziej 
A 

B 



 6

 

Dla punktu „gdzie indziej” mo�na dobra� taki nowy układ odniesienia, �e 

punkt ten b�dzie miał identyczn� współrz�dn� jak pocz�tek układu.  

Faktycznie, bior�c 
x
ct

cV = , dostaniemy 0/1/)/(' 222 =−−= cVcVxtt . Dla 

pr�dko�ci mniejszej, t’  b�dzie dodatnie, dla wi�kszej dodatnie. Oznacza to i� w 

pewnych układach odniesienia zdarzenie  B b�dzie pó�niejsze  od A, w innych 

wcze�niejsze. Mo�e si� to wydawa� niepokoj�ce. Przecie�, gdy A jest 

przyczyn� zdarzenia B, A powinno by� wcze�niejsze. Czy inny obserwator 

mo�e stwierdzi�, �e A (czyli przyczyna) jest pó�niejsza?  

Wszystko jest w porz�dku!!! Taka dowolno�� znaku AB tt − jest mo�liwa 

tylko dla zdarze�, mi�dzy którymi NAWET �wiatło nie doleci. Zdarzenia takie 

nie mog� by� przyczynowo poł�czone. 

Za to o zdarzeniach z wn�trza (lub z powierzchni) sto�ka jeste�my pewni, �e 

znak ró�nicy AB tt −  jest te� niezmiennikiem. Dodatnim dla przyszło�ci, 

ujemnym dla przeszło�ci. 

Dowód jest prosty. Gdyby dla jakiego� układu odniesienia, czas zdarzenia B 

ze sto�ka przyszło�ci, był ujemny, to dla rodziny układów o pr�dko�ciach 

zmieniaj�cych si� od 0 do V musiałby w sposób ci�gły zmienia� si� od warto�ci 

dodatniej do ujemnej. Gdzie� (tj. dla pewnej pr�dko�ci po�redniej) warto�� ta 

musiałaby by� zerem. Ale w tym układzie obliczony niezmiennik: 22 '0 x−  byłby 

ujemny, gdy wiadomo, �e jest dodatni. Tym samym zało�enie o zmianie znaku 

czasu jest teraz niedorzeczne. 

Zróbmy jeszcze jedn� po�yteczn� obserwacj�: 

Je�li mamy 3 układy: trzeci (x’’,t’’) porusza si� wzgl�dem drugiego(x’,t’) z 

pr�dko�ci� v3/2, a drugi wzgl�dem pierwszego(x,t) z pr�dko�ci� v2/1, to mamy: 
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to oznacza, i�: 
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W szczególno�ci, je�li proces rozp�dzania ciała (np. pojazdu) składa si� z n 

jednakowych etapów, w którym ciało zyskuje niewielk� pr�dko�� v∆  wzgl�dem 

układu inercjalnego o pr�dko�ci równej pr�dko�ci ciała po uko�czeniu etapu 

poprzedniego. (Mo�na sobie wyobrazi�, �e na koniec etapu od pojazdu oddziela 

si�  jaki� kawałek ju� dalej si� nie rozp�dzaj�cy. Główny pojazd rozp�dza si� 

wzgl�dem tego wła�nie ciała o v∆ , wystawia nowe i znów, wzgl�dem tego 

nowego rozp�dza si� ponownie o v∆ ). 

Dzi�ki poznanemu wzorowi łatwo poda� zwi�zek ko�cowej pr�dko�ci ciała 

z liczb� etapów i przyrostem pr�dko�ci w jednym etapie: 
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Je�li proces rozp�dzania ci�głego i równomiernego rozbijamy na 

jednakowe etapy w my�li, mo�emy liczb� kawałków uczyni� dowolnie wielk�, a 

pr�dko�� zyskiwan� w jednym etapie, v∆ , dowolnie mał�. 

Pozwala nam to uzna�, i� opis ruchu przyspieszonego w takim jednym 

etapie, trwaj�cym dla pasa�erów 1/n-t� całkowitego czasu własnego τ , 

ko�cz�cym si� uzyskaniem małej pr�dko�ci mo�e by� opisany prosto 

przybli�onym równaniem 

nav /τ=∆  , co prowadzi do zwi�zku: 
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Zwi�zek powy�szy jest tym dokładniejszy, im n wi�ksze. 

A tak naprawd� zwi�zek powy�szy jest �cisły, gdy po prawej stronie 

we�mie si� granic� dla n d���cego do niesko�czono�ci. 

Na �wiczeniach albo ju� znajdowali�cie (albo znajdziecie na najbli�szych), 

zwi�zek mi�dzy ko�cow� pr�dko�ci� w relatywistycznym ruchu jednostajnie 

przyspieszonym a przebyt� drog� i zu�ytym czasem mierzonym w stale jednym 
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i tym samym układzie inercjalnym (w którym ciało na pocz�tku spoczywało – 

je�li to  ma by� zadanie o podró�y kosmicznej, to my�limy o układzie Ziemi). 

Powy�szy zwi�zek pozwoli powi�za� czas własny z czasem w układzie 

inercjalnym i porówna� wiek podró�nika po powrocie z wiekiem jego brata 

bli�niaka, który pozostawał w domu). 

Zobaczycie, a wła�ciwie ju� widzicie, �e pojawi si� tu liczba e. 

Wszak 

 ( ) ( ) τττ +=τ+=τ+ acNacancn Nncanca
/// )/11()/1()/1(  

Oznaczyli�my τ= ancN / . Je�li n d��y do niesko�czono�ci, to i N d��y do 

niesko�czono�ci. Ergo: ( )( ) ( ) ττ
→+=τ+ acacNn eNnca //

/11)/1(  

Trzeba jeszcze wspomnie� o wektorach w czasoprzestrzeni. W pełnej 

czasoprzestrzeni s� to czterowektory, transformuj�ce si� jak 4 współrz�dne : 
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W dwuwymiarowej podprzestrzeni wektory b�d� miały dwie współrz�dne – 

jedn� czasow�, drug� przestrzenn�. Je�li numeruje si� współrz�dne przestrzenne 

1,2,3 ( zxyxxx zamiast ,zamiast ,zamiast 321 ) wtedy współrz�dnej czasowej 

przypisuje si� indeks 0.  

Oczywistym wektorem jest wi�c poło�enie w czasoprzestrzeni o 

współrz�dnych ).,( xt  

Innym wa�nym wektorem jest wektor (małego) przyrostu wektora 

wodz�cego ).,( xt ∆∆  Jest to wektor styczny do linii �wiata. 

Wektor styczny do linii krzywej w geometrii euklidesowej pełni wa�n� rol� 

w badaniu krzywych. Wektor przyrostu jest o tyle niewygodny, �e jest takich 
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wektorów wiele. No bo połówka wektora przyrostu te� jest wektorem stycznym, 

etc. Dobrze jest bra� wektory o standardowej długo�ci. 

W geometrii, dziel�c przez niezmiennik 22 )()( yx ∆+∆ , dostajemy 

jednostkowy wektor styczny )
)()(

,
)()(
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2222 yx
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∆  

W czasoprzestrzeni te� b�dzie wygodnie u�ywa� wektora unormowanego. 

Znamy niezmiennik, wi�c wektorem stycznym jest: 

)
)/()(

,
)/()(

(
2222 cxt

x

cxt

t

∆−∆

∆

∆−∆

∆  

Przyrosty na linii �wiata wi��� si� z pr�dko�ci� chwilow� cz�stki: tvx ∆=∆ . 

Wstawiaj�c do wektora stycznego mamy: 
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Sens wektora polega na tym, �e jego współrz�dne w układzie U wyra�aj� si� 

przez współrz�dne w układzie U’ za pomoc� tych samych współczynników, 

które pozwalaj� przeliczy� współrz�dne czasoprzestrzenne. 

Z samej konstrukcji naszego wektora wida�, �e tak jest. 

Pouczaj�ce mo�e by� sprawdzenie tego niezale�nym sposobem. Wiemy jak 

wyra�a si� pr�dko�� v poprzez pr�dko�� v’ i pr�dko�� wzgl�dn� układów V.  

Pr�dko�� jest jedna, nie jest skalarem, jej przeliczanie jest wredne, nieliniowe. 

Ale dwie wielko�ci powy�ej znalezione zachowuj� si� (z matematycznego 

punktu widzenia przepi�knie). 
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Je�li przyjmiemy dla nowego wektora liter� u, a dla jego współrz�dnych u0 i 

u1, to mamy: 
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a wi�c dokładnie transformacja Lorentza. 

Niebawem rola tego wektora stanie si� jasna. 


