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Streszczenie

W problemie wzrostu Laplace’a, powierzchnia rozdzialu dwoch faz porusza sie z pred-
koscia proporcjonalng do gradientu pola harmonicznego. W ten sposéb moze byé opisane
m.in. krzepniecie przechtodzonej cieczy, krystalizacja w rozrzedzonym roztworze czy osadza-
nie elektrolityczne. Uproszczony model, w ktorym wzrost wystepuje tylko na koricu igtowych
dendrytow, badany jest metoda odwzorowari konforemnych z wykorzystaniem formalizmu
rownania Loewnera. Analizowane sg rozwigzania analityczne i numeryczne tego rownania dla
réznych warunkéw brzegowych, w szczegélnosci zjawisko rywalizacji, gdy wieksze igly hamuja
wzrost mniejszych znajdujacych sie w ich poblizu, co prowadzi do powstawania powierzchni
o skomplikowanych, fraktalnych ksztaltach.
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Rozdzial 1

Wstep

Wiele proceséw wzrostu wystepujacych w przyrodzie wytwarza podobne ksztalty rosngcych
struktur. Od rozmnazajacych sie kolonii bakterii, przez osadzanie elektrolityczne i spalanie
w komorce Hele-Shawa, po wyladowania elektryczne w dielektryku, zaobserwowaé mozemy
rozgalezione dendryty, charakteryzujace sie utamkowym wymiarem fraktalnym (rysunek 1.1).

Rysunek 1.1: Przyktady dendrytéw w przyrodzie, w kolejnosci: bakterie rozmnazajace sie w
gestym plynie z rozpuszczonym cukrem, osadzanie elektrolityczne, spalanie kartki papieru w
w komorce Hele-Shawa, wyladowanie elektryczne w dielektryku (tzw. figura Lichtenberga)



Zbieznos¢ powstajacych ksztaltéw nie jest przypadkowa i wynika z podobnej struktury
opisujacych te zagadnienia rownan. Zjawiska takie jak krzepniecie, gdy faza krystaliczna rognie
w fazie ciektej, ,palce lepkosci”, czyli ewolucja cieczy o mniejszej lepkosci wstrzykiwanej do
cieczy o wiekszej lepkoéci oraz osadzanie elektrolityczne, gdy dyfundujace w elektrolicie jony
sprzyklejajg sie” do katody, laczg te same réwnania. Wszystkie powyzsze przyktady przy
pewnych zalozeniach daja sie sprowadzi¢ do opisu przez pole skalarne u(Z,t), ktére moze
reprezentowaé temperature (krzepniecie), ciénienie (,palce lepkosci”), potencjal elektryczny
(osadzanie elektrolityczne) lub koncentracje (osadzanie elektrolityczne krzepniecie). W wielu
przypadkach okazuje sie, ze powyzsze pole spelnia réwnanie Laplace’a

VZu(Z,t) = 0 (1.1)

z warunkiem brzegowym u(Z,t) = 0 na brzegu (froncie) poruszajacego sie obszaru . Sktadowa
normalna predkosci brzegu dana jest przez

vy, = cn - Vu(Z, t), (1.2)

gdzie c jest pewng stala, a n oznacza jednostkowy wektor normalny do powierzchni.

Pomimo liniowo$é réwnania Laplace’a, przez powyzszy warunek ruchu brzegu, problem
staje sie nieliniowy i poza niewieloma prostymi przypadkami nie moze by¢ rozwigzany anali-
tycznie. Istotng cechy takiego uktadu, jest fakt, ze front jest niestabilny ze wzgledu na male
zaburzenia. Poczatkowe etapy ewolucji takiego frontu sg dobrze zbadane metoda liniowej ana-
lizy stabilnosci. Dalsze etapy sa znacznie trudniejsze do opisu, gdyz zaburzony front tworzy
forme dendrytéw i struktura znacznie komplikuje sie. W tej fazie, bardzo istotne staje sie zja-
wisko rywalizacji miedzy dendrytami. Wieksze galezie rosng coraz szybciej i hamujg wzrost
mniejszych znajdujacych sie w ich sasiedztwie.

Do analizy m.in. wlasnie tego zjawiska postuzymy sie uproszczonym modelem, w ktérym
dendryty rosng tylko na swoich koricach. Taki model zwany jest modelem iglowym i moze
by¢ stosowany w przypadkach, w ktorych rozszczepianie sie dendrytéw i szum (fluktuacje) nie
odgrywaja duzej roli, jak w przyktadach na rysunku 1.2.
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Rysunek 1.2: Przyktady zjawisk, w ktorych mozna stosowaé model igltowy: krystalizacja w
rozrzedzonym roztworze [1] oraz kanaly tworzace sie w rozpuszczajacej sie pod wplywem
cieczy skale [2].

W opisie tego typu zjawisk uzyjemy formalizmu réwnania Loewnera. Idea tego formalizmu
polega na rozwigzywaniu réwnania Laplace’a przez znalezienie konforemnej mapy zewnetrza
igiel na prostszy obszar o znanym rozwigzaniu roéwnania Laplace’a. Nastepnie szukaé¢ bedziemy
réwnania rézniczkowego na ewolucje takiego odwzorowania. Takie podejécie znacznie uprasz-
cza zagadnienie, gdyz z ukladu o nieskoriczenie wielu stopniach swobody, opisywanego przez
réwnania rézniczkowe czastkowe, sprowadza opis do uktadu dynamicznego.



W przypadku igiel rosnacych w nieograniczonej przestrzeni réwnanie Loewnera jest znane.
Jednak z punktu widzenia fizyki, znacznie bardziej interesujacy jest przypadek, gdy obszar
wzrostu jest ograniczony Sciankami. Wplyw §cianek w tego typu zjawiskach nie jest zaniedby-
walny, a jak pokazemy w dalszej czesci pracy, wrecz kluczowy. Dlatego wlagnie badany byt
wzrost igiel w geometrii kanatu z r6znymi warunkami brzegowymi. W tym celu wyprowadzone
zostato nowe rownanie Loewnera dla tego przypadku.

Na poczatku pracy, w rozdziale 2 oméwimy znane przykltady zjawisk fizycznych odpowia-
dajacych wzrostowi Laplace’a z analizg fizycznych wlasnosci tego typu wzrostu na przyktadzie
palcow lepkosci w komoérce Hele-Shawa. W rozdziale 3 przypomnimy niezbedny w metodzie
odwzorowan konforemnych aparat matematyczny, ktéry zastosujemy w modelu prostych igiet
omoéwionym w rozdziale 4. W rozdziale 5 przypomnimy wyprowadzenie znanego juz réwnania
Loewnera dla poélplaszczyzny, wprowadzajac jednak lemat potrzebny w rozdziale 6, zawiera-
jacym wyprowadzenie nowego réwnania Loewnera dla poétpaska. Rozdzial 7 zawiera wypro-
wadzenie znanego juz réwnania Loewnera w geometrii walca, ale inng metodg, analogiczng
do stosowanej w rozdziale 6. W rozdziatach 6 i 7 analizowaé¢ bedziemy zjawisko rywalizacji,
korzystajac z rozwiagzan numerycznych otrzymanych réwnan Loewnera, uzyskanych metoda
opisang zaltgczniku A.






Rozdzial 2

Wzrost Laplace’a

Zacznijmy od omoéwienia najbardziej znanych przykladéw zjawisk fizycznych opisywanych
wzrostem Laplace’a. Najpierw omoéwimy doktadnie zjawisko ,,palcow lepkosci” i na jego przy-
ktadzie pokazemy niestabilno$é powierzchni rozdziatu faz. Nastepnie opiszemy zjawiska krzep-
niecia, osadzania elektrolitycznego i komputerowy model zwany DLA. W rozdziale tym opie-
ra¢ sie bedziemy na pracy Sandera [3], oraz na ksiazkach Vicseka [4] i Meakina [5], z ktorych
zaczerpniete sa opisy wymienianych zjawisk.

2.1. Palce lepkosci w komoérce Hele-Shawa

Komorka Hele-Shawa to uktad dwoéch ptaskich, réwnoleglych i przewaznie przezroczystych
plyt, ustawionych tak, ze odlegtosé miedzy nimi (b), jest duzo mniejsza od rozmiaréw po-
przecznych. Poczatkowo przestrzeri miedzy plytami wypelnia jednej z ptynéw, natomiast drugi
plyn wstrzykiwany jest do uktadu. W zaleznosci od geometrii uktadu méwimy o radialnej ko-
moérce Hele-Shawa, gdy brzeg jest w ksztalcie okregu, a ptyn wstrzykujemy punktowo, lub o
prostokatnej, gdy uktad ma ksztalt prostokatny i drugi ptyn wstrzykujemy jedng z krawedzi.
Zjawisko ,palcow lepkosci” wystepuje gdy mniej lepki plyn jest wstrzykiwany do plynu o
wiekszej lepkosci. Powierzchnia rozdzielajaca oba ptyny okazuje sie wtedy niestabilna, co pro-
wadzi do powstawania palczastych figur o skomplikowanym ksztalcie, jak na rysunku 2.1 Jako
model powyzszego zjawiska, rozwazmy przeplyw miedzy dwiema bliskimi réwnoleglymi plasz-
czyznami. Dwa lepkie plyny sa umieszczone wewnatrz, a ci$nienie na dwoch przeciwleglych
krawedziach jest r6zne, co wywoluje przeptyw. Niech osie x,y znajduja sie w plaszczyznie
réwnolegltych $cian, natomiast o§ z bedzie do nich prostopadta. Jesli odlegtosé b jest duzo
mniejsza od pozostatych rozmiaréw komorki to mozemy przyjaé, ze lokalnie predko§é zmienia
sie w zmiennej z jak miedzy dwiema nieskoniczonymi plaszczyznami, czyli parabolicznie [6]

U(x,y,z) = _%CZ,:U) (b2/4 - z2) . (2.1)

Mozemy wtedy opisa¢ caly przeptyw przez srednig predkoéé w osi z

b/ 2
(o)) = [ otz = = V(o) ©2)

Powyzsze réwnanie to tak zwane prawo Darcy’ego méwiace ze dla matych b §rednia predkosé
jest proporcjonalna do lokalnego gradientu ci$nienia. Od teraz bedziemy pomija¢ znak Sred-
niej, a zagadnienie traktujemy dwuwymiarowo i tak tez rozumiemy wystepujace operatory



Rysunek 2.1: Palce lepkosci powstajgce w radialnej komoérce Hele-Shawa

wylot

Rysunek 2.2: Komoérka Hele-Shawa wraz z oznaczeniami osi wspéirzednych

rézniczkowe. Dla cieczy niedcisliwej zachodzi:
V.5=0 (2.3)
Podstawiajac (2.2) do (2.3) otrzymujemy réwnanie na ci$nienie p w postaci rownania Laplace’a

O*p(x,y) = 0%p(w,y)

2 _
v p(a:,y) - 8x2 8y2

=0 (2.4)

7 ciggtosci przepltywu cieczy na powierzchni rozdziatu pltynéw wynika, ze predkosé tej po-
wierzchni jest proporcjonalna do n - Vp.

Niestabilno§é Zbadajmy teraz stabilnosé¢ frontu pomiedzy dwoma pltynami metoda liniowe]
analizy stabilno$ci wokot rozwigzania jednorodnego. Prawo Darcy’ego (2.2) zapisane z uzyciem
zmiennej x = b?/12 ma postac:

K
7= ——Vp. 2.5
. (2.5)
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Opiszmy najpierw przypadek jednorodnie przesuwajacego sie frontu, jak na rysunku 2.3.

A B

YJ‘_.
\xf:Vr

X

Rysunek 2.3: Jednorodnie przesuwajacy sie front w komoérce Hele-Shawa.

W obu ptynach cisnienie spetnia réwnanie Laplace’a:
V2pa = Vipp = 0. (2.6)
Ksztalt przesuwajacego sie jednorodnie frontu opisany jest réwnaniem:
zf(y,t) =Vt (2.7)

gdzie xy to wspolrzedna pozioma punktu na brzegu, y oznacza wspolrzedng pionows punktu
na brzegu, t jest chwilg czasu, a V' predkoscig frontu. Cisnienie jest ciggle na brzegu zatem
pa(zy¢) = pr(xyf). Z tych zaleznosci, prawa Darcy’ego i va(zf) = vp(xy) = V mozemy znalezé
cignienie po obu stronach frontu.

pa = —Flve
K

— _M_BVH(M_B_N_A> V2 (2.8)
K K K

Czy tak poruszajacy sie front jest stabilny? Zbadajmy ewolucje takiego frontu, dodajac do
jego ksztaltu, male periodyczne zaburzenie, jak na rysunku 2.4. Przyjmijmy teraz ksztalt

A B

YL-
'\xf =Vt

X

Rysunek 2.4: Jednorodny przeptyw w komorce Hele-Shawa z malym, periodycznym zaburze-
niem frontu.

frontu dany wzorem '
zf(y,t) =Vt + eRe[eFv ok, (2.9)

Bedziemy bada¢ znak o(k) i jesli o(k) > 0 to dla zaburzenia o wektorze falowym k front jest
niestabilny. Predko$¢ frontu ma postaé:

vi =V 4 coRe[e® 70 = v, (zf) = vp(zf) (2.10)
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Ciénienia po obu stronach frontu, przy takiej predkosci majg postacé:

k .
pa = _H?A <V$—|- 60’]{(: )Re[ezky+k(:th)+U(k)t]> (211)
v = kB (Vac B 50(k)Re[eikyk(xVt)+a(k)t]) + (M_B _ M_A) V2t
K k K K

Podstawiajac x = x ¢ i korzystajac z cigglodci cisnienia na froncie otrzymujemy z doktadnoscig

do czlonéw liniowych w ¢
k k
pa <V+$) = up (V—#). (2.12)

Po przeksztalceniu otrzymujemy zwigzek dyspersyjny postaci:

o(k) = VEEE—HA (2.13)
HB + [A

Stad wida¢, ze up > pa jest warunkiem niestabilnodci, oraz ze krotsze fale (wieksze k) sg
bardziej niestabilne, tzn. rosng szybciej. Mechanizm tej niestabilno$ci mozna zrozumieé na
przyktadzie pojedynczego zaburzenia frontu, w postaci ,wybrzuszenia”. Przyjrzyjmy sie za-
tem poziomicom pola Laplace’a wokoét takich wybrzuszenia, rysunek 2.5. Gradient pola wokét

T, WW\W 7

Rysunek 2.5: Poziomice pola wokol szerokiego i waskiego wybrzuszenia na froncie.

wybrzuszenia staje sie wiekszy, analogicznie do pola przy czubku natadowanej iglty. Prowadzi
to do szybszego wzrostu, ktory jeszcze bardziej zwieksza gradient pola. Ponadto im wezsze
wybrzuszenie, tym gradient jest wiekszy osiggajac nieskoriczono$é dla infinitezymalnego za-
burzenia. Jest to odpowiednik problemu znanego jako katastrofa w nadfiolecie w zagadnieniu
promieniowania ciata doskonale czarnego. Fizycznie takich zachowan oczywiscie si¢ nie ob-
serwuje, gdyz zawsze w procesach opisywanych wzrostem Laplace’a musi istnieje mechanizm
zapobiegajacy zbyt duzym gradientom. W przypadku palcéow lepkodci jest to napiecie po-
wierzchniowe. Przy jego uwzglednieniu ci$nienie nie jest ciggte na froncie, a skok jego wartosci
wyraza sie przez:

Apz*y(%%—[(), (2.14)

gdzie v to napiecie powierzchniowe, K to krzywizna frontu. Wyprowadzony z uwzglednieniem
napiecia powierzchniowego zwiazek dyspersyjny ma postaé [5]

o(k) = VEEE—HA g3 N (2.15)
UB + pA 1B+ A

Taki zwigzek dyspersyjny usuwa problem katastrofy w nadfiolecie i daje dobrze ustalong dtu-
gos¢ fali, ktora jest maksymalnie wzmacniana. Schematyczny wykres o (k) przedstawia rysu-
nek 2.6. Widzimy na nim, ze tylko zaburzenia do pewnej granicznej wartosci sg wzmacniane,
natomiast istnieje jedno maksimum, odpowiadajace maksymalnie wzmacnianej dtugosci fali
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a(k)

K K

Rysunek 2.6: Zwiazek dyspersyjny dla palcéw lepkosci z uwzglednieniem napiecia powierzch-
niowego.

Rysunek 2.7: Niestabilnos¢ frontu w radialnej komérce Hele-Shawa. Dla réznych predkosci
frontu, rézne dtugosci fali zaburzenia sg maksymalnie wzmacniane.

zaburzenia ky,q,. Znajduje to potwierdzenie eksperymentalne, jak wida¢ na rysunku 2.7, gdzie
wida¢ m.in. ze dlugos¢ maksymalnie wzmacnianej fali maleje ze wzrostem predkosci wstrzy-
kiwanej cieczy (po prawej). W innych procesach wzrostu Laplace’a napiecie powierzchniowe
réwniez moze odpowiadaé¢ za mechanizm zapobiegania duzym gradientom pola, ale np. w
DLA, czy osadzaniu elektrolitycznym dlugoéé fali zaburzenia jest ograniczona skonczonym
rozmiarem czastek i fale od dtugosci krotszej niz rozmiar czastek po prostu nie wystepuja.

2.2. Osadzanie elektrolityczne

W typowym eksperymencie osadzania elektrolitycznego dwie elektrody zanurzane sa w roz-
tworze jonowym i obserwowana jest struktura tworzaca sie z atoméw metalu osadzajacych sie
na katodzie. Elektrody i jony sa z tego samego metalu a stacjonarnos$é¢ koncentracji uzyskuje
sie przez rozpuszczanie anody. Roztwor znajdowaé sie moze pomiedzy dwiema plytami jak
w komorce Hele-Shawa, przez co opis zjawiska moze byé zaréwno dwu- jak i tréjwymiarowy.
Wzrost osadzajacej sie struktury podlega wpltywowi wielu réwnoczesnych proceséw, ktore pro-
wadzg do skomplikowanego zachowania uktadu w funkcji przytozonego napiecia i koncentracji.
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Przy pewnych warunkach osadzanie elektrolityczne odpowiada jednak wzrostowi Laplace’a.
Nalezy przyjaé, ze

e uklad jest lokalnie w stanie réwnowagi termodynamiczne;j,
o efekty konwekcji sg zaniedbywalne,

e stezenie jonéw jest male,

e nie zachodzi elektroliza.

Zal6zmy ponadto, ze mamy tylko jeden rodzaj jonéw o koncentracji c¢. Calkowity prad j
(wywolany zaréwno dyfuzja jak i dryfem wywolanym polem) jest proporcjonalny do gradientu
potencjatu elektrochemicznego, ktory dla malych stezen wyraza sie wzorem [7]:

p=A(T)+ kpTlog(c) + ¢® (2.16)

gdzie A jest pewng funkcjg temperatury 7T, kp stalag Boltzmanna, ¢ tadunkiem jonu a ®
potencjatem elektrycznym. Nastepnie wprowadzamy pole

7

UZW

(2.17)

gdzie V oznacza przylozone napiecie. Zauwazmy, ze w granicy quazistacjonarnej, gdy skala
czasu obserwacji jest znacznie wieksza od skali czasu dochodzenia uktadu do stanu stacjonar-
nego, dywergencja catkowitego pradu znika. Zatem

V.-j=Vu=0. (2.18)

Rozszerzajac powyzszy warunek na powierzchnie rozdziatu faz, otrzymujemy warunek na ruch
brzegu
Uy xn-j=n-Vu (2.19)

Wynik typowego eksperymentu osadzania elektrolitycznego, ukazujgcy charakterystyczne zja-
wiska rywalizacji i rozszczepiania, przedstawia rysunek 2.8.

Rysunek 2.8: Wynik typowego eksperymentu osadzania elektrolitycznego, dla ptaskiej elek-
trody. (Ilustracja za [4])

2.3. Krzepniecie
W procesie nieréwnowagowego krzepniecia interesowaé nas beda dwa skrajne przypadki:

e krystalizacja przechlodzonej, jednosktadnikowej cieczy,
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e izotermiczna krystalizacja w rozrzedzonym roztworze.

W pierwszym przypadku parametrem caltkowicie opisujacym zachodzacy proces jest tempe-
ratura, za to w izotermicznej krystalizacji w roztworze bedzie to koncentracja dyfundujacych
w roztworze atomow. Oba zachodzace procesy opisane sa odpowiednio przez réwnanie prze-
wodnictwa cieplnego i réwnanie dyfuzji. Oznaczajac pola temperatury 7' lub koncentracji ¢
przez zmienng u da sie opisaé je takim samym réwnaniem:

du(Z, 1)
ot

gdzie C moze oznaczaé staly dyfuzji lub przewodnictwa cieplnego. Zaktadajac ze charaktery-
styczna skala dtugosci uktadu podzielona przez predko$é powierzchni rozdziatu faz jest mata
w porownaniu do charakterystycznego czasu relaksacji u(Z,t) do rozkladu stacjonarnego dla
danego ksztaltu brzegu, mozna uprosci¢ opis do réwnania Laplace’a. W obu przypadkach, z
rownania cigglosci na brzegu wynika¢ bedzie predko$é¢ przesuwania sie powierzchni rozdziatu
faz proporcjonalna do 7 - Vu. Uwzgledniajac napiecie powierzchniowe, warunek brzegowy na
u(#,t) w przypadku przechtodzonej cieczy ma postac:

= CV2u(Z, 1), (2.20)

K
w(@,t) = T (1 - 7) : (2.21)
Hy,
gdzie T, - temperatura topnienia, v - napiecie powierzchniowe, K - krzywizna frontu, a Hy,
- cieplo topnienia.

2.4. DLA

Model zwany DLA (Diffusion-Limited Aggregation, czyli agregacja ograniczona dyfuzja) zo-
stal wprowadzony przez Wittena i Sandersa w 1981 [8] jako bardzo uproszczony, komputerowy
model osadzania elektrolitycznego i izotermicznego krzepniecia. Uproszczenie polega na przy-
jeciu, ze jony podlegaja tylko i wylacznie dyfuzji, a gdy zetkna sie z katoda, przyklejaja sie
do niej. Realizacja komputerowa jest jeszcze prostsza. Na dwu lub tréjwymiarowej siatce zera
oznaczaja puste miejsca, a jedynki miejsca zajete przez jony metalu. W pewnym miejscu we-
wnatrz siatki umieszczamy jadro wzrostu (ognisko krystalizacji), moze to by¢ jeden punkt jak
rowniez np. koto. W duzej odlegtosci od ogniska, w losowo wybranym miejscu wpuszczamy po-
jedyncza czastke podlegajaca klasycznym ruchom Browna. W rownym prawdopodobieristwem
w kazdym kroku czasowym przesuwa sie ona w jednym z czterech kierunkéw. Gdy napotka
ognisko tzn. w jej najblizszym sagsiedztwie znajduje sie inna czastka, przestaje sie poruszaé i
pozostaje w tym samym miejscu stajac sie czescig jadra. Po przyklejeniu sie jednej czastki,
kolejne uwalniane sg analogicznie, jedna po drugiej. Gestoé¢ prawdopodobieristwa znalezienia
pojedynczej czastki w danej chwili czasu t, w zadanym miejscu x spelnia rownanie dyfuzji.

%P(w,t) = V2P(z,1) (2.22)
Whrew intuicji tworzaca sie¢ w tym modelu struktura nie bedzie wcale ,ciasno upakowana”, a
tworzy¢ sie bedzie losowy fraktal. Oczywiscie jego jego ksztalt zaleze¢ bedzie od fluktuacjii z
kazda realizacjg algorytmu przy tych samych warunkach poczatkowych i brzegowych bedzie
sie zmienial. W 1986 Kertesz i Vicsek [9] zmodyfikowali algorytm w celu wyeliminowania
wplywu fluktuacji. W ich wersji, czastka powiekszata jadro, dopiero gdy m czastek dotarto
wczesniej do tego punktu. Ksztalty otrzymywanych figur dla réznych wartosci parametru m
przedstawia rysunek 2.9.
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Rysunek 2.9: Wyniki symulacji zmodyfikowanego DLA z redukcjg szumu, dla r6znych wartosci
parametru m. a) m =2 b) m = 20 b) m = 400. (Ilustracja za [4])

Dla m dazacego do nieskoniczonosci otrzymuje sie stacjonarne rozwigzanie réwnania na
gesto$¢ prawdopodobienstwa, bedace réwnaniem Laplace’a i wzrost jadra w kierunku gra-
dientu P na brzegu. Z eksperymentu numerycznego wynika, ze dla duzych m struktura staje
sie bardzie stabilna i zwarta.

2.5. Rywalizacja i rozszczepianie

Poza wynikami teoretycznymi opartymi na liniowej analizie stabilno$ci, bardzo malto wia-
domo o dalszej ewolucji frontu w problemie wzrostu Laplce’a. Istotng role odgrywajg w niej
natomiast zjawiska rywalizacji i rozszczepiania. Poza niewielks iloéci prostych przypadkow
nie dajg sie one jednak opisa¢ ilo§ciowo. Pozostaniemy jedynie na opisie fenomenologicznym,
probe opisu ilosciowego pozostawiajgc na pézniej. Efekt rywalizacji najlepiej widoczny jest
na rysunku 2.8. Widoczne ,wieksze galazki” majg w swoim otoczeniu duzo mniejszych sasia-
dow. We wczesniejszej fazie ewolucji, gdy wzrastajaca struktura byla jeszcze niewielka, nie
bylo duzego zréznicowania rozmiaréw galazek. Pod wplywem fluktuacji czesé z nich stata sie
odrobine wieksza, nastepnie mechanizm pokazany na rysunku 2.5 spowodowal ich relatyw-
nie szybszy wzrost. Gdy w otoczeniu matej galazki znajduje sie wyzszy sasiad zmniejsza to
wartos$¢ gradientu pola wokét niej i hamuje jej wzrost. Wtadnie to zjawisko nazywamy rywa-
lizacjg. Analiza tego efektu w wprowadzanym w nastepnych rozdziatach modelu jest jednym
z gléwnych celow tej pracy.

Rozszczepianie, zwane w literaturze ,tip-splitting”, to zjawisko odpowiedzialne za powsta-
wanie krzaczastych galgzek. Niestabilny front ewoluuje z matych zaburzein w figury przypo-
minajgce podluzne palce. Przy pewnej dlugosci takiego palca, niestabilno$é jego powierzchni
bocznych przestaje by¢ zaniedbywalna i z boku zaczyna wyrastaé kolejny palec. Proces widac
na rysunku 2.10, na przyktadzie palcow lepkosci w prostokatnej komoérce Hele-Shawa. Zjawisko

MJ
~ ) J) N J"‘_JJ (::\(;;A‘-) ‘::?,,‘lm —"J

Rysunek 2.10: Zjawisko rozszczepiania w komorce Hele-Shawa.

moze sie powtarza¢ dla kolejnych odnézy i w ten sposéb powstaja gatgzkowe struktury jak na
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rysunku 2.8.

2.6. Modele iglowe

Motywacja do rozpatrywania ewolucji igiet, jest asymptotyczne zachowanie wzrastajacych la-
place’owsko struktur. Graniczna postaé struktur DLA przy redukcji szumu réowniez daje wy-
razne igly. Przy bardzo malym napieciu powierzchniowym palce lepkosci przyjmuja ksztalt
bardzo waskich, prawie iglowych kanatéw. Sugeruje to przyblizone modelowanie ewoluujacych
obszaréw przez skonczong liczbe igiet rosnacych tylko na jednym swoim koricu. Takie uprosz-
czenie pozwoli na analityczne podej$cie do wzrostu Laplace’a i poszukiwanie w tym modelu
takich zjawisk jak wspomniana rywalizacja.

Pierwsze modele igtowe wzrostu Laplace’a pojawily sie w 1986 w pracach Rossiego [10] i
Meakina [11] jako modyfikacja modelu DLA. Jadrem powstajacej struktury byla ,pozioma”
prosta, do ktérej przyklejaty sie kolejne czastki, ale tylko wtedy, gdy posiadaly sgsiada pod
sobg a nie w jednym z czterech. Powstajace w ten sposob struktury mialty ksztalt réwno-
legtych igiel o réznych dtugosciach. Ideg tej zmiany bylto rozdzielenie proceséw rywalizacji,
czyli hamowania mniejszych igiel przez znajdujace sie w ich poblizu wieksze igly (opartej na
pochlanianiu przez wiekszg igte czastek, ktoére nie mogly dotrze¢ do mniejszej), od efektu
,bip-splitting” czyli rozgaleziania sie struktury na boki. Wyniki do§wiadczeri numerycznych
w DLA zaleza jednak od realizacji procesu i sg rzadzone przez fluktuacje. W tym modelu
rowniez mozna byto stosowaé¢ metode redukcji szumu jak w klasycznym DLA. W pracach
[12], [13] i [14] rozwazano rowniez fluktuujacy DLA, ale igly nie rosty juz prosto, lecz mo-
gly sie wyginaé. Kolejne czastki agregatu mogty przylaczaé sie tylko do ostatniej czastki na
igle. Po przylaczeniu si¢ kolejnej czastki, to ona stawala sie nowym czubkiem igly. Cates [15]
rozpoczal badania nad deterministyczng, pozbawiong szumu wersja modelu igtowego metoda
pola sredniego. Szep i Lugosi [16] podeszli do tego samego zagadnienia metods odwzorowan
konforemnych, natomiast Kessler i Family [17] i Evertsz [18] otrzymali juz ta metoda wartosci
wymiaréow fraktalnych powstajacych igtowo struktur Laplace’owskich. Dynamike rosngcych
laplace’owsko prostych igiet otrzymali w przypadku radialnie rosnacych igiet Derrida i Hakim
[19], a dla przypadku rownolegtych Krug [20]. Sprecyzujemy teraz model wzrostu stosowany
w dwoch ostatnich pracach.

Rozwazmy rozwigzanie réwnania Laplace’a woko6t czubka igly, czyli tam gdzie odbywaé
ma sie wzrost. Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku 2.11. Latwo sprawdzi¢, ze rozwigzanie

Rysunek 2.11: Oznaczenie zmiennych wokét igty

wokoét czubka igly przy warunku brzegowym ® = 0 na igle ma postaé

®(r,0) = C\/rcos(0/2), (2.23)
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gdzie C oznacza pewnag stalag. Gradient ® wokét czubka iglty ma postaé:

Vo(r,0) = 2\0/; (cos(8/2) é, +sin(0/2) ép) . (2.24)
Widaé¢ wyraZnie, ze na samym czubku igly gradient ma dobrze okreslony kierunek, ale jego
wartos¢ jest nieskoriczona. Nie mozemy zatem w modelu igtlowym przyjmowaé predkosci wzro-
stu igly proporcjonalnej do wartogci gradientu na czubku. Odpowiada za to nieskonczenie mala
szeroko$c igiel, co skutkuje pojawieniem sie osobliwogci. Problem jest analogiczny do rozwa-
zanego przy analizie stabilnoéci. OmowiliSmy tam zjawiska ograniczajace powstawanie duzych
gradientéw np. napiecie powierzchniowe. W modelu iglowym réwniez musimy wprowadzi¢ ta-
kie ograniczenie odwolujac si¢ do intuicji z modelu DLA. Igla wzrasta dzieki przyklejaniu sie
do niej czastek. Potraktujmy zatem czubek igly jako kule o promieniu a, matym w poréw-
naniu do rozmiaréw igly i niezaleznym od czasu i jej ksztaltu. Calkowity strumien czastek
przyklejajacych sie do takiego czubka to catka z n - V® po powierzchni malej sfery. Wartosé
calki jest skoriczona i proporcjonalna do stalej C' w rozwigzaniu (2.23). Wiedzac zatem, ze
wokot czubka igly (znajdujacego sie w punkcie 7) w odleglosci 7 od niego, mamy

1
VO (F+ 7)| o NG (2.25)
Za [19] definiujemy predkosé¢ wzrostu iglty E jako:
B = lim [v/r |V + i) (2.26)

Wzrost igly z predkoscia dang przez (2.26) bedziemy nazywaé wzrostem laplace’owskim. Mo-
dele igtowe mozemy teraz podzieli¢ na trzy grupy

1. ,proste igly” - rosngce w jednym, zadanym kierunku z laplace’owsks predkoscia.
2. ,gietkie igly” - rosngce w kierunku V@ na czubku, ale ze stalyg predkoscia.
3. ,pelny model” - igly rosngce w kierunku V@ na czubku z laplace’owsks predkoscia.

Wersja prostych igiel badana byla w pracach [19] i [20]. Model gietkich igiel w geometrii
polprzestrzeni opisany zostal w [24]. W rozdziale 4 bada¢ bedziemy model prostych igiel,
natomiast od rozdziatu 5 do korica pracy opisywane beda modele gietkich igiet i pelny w geo-
metrii kanalu z r6znymi warunkami brzegowymi i wykorzystaniem nowego, wyprowadzonego
przez nas réwnania Loewnera.
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Rozdzial 3

Metoda odwzorowan konforemnych

W pracy rozpatruje wytacznie modele dwuwymiarowe, naturalne zatem wydaje sie opisywanie
punktoéw przez zmienng zespolong z zamiast przez wspotrzedne kartezjariskie z,y € R.

z=x+1y (3.1)

Przypomnimy podstawowe fakty z teorii funkcji analitycznych, geometrii rézniczkowej i row-
nan rézniczkowych czastkowych potrzebne w dalszej czeéci pracy, opierajac sie w znacznej
mierze na pozycji [22].

Luki Jordana Kazdej liczbie ¢t nalezacej do przedzialu domknietego I przyporzadkujmy
pewna liczbe zespolong z(t) = x(t) + iy(t). Granice i ciagtos¢ funkeji z(¢) definiuje sie analo-
gicznie do funkcji rzeczywistych, jesli dla kazdego ciagu liczb {t¢,,} danego przedziatu I, gdzie
tn # to 1 t, — to mamy z(t,) — 2o to méwimy ze funkcja z(¢) ma w punkcie ¢ granice zo.
Funkcja z(t) jest ciagta w punkcie tg jesli zo = z(to). Mowimy, ze funkcja jest ciagla, jesli jest
ciggta w kazdym punkcie I. Zbior punktow okreglonych rownaniem z = z(t), gdzie z(t) jest
ciggly funkcja zespolong, rézng od stalej nazywamy linig lub krzywa.

Pochodng funkcji z(t) w punkcie ¢y okreslamy wzorem:

2(t) — z(to) x(t) —x(to) | .y(t) — y(to)

/ IERT 1 _ .y
2'(tg) = tILI% S thjg r— +1 — ' (to) +iy'(to)  (3.2)

Krzywa z(t) okreslong na przedziale domknietym I nazywamy tukiem Jordana jesli nie ma
punktow wielokrotnych tzn. jezeli z(¢1) = z(t2) to t; = to, oraz na calym przedziale I istnieje
ciggla pochodna 2/(t), wszedzie rézna od zera.

Funkcje zespolone Niech F bedzie dowolnym zbiorem ptlaskim, Jezeli kazdemu punktowi
z € E przyporzadkujemy pewng liczbe zespolong

w= f(2) (3.3)

to mowimy, ze w zbiorze E zostata okreslona funkcja zespolona f(z) zmiennej zespolonej
z. Zbiér E' ztozony ze wszystkich wartosci w nazywamy zbiorem wartosci funkcji f(z) i
oznaczamy f(FE). Mowimy, ze funkcja f(z) odwzorowuje (przeksztalca) zbior Ew E' = f(FE).
Funkcje f(z) nazywamy jednokrotng jesli dla z; # zo mamy f(z1) # f(22).

19



3.1. Pochodna zespolona, rownania Cauchy-Riemanna

Niech f(z) bedzie funkcjg okreslong w pewnym otoczeniu punktu zgp. Méwimy, ze ma ona
pochodng zespolong w punkcie zg jesli istnieje skoriczona granica

lim f(z0+ Az) — f(20)
Az—0 Az

= f'(20) (3.4)

gdzie przyrost Az dazy do zera przez dowolne wartosci zespolone Az = Ax + iAy, rézne od
zera. Funkcja f(z) jest rozniczkowalna w obszarze, gdy ma pochodng f/(z) w kazdym punkcie
obszaru. Funkcje taka nazywamy funkcjg analityczng lub funkcjg holomorficzng. Zbadajmy
teraz, jak zachowuje sie czes$¢ rzeczywista i urojona funkcji

f(z) = u(z,y) +iv(z,y) (3:5)

w punkcie z = x + iy, w ktérym istnieje pochodna f’(z). Niech przyrost Az = Az +iAy dazy
do zera przez wartosci rzeczywiste. Wowczas Ay = 0, a wiec
flz+Az) - f(z) _ul@z+Az,y) —u(z,y) v+ Az,y) —v(z,y)

Az - Ax t Ax (3.6)

Gdy Az = Ax — 0, woéwczas oznaczajac przez u, i v, pochodne czastkowe funkcji u i v po x
otrzymujemy

f(2) = ug + v, (3.7
Niech teraz przyrost Az dazy do zera przez wartosci urojone. Wowczas Ax = 0, a wiec

flz+Az) = f(2)  ulx,y+Ay) —u(z,y)  v(@y+Ay) —v(z,y)
Az N iAy T iAy ’ (38)

skad, gdy Az = iAy — 0 otrzymujemy
I'(2) = (uy +ivy) /i = vy — iuy,. (3.9)
Prawe strony réwnosci (3.7) i (3.9) z zalozenia sg réwne, a wiec

ou Ov ou ov
=27 = 1
or Oy 0Oy Ox (3.10)

Zwiagzki (3.10) nazywamy réwnaniami Cauchy-Riemanna. Zauwazmy, ze gdy Az bedzie da-
zy¢ do zera inng, niz dwie zbadane, drogg otrzymamy w wyniku kombinacje liniowg réwnan
Cauchy-Riemanna, przez co ich spelnienie zapewnia tg sama warto$¢ granicy (3.4) dla dowol-
nej drogi.

3.2. Odwzorowanie konforemne, Twierdzenie Riemanna
Niech funkcja

w = f(2) (3.11)

bedzie rézniczkowalna (analityczna) w pewnym otoczeniu punktu zg i niech przeksztalca je
na otoczenie punktu wy = f(2¢). Zatézmy ponadto, ze f'(2¢) # 0. Luk Jordana C o réwnaniu
z = z(t), gdzie ty9 < t < t;, wychodzacy z punktu zyp = z(tp), przechodzi po zadzialaniu
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przeksztalceniem (3.11) w krzywa I' o réwnaniu w(t) = f(2(t)), wychodzaca z punktu wy.
Styczna do C' w punkcie zo tworzy z osig x kat ¢ = arg 2/(t). Z tozsamosci

w(t) —w(to) _ f(z(t) — f(2(to)) 2(t) — =(to)
t—to  z(t) — 2(to) t—to (3.12)
przechodzac z t — tp otrzymujemy
w'(to) = f'(20)2' (to) (3.13)

Zatem styczna do krzywej I' w punkcie wqg tworzy z osig x kat
O = argw'(tg) = arg f'(20)2' (to) = arg f'(20) + arg 2/ (to) = arg f'(20) + ¢ (3.14)
Nachylenie do osi x kazdego tuku Jordana wychodzacego z zg zmienia sie przy odwzorowaniu

(3.11) o staly kat réwny argumentowi pochodnej f/(zp).

Niech funkcja w = f(z) bedzie ciggla w pewnym obszarze D i niech przeksztalca ten
obszar w D’. Méwimy, ze odwzorowanie jest w punkcie zg € D konforemne, jezeli kazdym
dwém tukom Jordana C' i C’ wychodzacym z punktu 2y odpowiadajg w obszarze D’ dwie
krzywe I' i IV majace w punkcie wg = f(2q) styczne i jezeli zachodzi

/(DT = /(C,C") (3.15)

gdzie /(C,C") jest katem o wierzchotku w zo ktorego pierwszym ramieniem jest styczna do C'
w 20, drugim styczna do C’ w z.

Zalozmy teraz ze f(z) jest funkcja analityczng w obszarze D i ze f/(zg) # 0. Niech krzywe
C' i C' tworzg z osig x w punkcie zg katy ¢ i ¢, a krzywe I' i I'' w punkcie wg katy ® i ®'. Z
rownosci (3.14) mamy

O = arg f'(z0) + ¢, ¥ = arg f'(20) + ¢ (3.16)

Odejmujac rownosci dostajemy ® — &' = ¢ — ¢’ co jest dokladnie réwnoscig (3.15). Zatem w
kazdym punkcie 29, w ktérym f'(20) # 0 funkcja analityczna, f(z) jest odwzorowaniem konfo-
remnym. Rownosé nie zachodzitaby, gdyby f’(z0) nie mialo wartosci niezaleznej od drogi po
jakiej dazymy z Az do zera. Wynika stad ze spelnienie rownan Cauchy-Riemanna i f/(zg) # 0
zapewnia konforemno$é odwzorowania.

Jezeli funkcja analityczna f(z) przeksztalca D na D' = f(D) wzajemnie jednoznaczne
(co pocigga za soba f'(z) # 0, bo w otoczeniu punktu gdzie f'(z) = 0 funkcja nie jest
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jednokrotna), moéwimy, ze jest odwzorowaniem konforemnym D na D’'. Jezeli obszar D zawiera
punkt oo to odwzorowanie f(z) moze nie byé¢ analityczne w tym punkcie. Odwzorowanie
odwrotne do konforemnego istnieje i rowniez jest konforemne. Ztozenie dwéch odwzorowan
konforemnych jest takze konforemne.

Podstawowym pytaniem jest: kiedy dwa obszary jednospdjne Dy i Do sg przeksztatcalne

konforemnie jeden w drugi? Odpowiedz na to pytanie daje twierdzenie Riemanna, ktore przy-
toczymy tutaj bez dowodu. Dowody Kobe i Caratheodory’ego znalezé mozna w pozycji [22].
Twierdzenie Riemanna (podstawowe). Kazdy jednospdjny obszar ptaski D, ktdrego brzeg
zawiera wiecej niz jeden punkt, daje sie przeksztatcié konforemnie w koto |w| < 1 tak, aby
dowolnie obrany punkt zg € D przeszedt w Srodek kota.
Jezeli mamy dwa obszary Dp i Ds spelniajace zalozenia powyzszego twierdzenia, to wiemy
ze istnieja funkcje fi i fo przeksztalcajace te obszary w kolo jednostkowe. Wowczas fy Lo fy
jest odwzorowaniem konforemnym i przeksztatca D; w Do. Pozostaje pytanie o jednoznacz-
no$¢ takiego odwzorowania. Zatézmy ze dwie funkcje f i f odwzorowujg D1 w Do. Wowczas
flo f jest automorfizmem konforemnym obszaru Dq, natomiast fo f ~1 jest automorfizmem
konforemnym obszaru Ds. Odwzorowanie konforemne dwdch obszardw wyznaczone jest zatem
jednoznacznie, z doktadnoscig do automorfizmu konforemnego jednego z nich.

3.3. Funkcje harmoniczne, a funkcje analityczne

Funkcje rzeczywista w(z,y) dwoch zmiennych rzeczywistych x,y nazywamy funkcjg harmo-
niczng, gdy spelnia réwnanie rézniczkowe Laplace’a

Pu %

A= 0 T o2 =

0. (3.17)
Kazda funkcja stata jest harmoniczna. Rownanie Laplace’a jest liniowe, zatem kazda kombi-
nacja liniowa funkcji harmonicznych jest funkcja harmoniczng.

Lemat: Cze$é rzeczywista u(x,y) kazdej funkcji analitycznej f(z) = u+iv w pewnym obszarze
D jest funkcjg harmoniczng

Dowdd: Z réwnan Cauchy-Riemanna (3.10) wynika:

Pu 0% 0 [0Ov 0 ov
du=G = am (o) T oy i) = (3.18)

Cze$é urojona kazdej funkcji analityczne]j jest rowniez funkcjg harmoniczng, gdyz staje sie
czescig rzeczywista po pomnozeniu funkcji przez jednostke urojong .

Udowodnimy teraz podstawowy lemat, bedacy kluczowym elementem dalszej czesci pracy.
Lemat Niech F(u,v) bedzie funkcjq harmoniczng na obszarze D’ spetniajgcq warunek brze-
gowy F(u,v) = g(u,v), dla (u,v) € dD'. Niech funkcja f(z2) = u + iv, gdzie z = = + iy,
u = u(x,y), v = v(x,y) bedzie odwzorowaniem konforemnym z obszaru D na D'. Zalézmy
ponadto ze f(z) jest jest ciggla wraz z pochodnymi czgstkowymi dwdch pierwszych rzedow.
Wowczas funkcja

O(z,y) = Flu(z,y),v(z, y)] (3.19)

jest harmoniczna w obszarze D i spelnia warunek brzegowy ®(z,y) = glu(x,y),v(z,y)] dla
(x,y) € 0D

Dowdd. Spetnianie warunku brzegowego wynika bezposrednio z podstawienia warunku na F
do (3.19). Z wczesniejszego lematu oraz réownan Cauchy-Riemanna (3.10) wiemy, ze
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Au = 0

Av = 0
UpUp + Uyvy = 0. (3.20)
Rézniczkujac (3.19) po z i y otrzymujemy
O, = Py + Fyvg, ®y = Fyuy + Fyv,. (3.21)
Ro6zniczkujac drugi raz
Dy = Fuyti + 2F gty + Fppv2 + Futlag + Fovg, (3.22)

Dy = Fuuus + 2Fvyty + Fuv] + Fuugy + Fovy,.
Dodajmy stronami, uwzgledniajac rownosci (3.20)
Dyy + Py = Futis + Fuutty + Fovl + Fouv) = (Fuu + Foo) (U2 + v3). (3.23)

Prawa strona jest roéwna zeru, gdyz funkcja F'(u,v) jest harmoniczna w obszarze D’, zatem
funkcja (3.19) jest harmoniczna w obszarze D, c.b.d.o.

Powyzszy lemat da sie réwniez uogélni¢ na warunek brzegowy Neumana dla réwnania La-
place’a, czyli zadanie na brzegu pochodnej czastkowej prostopadtej do brzegu. Powyzszy le-
mat daje bardzo uzyteczne narzedzie do rozwigzywania problemu Dirichleta i Neumana w
zagadnieniach dwuwymiarowych (znajdowania funkcji harmonicznej spelniajacej dany waru-
nek brzegowy), gdyz sprowadza je do znalezienia odwzorowania konforemnego na obszar, w
ktoérym rozwigzanie réwnania Laplace’a jest znane.

3.4. Predkos$é wzrostu w modelu iglowym

Na poczatku oméwmy jeden przykltad zastosowania metody odwzorowan konforemnych, ktory
jak sie okaze, jest kluczowy dla dalszej czeSci pracy. Rozpatrzmy prosta iglte o wysokosci h
wyrastajaca z punktu a na osi rzeczywistej. Chcemy znalezé rozwigzanie réwnania Laplace’a
w obszarze gornej potplaszczyzny, bez igly. Odwzorowaniem ,wciggajacym” igte w o rzeczy-
wista, czyli odwzorowujgcym interesujacy nas obszar na pélplaszczyzne bez igly jest odwzo-
rowanie.

w(z) =1/(z —a)? + h? (3.24)

Odwzorowanie odwrotne ma posta¢ z(w) = vVw? — h? + a i daje sie rozszerzy¢ na ciagta
funkcje brzegu obszaru. Zachowanie punktéw na brzegu obszaru przedstawia rysunek 3.1.
Istnieje tutaj pewna subtelno§¢ matematyczna zwigzana z pierwiastkiem. Funkcja ta jest
jednoznaczna na gornej polplaszczyznie, gdyz zawsze tylko jeden z pierwiastkéw ma czesé
urojong wiekszg od zera, lecz powszechnie przyjmuje sie za domy$lny pierwiastek ten, dla
ktorego czes¢ rzeczywista jest wieksza od zera. Wowczas trzeba uzyé definicji

Re(z — a)

= Rele o (z —a)? + h2. (3.25)

w(z)

Rozwazmy teraz ogodlniejszy przypadek, niech z € Cy, C; = {z € C: Im(z) > 0} jest gorna
polptaszczyzng zespolong. I'y,, k& € IN oznacza przeliczalng liczbe roztacznych tukéw Jordana
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Rysunek 3.1: Odwzorowanie ,wciagajace” iglte w 0§ rzeczywistg.

zawartych w C4 z jednym koncem na osi rzeczywistej. Drugi z wierzchotkéw 'y, oznaczamy
;. Rosnacy obszar to

S(t) = C\ (T () UTL(t) U...) (3.26)

gdzie zaktadamy, ze tuki I'y zmieniajg sie w czasie, w ten sposob, ze I'y(t) C Tp(t') dla t’ >t
a koniec na osi rzeczywistej jest staty. Niech w € S(t). Przez f oznaczmy odwzorowanie
konforemne

FiC4 — S(t) (3.27)

Rozszerzmy f na 0§ rzeczywistg, i niech a oznacza przeciwobraz w C, pewnego wierzchotka
~v w obszarze S(t).
lin% fla+ie) = . (3.28)
€E—>

Znamy rozwigzanie réwnania Laplace’a w obszarze C, z warunkiem brzegowym w postaci
zerowania sie funkcji na osi rzeczywistej i statego gradientu w nieskoriczonosci

O(x,y) =Cy (3.29)

Bez straty ogélnosci mozemy potozyé C' = 1.

W poprzednim rozdziale definiujagc model iglowy wzrostu Laplace’a zatozyliémy pewien
zwigzek predkosdci wzrostu igly z polem Laplace’a (funkcjg harmoniczng) w otoczeniu czubka
igly. Teraz postaramy sie znalezé zwigzek miedzy tak zdefiniowang predkoscig a odwzorowa-
niem konforemnym, ktérego uzywamy do znalezienia pola wokot niej.

Rozwazmy punkty w obszarze C bedace blisko a, ktérych polozenie mozemy opisaé¢ wzo-
rem

z=a (1 + pew) (3.30)
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gdzie p << 1. Warto$¢ pola takim bliskim punkcie to
®(z) = Im(z) = apsin(d) (3.31)

Poniewaz odwzorowanie f jest konforemne jest to réwniez warto$é¢ pola Laplace’a w punkcie
w bedgcym obrazem z w obszarze S(t). Znajdzmy teraz warto$¢ funkcji f(z) rozwijajac w
szereg Taylora wokét a do cztonu kwadratowego .

w=f(2) ~ [(a) + 3/"(@) (=~ a) (3.32)
W f(a) = 51" (a)(ape)?

Pierwsza pochodna znika w a, gdyz obraz ma tam maksimum lokalne. Wprowadzmy wielko$é
¥ zdefiniowang réwnaniem

f'(a@) =" (a)| " (3.33)
Przeksztalcajac powyzsze réwnanie
(2) 002 (5 )2 = ape (3.34)
|f"(a)]

Zauwazmy ze cze$¢ urojona powyzszego rownania jest rowna polu Laplace’a w punkcie w.

(’f/?(a)|> 2 Im (e_w/2 (w— f(a))l/Q) = apsin(f) = (w) (3.35)

W ten sposéb otrzymali§my warto$é pola wokot wierzchotka w obszarze S(t). Wprowadzmy
zmienne r i ¢ réwnaniem

w— f(a) = re (3.36)

Mozemy zapisa¢ wéwczas pole Laplace’a wokot wierzchotka jako funkcje r i .
2 2 12 (Y=Y
O(r,p) = <|f”(a)]> r/ Sln< 5 ) (3.37)
Policzmy gradient funkcji ®
od 10® 2 _ - -
Vo= oty = g | ()| "2 22 <sin (907) ér + cos <¢—> é@> (3.38)
r oy

Zatem podstawiaja do (2.26) mamy warto$¢ czynnika wzrostu

E = lim (V7 |V®]) = “f £ (a)] 72 (3.39)

Proporcjonalnos¢ predkosci wzrostu do |f” (a)|_1/ % jest uniwersalna tzn. dla odwzorowar
,wciggajacych igly” w brzegi o innym ksztalcie réwniez jest prawdziwa. Dowdd dla brzegu
bedacego okregiem jednostkowym mozna znalez¢ w [19].
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Rozdzial 4

Model prostych igiet

4.1. Dotychczasowe wyniki

W pracy [19] autorzy rozwiazali przy uzyciu metody odwzorowar konforemnych dynamike
uktadu n prostych igiel wyrastajacych promieniscie z punktu na ptaszczyznie. W szczegélno-
$ci wykazali niestabilnosé¢ radialnego uktadu wiecej niz szesciu igiet. W takim przypadku male
zaburzenie powodowaé bedzie wygranie rywalizacji przez tylko szes¢ igiet, a pozostale beda
hamowane. Podobny uktad sktadajacy sie z rownoleglych, skoniczonych igiel wyrastajacych
z proste] y = 0 1 z co druga igla tej samej dlugosci rozwigzano $cigle w pracy [20]. Rozwa-
zano poOlprzestrzen C z iglami, bedacymi odcinkami taczacymi punkty (2n,0) z (2n, Lg) oraz
(2n+1,0) z (2n + 1, L), gdzie n € IN. Uzyskano ilosciowy opis procesu rywalizacji w bada-
nym uktadzie. Otrzymane tam wyniki dla asymptotycznie dtugich igiet starano sie odtworzy¢
prostsza metoda w pracy [21], ale nie uniknieto drobnych btedéw, ktére tutaj postaramy sie
poprawi¢ i poréwnaé z doktadnymi wynikami z [20].

4.2. Réwnolegle igly w periodycznych warunkach brzegowych

Zastosujemy teraz aparat matematyczny z poprzedniego rozdziatu, dzieki czemu bedziemy w
stanie uzyska¢ Scisle, analityczne wyniki dla asymptotyki uktadu badanego w [20]. Rozwazmy
zbior Cs := {z € C:Im(z) > 6} z § < 01 igtami wyrastajacymi z prostej y = J, bedacymi
odcinkami laczacymi punkty (2n,0) z (2n, Lg) oraz (2n+ 1,6) z (2n + 1, L;), gdzie n € IN.
Przechodzac asymptotycznie z § — —oo otrzymujemy uktad nieskoniczonych igiet rosngcych
na plaszczyznie zespolonej z co druga igla ,tej samej dtugosci”, w sensie dtugosci od y = 0.
Modeluje to sytuacje, w ktorej igly sa juz na tyle dlugie, ze wplyw warunku brzegowego
na prostej, z ktorej wyrastaja, staje sie zaniedbywalny. Uktad taki jest periodyczny, zatem
mozemy ograniczy¢ sie do rozwazania N € N igiet i zamknaé je w periodycznych warunkach
brzegowych. Rozwazmy trzy przestrzenie zespolone: z, w, i { przedstawione na rysunku 4.1
Rownolegte igly znajduja sie w przestrzeni z. Po zadziatlaniu na nie odwzorowaniem:

w = exp (—%z) (4.1)

przechodzg na ,gwiazdke” (widoczng na rysunku 4.1) o N ramionach. Odwzorowanie odwrotne
dane jest przez

2= log(w). (4.2)
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Rysunek 4.1: Schemat uzywanych map konforemnych.

Znamy tez funkcje przeksztalcajaca konforemnie zewnetrze takiej ,gwiazdki” na zewnetrze
okregu jednostkowego. Jest to funkcja przejscia miedzy ¢ a w , ktorej postaé za [21] to:

N/2 . —NJ2 2/N
fQ) =0 (% + a> , (4.3)

gdzie C' i a to stale rzeczywiste wyznaczone przez Lg i Li. Stad wynika posta¢ funkcji F
obrazujgcej zewnetrze igiel w przestrzeni z na zewnetrze okregu jednostkowego

, N/2 | —N/2 2/N
F(¢) = g log (c (% + a> ) . (4.4)

Przez % oznaczmy punkty w przestrzeni (, ktére przechodza na wierzcholki igiel w prze-
strzeniach w i z. Muszg to by¢ ekstrema funkcji f na okregu jednostkowym, zatem

Of (er) 21k
- 0= —— 4.
Op 0= n N (4.5)

Parametry Lo i L; znajdujemy jako czes¢ urojong obrazéw wierzchotkéw w przestrzeni z
. j N
F(e9) =k + “log (1+ (=1)"a) + 2= 10g(C). (4.6)
us 2
Stad mozna odczytaé, ze
1 & N
Ly = - log (1 + (1) a) + o log(C). (4.7)

Loy i Ly dostarczajg pelnej informacji o ukladzie i dla kazdych zadanych Ly i L; mozemy
znalezé C' i a im odpowiadajace. Odejmujac stronami powyzsze réwnanie dla k=01 k =1

1 1—a 1—a
Lo—Ly=—1 m(Lo=L1) = : 4.8
o wog(1+a)je l+a (48)
Predkosci wzrostu igiel, na podstawie (2.26), proporcjonalne sa do:
oL, [(F:)\ P [N 1 e 49
v = x = . .
ST 022 ) ... |47 1+ (-DFa
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Zauwazmy zatem, ze stosunek predkosci wzrostu dwoch kolejnych igiet dany jest przez

Vo 1—a E(LO*Ll)
Ep— = 4-].
U1 1+a e (4.10)

Ten wynik ukazuje nam dwa charakterystyczne dla wzrostu Laplace’a zjawiska: niestabilno$é -
jesli przy poczatkowo rownych igtach, jedna z nich pod wptywem dowolnie malego zaburzenia
wysunie sie do przodu, zaczyna rosnaé szybciej ; rywalizacje - rosngca szybciej iglta, gdy
znajduje sie ,nad” drugg hamuje jej wzrost. Rezultat ten odtwarza asymptotyczne zachowanie
wyniku dla skoniczonych igiet o dlugosciach na przemian Lg i Ly wyrastajacych z prostej
y = 0 w periodycznych warunkach brzegowych, z pracy [20]. Uzyto tam mapowania uktadu
skoniczonych igiel na odcinek [—1,1]:

_ 2cos(mz) + cos(mLg) — cos(mLy)
¢z) = cos(mLg) + cos(mLy) ' (4.11)

Natomiast rozwigzaniem réwnania Laplace’a wokoét takiego odcinka, z warunkiem ® = 0 na
brzegu, jest

B(¢) = log {g + ‘EZE& 2 - 1] . (4.12)

Prowadzi to, do nastepujacego wyniku na stosunek predkosci igiet:

Vg sinh(7 L)
— = . 4.13
vy sinh(w L) (4.13)

Roéwnanie to z rosngcymi Lg i Ly i dla ustalonego Lo — L1 przechodzi w wynik asymptotyczny
(4.10) otrzymany prostszg metoda.

4.3. Niestabilnos$é, bifurkacje

Powyzszy schemat rywalizacji co drugiej igly pomimo pozornej prostoty ttumaczyé moze bar-
dzo ciekawe zjawiska. Zauwazmy, ze co drugie ,wygrane” igly po oddaleniu sie od przegranych
znéw tworzy¢ beda, odpowiednio przeskalowany ukltad wyjsciowy. Wowczas znéw niestabil-
nos$¢ spowoduje rywalizacje i pozostanie z nich co druga, itd. (rysunek 4.2). Taki mechanizm
bifurkacji, po dtugich czasach prowadzi do struktury fraktalnej i potegowego rozktadu dtugosci
igiel, bez wyréznionej skali dhugoéci:

N() < 177, (4.14)

gdzie N(I)- Al to liczba igiet o dtugosciach pomiedzy [ a [+ Al, a vy to wyktadnik charaktery-
styczny dla uktadu. Takie struktury widaé¢ np. we wzroscie peknie¢ w skatach [21]. Ttumaczy¢
to moze po czesci réwniez fraktalne struktury tworzace sie w eksperymentach zwigzanych ze
wzrostem Laplace’a.
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Rysunek 4.2: Mechanizm bifurkacji. Ilustracja za [21]. a) poczatkowo rowne igly podlegaja
zaburzeniu i co druga staje sie odrobine dtuzsza b) réznice powiekszaja sie, wsrod diuzszych
igiet zaburzenie zn6w powoduje przedtuzenie co drugiej ¢) i d) analogicznie.
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Rozdzial 5

Rownanie Loewnera dla
polplaszczyzny

W tym rozdziale postaramy sie przedstawié¢ inny sposéb opisu wzrostu igiet. Dotychczas dla
danego ksztaltu igiel, zmiennego w czasie, szukaliémy odwzorowania konforemnego na obszar
ze znanym rozwigzaniem rownania Laplace’a. Znalezione predkosci wzrostu zmieniaty ksztalt
igiet i dla zmienionego ksztaltu znéw szukaliSmy odwzorowania konforemnego. Réwnanie Lo-
ewnera to réwnanie rézniczkowe opisujgce zmiane w czasie, ale nie ksztaltu obszaru, lecz
samego odwzorowania. Z niego natomiast mozemy odtworzy¢ ksztalt igiet. Pierwsze rowna-
nie tego typu wyprowadzil w 1923 roku Charles Loewner [23] (wczes$niej Karl Lowner) dla
opisanego w tym rozdziale przypadku. Tutaj przytoczymy wyprowadzenie metoda z pracy
[24].

Wprowadzmy teraz uzywane oznaczenia. Niech, jak poprzednio C; = {z € C : Im(z) > 0}
bedzie gorng potplaszczyzng zespolona,

Iy, k=1,...n, n>1 (5.1)

oznacza skoriczong liczbe roztgcznych tukéw Jordana zawartych w C, z jednym koncem na
osi rzeczywistej. Drugi z wierzchotkéw I'j, oznaczamy ;. Rosngcy obszar to

St)={z€C:Im(2) <0}UT1(t) U...UT,(¥), (5.2)
gdzie zakladamy ze tuki Iy zmieniaja si¢ w czasie, w ten sposob, ze I'y(t) C T'y(¢') dla t’ > ¢
a koniec na osi rzeczywistej jest ustalony.

5.1. Réwnanie Loewnera dla jednej igly

Najprostszym przypadkiem réwnania Loewnera jest wzrost tylko jednej igly, czyli jednego
tuku Jordana I'y (). Szukaé bedziemy réwnania na funkcje g¢ dla t > 0, bedacg odwzorowaniem
konforemnym

g: - @+\F1 — C+. (53)
Przydatna w opisie bedzie réwniez funkcja odwrotna fi(2)

ft : C+ — C+\F1
frogi=gio fr=1id, t=0. (5.4)
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fi Ih(t)

gt

ay(t)
Rysunek 5.1: Oznaczenie odwzorowan rozpatrywanych w réwnaniu Loewnera.

Schemat rozpatrywanych odwzorowan przedstawia rysunek 5.1. Jako warunek normalizacji
przyjmiemy

Jim. gt(z) —2=0, (5.5)
czyli tzw. normalizacje hydrodynamiczng. Fizycznie odpowiada to sytuacji, w ktorej zaburze-
nie przeplywu cieczy w pewnym malym obszarze nie powinno mieé¢ wpltywu na przepltyw w
nieskonczonoéci, a odpowiada to warunkowi, ze daleko od igly odwzorowanie ma by¢ iden-
tyczno$cig. Odwzorowania ¢; i f; sa jednoznaczne dla danego I'y(t) z dokladnoscig do au-
tomorfizmu C,. Warunek normalizacji (5.5) w tym przypadku ustali jednoznacznie takie
odwzorowanie. Oznaczmy przez aq(t) = lim¢ g g:(71(t) + i€) obraz czubka igly.

Ustalmy teraz ¢ > 0 i rozwazmy mapowanie g; w chwili ¢ oraz t 4+ h w granicy h — 0. Luki
['y(t) i T'1(t+ h) roznig sie o pewien maly odcinek. Mapowanie g; ,wcigga” caly tuk 'y (¢) w oS
rzeczywista, natomiast g, ,wciaga” tuk I'y (¢ + h) rézniacy sie o krotki odcinek. Znajdujemy
réwnanie rézniczkowe szukajac g,4n spelniajacego

Geah = 10 g + O(h?). (5.6)

Idee tego zlozenia przedstawia rysunek 5.2. Jako funkcji ¢ uzywaé bedziemy opisanego w

R

a1 (t) [y(t+h)
é1 l
M
ar(t+h)

Rysunek 5.2: Idea konstrukcji réwnania Loewnera dla jednej igty.

poprzednim rozdziale odwzorowania:

61(2) = /(2 — a1(1)? + 2hda (1) + @ (2), (5.7)

gdzie d;(t) jest funkcja sterujaca predkoscia wzrostu w czasie nazwang czynnikiem wzrostu.
7, warunku normalizacji wiadomo, ze z automorfizméw potptaszczyzny, z doktadnoscia do
ktorych zdefiniowana jest funkcja g;, nie sa wyeliminowane jedynie translacje o liczbe rze-
czywista postaci a1 (t), ktorej wartosé wyznaczymy za chwile. Odwzorowanie ¢; ,wciaga” w
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0§ rzeczywista mata, prosta (rosnaca w kierunku osi urojonej) igte o dtugosci /2hd;(t). La-
two zauwazy¢, ze dla infinitezymalnego h odpowiada to przyrostowi dlugosci igly réwnemu
h dy(t) |f{'(a1(t))|- Pierwsza pochodna f; w punkcie a;(t) znika gdyz f ma tam maksimum
lokalne, wiec rozwijajac przyrost dlugoéci igly w szereg Taylora, najnizszym niezerowym wy-
razem jest 1/2f/ (ay1(t))\/2hd; (t)2 co daje powyzszy wynik. Jesli podzielimy ten wynik przez
h, otrzymamy predko$é wzrostu igly

vi(t) = di(t) | f{ (ar(t))] - (5.8)

Jak pokazaliémy wczesniej (3.39) dla wzrostu Laplace’a predkos¢ wzrostu igly musi spetniac
relacje

o1(t) o< | f/(an ()] 2. (5.9)

Bez straty ogblnodci mozemy przyjac stalg proporcjonalnoédci réwna 1. Zatem przyjecie czyn-
nika wzrostu danego réwnaniem

di(t) = | f'(as ()| (5.10)

odpowiada wzrostowi Laplace’a. Uniwersalna jest takze zalezno$¢ d(t) = v(t)3. Przepiszemy
teraz réwnanie na ¢1(z) rozwijajac w szereg potegowy w h.

61(z) = /(= —ar(t))? +2hdi(t) + a(t) =

= @i 2R a0 =

= (z—ai(t) (1 + % + O(h2)> +a1(t) =
= z+a(t) —ai(t)+ % + O(h?). (5.11)
Podstawmy teraz powyzsze rozwiniecie do (5.6)
Grah = ¢10 9 = g+ ar(t) — ar(t) + % +O(h?), (5.12)
rh S G ) - all) | " Cilffl)(t) +0(h). (5.13)

Przechodzac do granicy h — 0 otrzymujemy

C~l1 (t) — al (t) + d1 (t)

7 = i . 5.14
9= R0 h gt — a1(t) (5-14)
Przez przyjecie warunku (5.5) oczekujemy, ze
o a(t) —aa(t) di1(?)
=1 =1 . 1

0 s S h + gt —ai(t) (5.15)

Drugi czton prawej strony rownania przy z — oo dazy do zera zatem

ai(t) — t

lim ‘“()h‘“() =0 = ai(t) = a(t). (5.16)
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Daje to ostateczna posta¢ réwnania Loewnera dla jednej igly na pétplaszczyznie

) dy(t

jo= 2 (5.17)
gt — a1 (?)

Zauwazmy pewng wlasno$¢é réwnania (5.17). Jedli interesuje nas tylko ksztalt I'1, a nie jego

zalezno$é od czasu to przy spelionym warunku d;(t) > 0 dla t > 0 bez straty ogolnosci

mozna przyjaé di(t) = 1. Jedli przeskalujemy czas, wprowadzajac nowy dany wzorem

t
- / d (7)dr, (5.18)
0
to zapisujac réwnanie (5.17) w nowym czasie otrzymamy

gt/((i,gt)—a = %Qt(zr) = CZ g (2) = di(t)ge (2),

1
gy = . 5.19
' gy —a ( )

W literaturze matematycznej uzywane jest di(¢) = 2. Dla réznych zaleznosci a(t) otrzymuje
sie rozne ksztalty powstajacych igiet. Scistych rozwigzan dla réznych a(t) jest niewiele, kilka
z nich mozna znalez¢ w pracy [25]. Dla przyktadu rysunek 5.3 przedstawia ksztalty igiet gdy
a(t) = sin(wt) oraz a(t) = tsin(nt). Szeroko rozwijajg sie obecnie badania nad stochastycz-

LI | — 1 T 7T | LI I I | | 1T T T

o a(t) = sin(x )]

4L _

N ]

0 i [ B R T R B R —l
-2 0 2

N L B L
I a(t) =t sin(wt)

al i

Rysunek 5.3: Przykladowe ksztalty igiel, dla réznych postaci funckji a(t). Ilustracja za [25].

nym réwnaniem Loewnera (SLE), gdzie funkcja a(t) jest bialym szumem gaussowskim i ich
zwigzkiem z modelami zjawisk krytycznych w fizyce statystycznej.

Nas jednak interesuja trajektorie odpowiadajace igle rosnacej w kazdej chwili czasu w kie-
runku gradientu na czubku. Takie igly nazywaé bedziemy geodezyjnymi. Jaki warunek na
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funkcje a;(t) odpowiada trajektorii geodezyjnej? Rozpatrzmy ksztalt igty w chwilach czasu ¢
it+ h. Zauwazmy, ze kierunek gradientu pola w punkcie 7 (¢) odpowiada kierunkowi wzdtuz
osi y w punkcie na ktory przechodzi «y(¢) pod dzialaniem odwzorowania g, czyli aq(t). Jesli
zatem igla miedzy czasem ¢ a t+ h rosta wzdtuz gradientu pola, to wierzchotek v(t+h) po za-
dziataniu odwzorowaniem g; powinien mie¢ swoj obraz nad punktem a; (¢). Aby odwzorowanie
g+, weiggneto wierzchotek (¢t + h) w 0§ rzeczywista musimy przyja¢ warunek postaci:

al (t + h) == &1 (t), (520)

co w rozpatrywanym przypadku oznacza ai(t) = const., gdyz ai(t) = ai(t). Sytuacja nie
bedzie jednak tak trywialna w nastepnych rozdziatach. W dalszej czesci pracy interesowaé nas
bedzie wylacznie ruch geodezyjny i rownania opisujgce ruch biegunéw dla tego przypadku.

Rozwigzania Zbadajmy najpierw przypadek d;(t) = 1:

. 1
gt = .
gt —a

(5.21)

Roéwnanie tej postaci ma rozdzielone zmienne i jest catkowalne Przyjmujemy warunki poczat-
kowe go(z) = z, g+(z) = a, przez co otrzymane z(t) bedzie odpowiadaé¢ potozeniu czubka igly
~1(t). Przeksztalcajac, otrzymujemy

(9¢ —a)dgy = dt,

a t
/(gt—a)dgt = /odt/’

—%(z—a)Q =t (5.22)

Zatem polozenie wierzcholka igly w czasie wyraza sie wzorem
Y(t) = a+iV2t (5.23)

Jak wida¢ pojedyncza igla roénie ,pionowo” w kierunku osi urojonej, a jej wysoko$¢ dana jest
przez

I(t) = V2t (5.24)

Skoro znamy ksztalt igly, przejdZzmy do zagadnienia z czynnikiem wzrostu odpowiadajacym
wzrostowi laplace’owskiemu. Dla prostej igly o zadanej dtugosci znamy explicite postaé¢ funkcji

gt i fi

0(2) = /(2 — )2 + () + a,

fi(2) = /(2 — )2 — () + a. (5.25)
Taka postaé ¢g;(z) mozemy podstawi¢ do rownania Loewnera (5.17) otrzymujac
1) - 1(1) _ di(t)
Ve PO Ve P 20
czyli
i) = 4l (5.27)



Latwo sprawdzi¢ ze |f/ (a)| = ﬁ Mozemy zatem policzy¢ czynnik wzrostu odpowiadajgcy
przypadkowi laplace’owskiemu

d(t) = |17 (@ ()| = 2. (5.28)
Podstawiajac do zredukowanej postaci rownania Loewnera (5.27) otrzymujemy
I(t) = \/i(t). (5.29)

Z warunkiem poczatkowym [(0) = 0 réwnanie to ma rozwiazanie postaci

I(t) = %t? (5.30)

5.2. Réwnanie Loewnera dla dwéch igiel

Sytuacja dla dwoch igiel jest bardziej skomplikowana i wymaga subtelniejszych rozwazan.
Przedstawimy na wstepie wyprowadzenie zaczerpniete z pozycji [24], nastepnie postaramy
sie znalezé¢ prostsza metode wyprowadzenia tego rownania, ktéra okaze sie réwniez bardziej
uzyteczna w numerycznym calkowaniu rownan Loewnera.

Bedziemy szukaé teraz rownania na funkcje g; dla t > 0, bedaca odwzorowaniem konforemnym

gt . C+\ (Fl U FQ) — C+. (531)

Schemat odwzorowan przedstawia rysunek 5.4. Odwzorowanie to jest jednoznaczne dla danego

Tt (1t
1 1(t)
//—\ . o(t
4,////—\\ \ 2( )
gt \

ar(t) as(t)

Rysunek 5.4: Schemat uzywanych odwzorowarn dla dwoch igiet

obszaru z dokladnoscia do automorfizmu C,. Jednoznaczno$é¢ uzyskamy z warunku (5.5).
Wprowadzmy oznaczenia analogiczne do przyjetych w poprzednim paragrafie

fi:Cyp — C\(T1UTy),
Jtogi=gio fr=1id , t >0,
ax(t) = 1in(1)gt(7k(t) +ie), k=1,2. (5.32)

Analizujac odwzorowanie g; dla czaséw t i ¢t + h rozwazmy nastepujace ztozenie zilustrowane
na rysunku 5.5

Girh = P20 ¢1 0 g + O(h?), (5.33)

gdzie uzyte funkcje to

61(2) = /(= — a1(£))? + 2hdy (t) + @ (t, ),
62(2) = /(2 — @a(t, h)? + 2hds(t) + az(t + h), (5.34)
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ar(t+ h) as(t + h)

Rysunek 5.5: Idea konstrukeji ztozeri generujacych rownanie Loewnera dla dwoch igiet

natomiast dy(t) i do(t) to czynniki wzrostu odpowiednio pierwszej i drugiej igly oraz

a(t,h) = o1 (as(t)), (5.35)
ar(t+ h) = da(ar (t, h)). (5.36)

Przepisujemy teraz ¢;(z) i ¢o(2) rozwijajac w szereg potegowy w h analogicznie jak w (5.11)

01(2) =+ a6 ) — ax(6) + S+ OR),
¢2(Z) = Z‘f‘(LQ(f‘l‘h) —dg(t,h) + M +O(h2) (537)
z — as(t, h)

Podstawiajac powyzsze relacje do (5.36), (5.35), otrzymujemy

i L hd. (t)
ds(t, h) — as(t) = ai(t, h) — a1 (t) + m +O(h?),
ar(t+h) — a1 (t,h) = as(t + h) — as(t, h) + 10 +O(h?). (5.38)

ay(t, h) —as(t,h)
Definiujemy pomocniczg zmienng,

E(t,h) = ag(t + h) — aa(t, h) + ai(t, h) —ai(t) + O(h?). (5.39)
Przepisujac powyzsze rownania i wstawiajac funkcje £(t, h) uzyskujemy

hdy (1)
a9 (t) — a1 (t)
hds(t)
ap(t,h) —as(t, h)

as(t 4+ h) — ao(t) = £(t,h) + + O(h?), (5.40)

ar(t +h) —ay(t) = &(t, h) + + O(h?). (5.41)

Teraz obliczamy ztozenie funkcji ¢1(2) i ¢2(2)

hds(t)

(;51(2) — dg(t, h)
_ .y Ndi(®) hds(t) ,
S AN Ta0 T Cae ) ralh) —a@) &(t,h) + O(h?). (5.42)

prod1(2) = ¢1(2) +as(t+h) —as(t,h) + +O(h?) =
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Podstawiamy do (5.33) i otrzymujemy

hd (1) N hds(t)

2
0 —a®  a) —@mh) rah) —a@ oG OR).(5.43)

ge+n(2) = 9:(2) =

Nastepnie dzielimy przez h i przechodzimy z h — 0, pamietajac ze w tej granicy ai(t,h) —
a1(t) oraz as(t, h) — az(t). Stad otrzymujemy réwnanie

dl(t) dg(t) . M
g1(z) —ai(t) + gt(2) — as(t) + ;1111,% h (5.44)

gi(z) =

Warunek normalizacji (5.5) wymaga by lewa strona tego réwnania dazyta do 0 przy z — oo.
Dwa pierwsze cztony prawej strony rownania dazg w tej granicy do zera, musimy zatem przyjaé

. &(t,h)
1 L — 4
Jim N 0, (5.45)

wiec ostatecznie réwnanie na ¢g; ma postaé

hit) . da(t)
9:(z) —ar(t) ~ g4(2) — aa(t)

ge(z) = (5.46)

Dzielac réwnania (5.40), (5.41) przez h, przechodzac z h — 0 i podstawiajac (5.45) otrzymu-
jemy rownania na aq(t) 1 as(t) postaci

oo da(t)
ax(t) = PROETAOL (5.47)
in(t) = — 1) (5.48)

T a(t) —ar(t)

Zawazmy ze nie bylo oczywiste czy ewolucja i posta¢ réwnar nie bedzie zaleze¢ od przyjetej
kolejnosci sktadania w (5.33), ale symetria rownan (5.46), (5.47), (5.48) pokazuje iz przy
odwrotnej kolejnodci uzyskalibyémy identyczne réwnania.

Trudno$é¢ tej metody polega na braku explicite formy funkcji ai(t,h) i ai(t,h) w (5.34).
Przedstawimy teraz alternatywna metode wyprowadzenia powyzszych rownan. Zauwazmy ze
7z doktadnoécig do cztonéw O(h?) mozemy zapisa¢ funkcje ¢, ¢ w postaci

61(2) = /(2 — a1(£)? + 2hds () + ar (1),

d2(2) = \/(z — az(t + 1)) + 2hds(t) + as(t + h), (5.49)

gdzie
az(t + h) = ¢1(az(t)), (5.50)
al(t + h) = (f)g(al(t)). (551)

Podstawiamy ¢1, ¢o rozwiniete w szereg do cztonéw liniowych w h

oi(2) =+ MO o),
pa(z) =z % + O(h?), (5.52)
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do réwnan (5.51), (5.51)

B hd, (t)
as(t+ h) = ¢1az(t)) = as(t) + m +0(h?) (5.53)
arlt + h) = da(an(®) = ar(t) + — 2 om2),

ay(t) —az(t + h)

skad wida¢ ze po przejsciu z h — 0 otrzymamy roéwnania (5.47), (5.48). Metoda jest prost-
sza, a konicowe rownania sg takie same. Pozostaje wyprowadzi¢ tg metoda réwnanie opisujace
zamiane gy w czasie. Bardzo uzyteczny bedzie w tym problemie nastepujacy lemat, na ktory
bedziemy sie réwniez powolywaé¢ w dalszej czeéci pracy.

Lemat Niech z € C, h € R, a € R, a f(z,a,h) bedzie holomorficzng funkcjg zmiennej
zespolonej z. Ponadto f jest ciggta wraz z pochodnymi czgstkowymi pierwszego rzedu i posiada
nastepujace wlasnosci

f(zv a, O) =z,
of B
&(Z, a, O) =L (554.)
Wprowadzmy oznaczenie
fR(2) = f(z an, h), (5.55)

gdzie dla réznych k, aj maja rézne wartosci. Wowczas

d " Ofl(2)
—fhofh ol ofhofi(z = ‘ 5.56
whteltae o ffeorta) =3 =52 (5.56)
Dowéd Sprawdzmy najpierw teze dla n = 2
d Off (o off off
et = (i) + ozl (5.57)
dn’? "y Oh (i >h0 off oh 7,
Zf{](z):zi% = 1 mamy
h=0
d .p  on aft(z) 8f2h(z)
il = 5.58
dhf2 o fl (Z) heo ah o + ah o ( )
Dalszy dowod przez indukcje. Zatézmy, ze
d L arh(z)
—fh oo flo fi(z = . 5.59
e e ffofl) =3 =52 (559)
Rozpiszmy teraz lewg strone twierdzenia
Ao fh o o fhofl()], =
h h
S (fhro o fhofh@)] _ + S o o fbofl)] . (5.60)
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Analogicznie do przypadku n = 2 mamy f0 jo...0fYo f2(z) =21 % . 1, stad

=2 0f0(2)
oh

_ OfR(2)

h=0 Oh

+
h=0 =1

%f{; off Lo, oflo fl(z2) (5.61)

h=0

c.b.d.o.
Wréémy teraz do wyprowadzenia réwnania na g, z wykorzystaniem powyzszego lematu.
Zauwazmy, ze funkcje ¢1 i ¢2 dane przez 5.49, spelniajg zatozenia lematu, zatem

hdi(t)  hda(t)
z—ay(t) * z — as(t)

P20 ¢1(2) =2+ + O(h?). (5.62)

Ztozenie (5.33) daje

hdi(t) ,  hda(t)

2
gt —ai(t) gt — as(t) + O, (5.63)

Jt+h = Gt +
a stad juz wynika rownanie Loewnera dla dwoch igiet.

Rozwigzania Od tego paragrafu przedstawia¢ bedziemy poza wynikami analitycznymi, réw-
niez wyniki numeryczne uzyskane metods opisang w zataczniku A. Kod programu znajduje
sie z zalgczniku B. Zacznijmy od przypadku dwodch igiel ze stalym czynnikiem wzrostu d = 1.
Ksztalt igiet uzyskany numerycznie z warunkiem poczgtkowym a;(0) = 0.1 = —ag(t) przed-
stawia rysunek (5.6).W poczatkowej fazie ewolucji iglty rosng prosto, nie oddzialujac na siebie.
Nastepnie rozpoczyna sie faza oddzialywania - igly odginaja sie od siebie i rosng dalej pro-
sto, tworzac z osig rzeczywista rowne i stale katy. Zachowanie to jest niezalezne od warunku
poczatkowego, igly zawsze dazyé beda do tych samych katéw nachylenia.

16 ! ! ! ! !
14 P A
12 | A
1F /A
> 08Ff / =
0.6 / 4
04 | / -
02 | j 4
0 | | | L | |

Rysunek 5.6: Ksztalty dwoch igiel rosngcych na poétptaszcezyznie ze statymi czynnikami wzro-
stu d = 1. Warunek poczatkowy to a1(0) = 0.1 = —ay(0).

Nie da sie wyznaczy¢ analitycznych krzywych opisujacych ksztalty dwoch igiel, natomiast
ich asymptotyczne katy nachylenia znalez¢é mozna w pozycji [24] i dla przypadku dwoch igiet
jest to kat o = 2/5 m ~ 1,256 co zgadza sie z otrzymanym wynikiem numerycznym 1.261 +
0.01. Jestesmy takze w stanie wyznaczy¢ zaleznosé od czasu obrazow czubkow igiet czyli a4 (¢)
oraz as(t). Ogolny przypadek ruchu n biegunéw na polptaszczyznie ze statym d zostal réwniez
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rozwigzany w pozycji [24]. Tutaj interesuje nas wylacznie przypadek n = 2. Zmiana w czasie
a1 (t) oraz as(t) opisana jest rownaniami (5.47) i (5.48). Dodajac i odejmujac je stronami z
dy(t) = da(t) = 1 dostaniemy uktad réwnan:

ar(t) +as(t) = 0 (5.64)

dl(t)—a2(t) = m

Widoczna w zagadnieniu symetria przejawia sie w statosci ,$rodka ciezkos$ci” biegunow czyli
(a1(t) + az(t))/2. Uklad daje sie sprowadzi¢ do opisu przez jedng zmienng a(t) = 1/2(a;(t) —

as(t)). Wowcezas aq(t) = a(t) 1 az(t) = —a(t), a rownanie na a(t) ma postac
at) = 2a1(t>. (5.65)

Rozwigzaniem powyzszego rownania z warunkiem poczatkowym a(0) = ag jest a(t) = /a3 + t.
Bieguny zatem oddalaja sie od siebie na osi rzeczywistej, czy zatem igly beda one mogty
rywalizowa¢? W przypadku stalych czynnikéw wzrostu efekt rywalizacji nie jest mozliwy,
gdyz czynnik wzrostu i predkos¢ zabijanej igly maja dazy¢ do zera. Przy statych czynnikach
wzrostu sytuacja jest wrecz odwrotna, poniewaz staly czynnik wzrostu stabilizuje uktad. Po-
kazuje to nastepujace rozumowanie. Gdy igta 1 znajduje sie w pozycji, ktéra w przypadku
laplace’owskim dawata by jej mniejszg predkosé niz igle 2 (np. jest krotsza)

vy < w2, (5.66)

wowczas ze wzoru (5.9) druga pochodna funkcji f w odpowiadajacym jej biegunie jest rela-
tywnie wieksza

" (a1)] > |£"(az)] (5.67)

Skoro przyrost nastepuje z predkoscia f/(a(t)) - d(t), a d(t) = 1 to igta 1 bedzie dogania¢
igte 2. Uktadem, w ktérym mogliby$my sie spodziewaé rywalizacji, jest uktad dwoéch igiet na
polplaszczyznie z laplace’owskim czynnikiem wzrostu. Rysunek (5.7) przedstawia uzyskany
numerycznie ruch jednego z biegunéw (drugi jest symetryczny), oraz zalezno$é¢ wysokosci od
czasu (identyczng jak dla drugiej iglty). Bieguny oddalaja sie od siebie, jednak ich ruch ma
inny charakter niz pierwiastkowa zaleznosé w czasie dla stalych czynnikéw wzrostu. Wysokoéé
obu igiel jest taka sama.

Nie wystepuje rywalizacja. Brak efektu hamowania jednej iglty przez druga widaé réwniez
na zalezno$ci predkosci wzrostu igiet od czasu przedstawionej na rysunku (5.8). Brak efektu
rywalizacji na poziomie dwodch igiet na potptaszczyznie spowodowany jest brakiem bocznych
ograniczen dla igiet. W fizycznych przypadkach igly nigdy ucieka¢ do nieskoniczono$ci nie
mogg, bo uktady zawsze sg ograniczone, a wplyw §cianek bocznych nie moze by¢ zaniedbany.
Postaramy sie teraz zbada¢ czy dla wiekszej ilosci igiel na péiplaszczyznie rywalizacja moze
wystapic.
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Rysunek 5.7: Ruch jednego z biegunéw a (po lewej) oraz dlugosc [ jednej z igiet (po prawej)
w funkcji czasu, dla dwoch igiel rosngcych na poétptaszezyznie z laplace’owskim czynnikiem
wzrostu.
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Rysunek 5.8: Zaleznoéé¢ predkosci v jednej z igiel od czasu, dla dwoch igiel rosngcych na
polplaszczyznie z laplace’owskim czynnikiem wzrostu. Odpowiedni wykres dla drugiej igly
jest identyczny.

5.3. Réwnanie Loewnera dla wielu igiel

Uogolnienie drugiej metody na przypadek n € IN igiel nie wprowadza nowych, poza notacja
probleméw. Szukamy réwnania na g; dla ¢t > 0 bedacego konforemnym odwzorowaniem

g C\ (I ulbu...Uly,) — Cy (5.68)

Jednoznacznosé¢ uzyskamy z warunku (5.5). Oznaczmy przez vx(t),k = 1,2, ...,n wierzchotki
tukow Tk (t). Oznaczenia analogiczne do przyjetych w poprzednim paragrafie

ft2®+—>C+\(F1UP2U...UFn)
ftoge=gio fe=1id, t >0
ag(t) = lin(l)gt(*yk(t) +ie), k=1,2,...,n. (5.69)

Analizujac odwzorowanie g; dla czasow ¢ i t + h rozwazamy zlozenie postaci

Giih = Gno...0pg0¢10g + O(R?). (5.70)
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Idee konstrukcji odwzorowania na n igiet przedstawia rysunek 5.9. Pojawiaja sie tam ozna-

gJt+h

Rysunek 5.9: Idea konstrukeji ztozenia dla n igiet. Ilustracja za [24].

czenia dla j,k=1,2,....,n

aj = a;(t)
af = ¢k(a§_1)
a? = aj (t + h) (5.71)

Normalizujac pojedyncza funkcje ¢;, wiemy, ze a; jest jej punktem stalym, rozumianym w
sensie nastepujacej granicy

1

(a’ — + s aj:_ —+ .
lim lim %3( 9+ 9i(a; ) =a (5.72)
h—0e—0 2 J
stad
Jj_ -1
a;=aj . (5.73)
Posta¢ funkcji ¢; to
6;(2) = \/(z — a))? + 2hd; (1) + al. (5.74)

Funkcje ¢; spelniaja zalozenia lematu o pochodnej zlozenia, zatem rozwinigcie do cztonow
liniowych ztozenia (5.70) ma postaé

- hd;(t)
gt+h(2) = gi(2) + Z :

— gi(2) — ai(t)’ (5.75)

gdyz przy h — 0, a? — a;(t). Znajdzmy jeszcze rownanie na funkcje a. Zlozenie (uwzglednia-
jace normalizacje) dla j = 1,2, ...,n ma postac

CL](t + h) = ¢n ©...0 ¢j+1 (e} d)j—l ©...0 ¢2 e} d)l(a](t)) + O(hQ) (576)
Stad rozwiniecie
hd;(t)

1=1

i#]
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Przechodzac w réownaniach (5.75) i (5.77) z h do zera otrzymujemy roéwnanie Loewnera dla n
igiel na polplaszczyznie

, < d;(t)
gi(z) = ; 7 —a(d)’ (5.78)

oraz réwnanie na ruch biegunéw odpowiadajace geodezyjnym igtom

a;(t) = 2 %(54% (5.79)
i#]

Powyzsza procedura jest bardzo uniwersalna przy wyprowadzaniu rownan Loewnera, dlatego
przy kolejnych wyprowadzeniach pomija¢ bedziemy zbedne szczegdély oméwione w tym roz-
dziale.

Rozwiazania Dla wiekszej liczby igiet na polptaszczyznie (od trzech) efekty rywalizacji sa
widoczne i faktycznie laplace’owskie czynniki wzrostu oraz predkosci przegrywajacych igiet
spadaja do zera. Rysunek 5.10 przedstawia poréwnanie numerycznych trajektorii trzech igiet
na pélplaszczyznie ze statymi i laplace’owskim czynnikami wzrostu.

4 N T T P 4 N T T

\\\ "'l \\\ ’
3\ . 3F \ -

\ N
> 2 - \\\ : ’ - > 2 L \\\ —
\\\ \\ ,
1+ \ - 1 \\ -
\\ \
0 | \ | 0 | b |

-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

Rysunek 5.10: Ksztaltty trzech igiet rosngcych na pétptaszczyznie ze stalymi czynnikami wzro-
stu d =1 (po lewej) i laplace’owskimi czynnikami wzrostu (po prawej).

W przypadku statych czynnikéw wzrostu igly poczatkowo rosng prosto, a gdy zaczynaja
na siebie oddzialtywaé¢ odchylaja sie od siebie. Asymptotycznie rosng prosto majac state katy
nachylenia wzgledem osi rzeczywistej o wartosci i (1 + \/%) m, uzyskany analitycznie w [24].
W przypadku laplace’owskim wystepuje rywalizacja. Poczatkowo igly rosng identycznie, pro-
sto, po czym w fazie oddzialtywania srodkowa igla zatrzymuje sie. Wygrywajace rywalizacje
dwie iglty dzielg sie przestrzenig, tak jakby srodkowej nie byto, uzyskujac asymptotycznie katy
nachylenia wzgledem osi rzeczywistej jak dla dwoch igiet w przypadku d = 1 Przegrywanie
srodkowej iglty obrazuje wykres predkosci w funkcji czasu na rysunku 5.11. Dwie wygrywajace
iglty miedzy sobg juz nie rywalizuja. Wyttumaczy¢ to mozna wynikiem uzyskanym w [19], czyli
stabilno$cig maksymalnie szeéciu igiel na ptaszczyznie wyrastajacych z punktu. Traktujac o$
rzeczywistg jako dwie igly i odbijajac gérng péiptaszczyzne na dolng, w przypadku dwéch igiet
uzyskamy asymptotycznie stabilny uktad szesciu igiet. Dla trzech igiet po odbiciu uzyskamy
osiem, czyli dwie z nich (jedna na polptaszczyznie) beda musiaty przegraé¢ rywalizacje.
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Rysunek 5.11: Predkosci wzrostu trzech igiet na poétplaszczyznie. Predkodci bocznych igiet sg
identyczne (linia ciggta). Srodkowa (linia przerywana) poczatkowo rosngca identycznie jak
igly po bokach, przegrywa rywalizacje i jej predkoéé¢ spada z czasem do zera.

Sytuacja powinna znaczaco zmienié sie przy przejéciu do geometrii kanatu. Boczne Scianki
ograniczajg przestrzen dla igiel zmuszajac je do konkurencji, przez co spodziewaé sie bedziemy
efektu rywalizacji juz dla dwoch igiet.
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Rozdzial 6

Roé6wnanie Loewnera dla po6ipaska

Wyprowadzone w poprzednim rozdziale rownanie Loewnera nie jest jedynym réwnaniem tego
typu. W oméwionym dotychczas przypadku iglty zaczynaty sie w dowolnym punkcie osi rzeczy-
wistej i rosly w obszarze péltplaszczyzny. W pdzniejszych pracach pojawilty sie wersje tego réw-
nania dla innych geometrii.I tak np. w pozycjach [24], [26], [27] mozna znalez¢ oprocz rownania
dla potptaszczyzny, rownanie dla igiet rosnacych w obszarze D = {z € C: Im(z) € | 0,7 [ }
i zaczynajacych sie na osi rzeczywistej (tzw. dipolar Loewner), igiel rosnacych w obszarze
W = {2 € C: |z| > 1} zaczynajacych sie na okregu jednostkowym (tzw. radial Loewner)
oraz w obszarze A = {z € C: e < |z| < 1, e € (0,1)} z iglami zaczynajacymi sie na okregu o
promieniu e (tzw. annular Loewner). Rysunek 6.1 przedstawia schematycznie obszary wzrostu
igiet dla czterech wymienionych wyzej przypadkéw. O ile przypadek radialny mozna trakto-

= = & (o)

Rysunek 6.1: Poréwnanie obszarow wzrostu igiet dla przypadkoéow: a) rownanie Loewnera dla
polplaszczyzny, b) dipolar Loewner, c) radial Loewner, d) annular Loewner

wacé jako model komorki Hele-Shawa o tej samej symetrii, to brakuje opisu odpowiadajacego
wzrostowi Laplace’a w prostokatnej komoérce Hele-Shawa. Réwnanie Loewnera dla pélptasz-
czyzny nie daje zadowalajacego opisu, gdyz wplyw §cianek bocznych nie jest zaniedbywalny.
W tym rozdziale wyprowadzimy réwnanie Loewnera dla dwuwymiarowego kanatu z odbijaja-
cymi §ciankami bocznymi. Precyzujac, interesowaé nas bedzie wzrost igiet z odcinka [-1,1] na
potpasku, przez co rozumiemy zbior P zdefiniowany w nastepujacy sposéb

P={zeC:Im(z) >0, Re(z)e]0,1[} (6.1)

Rozwigzywaé bedziemy réwnania Laplace’a w tym obszarze z warunkami brzegowymi v = 0 na
dolnej podstawie [—1, 1] i igtach, % = 0 na $cianach bocznych oraz %Z = const w nieskoriczo-
nodci. Odpowiada to warunkom brzegowym na ci$nienie w prostokatnej komoérce Hele-Shawa.
Ksztalt obszaru z zaznaczonymi warunkami brzegowymi dla réwnania Laplace’a pokazany

jest na rysunku 6.2. Bez straty og6lno$ci warunek w nieskoriczonosci mozemy sprowadzi¢ do
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4 u=0 1

Rysunek 6.2: Schemat obszaru PP zwanego poélpaskiem, z zaznaczonymi warunkami brzego-
wymi dla réwnania Laplace’a.

%Z = 1. Dla pustego paska (bez igiel) rozwigzanie rownania Laplace’a ma postac

U’O(x7y) =Y. (62)

To samo rozwigzanie jest uzywane przy wyprowadzeniu wzoru (2.26), a zatem réwnanie (2.26)
daje laplace’owski czynnik wzrostu nie tylko w przypadku poétptaszczyzny, ale i péipaska.

6.1. Réwnanie Loewnera dla jednej igly

Szukaé¢ bedziemy réwnania na funkcje g¢ dla ¢ > 0, bedacg odwzorowaniem konforemnym
g :P\I'1 - P (6.3)
Wprowadzmy, jak poprzednio, funkcje odwrotna

fi: P—=P\Iy
froge=grofr=1id, t=0 (6.4)

Odwzorowanie g; jest jednoznaczne dla danego I'i(t) z dokladnoscia do automorfizmu wiec
i tym razem potrzebny bedzie warunek normalizujacy, ktéry ustali jednoznacznie funkcje.
Poniewaz na dolnej podstawie paska uzywamy innego warunku brzegowego, to chcielibyémy
aby mapowanie f; moglo byé rozszerzone na ciagty surjekcje dolnej podstawy f; : [—1,1] —
[—1,1] U T, dlatego jako warunki normalizacji przyjmiemy
lim g(z)+1=1limg(z) —1=0 (6.5)
z——1 z—1
Ponadto chcemy aby &cianki boczne pélpaska przechodzily na siebie, stad wynika zadanie
by punkt w nieskorniczonosci byt punktem stalym odwzorowania. Te warunki jednoznacznie
okreslg funkcje g;. Jak pokazemy, z warunkéw tych wynika iz

lim Olm|[g;(z + iy)]

Y—00 ay ’ (6 6)
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a stad, ze
lim ou(zx,y) — lim Oug(Re[ge(z + iy)], Im[g:(z + iy)]) — lim Olm[g,(z + iy)]

— =1, (6.7
y—oo Oy y—00 dy Y00 Ay (6.7)

czyli spelniony jest warunek brzegowy w nieskoriczonosci.

Calo$¢ wyprowadzenia réwnania Loewnera dla potplaszczyzny opierata sie na odwzorowa-
niu weiggajacym w 0§ rzeczywista caly igle o dtugosci v/2hd rosnaca w kierunku osi urojonej.
Postarajmy sie teraz skonstruowac¢ analogiczng funkcje dla potpaska ,wciggajaca’ taks samg
igte ale w odcinek [ —1,1 | z uwzglednieniem juz na tym poziomie warunku normalizacji (6.5).
Idee konstrukcji przedstawia rysunek 6.3.

Cc
c 1 I
—— . Bg D
BLD A E
A E
lz

q) -1 1
-e - eoeoeol e
A BCD E
ls
4
-
— o000
A BCD E A BCD E

Rysunek 6.3: idea konstrukcji ¢

Pierwsze odwzorowanie oznaczone na rysunku przez ,1” przeksztalca poétpasek na pot-
plaszczyzne z zachowaniem punktéw A = —1 oraz £ = 1 w tym samym miejscu i jest to
funkcja sin (gz) Pamietajac, 7ze wysokos¢ igly jest mata, czyli v2hd << 1 mozemy obliczy¢
wysoko$c¢ igly po zadzialaniu pierwszym odwzorowaniem z rozwiniecia w szereg Taylora do
cztonéw liniowych w h (dla uproszczenia zapisu pomija¢ bedziemy w notacji zaleznosé d i a
od czasu t).

2 .
sin (g(a +iV 2hd)> ~ (1 + %hd) sin <ga> + %\/ 2hd cos (ga> . (6.8)
Zatem oznaczajac nowg wysoko$¢ iglty przez v 2hd' otrzymujemy

2
T T
d = d— cos® (—a) 6.9
1 5 (6.9)
Wprowadzmy takze (1+ Thd) = 8. Odwzorowanie ,2” wcigga iglte w 0§ rzeczywisty, czyli
p y 4

jest to uzywana wczesniej do wyprowadzenia réwnania na poélplaszczyznie funkcja, ktéra po
uwzglednieniu ,1” ma postaé

o(z) = \/<sin (gz) — [sin (ga)>2 + 2hd’ + sin (gd) . (6.10)

Przez sin (g&) oznacza obraz czubka igly. Odwzorowanie ,3” jest automorfizmem poéiptasz-
czyzny zespolonej z punktem stalym w nieskoriczonodci, czyli funkcjg liniows o parametrach
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rzeczywistych. Aby spelni¢ warunek normalizacji zadamy, aby po dziataniu ,,3” punkty A i
E wrocity na A = —1 1 F = 1. Ostatnie odwzorowanie ,4” to funkcja odwrotna od ,1” czyli
2 arcsin(z). Ostateczna postaé ¢ to

T

6(2) = 2 arcsin 2 M)] (6.11)

Faresin |y () - 255

Do wyprowadzenia réwnania Loewnera dla poélpaska potrzebna nam bedzie jedynie czes$é
liniowa w h wzoru (6.11). Rozwijamy wiec najpierw pomocnicze wartosci wystepujace w (6.11).
Przy przeksztalceniach bedziemy pomijaé¢ symbol O(h?), czyli réwnoéé bedziemy rozumieé z
dokladnoécia do cztondéw liniowych. Policzmy

p(z) = \/<sin (gz) — Bsin (ga)>2 + 2hd + sin (g&> _
- (Sin (gz) ~ s (ga» \/1 + G %lsm Ga Ho (ga> _

T T hd' T
= sin|—-z]—[0sin|( = in(—al. 12
sm<2,z> 5SIH(2a)+sin(§z)—sin(%a)+Sm<2a> (6.12)
Teraz réznice
1 1 hd' hd'
S(p(l) —p(=1) = =<2 =
2 (p(1) = o(=1)) 2 l Tz sin ($a) 14 sin (ga)]
hd 2
= 14+-— — 1+ hd™ (6.13)

i tak samo dla sumy
v v
1 —1 = — 1 —_ - & 7 1 " —
(p(1) + (-1)) ﬁs1n<2a)—|—1_sin2(%a)+sm<2a)
— —sin (ga) +sin (ga> . (6.14)
Wstawiamy do (6.11) i dalej rozwijamy w h
_2 arcsin -# sin (Wz> — Bsin <7Ta> + hd + sin (Wa) _
T 14 hd%2 2 2 sin (§z) — sin (§a) 2 B
i 2 / )
= g arcsin || 1 — hdw— sin (Ez> + — hd - - hdw— sin (Ea> =
T I 4 2 sin (§z) — sin (§a) 4 2

2 S - hd’' 7. (7 /T
= —arcsin [sin | —z | + — - —hd— (sin [ —a | + sin z
T 2 sin (%z) — sin (%a 4 2

DN | =




=z+ g#ﬂ_hdﬁ - :()82 (52) - =
meos(5z) 4 \sin(5z) —sin(5a)

— 2+ hd> COS(%?) .

2sin (§z) — sin (§a)

(6.15)

Dla powyzszego rozwiniecia zachodzi lim, o, ¢(z) = oo (do nieskoriczonosci mozemy dazyé
tylko po z € P, czyli przy Im(z) — o0). Teraz analizujac odwzorowanie g, w chwilach czasu ¢
it + h rozwazmy zlozenie postaci

girn = b0 ge + O(R?), (6.16)

podstawiamy (6.15) i otrzymujemy

T cos (5gt)
= hd= 2 :
Geth = ge + 1y sin (5g¢) — sin (5a)
Dzielac przez h i przechodzac z h — 0 otrzymujemy réwnanie Loewnera dla jednej igly na
poipasku

(6.17)

: 7T cos (59:(2))
z) =d(t)=— - 6.18
6:(2) ( )2 sin (5g¢(2)) — sin (5a(t)) (6.18)
Zauwazmy, ze dla z — oo (co implikuje g; — 00) otrzymujemy g; = —id(t)%. Rézniczkujac
obustronnie w zmiennej z dostajemy
lim ¢/, = 0. (6.19)

Z—00

W chwili poczatkowej go = z stad ¢{, = 1 czyli rzeczywiscie warunek stalego gradientu w nie-
skoriczonosci jest spetniony. Potrzebujemy oprécz réwnania Loewnera, znalezé ruch bieguna,
czyli zalezno$¢ a od t. Rownanie (6.18) jest osobliwe dla z = a, gdyz ¢(a) nie jest dobrze
okreslone. Odcinki (—1, a) oraz (a, 1) przechodzg na odcinki (—1,b) oraz (c, 1), gdzie b—c # 0
( oczywiscie przy h — 0 odlegtosé b — ¢ — 0). Zdefiniujmy wiec funkcje w tym punkcie jako
$rednig arytmetyczng granic bi c

i ¢(a(t) —€) + ¢(a(t) +€) _

dat) = lim 5
cos (Z(a(t) + €)) cos (5 (a(t) — €)) >

= hd(t)4l'_>0<sm (Z(a(t) +¢)) —sin (Za(t)) +Sin(g(a(t)
- _tg< ) (6.20)

Stad wynika rownanie na ruch bieguna, zapewniajace geodezyjnosé, postaci

™

at) = 2 d(t) 1 (ia(t)) . (6.21)

Rozwigzania W ogolnosci rownania (6.18) nie da sie rozwigza¢ analitycznie, ale dla przy-
padku a(0) = 0, co implikuje a(t) = 0, znajdziemy takie rozwigzanie. Rozwazmy na poczatek
przypadek d(t) = 1. Rownanie ma wowczas postaé:

. T T
96 =3 ctg (5915) (6.22)
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Catkujemy 7z takimi samymi granicami jak przy szukaniu poprzednich rozwigzan

/0 Sln(2gt / it
g COS(Qgt

g10 <COS<7r >)—7Tt
w8 27)) T 2"

Otrzymujemy potozenie wierzchotka igly w funkcji czasu

czyli

™

2 7r
v(t) = — arccos (e 1 t) .

(6.23)

(6.24)

(6.25)

Dla rzeczywistych ¢ powyzsza funkcja ma wartosci czysto urojone, czyli igta jak sie mozna
bylo spodziewaé z symetrii zagadnienia ro$nie pionowo do gory, jak przedstawia to rysunek

6.4. Dlugos¢ igly w funkcji czasu wyraza si¢ wzorem

A

y

v

Rysunek 6.4: Ksztalt igly na pasku startujacej z a = 0.

2 T
I(t) = — arccos (e 1 t) .

s

Rozwiniecie (6.26) w szereg potegowy w ¢t wokol zera ma postac:

1(t) = Vavi + %ti +0(t3).

(6.26)

(6.27)

Dla matych ¢ rozpoznaé mozna wzrost igly jak dla pélptaszczyzny i d = 1 (5.24), czego mozna
bylo sie spodziewaé, gdyz mala igta nie powinna ,odczuwaé” wplywu Scianek i zachowywagé

sie igla na potplaszczyznie.

Rownania Loewnera dla jednej igly startujacej z innego punktu niz ag = 0 nie da sie
rozwigzaé analitycznie, pozostaja jedynie wyniki numeryczne. Ksztalt igty uzyskany dla ag =

0.5 przedstawia rysunek (6.5).
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Rysunek 6.5: Ksztalt jednej igly rosnacej na pétpasku, startujacej z a = 0.5

Startujac z dowolnego miejsca na pasku igta w pierwszej fazie rosnie pionowo, nie odczu-
wajac wplywu $cianek. Juz przy wysokosci rzedu 1/10 szerokosci paska efekt brzegu zaczyna
byé odczuwalny i igla jest przyciggana do osi symetrii, gdzie gradient pola jest najwiekszy.
Asymptotycznie igla ro$nie wzdtuz osi symetrii. Mozemy znalez¢ analityczne rozwigzanie row-
nania (6.21) na ruch bieguna, przy d = 1, z warunkiem poczatkowym a(0) = ag. Jest to

2 2
a; = — arcsin [estsin (anﬂ (6.28)
T 2

Tak samo jak igla, biegun jest z czasem przyciggany do osi paska tzn. limy_ a(t) = 0.
Powyzszg zaleznosé¢ przedstawia rysunek 6.6. Jak juz wspomnielismy, dtugosé¢ igty w funkcji

0.6 | | | |

0.5

0.4

@ 0.3
0.2

0.1

0

O 1 2 3 4 5

Rysunek 6.6: Ruch bieguna a(t), dla jednej igly rosnacej na potpasku ze statym czynnikiem
wzrostu d = 1

czasu dla d = 11 a(0) = 0 mozna wyznaczy¢ analitycznie (6.27). W przypadku a(0) #

0 do znalezienia ksztaltu igly uzywamy calkowania numerycznego, jednak okazuje sie, ze
np.dla a(0) = 0.5 zalezno$¢ wysokosci od czasu roznita sie asymptotycznie od tej dla igly
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symetrycznej o ok. 4 - 10~2. Nawet dla igiet zaczynajacych sie znacznie blizej -1 lub 1 réznice
w zaleznos$ci dlugosci od czasu sg tego samego rzedu.

Przejdzmy do trudniejszego przypadku laplace’owskiego. Wiemy, ze dla d = |f"(a)
igta rosnie po tej samej trajektorii co igla z d = 1, ale z inng zaleznoscig wysokosci od czasu. Do
jej wyznaczenia potrzebne nam bedzie odwzorowanie wciggajace prosta igte o wysokosci h(t)
w podstawe paska. Konstrukcja takiej funkcji przedstawia sie schematycznie tak samo jak dla
infinitezymalnej iglty, czyli jak na rysunku 6.3. Wciaggaé igle w 0§ rzeczywistg bedzie funkcja

|—3/2

\/sim2 (Zz) + sinh? (Zh(t)), potem aby —1 i 1 wrécily na swoje miejsce nalezy podzieli¢ przez
czynnik cosh (gh(t)) i wrécié na pasek przez %arc sin. A zatem funkcja wciggajaca igle o
wysokosci h(t) w podstawe paska bedzie miata postaé

(\/sin2 (Z2) + sinh? (%h(t))) .

cosh (Sh(t))

&(z) = 2 arcsin (6.29)

s

W celu znalezienia laplace’owskiego czynnika wzrostu potrzebujemy drugiej pochodnej f,
postuzymy sie szeregiem tozsamosci:

frogi(z) =z, (6.30)
résmiczkujemy pierwszy raz
fi(a(2) - gi(2) = 1 (6.31)
i drugi raz
{(9:(2) - 982 (2) + fi(9e(2)) - g/ (2) = 0. (6.32)

Stad otrzymujemy przechodzac do granicy z — + i pamietajac, ze lim¢_g f(a + i€)) =~

t(a) =~ lim 5 f;((?) (6.33)

Wiemy, ze v = ih(t), a = 0. Mozemy zatem policzy¢ (pomijajac ucigzliwe przeksztalcenia)

1
7 i (2) m m
O = tim 55 = Fetah (5h0)) (6.34)
W granicy h — oo otrzymujemy
lim |f(0)] = =. (6.35)
h(t)—o0 2

Czynnik wzrostu zdefiniowany réwnaniem (5.10) ma zatem postaé

d(t) = E ctgh (gh(t))} 302 (6.36)

a jego asymptotyczna warto$é to

N\ 32
lim d= () ~ 0,507949 . .. (6.37)
h(t)—o0 2
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Wstawiajac &:(z) do rownania Loewnera otrzymujemy

() = 5 [Feten (50)] et (346)). (6.38)

Po wstawieniu postaci funkcji &(z) ze wzoru (6.29) i wielu przeksztalceniach arytmetycznych
otrzymujemy réwnanie rozniczkowe na h(t) postaci

() = %tgh (;rh(t)>. (6.39)

Niestety powyzszego rownania nie da sie rozwigzaé analitycznie, wiemy natomiast, ze dla ma-
lych h(t) mozna nim réwnaniu zastosowaé przyblizenie 2 tgh (Zh(t)) ~ h(t). Z tego réwnania
za$§ wynika paraboliczny wzrost w czasie, czyli jak w przypadku rownania (5.30) opisuja-
cego wzrost igly na polplaszczyznie z laplace’owskim czynnikiem wzrostu. Asymptotycznie
z h(t) — oo prawa strona rownania dazy do stalej, stad predko$¢ wzrostu jest stala i dana
przez:

™

lim o(t) = | f7/(0)]71/? = <_

—1/2
2) ~ 0.7978845 . .. (6.40)

Uzyskang numerycznie zalezno§é dtugosci od czasu w przypadku laplace’owskim, dla a = 0
przedstawia rysunek 6.7.

I
ORr NWMOUE O

Rysunek 6.7: Zaleznoé¢ dtugosci od czasu dla jednej igly rosnacej na potpasku z laplace’owskim
czynnikiem wzrostu, startujacej z a = 0.

Dla matlych czaséw rozpozna¢ mozemy wzrost paraboliczny, odpowiadajacy fazie, gdy
wplyw $cianek jest zaniedbywalny, szybko przechodzi on jednak we wzrost ze stalg predko-
$cig, czyli asymptotyczne zachowanie dla paska. Analogicznie do przypadku statego czynnika
wzrostu, mimo réznego ksztaltu igiet, réznice w powyzszej zaleznoéci dla poczatkowego a = 0 i
a = 0.5 s rzedu 1072, Zbada¢ mozemy jeszcze zalezno$é czynnika wzrostu i predkosci wzrostu
od czasu. Chociaz jej postaé analityczna nie jest znana, mozemy wyznaczy¢ asymptotyczne
wartosci d i v dane odpowiednio réwnaniami (6.37) i (6.40). Zaleznos¢ czynnika wzrostu i
predkosci od czasu uzyskane numerycznie przedstawia rysunek 6.8.
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Rysunek 6.8: Zaleznos¢ czynnika wzrostu d (po lewej) i predkosci wzrostu v (po prawej) dla
jednej igly rosngcej na poétpasku z laplace’owskim czynnikiem wzrostu, startujacej z a = 0.

Igla startujaca z innego miejsca niz a = 0, jak juz wiemy jest przyciggana do $rodka
paska i asymptotycznie zachowuje sie jak igla rosngca wzdtuz osi symetrii. Wygiecie igly na
dole paska (widoczne na rysunku 6.5) nie powinno mie¢ wplywu na asymptotyczng wartosé
czynnika wzrostu i predkosci igly. Rzeczywiscie dla igly startujacej z a = 0.5, zaleznosci od
czasu czynnika i predkosci wzrostu réznig si¢ o wartoéé rzedu 1072 od tych dla igty startuja-
cej z a = 0, natomiast warto$¢ asymptotyczna odtwarzana jest z maksymalng dokltadnoscia
NuUMeryczng.

Po przeanalizowaniu zachowania jednej igly mozemy zaczaé szukaé efektu rywalizacji w
uktadzie o wiekszej liczbie igiet.

6.2. Réwnanie Loewnera dla wielu igiel

Uogolnienie na n € IN igiet przeprowadzamy prawie tak samo jak dla péiptaszczyzny. Szukamy
réwnania na g; dla t > 0 bedacego konforemnym odwzorowaniem

g P\ (THuTyu...UT,) - P

Jednoznacznosé uzyskamy z warunku (6.5). Oznaczmy przez vi(t),k = 1,2, ...,n wierzcholki
tukow T'x(t). Ponadto wprowadzamy oznaczenia analogiczne do przyjetych na polptaszczyznie

fi:P—>P\(THUlU...UTy,)
ftogg=giofr=1d, t>0
ar(t) = g (1)), k=1,2,...n

Analizujac odwzorowanie g; dla czaséow ¢ i t 4+ h rozwazmy nastepujace zlozenie
Gi4h = Pno... 0By 0Py 0 g+ O(h?), (6.41)

ponadto dla 5,k =1,2,....,n

aj = a;(t)
a? = @k(a§_1)
aj = a(t+h). (6.42)
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Funkcje ®; dane sg przez

q)j(z):z—khdgsm(gz)cosiizﬂ Iy (6.43)

2%

Speliajg one zalozenia lematu o pochodnej zlozenia, zatem rozwiniecie do cztonéw liniowych
ztozenia (6.41) ma postac

T — cos (5gt)
gen(2) = gi(2) + 5 D hdi— 2 (6.44)
t+ 2 ; sin (§g¢) — sin (§a;)

W mianowniku pojawia sie a;, gdyz przy h — 0, a’

1 . . .
— a;(t). Réwnania na ewolucje a;

mozemy znalezé z tego samego zlozenia (6.41), ale pamietajac, ze przy obliczaniu ®; ( I 1)
uzy¢ musimy rozwiniecia (6.20)

aj(t+h) = a;(t) — %hdj(t) tg (g ) zn: cos (5a;(t))

% (Za;(1)) —sin (Zai(2)) (6.45)

w|=1

Przechodzac w rownaniach (6.44) i (6.45) z h do zera otrzymujemy réwnanie Loewnera dla n
igiel na potpasku

T e cos (5g¢)
32 :

4
“ "sin (5g;) — sin (ai)’ (6.46)

9t

oraz warunek na ruch biegunéw, zapewniajacy geodezyjnosé

) " cos( ar)
ap = **dk tg( ) Z
t “sin (

) s G (6.47)
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Rozwigzania Rozwazanie rozpocznijmy od zachowania dwoch igiet w przypadku statych i
rownych czynnikéow wzrostu d = 1. Ksztalt igiet (po lewej) dla przyktadowych, symetrycznych

warunkow poczatkowych aq(0) = 0.75 = —ag(0) uzyskanych numerycznie przedstawia rysunek
6.9.
6 T T T
|
5F | -
I
I
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|
> 3} i -
'l,
2 ! .
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/ 1 1 1
-1 -0.5 0 0.5 1
X

Rysunek 6.9: Ksztalt dwoch igiel rosngcych na pétpasku ze stalymi czynnikami wzrostu,
startujacych z symetrycznego potozenia poczatkowego biegunow aq(0) = 0.75 = —ay(0)

Obserwujemy zblizanie sie igiel do prostych x = 0.5 1 x = —0.5. Dla warunkéw poczatko-

wych a;1(0) = 0.25 = —a2(0) to samo zjawisko wida¢ na rysunku 6.10.
6 T T T
|
5F i -
4 i -
|
|
> 3 '= -
2 + ‘\\ —
1 -
L 1 1
-1 -0.5 0 0.5 1
X

Rysunek 6.10: Ksztalt dwoch igiel rosngcych na poétpasku ze stalymi czynnikami wzrostu,
startujacych z symetrycznego polozenia poczatkowego biegunow a;(0) = 0.25 = —ay(0)

Natomiast dla warunku poczatkowego a;(0) = 0.5 = —a2(0) igly rosng prosto, jak na
rysunku 6.11.
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Rysunek 6.11: Ksztalt dwoch igiet rosngcych na pétpasku ze stalymi czynnikami wzrostu,
startujacych z symetrycznego polozenia poczatkowego biegunow aq(0) = 0.5 = —aq(0)

To samo zjawisko nastepuje dla biegunéw, a; i as przyciggane sg do £0.5. Intuicyjnie
mozna bylo sie spodziewaé takiego zachowania z interpretacji fizycznej zachowania igiet, przez
model DLA. Przypomnijmy, ze w tym modelu, opisanym w paragrafie 2.4 zakltadamy, iz z
nieskoriczono$ci wypuszczany jest staly strumient dyfundujacych czastek, ktore przyklejaja
sie do czubka igly powodujac jej wzrost.Igly dzielg sie strumieniem czgstek w ten sposob,
aby kazda otrzymywala ich tyle samo, zatem rozloza sie jednorodnie na odcinku [—1,1] i
beda utrzymywaé state odlegtoéci miedzy sobg i potowiczng odlegtosé do odbijajacych czastki
$cianek bocznych. Ogolnie dla n igiet na potpasku moglibySmy sie spodziewaé ze poltozenia
biegunéw a; = (2i+1)/n—1,4i=0,...,n— 1 beda punktami stalymi uktadu réwnan (6.47)
ze stalymi d = 1. Sprawdzmy dla bieguna o indeksie k

Lo T, w2k —n+1 T — COS(%%) _
W= Tyl n 5; <7r2k n+1)_sin(12i7n+l)_
l*k 2 n
n—1 7w 2k— n+1
7Tt <7r2kn+1>+7r COS( )
4 2 n 2 — 2cos<2 (QkZZH-FmEZH))SlH(% (2k52+1_2132+1>)
i£k
~ _Etg<z2k—n+1>+z"§ cos (52514 )
4 2 n 2 = 9cos (gik”;”*l) sin (%%)
i#k
T w2k —n+1 Py tk+1—n+1 mk—1
= —“tg(= N g () —etg (= =
4g<2 n ) 42‘%(2 n ) Cg<2n)
i2k
T w2k —n+1 et mk+i+1 Tk —1
= gty 4l T il _
4g<2 )+4;t<2 n ) t(2n>
itk
T w2k +1 F— Tk—1 et Tk —1i
= Jew(3 )+ T X es(5h) T es(5) =
S 7
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Indeks k& byt dowolny, zatem rzeczywiécie takie polozenie biegundéw jest punktem statym
uktadu. Mozemy zaobserwowaé, ze dla dowolnego potozenia poczatkowego dwoch igiet uktad
bedzie dazyt do opisanego w ten sposéb stanu, co pokazuje rysunek 6.12.

6 T

ol
I
|

\
\

Rysunek 6.12: Ksztalt dwoch igiet rosngcych na poétpasku ze stalymi czynnikami wzrostu,
startujacych z niesymetrycznego polozenia poczatkowego biegunow aq(0) = 0.6, a2(0) = 0.8

Uktad rownan (6.47) ze stalymi czynnikami wzrostu stanowi bardzo ciekawy przyklad
ukladu dynamicznego. Pierwszy czlon odpowiada zewnetrznemu oddzialywaniu na kazdy z
biegunéw, ktére przycigga je do a = 0, drugi za$ to nieliniowe, odpychajace oddzialywanie
miedzy biegunami. Z uwagi na czton odpychajacy, trajektorie biegunéw nie mogg sie przeci-
naé¢. Tak skomplikowany uklad posiada zarazem punkty state o tak duzej symetrii. Przypadek
statych czynnikéw wzrostu nie jest jednak interesujacy fizycznie. Duzo ciekawsze i wazne z
eksperymentalnego punktu widzenia sg laplace’owskie czynniki wzrostu. Przy statych czyn-
nikach wzrostu jak juz wiemy, rywalizacja wystapi¢ nie moze. Czy zatem rozwazajac dwie
igly z laplace’owskim czynnikiem wzrostu mozna uzyskaé¢ rywalizacje? Zbadajmy najpierw
warunki poczatkowe z symetria odbicia wzgledem srodka paska, tzn. a;(0) = —a2(0). Zda-
waé by sie mogto, ze takg samg symetrie musi mie¢ takze rozwigzanie. W tym przypadku
spodziewaé sie bedziemy, tak jak jak mozna bylo zaobserwowaé¢ w eksperymentach odpowia-
dajacych wzrostowi Laplace’a, niestabilnosci rozwigzania. Metody numeryczne zawsze obar-
czone sg jakim§ bledem (co moze odpowiadaé¢ fizycznym fluktuacjom pola Laplace’a), przez
co niestabilne rozwigzanie symetryczne bedzie przechodzi¢ w jedno ze stabilnych rozwigzan,
ktore znajdowaé bedziemy numerycznie. Rysunek 6.13 przedstawia ksztalt igiet startujacych
V4 al(O) =0.5= *CLQ(O).
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Rysunek 6.13: Ksztalt dwoch igiet rosnacych na pétpasku z laplace’owskimi czynnikami wzro-
stu startujacych z symetrycznego potozenia poczatkowego biegunow aq(0) = 0.5 = —ag(0).
(Obcieto na rysunku faze réwnoleglego wzrostu)

Symetria jest spontanicznie lamana. Przeanalizujmy jeszcze ruch biegunéw dla tego przy-
padku (rysunek 6.14).

05 =

Rysunek 6.14: Ruch biegunéw dwoch igiet rosngcych na pétpasku z laplace’owskimi czynni-
kami wzrostu, startujacych z symetrycznego potozenia poczatkowego biegunéw a;(0) = 0.5 =
—GQ(O).

Biegun zwycieskiej igly dazy do zera, natomiast pokonanej spychany jest do 1 lub -1. Dla
dwoch igiet rownania na ruch biegunéw maja postaé:

) T T T cos (§ai)
=——di t — —d 2
a“ TR <2a1> + 2% sin (Fa1) —sin (Faz)
T cos (Faz)

(6.48)

s = —"dy t (fa>+fd
2T TR B\ p* 2 lsin(%aQ)—sin(%al)
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Jedli zatozymy, ze druga iglta przegrywa, wowczas do — 0. Wstawmy zatem do réwnan do =0

™ Vs
) = ——dj tg| =
a 1 1 g<2a1>

- m cos (§az)
p— _— . -4
@2 2dlsin (5az2) —sin (Fa1) (6.49)

Punktem stalym pierwszego z réwnani jest a; = 0. Wowczas drugie réwnanie ma postaé

s = —%dl ctg (g@) (6.50)

i dla niezerowego di, jego punkty state to ag = 1 lub ay = —1. Zjawisko to mozna zrozumieé
pamietajac ze podstawa paska ,wciggana” pod dzialaniem funkcji f; na powierzchnie boczng
igiet wraz z podstawa. Gdy jedna z igiet jest dtuzsza, jej obraz zajmuje wiekszg cze$¢ odcinka,
odpowiadajacy jej biegun zbliza sie do zera, a drugi biegun spychany jest ku kranicom.

Proces rywalizacji przesledzi¢ mozna bardzo doktadnie na rysunku 6.15, przedstawiajacym
czynniki wzrostu, oraz predkosci igiet z rysunku 6.13.
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Rysunek 6.15: Zalezno$¢ czynnika wzrostu d (po lewej) i predkosci wzrostu v (po prawej),
dla dwoch igiet rosngcych na pétpasku z laplace’owskimi czynnikami wzrostu, startujacych z
symetrycznego polozenia poczatkowego biegunow a;(0) = 0.5 = —az(0).

Poczatkowo igly sg identyczne i rosng z jednakows predkoscia, do czasu ok.1.5-2 (polozenia
poczatkowe igiet sg identyczne z doktadnoécia do 15 cyfr znaczacych, a wszelkie réznice w ich
ewolucji wynikajg z wplywu szumu numerycznego i niestabilnosci uktadu). Nastepnie jedna
z igiel wybija sie ponad druga, przez co ro$nie coraz szybciej, az osiggnie asymptotyczne
wartosci czynnika i predkoéci wzrostu dla jednej igly rosngcej samotnie na pasku. W tym
samym czasie predkos¢ i czynnik wzrostu przegrywajacej igly spadaja do zera. Na rysunku
6.20 obejrze¢ mozemy wersje rysunku 6.13 z naniesionymi liniami ekwipotencjalnymi pola
Laplace’a wokot igiel. Na pole wokét zwycieskiej igly, pokonana zdaje sie w ogdle nie mieé
wplywu. Gradient pola przy czubku przegrywajacej na rysunku igly jest sto razy mniejszy,
niz przy czubku wygrywajacej.

Aby zbada¢ dokltadniej wptyw igiel na siebie, przyjrzyjmy sie doktadniej ksztattom po-
czatkow igiel z rysunku startujacych z troche bardzie rozsunietego warunku poczgtkowego,
czyli a1(0) = 0.75 = —ag(0). Poréwnajmy je z ksztalttem igiet rosngcych ze stalym czynnikiem
wzrostu oraz pojedyncza igla startujacg z tych samych warunkéw poczatkowych. Poréwnanie
to przedstawia rysunek 6.16.

Widaé, ze zarowno przegrywajaca igla (po lewej), jak 1 wygrywajaca (po prawej) poczat-
kowo pokrywaja sie z poréwnywanymi przypadkami (do wysokosci ok 0.5). Pierwsza oddziela
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Rysunek 6.16: Poréwnanie trajektorii dwoch igiet rosngcych z laplace’owskimi czynnikami
wzrostu (linia kropkowana) z trajektoriami dwoch igiet rosnacych ze statymi czynnikami wzro-
stu (linia przerywana) i pojedynczymi igtami zaczynajacymi sie w tych samych punktach co
dwie badane, rosngcymi samotnie na pasku (linia ciggla). Poczatkowe potozenia biegunow
a1(0) = 0.75 = —ay(0). Z lewej zblizenie lewej igly, a z prawej - prawej igly.

sie pojedyncza igla, brak w tym przypadku efektu odpychania miedzy igtami, ktory utrzymuje
asymptotycznie dwie igly w statej odlegtosci réwnej jedne. Laplace’owskie igly oddzielaja sie
od przypadku symetrycznego okoto wysokoéci 1.5-2 czyli przy wysokosci tego samego rzedu
co odleglosé miedzy iglami.

Aby przesledzi¢ proces rywalizacji zbadajmy stosunek predkosci wzrostu vy /vy w funk-
¢ji réznicy dlugosci I} — lo. Poréwnajmy zatem dane numerycznie z wynikiem analitycznym
dla nieskoriczenie dtugich, prostych igiet (4.10), czyli v1/ve = exp(7/2(l1 — l2)). Por6wnanie
przedstawia rysunek 6.17. Nalezy zwrocié uwage, ze argumentem funkcji na wykresie jest roz-

log(va/vy)
o
|
]

711

Rysunek 6.17: Stosunek predkosci igiet w funkcji réznicy dtugosci w skali pét-logarytmicznej
dla dwoch igiet rosnacych na poétpasku z laplace’owskimi czynnikami wzrostu, startujacych z
symetrycznego, stabilnego potozenia poczatkowego biegunow a1(0) = 0.5 = —ay(0). Wynik
numeryczny (linia ciaggla) i wynik analityczny dla nieskoniczenie dtugich, prostych igiet (4.10)
(linia przerywana)

nica dtugosci, ktéra jest niezerowa dopiero po rozpoczeciu rywalizacji, gdy wysokosc igiet jest
stosunkowo duza (ok.2). Na poczatku rywalizacji igly sa jeszcze skierowane pionowo do gory
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i dlatego dla matych [; — ls wykre§lona zalezno$¢ pokrywa sie z wynikiem dla prostych igiet.
Na etapie ewolucji odpowiadajacym odginaniu sie igiel dane numeryczne odbiegaja od roz-
wiazania (4.10). Przyczyna rozbieznosci wykresow jest ksztalt igiet (nie sa proste ) i miejsce,
w ktorym znajduje sie czubek przegranej igly (nie jest to §rodek przestrzeni miedzy wygrywa-
jaca igla a boczng Scianky). Asymptotycznie wyniki jednak dazy do krzywej analitycznej, gdyz
przy duzych roznicach wysokos$ci wplyw wygiecia igiet maleje. Z przyczyn czysto numerycz-
nych, zwigzanych z niedoktadnoscig liczenia sin i arcsin dla duzych argumentéw urojonych,
nie mozna byto zbadaé¢ dalszej fazy ewolucji uktadu.

Dla przypadkéw niesymetrycznego potozenia poczatkowego biegunéw, czynniki wzrostu
i predkosci igiet od poczatku sie réznia, zatem réwnanie Loewnera na poélpasku zadaje de-
terministyczng, stabilng ewolucje, w ktorej zawsze ta sama igla przegrywa rywalizacje. Intu-
icyjnym moze wydawacé sie fakt, ze wygrywaé bedzie iglta startujgce blizej osi symetrii paska.
Potwierdzity to testy numeryczne. Przykladowe cztery trajektorie igietl, dla przegrywajacej
igty poltozonej w as(0) = 0.81 a;(0) = —0.7,—0.3,0.1, 0.5 przedstawia rysunek 6.18.
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Rysunek 6.18: Przyktadowe cztery ksztalty trajektorii dla dwoch igiet rosngcych na potpa-
sku z laplace’owskimi czynnikami wzrostu startujacych z polozen w a2(0) = 0.8 1 a1(0) =
—0.7,—-0.3,0.1,0.5

Eksperyment: Spalanie w komoérce Hele-Shawa Uzyskane przez nas wyniki mozna
poréwnaé z obserwacjami do§wiadczalnymi. Zik i Moses [28] wykonali eksperymenty spalania
kartki papieru w prostokatnej komoérce Hele Shawa przy malym stezeniu tlenu. Prostokatna
kartke podpalano na jednym z brzegéw a przez przeciwlegly krawedz podawany byt tlen. Wy-
palane na kartce ksztalty zmienialty sie ze zmiang predkoéci dostarczania tlenu. W przypadku
granicznym, bardzo matej ilodci tlenu, na kartce wypalalty sie podtuzne palce, ktére z dobrym
przyblizeniem traktowaé¢ mozna jako igly. Zdjecie z tego eksperymentu przedstawia rysunek
6.19. Zachowanie igiel na tym rysunku poréwnajmy z trajektoriami igiel wykreslonymi na
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Rysunek 6.19: Zdjecie z eksperymentu spalania w komoérce Hele-Shawa przy bardzo matej ilosci
tlenu. Widoczne sa zjawiska odpychania, rywalizacji i przejmowania przestrzeni po przegranej
igle.

rysunkach 6.13 i 6.18. Zaobserwowane dla dwoéch igiel na poétpasku zjawiska, takie jak: po-
czatkowe odpychanie sie igiel, rywalizacja i przejmowanie przez zwyciesky igte miejsca nad
przegrang wyraznie widoczne sg na zalaczonym zdjeciu.
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Rysunek 6.20: Poziomice pola harmonicznego wokot igiet z rysunku (6.13).
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Rozdzial 7

Rownanie Loewnera dla walca

Kolejnym przypadkiem, ktérym sie zajmiemy, jest problem wzrostu igiet w geometrii paska,
ale tym razem z periodycznymi warunkami brzegowymi: utozsamimy dwie pionowe Scianki
boczne, nadajac obszarowi ksztaltt nieskoniczonego walca. Szczegdlny przypadek takiego uktadu
(dla prostych igiet) byt juz badany w rozdziale 4. Periodyczne warunki brzegowe pozwalaja na
modelowanie matej liczby igiel, znajdujacych sie wewnatrz duzego uktadu. Przyjmujac, jak
poprzednio warunek stalego gradientu w nieskoriczonosci, majacego wartosé 1, dla pustego
(bez igiel) walca rozwigzanie rownania Lapalce’a jest takie samo jak w poprzednich rozdzia-
tach. Wynika stad, ze i tym przypadku bedziemy mogli korzystaé z rownania (2.26) na czynnik
wzrostu, ktéry bedzie odpowiadal wzrostowi laplace’owskiemu.

7.1. Rownanie Loewnera dla jednej igly

Do wyprowadzenia réwnania potrzebne nam jest odwzorowanie na walcu wciggajace malg igle
w podstawe walca. Klasycznie juz rozwazamy na pasku IP z utozsamionymi bokami y = 1 i
y = —1, igle o wysokosci v/2hd wychodzaca z punktu a > 0 na osi rzeczywistej (analogicznie
rozwazy¢ mozna przypadek a < 0). Zauwazmy, ze rozwigzanie rownania Laplace’a w takim
obszarze ma symetrie odbicia wzgledem osi x = a tzn. zamiana z na 2a — z nie zmienia
rozwigzania. Wynika stad, ze na prostej £ = a — 1 normalna do niej sktadowa gradientu pola
znika. Wykonujac zamiane zmiennych Z = z — a otrzymamy igle zaczynajaca sie w zerze o
wysokosci v/2hd na polpasku z warunkiem brzegowym % = 0 na Sciankach bocznych. W
tym przypadku poszukiwane odwzorowanie wciggajace igly jest identyczne z rozwazanym w

poprzednim rozdziale, jest to (6.15) z biegunem w a = 0:

$(3) = 7 + hd% ctg (gz> . (7.1)

Stad szukanym przez nas odwzorowaniem, z doktadno$cig do statej addytywnej a € R jest

U(z)=z+ hd% ctg (g(z — a)) —a+a. (7.2)

Aby unormowaé nasze odwzorowanie zauwazmy, ze rownanie Loewnera na walcu o podstawie
2L powinno dawaé rownanie Loewnera dla poélplaszczyzny w granicy L — oo, czyli

(7.3)



Nasz walec ma szeroko$é¢ 2, nietrudno jednak podaé¢ odpowiadajaca funkcje wciagajaca, dla
walca o podstawie 2L, dang przez przeskalowanie W(z)

U(2)/L =z/L + ggctg (g(z—a)/L> —a/L+a/L. (7.4)

Przechodzac z L — oo mamy ctg(3(z — a)/L) ~ 2L/(z — a). Woéwczas

hd _
\I’(z)—z—i-Zia—}—a—a. (7.5)

Z porownania (7.3) i (7.5) wynika, ze nalezy przyja¢ a = a.
Podstawiajac do ztozenia (5.6) i przechodzac z h — 0 otrzymujemy réwnanie Loewnera
dla jednej iglty na walcu

i = etg (G- a)) (7.6)

Przez przyjeta normalizacje, warunek geodezyjnosci ma taka sama postaé jak dla potplaszczy-
zny, czyli a = const. Réwnanie Loewnera dla walca nie wyrdznia punktéw na jego podstawie,
a jego rozwigzania odpowiadaja przesunietym o stalg rozwigzaniom dla jednej igly na $rodku
poéipaska.

7.2. Rownanie Loewnera dla wielu igiel

Uogolnienie na n € IN igiet przeprowadzamy tak samo jak dla potptaszczyzny. Oznaczmy przez
Yi(t), k = 1,2, ...,n wierzchotki tukow I'y(t). Ponadto wprowadzamy oznaczenia analogiczne
do przyjetych na pélptaszczyznie
ft:IP—>IP\(F1UF2U...UPn)
Jtogr=giofr=1id, t>0
ak(t) = lir%gt(fyk(t) +i€), k=1,2,..,n (7.7)
€—>

Analizujac odwzorowanie g; dla czaséw ¢ i ¢t 4+ h rozwazmy ztozenie

Gian =Tpo...0Wy0W; 0g +O(h?), (7.8)
gdzie
0 T
Ui(z)=z+ hd]E ctg (5(2 — aj)> . (7.9)
Ponadto dla 5,k =1,2,...,n
aj = a;(t)
a? = \Ilk(a?_l)
aj = aj(t+h) (7.10)
7 warunku normalizacji wiemy, ze a? = \Ifj(agfl) = a;}l. Funkcje W; spelniajg zalozenia

lematu o pochodnej zlozenia zatem rozwiniecie do cztonéw liniowych w (7.8) ma postaé
T, — T
Gn(z) = gu(2) + 5h ) dicte <§(gt — cu)) : (7.11)
i=1
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gdyz tak samo jak na pasku przy h — 0, a? — a;(t). Réwnania na zmiane a; mozemy znalez¢

z tego samego zlozenia (7.8), ale pamietajac, ze \I/j(a;} ) = ag !

T, T
a;j(t+h)=a; + §h;di ctg <§(aj — ai)> (7.12)
i#]

Przechodzac w rownaniach (7.11) i (7.12) z h do zera otrzymujemy rownanie Loewnera dla n
igiel na walcu

() =1 Zd ctg (50— ai)) (713)

a;j(t) == Zd ctg ( )) . (7.14)

1753

Rozwigzania Jak mozna zauwazy¢ z symetrii translacyjnej rownan (7.13), (7.14) dodanie
stalej do a; w warunkach poczatkowych nie zmienia dynamiki uktadu. Dla dwoch igiet statg

zawsze mozna dobraé tak, by a; = —ao i problem sprowadza sie do symetrycznego potozenia
poczatkowego dla dwoch igiet na potpasku. Rozwazmy ogoélniejszy uktad n igiet na potpasku z
d = 11 ta wlasnoscig, ze dla kazdego bieguna a; istnieje biegun a; taki, ze a; = —a;, wowczas
. T n COS (Egt)
g = 9 Z 7 2 T o (1 =
i=0 sin (fgt) — sin (fal( ))
oo i cos (59t) B
2 £ 2cos ( (9¢ + a;)) sin (§ (90 — ai))
T — 7r
i=0
T — i
= ZZCt (9t —a;) ) —tg th—az =
i=0
T — 7
= 3 Z ctg 5 (9t — ai) (7.15)
i=0

Otrzymalismy w ten sposéb réwnanie dla walca. Analogicznie postepuje sie z réwnaniem na
ruch biegunéw i rowniez uzyska sie wynik jak dla walca. Dla dwoéch biegunéw, gdy a3 —as = 1
podstawiajac do réwnania (7.14) z d = 1 otrzymamy a; = ag = 0. Takie poltozenie wzgledne
jest punktem stalym w ewolucji biegunéw. Zwr6émy uwage, ze taki uktad dazy do potozenia,
w ktorym odlegtoéé miedzy iglami jest réwna jeden i igly rosngé beda pionowo. Asympto-
tyczne zachowywaé sie on bedzie jak uktad opisany w rozdziale 4, czyli modelu prostych igiet.
Zbadajmy zachowanie takiego uktadu w przypadku laplace’owskim. Ksztalt igiel na walcu po-
rownany z ksztaltem dla igiet na pasku i tych samych warunkéw poczatkowych przedstawia
rysunek 7.1, za§ odpowiednie czynniki wzrostu - rysunek 7.2.

69



Rysunek 7.1: Ksztalt dwoch igiet rosngcych na walcu (linia ciggta) i na potpasku (linia przery-
wana) z laplace’owskimi czynnikami wzrostu, startujacych z potozenia poczatkowego biegunow
a1(0) = —0.2, a3(0) = 0.3.

0.6
0.5
0.4

0.2
0.1

Rysunek 7.2: Czynniki wzrostu d w funkcji czasu, dla dwoch igiet rosnacych na walcu (po
lewej) i dwoch igiel rosnacych na pétpasku (po prawej) z laplace’owskimi czynnikami wzrostu

05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
t

0.6
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05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
t

startujacych z polozenia poczatkowego biegunéw a;(0) = —0.2, a2(0) = 0.3.
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Na pélpasku wygrywa zawsze igla zaczynajgca sie blizej osi symetrii, a ewolucja w tym
przypadku jest deterministyczna. Inaczej jest na walcu - z powodu braku $cianek zadna igla
nie jest wyrézniona i to ktéra z nich wygra jest czysto losowe - spowodowane niestabilnoscig
i szumem numerycznym

Zwr6¢my uwage na ksztatt pokonanej igly. Na walcu uktad dazyt, w fazie rownego wzrostu,
do stanu stacjonarnego jak przy d = 1, czyli rownolegltych igiet oddalonych od siebie o 1. Gdy
jedna z igiet (A) byla hamowana, jej oddzialywanie z drugg igla (B) oraz jej periodycznym
odbiciem (B’) sprawialo, ze igla (A) pozostaje na swym koncu skierowana pionowo do gory. W
takim przypadku spodziewamy sie duzo lepszej zgodnoéci wynikéw numerycznych ze wzorem
(4.10). Przypomnijmy, wynik ten otrzymany dla prostych igiel w periodycznych warunkach
brzegowych ma postaé vy /vy = exp [7/2(la — l1)]. Poréwnanie uzyskanych numerycznie zalez-
nosci stosunku predkosci vy /v, w funkcji réznicy dtugosci lo —[; dla igiet na walcu i potpasku
z takimi samymi warunkami poczatkowymi przedstawia rysunek 7.3.

log(va/vq)

5 | | | | |
0 0.5 1 15 2 25 3

-1

Rysunek 7.3: Logarytm stosunku predkosci w funkcji réznicy dlugosci, dla dwoch igiet ro-
snacych na walcu z laplace’owskimi czynnikami wzrostu (linia ciggla) i igiel rosnacych na
potpasku z laplace’owskimi czynnikami wzrostu (linia przerywana) startujacych z polozenia
poczatkowego biegunéw a1(0) = —0.2, az(0) = 0.3. Krzywa analityczna dla ukladu prostych
igiet dana przez (4.10) zaznaczona jest linig kropkowana.

Powyzsze wyniki pokazuja, ze odejscie od zachowania asymptotycznego dla dwoch igiet
na poétpasku miato swojg przyczyne w istnieniu odbijajacych Scianek. Efekty brzegowe we
wzrodcie Laplace’a nie moga byé¢ zaniedbane i stosowanie réwnan nieuwzgledniajgcych ist-
nienia brzegu skazana jest na niepowodzenie, jako ze rozmiary np. komorki Hele-Shawa nie
sg zwykle zaniedbywalne w poréwnaniu z charakterystyczng odlegloscig miedzy dendrytami.
Formalizm réwnania Loewnera dla paska ma zatem szerokie zastosowanie praktyczne.
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Rozdzial 8

Podsumowanie

W pracy przeanalizowano problem wzrostu igtowych dendrytéw w polu harmonicznym (spel-
niajacym roéwnanie Laplace’a). Do rozwigzania problemu uzyto aparatu analizy zespolonej.
Kluczowe okazato sie zastosowanie formalizmu réwnania Loewnera, za pomocg ktérego mozna
§ledzi¢ ewolucje mapy konforemnej obszaru na zewnatrz rosngcych dendrytéw na prostszy ob-
szar plaszczyzny zespolonej, na ktérym rozwigzanie réwnania Laplace’a tatwo jest znalezé.

W szczegolnosci po raz pierwszy rownanie Loewnera zostato wyprowadzone i rozwigzane w
fizycznie bardzo waznej geometrii komorki Hele-Shawa (odpowiadajacej kanatowi, na boczne
Scianki ktorego narzucone sa odbijajace warunki brzegowe). Pokazano, ze wzrost w tej geo-
metrii charakteryzuje sie silnymi, nieliniowymi oddzialywaniami miedzy dendrytami, pro-
wadzacymi do zjawiska rywalizacji, w ktérym dluzsze dendryty hamuja wzrost mniejszych
znajdujacych sie w ich sasiedztwie. To wlasnie zjawisko sprawia, ze brzeg rosnacego obszaru
tworzy skomplikowane, fraktalne formy.

Rachunki analityczne, polgczone z obliczeniami numerycznymi pozwolity na ilo§ciowe scha-
rakteryzowanie rywalizacji miedzy dendrytami. Zbadano wplyw réznych warunkéw brzego-
wych (Scianki odbijajace, uktad periodyczny, nieskoriczona przestrzen) na stosunek predkosci
dendrytow ,zwycieskiego” do ,pokonanego” i poréwnano wyniki ze $cistym rezultatem, uzy-
skanym dla periodycznego uktadu prostych, réwnolegtych igiet.

Otrzymane nowe rownanie Loewnera otwiera perspektywe badarn poszukujacych kolejnych,
Scistych rozwigzan tego réwnania. Natomiast bliskos$¢ opisywanego nim uktadu do przypadkéw
rzeczywistych daje mozliwosci poréwnywania uzyskanych analitycznie i numerycznie wynikéw
z wynikami do$wiadczen.
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Dodatek A

Numeryczne calkowanie rownan
Loewnera

Problem klasycznego calkowania Problemy pojawiajace sie przy catkowaniu réwnan
Loewnera omo6éwimy na przyktadzie rownania dla poétptaszczyzny i jednej iglty. Przypomnijmy,
ze roOwnanie ma wowczas postac

o aw
) = S —aty

Jest to rownanie rozniczkowe zwyczajne pierwszego rzedu i dla kazdego z mozemy znalezé
jego rozwiazanie, przez calke z warunkiem poczatkowym go(z) = z

(A.1)

=z : 7d(7_) T
D=t [ e (4.2)

Zwro¢émy uwage na posta¢ mianownika funkcji podcatkowej w rownaniu (A.2). Gdy g-(2)
jest bliskie a(7) co odpowiada z bliskiemu ~(7) utamek ma osobliwosé¢. Dzieje sie tak, gdyz
dziedzina g; czyli C\I'(¢) zmienia sie w czasie i w kolejnych chwilach funkcja przestaje byé
okreslona w punktach tworzacych rosnaca igle. Ponadto coraz to nowe obszary plaszczyzny

sg przyciggane w okolice osobliwosci. Zastagpmy caltke przez sume przyjmujac krok czasowy
At

N
At d L Af)
gn.a(z) &z + ;) o) —a(i- A (A.3)

Przyblizenie calki (A.2) przez sume (A.3) dziata, pod warunkiem, ze czlony szeregu sa odpo-
wiednio malte. Zauwazmy jednak, ze Vk i VAt istnie¢ bedzie otoczenie czubka igly, w ktérym

At - d(i - At)
gint(z) —a(i- At)

W zwigzku z tym przyblizanie catki sumg ma sens tylko wowczas gdy rozwazamy punkty
odlegte od wierzchotka igly przy odpowiednio malym kroku czasowym. Nie jest to jednak
satysfakcjonujaca metoda, gdyz interesuje nas poltozenie wierzchotka igly w zadanej chwili,
czyli znalezienie takiego -, ze g.(7) jest najblizej a(t). Aby znalezé¢ czynnik wzrostu bedziemy
rowniez potrzebowaé pierwszych dwoch pochodnych funkcji g4, przy catkowaniu ktérych wy-
stepuja analogiczne problemy. Sytuacja nie jest wcale lepsza dla innych réwnari Loewnera tzn.
ten sam problem wystepuje dla potpaska i walca. Jednym ze sposoboéw rozwigzania problemu
jest przedstawiona ponizej metoda.

> K. (A.4)
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Sktadanie odwzorowan Idee metody mozna stresci¢ zdaniem: Zamiast numerycznego cat-
kowania, sktadanie odwzorowan. Zauwazmy ze wszystkie réwnania Loewnera otrzymaliSmy
sktadajac funkcje generujaca (¢, ¢ lub W) z g; by otrzymacé gy, (5.6). Skoro otrzymane row-
nanie jest trudne do numerycznego catkowania wréémy do wyprowadzenia i zamiast catkowaé
odwzorowanie, g;1; w kolejnej chwili czasu znajdujmy przez ztozenie funkcji generujacej z g;.
Procedure da sie uogélni¢ na wiele igiel wprowadzajac ,dwuwymiarowy” czas 7' dany réwna-
niem

gdzie n to ilod¢ igiel, a ¢ oznacza numer kolejnej igly. Wéwczas zlozenie

gr = ®r(gr-1) (A.6)

wykonane n razy bedzie dawaé¢ ewolucje uktadu n igiet w pojedynczym kroku czasowym.
Analogicznie stosuje sie ztozenia w réwnaniu na ruch biegunéw a. Ty metody jesteSmy w
stanie otrzymaé g¢¢(z) dla dowolnego t i z.

Kolejnym problemem jest numeryczne znajdowanie czubka igly, czyli szukania ~,; takiego,
ze gi(v) = a. Aby rozwiazaé to zagadnienie wprowadzmy funkcje m dang rownaniem

m(x,y) = |g(z + iy) — a(t)]. (A7)

Widag¢, ze w punkcie x +iy = ; funkcja m ma minimum globalne. SprowadziliSmy zatem pro-
blem znalezienia czubka igly do znalezienia minimum funkcji rzeczywistej dwoch zmiennych.
W napisanym programie, jako metode minimalizacji uzywana byta tzw. ,Downhill simplex
method” opisana w pozycji [29]. Z dowolnie obrang doktadnoscia znajdowano przy jej uzyciu
polozenie czubka igly. Wyliczanie czynnika wzrostu nastepowalo przy uzyciu wzoru (6.33)

Vi) = tim 90 (A3)

Osobliwosé mianownika w utamku tego réownania jest zbiorem miary zero na plaszczyznie, czyli
numerycznie, przy obliczeniach z podwéjng doktadnoscia, odpowiada to otoczeniu czubka igly
o promieniu ok. 107'%. Punkt 7 znajdowany jest metods sympleksows z pewns doktadno-
$cig 6. Jedli 0 jest duzo wieksza od granicy szumu czyli 10715 (choé¢ wcigz wystarczajaco
mala by zapewnié¢ zadowalajaca dokladno$¢é numeryczng), to problem osobliwosci nie bedzie
wystepowal.

Znajdowanie funkcji g} i g} nastepowalo z uzyciem rekurencji:

9:1(2) = @4(g-1(2)) - 911 (2)

2
g¢ (2) = ®/(9:-1(2)) - (9:-1(2))" + Pi(ge-1(2)) - 911 ()
z warunkiem poczatkowym g¢o(z) = z, go(z) = 11 gj(z) = 0. Znac trzeba byto jedynie @}

oraz @}, ktore tatwo policzy¢ dla wszystkich badanych przypadkow (potplaszezyna, potpasek,
walec).
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Bledy w metodzie W opisanej metodzie numerycznej wiekszosé czynnikéw wpltywajacych
na bledy jest wspoélna dla wszystkich réwnan. Podstawowe dwa z nich, to:

e Skonczony krok czasowy,
e Doktadnosé ,Downhill simplex method”.

W zlozeniu (A.6) pomijamy czlony rzedu At?, ktére znikaja w granicy At — 0. Dla skon-
czonego kroku czasowego At dawaé to bedzie btad rzedu At? dla kazdego zlozenia. Najlepiej
zaobserwowaé ten blad mozna poroéwnujac ewolucje dwoch igiet (tutaj akurat na poétptasz-
czyznie) przy roznej kolejnosci sktadania. Dla At — 0 dostajemy rownanie Loewnera, ale dla
skonczonego At czlony rzedu At? beda widoczne i beda powodowaty réznice w trajektoriach
igiet dla réznej kolejnosci ztozen. Wykre§lmy modut réznicy miedzy potozeniami wierzchotkow
igiet dla réznych kolejnosci sktadania w funkcji czasu, dla réznych krokéw czasowych. Wyniki
przedstawia rysunek A.2 Drugi czynnik wplywajacy na blad to doktadnos$¢ szukania wierz-

0.00025 — T 2.56-006 . . .
0.0002 |- - 26006 |- -
0.00015 - _ Llse00s - -
<
0.0001 - 1e-006 |- -
5e-005 - 5e-007 -
0 | | | | | | 0 | | |
0 02 04 06 08 1 12 14 0 01 02 03 04

t

Rysunek A.1: Warto$¢ bezwzgledna réznicy miedzy polozeniami wierzchotkow igiet dla roz-
nych kolejnosci sktadania w funkcji czasu, dla dwoch igiet na polptaszczyznie, rosnacych ze
stalymi czynnikami wzrostu. Po lewej -krok czasowy 0.01, po prawej -krok czasowy 0.001

chotka za pomocg metody sympleksowowej. Nadmieni¢ nalezy, ze btad ten jest istotny jedynie
w przypadku laplace’owskim, gdy polozenie wierzchotka potrzebne jest nam do wyliczenia
wzrostu. Btad w tej operacji bedzie wpltywal na zachowanie igiet w chwilach pézniejszych,
w ten sposéb bledy propagujg sie z czasem. W przypadku catkowania réwnan ze stalymi
czynnikami wzrostu, znajdowanie wierzchotka jest potrzebne jedynie do wizualizacji igly i nie
wplywa na jej ewolucje.

Dobrym testem dokladnoéci metody sympleksowej i liczenia czynnika wzrostu, jest od-
twarzanie asymptotycznej wartosci d dla jednej igly na pasku. Co ciekawe blad tej wartosci
prawie nie zalezy od kroku czasowego, za to zmienia sie z doktadnoécig metody sympleksowej
osiggajac rzad wielkogci 107° dla doktadnosci 1078 i rzad 1076 dla dokladnosci 10!, Dla
przypadku polptaszczyzny i jednej igly mozemy zaobserwowaé narastanie btedu, co mozna
zilustrowa¢ analizujac zalezno$¢ miedzy wysokoscig [ a czynnikiem wzrostu d czyli (5.28)

d(t) = 1(t)%/2. (A.9)
Zbadajmy zatem nastepujaca wielkosé [(t)3/2 —d(t) czyli btad otrzymanej wartosci d(t), w

funkcji d(t). Wykresy na rysunku A.2 poréwnuja krok czasowy 0.01 i 0.001. Przy narastaniu
bledu d(t) krok czasowy zdaje sie mie¢ duze znaczenie.
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Rysunek A.2: (I()3/2—d(t)) w funkcji d(t), dla jednej igty na potptaszczyznie z laplace’owskim
czynnikiem wzrostu i krokiem czasowym 0.01 (po lewej) oraz 0.001 (po prawej).

78



Dodatek B

Kod programu numerycznego

#include<iostream>

#include<iomanip>

#include<cstdlib>

#include<cmath>

#include <iostream>

#include <fstream>

#include <math.h>

#include <complex>

#include <complexf.cpp>

#include<algorithm>

// Definicje dla downhill simplex

#include <nrutil.c>

#define TINY 1.0e-5 //A small number.

#define NMAX 5000 //Maximum allowed number of function evaluations.
#define GET_PSUM for (j=1;j<=ndim;j++) {for (sum=0.0,i=1;i<=mpts;i++) sum += p[i][j]; psum[jl=sum;}
#define SWAP(a,b) {swap=(a);(a)=(b);(b)=swap;}

// koniec definicji dla downhill simplex

using namespace std;

double pp=1.5707963267948966192313216916398; //pi/2

double epsilon_log=1.0e-10; //doktadnosc w "downhill simplex"

int timemax=5000; //ilosc krokow czasowych

int iloscigiel; //ilosc igiel

double dt=0.0001; //krok czasowy

double boky=0.03; //bok poczatkowego trojkata w "downhill simplex"
double bokx=0.03; //bok poczatkowego trojkata w "downhill simplex"
double kop=0.000001; // parametr trdéjkata w downhill simplex
double eta=0; //wyktadnik eta

double czas_stalego=1; //jak dlugo poczatkowo ma byé d=1
complex<double> _Imaginary (0,1); // liczba i

//Deklaracje typéw tablic wielowymiarowych
double *matrixiD(int a){

double *tab= new doublel[a];

return tab;}

complex<double> *cmatrixiD(int a){
complex<double> *tab= new complex<double>[a];
return tab;}

double **matrix2D(int a, int b){
double **tab = new doublex*[a];
for (int i = 0; i < a; i++)
tab[i] = new double[b];
return tab;}

complex<double> **cmatrix2D(int a, int b){
complex<double> **tab = new complex<double>*[a];
for (int i = 0; i < a; i++)
tab[i] = new complex<double>[b];
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return tab;}

double ***matrix3D(int a, int b, int ¢)

{

}

double ***tab = new doublexx*[a];
for (int i = 0; i < a; i++)

{
tab[i] = new doublex*[b];
for(int j = 0; j < b; j++)
{
tab[i] [j] = new double[c];
}
}

return tab;

complex<double> ***cmatrix3D(int a, int b, int c)

{

X

complex<double> #***tab = new complex<double>*x*[a];
for (int i = 0; i < a; i++)

{
tab[i] = new complex<double>*[b];
for(int j = 0; j < b; j++)
{
tab[i] [j] = new complex<double> [c]
}
}

return tab;

//tablice globalne
complex<double> ***a;
complex<double> **d;
complex<double> **gama;
complex<double> *tabliczka;
complex<double> *tabliczka_prim;
complex<double> *tabliczka_bis;
double *dlugosc;

int timefunkcja;

// CYTAT Z NUMERICAL RECIPIES

double *allvec (int n) {

return (double*) calloc (n,sizeof (double)); }

void frevec (double *vec) {

void amoeba(double

/*Multidimensional minimization of thefunction funk(x) where x[1..ndim] is a vector in ndim
dimensions, by the downhill simplex method of Nelder and Mead. The matrix p[1..ndim+1]

Its ndim+l rows are ndim-dimensional vectors which are the vertices of
the starting simplex. Also input is the vector y[1..ndim+1], whose components must be pre
initialized to the values of funk evaluated at the ndim+l vertices(rows) of p; and ftol the
fractional convergencetolerancetobe achievedinthefunction value(n.b.!). On output, p and

y will have been reset to ndim+l new points all within ftol of a minimum function value, and

[1..ndim] is input.

free (vec); }

nfunk gives the number of function evaluations taken. */

{

//cout << endl;cout << "a";

double amotry(double **p, double y[], double psum[], int ndim,

double (*funk)(double [J]), int ihi, double fac);
int i,ihi,ilo,inhi,j,mpts=ndim+1;
double rtol,sum,swap,ysave,ytry,*psum;
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psum=vector(l,ndim);
*nfunk=0;
GET_PSUM
for (55) {
ilo=1;
//First we mustdetermine whichpointisthehighest(worst),next-highest,andlowest
//(best), by looping over the points in the simplex.
ihi = y[1]1>y[2] ? (inhi=2,1) : (inhi=1,2);
for (i=1;i<=mpts;i++) {
if (y[i] <= y[ilo]) ilo=i;
if (y[i] > y[ihil) {
inhi=ihi;
ihi=i;
} else if (y[i] > y[inhi] && i != ihi) inhi=i;
}
//rtol=2.0xfabs(y[ihil-y[ilo])/(fabs(y[ihi])+fabs(y[ilo])+TINY);
rtol=fabs(p[ihi] [1]-p[ilo] [1])+fabs(p[ihi] [2]-p[ilo] [2]);

//Compute the fractional range from highest to lowest and return if satisfactory.

if (rtol < ftol) { //If returning, put best point and value in slot 1.
SWAP(y[11,y[ilol)
for (i=1;i<=ndim;i++) SWAP(p[1][i],p[ilo][il)
break;
}
if (*nfunk >= NMAX) nrerror("Maximal number of iteration exceeded");
*nfunk += 2;
//Begina newiteration. First extrapolateby afactor -1 through the face of the simplex
//across from the high point, i.e., reflect the simplex from the high point.
ytry=amotry(p,y,psum,ndim,funk,ihi,-1.0);
if (ytry <= y[ilol)
//Gives a result better than the best point, so try an additional extrapolation by a
//factor 2.
ytry=amotry(p,y,psum,ndim,funk,ihi,2.0);
else if (ytry >= y[inhi]) {
//The reflected point is worse than the second-highest, so look for an intermediate
//lower point, i.e., do a one-dimensional contraction.
ysave=y[ihi];
ytry=amotry(p,y,psum,ndim, funk,ihi,0.5);
if (ytry >= ysave) { //Can’t seem to get rid of that high point. Better
for (i=1;i<=mpts;i++) { //contract around the lowest(best)point.
if(i !'= ilo)q{
for (j=1;j<=ndim;j++)
pli][j1=psum[j]1=0.5%(p[i]l [j1+p[ilol [j1);
y[i]=(*funk) (psum) ;
}
}
#nfunk += ndim; //Keep track of function evaluations.
GET_PSUM //Recompute psum.
}
} else --(*nfunk); //Correct the evaluation count.
} //Go back for the test of doneness and the next
free_vector(psum,1,ndim); //iteration.

}
//#include "nrutil.h"

double amotry(double **p, double y[], double psum[], int ndim,
double (*funk)(double []), int ihi, double fac)

//Extrapolates by a factor fac through the face of the simplex across from the high point, tries
//it, and replaces the high point if the new point is better.

{
int j;
double facl,fac2,ytry,*ptry;

ptry=vector(l,ndim);
faci=(1.0-fac)/ndim;
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fac2=facl-fac;
for (j=1;j<=ndim;j++) ptry[jl=psum[jl*faci-p[ihi][j]*fac2;
ytry=(*funk) (ptry); //Evaluate the function at the trial point.
if (ytry < y[ihi]) { //If it’s better than the highest, then replace the highest.
y[ihil=ytry;
for (j=1;j<=ndim;j++) {
psum[j1 += ptry[jl-plihil[j]1;
plihil [j1=ptry[jl;
}
}
free_vector(ptry,1,ndim);
return ytry;

// KONIEC CYTATu Z NUMERICAL RECIPIES

//pojedyncze pchniecie w chwili time od bieguna numer na pdiptaszczyznie
complex<double> phi(int numer,int time, complex<double> z)

{

}

if (abs(z-a[numer] [time] [numer])<1.0e-10)
{
return 0.5%dt*pp*pp+*d[numer] [time]*sin(pp*a[numer] [time] [numer]);
}
complex<double> sin_ =sin(pp*a[numer] [time] [numer])*(1.0+pp*pp*dt*d [numer] [time]);
complex<double> cos_ =cos(pp*al[numer] [time] [numer]);
complex<double> s=sin(pp*z)-sin_;
complex<double> f=sqrt(s*s+2*dt*pp*pp*cos_*cos_*d[numer] [time]);
if (s.real()<0) f=-f;
return f;//+sin_;

//pojedyncze pchnigcie w chwili time od bieguna n i jego pochodne
complex<double> fi(int numer,int time, complex<double> z)

{

3

complex<double> fl=phi(numer,time,1);
complex<double> f_1=phi(numer,time,-1);
complex<double> ¢=2.0/(f1-f_1);

complex<double> b=0.5*(f1+f_1);

complex<double> temp=c*(phi(numer,time,z)-b.real());
return asin(temp)/pp;

complex<double> fi_prim(int numer,int time, complex<double> z)

{

X

complex<double> sin_ =sin(pp*al[numer] [time] [numer])*(1.0+pp*pp*dt*d [numer] [time]);
complex<double> fi=phi(numer,time,1);

complex<double> f_1=phi(numer,time,-1);

complex<double> ¢=2.0/(f1-f_1);

complex<double> b=0.5%(f1+f_1);

complex<double> phi_=phi(numer,time,z);

complex<double> m=sqrt(1.0 - cxc*(phi_ -b)*(phi_ -b));

complex<double> s=sin(pp*z)-sin_;

complex<double> temp=c*cos(pp*z)*s/m/phi_;

return temp;

complex<double> fi_bis(int numer,int time, complex<double> z)

{

complex<double> sin_ =sin(pp*al[numer] [time] [numer])*(1.0+pp*pp*dt*d [numer] [time]);
complex<double> fi=phi(numer,time,1);

complex<double> f_1=phi(numer,time,-1);

complex<double> ¢=2.0/(f1-f_1);

complex<double> b=0.5*(f1+f_1);

complex<double> phi_=phi(numer,time,z);

complex<double> m=sqrt(1.0 - c*c*(phi_ -b)*(phi_ -b));

complex<double> s=sin(pp*z)-sin_;
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complex<double> cos_=cos(pp*z);

complex<double> temp=c*pp*( cos_*cos_/(m*phi_) - cos_kcos_*s*s/(m*phi_*phi_*phi_) +
ckckcos_*cos_*s#*s*(phi_-b)/(m*m*m*phi_*phi_) + sin(pp*z)*s/(m*phi_) );
return temp;

//pojedyncze pchnigcie z dwuwymiarowym czasem i jego pochodne
complex<double> fi_(int time_, complex<double> z)

{
int time=(int)floor((double) (time_)/(double)iloscigiel);
int numer=time_-time*iloscigiel;
return fi(numer,time,z);

}

complex<double> fi_prim_(int time_, complex<double> z)

{
int time=(int)floor((double) (time_)/(double)iloscigiel);
int numer=time_-time*iloscigiel;
return fi_prim(numer,time,z);

T

complex<double> fi_bis_(int time_, complex<double> z)

{
int time=(int)floor((double) (time_)/(double)iloscigiel);
int numer=time_-time*iloscigiel;
return fi_bis(numer,time,z);

T

//druga pochodna f z dwuwymiarowym czasem
complex<double> f_bis_(int time_, complex<double> z)

{
for(int licznik=0;licznik<iloscigiel;licznik++)
{
tabliczka[licznik]=z;
tabliczka_prim[licznik]=1;
tabliczka_bis[licznik]=0;
T
for(int licznik=iloscigiel;1icznik<time_+1;licznik++)
{
tabliczka[licznik]=fi_(licznik,tabliczkal[licznik-1]);
tabliczka_prim[licznik]=fi_prim_(licznik,tabliczkal[licznik-1])*tabliczka_prim[licznik-1];
tabliczka_bis[licznik]=fi_bis_(licznik,tabliczka[licznik-1])*tabliczka_prim[licznik-1]*
tabliczka_prim[licznik-1]+fi_prim_(licznik,tabliczka[licznik-1])*tabliczka_bis[licznik-1];
T
return abs(tabliczka_bis[time_]/pow(tabliczka_prim[time_],3));
T

//druga pochodna f normalnym czasem
complex<double> f_bis(int time, complex<double> z)
{

return f_bis_((time+1)*iloscigiel-1,2z);

}

//1/£°? w chwili time i na biegunie numer
double dapprox(int time, int numer)
{

return 1/abs(f_bis(time,gama[numer][time]));

}

// g z druwymiarowym czasem
complex<double> g_(int time_, complex<double> z)

{
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for(int 1icznik=0;licznik<iloscigiel;licznik++)
tabliczka[licznik]=z;

for(int licznik=iloscigiel;licznik<time_+1;licznik++)
tabliczka[licznik]=fi_(licznik,tabliczka[licznik-1]);
return tabliczkal[time_];

}

// funkcja g
complex<double> g(int time, complex<double> z)
{

return g_((time+1)*iloscigiel-1,z);

}

//pomocnicza funkcja do szukania czubka igty (parametr downhill simplex)
double funkcja_log(double x[])

{
complex<double> z (x[1],x[2]);
if (x[2]<0) return 100000;
complex<double> temp=g(timefunkcja,z); /// TU ZMIANA!
return log(abs(temp.real()-afunkcja)+abs(temp.imag()));
}

//szukanie czubka igty z wykorzystaniem downhill simplex
void szukajgama(int numer,int time)
{
timefunkcja=time;
afunkcja=a[numer] [time] [0] .real();
double p[4]1[3];
p[1]1[1]= gama[numer] [time-1].real()+kop;
p[1]1[2]= gama[numer] [time-1].imag()-boky;
p[2]1[1]= gama[numer] [time-1].real()-0.8660254037844386467*bokx;
p[2] [2]= gama[numer] [time-1].imag()+boky/2;
p[3]1[1]= gama[numer] [time-1].real()+0.8660254037844386467*bokx;
p[3][2]= gama[numer] [time-1].imag()+boky/2;

double y[4];
double x[3];
x[1]=p[1]1[1];
x[2]=p[1]1[2];
y[1]=funkcja_log(x);

x[1]=p[2][1];
x[2]=p[2] [2];
y[2]=funkcja_log(x);

x[1]1=p[3]1[1];
x[2]=p[3][2];
y[3]=funkcja_log(x);

double (*wskpl[4])={*p,*(p+1),*(p+2),*(p+3)};

int licznik;

amoeba(wskp, y, 2, epsilon_log, funkcja_log, &licznik);

gama[numer] [time] = complex<double> ((p[1][1]+p[2][1]+p[3]1[11)/3,(p[1][2]1+p[2][2]+p[3]1[2]1)/3);
}

//liczy wartoS¢ czynnika wzrostu w chwili t dla igiy numer
complex<double> liczd(int numer,int time)
{

if (eta==0.0) return 1;

else return pow(dapprox(time,numer),i+eta);

}

//liczy ruch biegunéw a w chwili t (dla wszystkich igiel)
void licza(int time)
{
for(int n=0;n<iloscigiel-1;n++)
for(int k=0;k<iloscigiel;k++)
{
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a[k] [time-1] [n+1]=fi(n,time-1,a[k] [time-1][n]);

T
for(int k=0;k<iloscigiel;k++)
{
al[k] [time] [0]=fi(iloscigiel-1,time-1,a[k] [time-1][iloscigiel-1]);
T

}
int main (){

//Deklaracje plikéw
ifstream filein("in.txt");
ofstream fileout("out.txt");
if(!filein.is_open())
{
cout << "Blad" <<endl;
exit(1);
T

double aa,dd;

//wczytuje zmienne z pliku

filein >> eta;

filein >> czas_stalego;

filein >> epsilon_log;

filein >> dt;

filein >> timemax;

filein >> bokx;

boky=bokx;

filein >> iloscigiel;

//deklaruje zmienne w pamigci

a = cmatrix3D(iloscigiel,timemax,iloscigiel);//potozenie obrazu czubka igty al[numer][chwila czasu]
d = cmatrix2D(iloscigiel,timemax); // czynnik wzrostu d[numer][chwila czasu]

gama = cmatrix2D(iloscigiel,timemax); // potozenie czubka igty gamal[numer][chwila czasul
//pomocnicze do liczenia f7°

tabliczka =cmatrixiD(timemax*iloscigiel);

tabliczka_prim =cmatrixiD(timemax*iloscigiel);

tabliczka_bis =cmatrixiD(timemax*iloscigiel);

dlugosc =matrixiD(iloscigiel); //dlugosc igly

//poczatkowe dane do zmiennych

for(int n=0;n<iloscigiel;n++)

{
filein >> aa; ; filein >> dd;
a[n] [0] [0]=complex<double> (aa,0);
d[n] [0]=complex<double> (dd,0);
d[n] [1]=complex<double> (dd,0);
d[n] [2]=complex<double> (dd,0);
d[n] [3]=complex<double> (dd,0);
gama[n] [0]=complex<double> (aa,0);
dlugosc[n]=0;

T

//deklaracje pomocniczych zmiennych

int time_begin=0;

double re, im, t, przyrost;

przyrost=0.0;

//PETLA GEOWNA PROGRAMU
for(int time=0;time<timemax-1;time++) //zakres zmiany czasu
{
fileout << endl << timexdt <<" ";
cout << timexdt <<endl;
//liczymy czynniki wzrostu
for(int numer=0;numer<iloscigiel;numer++)
{
if (time>czas_stalego) d[numer][time]=liczd(numer,time-1);
else d[numer] [time]=1;
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}
//liczymy potozenia biegunéw
licza(time+1);

//szukamy wierzchotkdéw igiet w nastgpej chwili czasu
for(int numer=0;numer<iloscigiel;numer++)
{
szukajgama(numer,time) ;
//zapis do pliku
if (time>0) przyrost=abs(gama[numer] [time]-gama[numer] [time-1]);
dlugosc [numer] +=przyrost;
fileout <<setprecision(16)<<gama[numer][time].real() << " " << gama[numer][time].imag() <<
" "<< a[numer] [time] [0] .real()<<" "<< d[numer][time].real() << " "<< dlugosc[numer]<< " "<<
f przyrost/dt<< " ";

}

return 0;
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