Niegaussowskie procesy stochastyczne
Cwiczenia 3.1 4.1 5.

Zadanie 1. Wyznacz wz6r na k-ty moment rozkladu t-Studenta. Rozktad ten ma gestosé
r(“H)
p(x) = \/ﬁp( )

1+= ) = Wyznaczy¢ wariancje tego rozktadu przy v = 4.

Zadanie 2. Udowodnij, ze rozklad t-Studenta dla v = 1 jest réwnowazny rozktadowi
Cauchy’ego, zas w granicy v — oo przechodzi w standardowy rozktad normalny. Rozktad
Cauchy’ego ma gestosé f(z) = +%

Fm1+( )?]

Zadanie 3. Oblicz k-ty moment rozkladu log-normalnego. Przypomnijmy, ze rozktad

L Inz—p)?
ten ma gestosé p(x) = x\/QIWQ eXp(—(nggzﬂ) )-

Zadanie 4. Oblicz k-ty moment rozkladu Pareto. Przypomnijmy, ze rozklad ten ma
gestosé f(x) = ;)‘QH Ile wynosza i kiedy istnieja warto$¢ oczekiwana i wariancja tego
rozktadu?

Zadanie 5. Funkcje charakterystyczna rozkladu prawdopodobienstwa zmiennej losowej
X definiujemy jako G(k) = (e*).

(i) Oblicz funkcje charakterystyczna rozktadu Gaussa.

G (0)

(ii) Udowodnij, ze m, =

, gdzie m,, to moment zwykly rzedu n.

(iii) Korzystajac z funkcji charakterystcznej oblicz trzy pierwsze momenty rozktadu
normalnego. Poréwnaj wynik z wartoécia oczekiwana p i wariancjg o2 tego rozkla-

du.
Zadanie 6. Oblicz funkcje charakterystyczna rozktadow wyktadniczego oraz Cauchy’ego.

Zadanie 7. Moment centralny u, rzedu n zmiennej losowej X definiuje sie jako
pin = ((x = ())").

(i) Wyraz cztery pierwsze momenty centralne p,, za pomoca momentéw zwyktych my,.

(ii) Oblicz dwa pierwsze momenty centralne zmiennej losowej z rozkladu Gaussa.
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(iii) Oblicz wspétezynnik skosnosci v1 = 3/ (u2)?/? oraz kurtoze Kurt = puy/u rozkta-

du Gaussa.

Zadanie 8. Kumulante k, rzedu n rozkladu prawdopodobienstwa definiuje sie przez
InG(k) =>0" nnk, Kn, gdzie G(k) jest funkcja charakterystyczna.

(i) Rozwijajac funkcje In G(k) w szereg Taylora i poréwnujac z powyzszym wzorem,
wyznacz cztery pierwsze kumulanty k, za pomoca momentéw zwyklych m,, i po-
rownaj z momentami centralnymi pi,.

(ii) Znajdz zwiazek pomiedzy kurtoza Kurt = ju4/p3 a nadmiarowa kurtoza 2 =
k4/K3. Ile wynosi nadmiarowa kurtoza dla rozkladu Gaussa?

Wskazéwki: Przyblizenie Stirlinga n! ~ n"e™"v/2mn,
Punkcja Gamma T(t) = [ 2~ e%dz, T(}) = VA, T(n + 1) = nl, T(n + §) = v7 G,
Funkcja Beta B(z,y) = [y t*~ (1 — )V~ ldt = [° L dt = L@ @)

(I+0)= Ty T(zty)
Calka Gaussowska [ exp(—a(x + b)?) = \/%




