Niegaussowskie procesy stochastyczne
Cwiczenia 11. i 12.

Zadanie 1. Obliczy¢ calke stochastyczna / tWT dW., gdzie proces Wienera W, jest
procesem stochastycznym o nastepujacych ngsnoéciach:

o Wy =0,

e W, ma niezalezne przyrosty,

o Wy —W; ~N(0,t—s)dla0<s<t,

e W, ma ciggte trajektorie.
Z powyzszego wynika, ze W; ~ N(0,t) oraz W jest w kazdym punkcie nierézniczkowalna.

Zadanie 2. Korzystajac z lematu It6 znalezé réwnanie spetlniane przez cene kontraktu
Farward F; = SteT(T_t), jezeli cena aktywa S; spelnia rownanie dSy = pSidt + o SydW;.

Zadanie 3. Rozwiaza¢ stochastyczne rownanie rézniczkowe na ceng¢ aktywa z modelu
Blacka-Scholesa: dS; = uSidt + 0S;dW;. Nalezy skorzystac z lematu It6.

Zadanie 4. Réwnanie Fokkera-Plancka mozna zapisa¢ w postaci réwnania cigglosci dla
L4 . 8P(l’,t) _ 8J(.Z’,t) : L4 z .

prawdopodobienistwa: =~ = —=5, gdzie J(z,t) oznacza strumien gestosci praw-

dopodobienstwa. Znalez¢é rozwiazanie szczegélne réwnania Fokkera-Plancka dla stanu

réwnowagi dynamicznej, czyli dla J(z,t) = 0.

Zadanie 5. Korzystajac z réwnania Fokkera-Plancka znalez¢é rozktad prawdopodobien-
stwa stép procentowych w stanie stacjonarnym w modelu Hulla-White’a, w ktorym dy-
namika zmian st6p procentowych dana jest przez: dry = (6 — ary)dt + odW,.

Zadanie 6. Ruchy Browna mozna opisaé jako proces Wienera, czyli: dX; = pudt+odWy,
gdzie X; to polozenie czastki brownowskiej. Korzystajac z definicji procesu Wienera
podaé rozklad polozenia czastki brownowskiej. Zapisa¢ rownanie Fokkera-Plancka dla
czastki brownowskiej i wyznaczy¢ rozklad jej polozenia na jego podstawie (w stanie
stacjonarnym).

Lemat Ito
Dla kazdego procesu stochastycznego X, spelniajacego rownanie: dX; = adt + by dWy,
gdzie a; 1 by to odpowiednie procesy, proces G(t, X;) = Gy spelnia réwnanie:

o dG(t,X;) = (95 + @98 + 375G ) dt + b 52w,

Roéwnanie Fokkera-Plancka

Dla procesu stochastycznego X;, spelniajacego réwnanie: dX; = p(X;)dt + o(X;)dWy,
prawdopodobienstwo P(x,t), ze proces X; przyjmnie wartos¢ z w chwili ¢ opisane jest
réwnaniem Fokkera-Plancka:

o Wt — B [A(x)P(x,1)] + & 2u[Bla)Plx, 1)),

0

€T
gdzie wspélczynnik dryfu A(z) = p(z) oraz wspélezynnik dyfuzji B(z) = 302(z). W
stanie stacjonarnym rozwiazanie tego rénania jest nastepujace:

° P(m) — Cgr(lig exp [2/0 gg;g dx’}




