Rozdzial 1. Liczby zespolone

1.1. Definicja i podstawowe wlasnoSci.

Oznaczmy przez R? iloczyn (produkt) kartezjanski zbioru liczb rzeczywistych R
przez siebie, t.j., zbiér par uporzadkowanych (a,b), gdzie a,b € R. W R? wprowa-
dzamy dzialania dodawania i mnozenia:

(@1,b1) + (a2,b2) = (a1 + a2, b1 + b2)
(a1,b1) : (a2,b2) = (a1 “az — by 'bz,al ~ba + by ~a2).

Zbiér R? z tak okre$lonymi dzialaniami bedziemy oznaczaé C, a jego elementy
bedziemy nazywaé liczbami zespolonymi.

DEFINICJA 1.1. Niech para z = (a,b) bedzie liczba zespolona. Liczbe (rzeczy-
wista!) Re z = a nazywamy czeScia rzeczywista liczby zespolonej z, a liczbe (rze-
czywista!) Im z = b czeScia urojona liczby zespolonej z.

Tak okreslone dziatania maja szereg wlasnosci, analogicznych do wtasnosci dzia-
tan dodawania i mnozenia w zbiorze liczb rzeczywistych. Mamy wiec dla z, 21, 22 i
z3€C

(1) przemienno$¢ dodawania i przemienno$é mnozenia
21+ 22 =22+ 21, 2122 = 220 20,
(2) tacznosé dodawania i taczno$é mnozenia
(21 . 22) s 23 = 21" (2’2 . 2’3), (21 + 2’2) + 23 =21+ (2’2 + 23),
(3) rozdzielno$é mnozenia wzgledem dodawania
(z1+22) 2=21-2+ 22 2,
(4) istnienie elementéw neutralnych ze wzgledu na dodawanie i mnozenie
24 (0,0) =z, (1,0) -z = 2,

(5) dla kazdego z istnieje element —z, odwrotny ze wzgledu na dodawanie, tzn.,
z+ (_2) = (070)7

—z=(—a,—b) = (—1,0) - (a,b),

(6) dla kazdego z # (0,0) istnieje element z~1, odwrotny ze wzgledu na mnoze-
nie, tzn., z - (z71) = (1,0)
4 1 a =b

G are
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Zauwazamy natychmiast, ze
z = (a,b) = (a,0) + (b,0) - (0,1).

Zdefiniujmy odwzorowanie R — C:a — (a,0). Pozwala ono utozsamiaé liczby
rzeczywiste z liczbami zespolonymi o zerowej czedci urojonej: liczbe rzeczywista a
utozsamiamy z liczba zespolona (a,0). Utozsamienie to zachowuje dziatania doda-
wania i mnozenia

a+b— (a+b,0)=(a,0)+ (b,0),
a-bw— (ab,0) = (a,0) - (b,0)

Korzystajac z tak wprowadzonego utozsamienia mozemy napisaé

z = (a,b) = (a,0) + (0,b) = a+ b-,gdzie L = (0, 1).
Zauwazmy, ze > = (0,1) - (0,1) = —1.

DEFINICJA 1.2. Liczba sprzezona do liczby zespolonej z = a + bt, a,b € R,
nazywamy liczbe zespolona z = a — b, tzn., Rez = Rez oraz Imz = —Im z.

Oczywiste, ze zZ = z.
STWIERDZENIE 1.3. Zachodza zwiazki
21+ 22 = 21 + 22,

2122 = Z1%22,

()

DowoéD: Sprawdzamy prostym rachunkiem

21+ 22 = (a1 + az) — b1 + b2) = (a1 — 1) + (az — the) = 21 + 2o,

2129 = a109 — b1b2 — L(albz + azbl) = (a1 — Lbl) . (ag — ng) = 2129,

1 1
z () =1, czyli, z poprzedniego, z() =1,
z

z
co oznacza — = | — |. m
z z
‘Whioski:
_ (2’1 ) Z1
21 — R = 21 — 22 Oraz — = —_,
22 Z2
zZ+Zz zZ—Zz
Rez = i oraz Imz=——.
2L
Jedli z = —Z, to z jest liczba czysto urojona. Jesli z = Z, to z jest liczba rzeczy-

wista.
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1.2. Interpretacja geometryczna.

R? mozemy uwazaé za plaszczyzne z wyréznionymi osiami wspétrzednych. Do-
dawanie liczb zespolonych ma prosta interpretacje dodawania wg reguly réwnole-
gtoboku:

Interpretacje geometryczng mnozenia mozna latwo otrzymaé z punktéw 1 i 4
ponizszego stwierdzenia 1.5.

Zacznijmy od tego, ze punkty na plaszczyZnie mozna opisywaé¢ wspolrzednymi
biegunowymi (r, ¢). Para liczb rzeczywistych (r, ¢), r > 0, opisuje liczbe z = a+bt €
C, jesli a = rcosp, b =rsinp. Zauwazmy, ze woéwczas (o ile z # 0)

a a

r=+va2+02, cosp=———, sinp = ————. 1.1

Ve e Ve 1)

DEFINICJA 1.4. Jedli z = a + b, gdzie a,b € R, to liczbe rzeczywista |z| =

Va? + b? nazywamy modutem liczby z; jesli ponadto z # 0 lub, réwnowaznie,
|z] # 0, to ¢ € R takie, ze

a . b
——, sinp = ——
Va2 + b2 Va2 +b?

nazywamy argumentem liczby z i oznaczamy arg z.

cosp =

Oczywiste, ze argument liczby zespolonej jest wyznaczony z dokladno$cia do
wielokrotnosci 2. Jesli argument ¢ liczby z spelnia nieréwnosé 0 < ¢ < 2w, to
nazywamy go argumentem gléwnym i oznaczamy Argz. argument gtéwny liczby
zespolonej Z wzoréw (1.1) wynikaja réwnosci

a=rcosp, b=rsing

i, w konsekwencji,
z =r(cosp + Lsingp). (1.2)

Powyzsze przedstawienie liczby zespolonej z nazywamy reprezentacjg trygonome-
tryczng lub rozkladem biegunowym liczby zespolonej z.
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STWIERDZENIE 1.5. Zachodza zwiazki:

(1) |2]* = 22,

(2) |z122] = |21 - [22],
(3) 2| = =],
() Al _ ’Zl’ dla 2 # 0,
22| Z2
(5) arg(z122) = arg 21 + arg 2o,
(6) argz = —arg 2.
DowOD:

(1) Niech z = a + b, gdzie a,b € R. Wéwczas

22 = (a+w)(a — ) = a® + b2
(2) Mamy z poprzedniego |z|? = 2z, wiec

|z122|% = 21212072 = |21)?|22)%: .

(3) Oczywiste.

1 1
(4) Mamy 1 = z—. Z (2) wynika = —
z

2|

1 1
'. Zatem H
z z

1
z‘:1:|z| . Stad i z
z

(2) wynika zadana réwnosé.
(5) Niech z; = r;i(cos@; + tsing;), i = 1,2. Mamy

2122 = (11 €08 1 + ry sin 1) (rs cos g + trg sin o)
= r179(COS (1 COS P — Sin 1 Sin Yo + LCos @7 Sin s + LSin p; cos Y2)

= r172(cos(p1 + w2) + tsin(p; + ¢2)).

Stad zadana réwnoéc.
(6) W reprezentacji biegunowej

Z =r(cosp — tsinp) = rcos(—p) + risin(—yp).

|
Whiosek (wzér de Moivre’a): Jezeli z = r(cos ¢ + tsing), to dla n catkowitego

2™ = r"(cos(np) + tsin(ny)).

Czytelnikowi pozostawiam znalezienie interpretacji geometrycznej nastepujacego
stwierdzenia:
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STWIERDZENIE 1.6. Dla dowolnych zy, z3 € C zachodza nieréwnosci:

(1) |21+ 22| < |21] + |22
(2) [lz1] = [z2]] < |21 — 22

DowOD:

(1) Ze Stwierdzenia 1.5 wynika, ze

|21 + 22|2 = (21 + 22)(Z1 + 22)
=21Z21+ 2122+ 2122 + 2121 = |Zl|2 + 2122 + 2122 + |22|2
=212 4+ 2Re(2122) + 22| (1.3)

Z kolei, dla dowolnej liczby zespolonej z, mamy |Re z| < |z|, wiec
|Re(z122)] < [2122] = |21]22]-
Z réwnosci (1.3) dostajemy wiec nier6wnosé
21 4 22f” < |21 [* + 2]z |z2] + |22f* = (|21 + [22])%

(2) Z poprzedniego punktu wynikaja dwie nieréwnosci

|z1] = |21 — 22 + 22| < |21 — 22| + |22,
22| = |22 — 21 + 21| < |21 — 22| + |21,
a stad
|21] = |22] < |21 — 22/,
|z2] = |21| < |21 — 2o
1 teza.

1.3. Pierwiastkowanie liczb zespolonych.

DEFINICJA 1.7. Niech w € C. Pierwiastkiem stopnia n z w nazywac bedziemy
taka liczbe zespolona z, ze 2" = w.

Symbolem { {/w} oznaczaé bedziemy zbiér pierwiastkéw stopnia n z w. Ustalony
pierwiastek ozaczaé¢ bedziemy (jezeli nie prowadzi to do nieporozumien) /w.
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TWIERDZENIE 1.8. Diaw € C, w # 0, oraz dla n € N | istnieje dokladnie n
roznych pierwiastkow stopnia n z w. Pierwiastki te dane sa wzorami:

2k 2k
2 = V|wl (COSW + +isin W) k=0,1,2,.,n—1,
n n

gdzie {/|w| jest pierwiastkiem arytmetycznym i ¢ = arg z.
Dowo6D: Niech w = r(cos ¢ + tsing) i niech z = |z|(cosa + tsina). Z wzoréw de
Moivre’a
|2|" (cosna + tsinna) = r(cos ¢ + Lsin @),
czyli |2|" =7 (|2| = ¥/r) i na = ¢+ 2kn (k jest liczbg catkowita). Ile réznych liczb
dostaniemy, gdy k przebiega caly zbiér Z7
2k 2K
Niecha:uia/:u

n
samo z), jeSli a — o = 2w, to znaczy, jesli

. Argumenty te sa réwnowazne (tzn. daja to

o+2kt o+ 2k'w
n n

=2,

czyli k — k' = nl dla pewnego calkowitego I. Zatem, aby otrzymaé wszystkie rézne
pierwiastki wystarczy podstawi¢ k =0,1,2,... ,n— 1. n
Przyktady:

(1) Znajdzmy {/t} metoda algebraiczng. Ré6wnosé (z+1y)? = t jest rownowazna
réwnoéciom 2 — y? = 0,22y = 1. Stad z = y i 222 = 1 lub 2 = —y
i —222 = 1. Druga para réwnoéci nie daje rozwiazania, bo x jest liczba
rzeczywista. Z pierwsze pary dostajemy z = :I:%. Zatem

{\ﬂ}:{l—FL 1+L}.

RYC A

(2) Znajdzmy {+/1}. Mamy 1 = cos0 + tsin0, zatem z; = 1, 25 = cos%’r +

tsin %ﬂ = —% + L?, Z3 = COS %’r +tsin %ﬂ = —% — L@. Pierwiastki te tworza
na plaszczyznie zespolonej wierzcholtki tréjkata réwnobocznego, wpisanego

w okrag jednostkowy.

1.4. Pierwiastki z jednoSci.
Poniewaz |1| = 1, argl = 0, wiec, na mocy Twierdzenia 1.8, pierwiastki n-tego
stopnia z jednosci dane sa wzorami:

2k 2k
ek:cos—ﬂ—i—Lsin—ﬂ, k=0,1,2,... ,n— 1.
n n
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Ze wzoréw de Moivre’a mamy ¢, = c§. Pierwiastki sa wiec réwne:

L,e1,e2,... ,5’{_1.
Dowolny pierwiastek € n-tego stopnia z 1 taki, ze ciag: 1,¢,... ,e" ! daje wszystkie

pierwiastki n-tego stopnia z jedno$ci nazywa sie pierwiastkiem pierwotnym. Jezeli
n jest liczba pierwsza, to kazdy, rozny od 1, pierwiastek jest pierwotny.
Uwagi:

(1) Pierwiastki n-tego stopnia z 1 tworza na plaszczyZnie wierzchotki n-kata
rownobocznego wpisanego w okrag o srodku w zerze i promieniu jeden.

(2) Niech 0 # w € C i niech 2" = w. Jezeli € jest pierwiastkiem n-tego stopnia
z 1, to ez jest pierwiastkiem n-tego stopnia z w. W ten sposéb z jednego
z € { {/w} mozna otrzymaé wszystkie pierwiastki stopnia n z w.

1.5. Réwnania trzeciego stopnia.

1.5.1. Troche historii.

Leonardo z Pizy (Pisano) zwany Fibonacci, autor ,Liber abaci” (1202), zauwa-
zyl, ze jesli: ¢ = /32 + V4 to 23 = 108. Korzystal przy tym z tozsamosci:
22 = ud 4+ v3 + 3u?v + 3uw?, r = u + v. Tozsamoéé ta, jak zobaczymy, mo-
gla go doprowadzi¢ do rozwiazania réwnan trzeciego stopnia. Scipione del Ferro
(1465-1526), profesor w Bolonii, umial rozwigzywaé réwnania postaci 23 + pz = q.
Sposob rozwiazania otrzymal ,w spadku” Antonio Maria del Fiore. Niccolo Tar-
taglia (1500-1557) wyzwany na pojedynek matematyczny przez del Fiore znalazl
metode rozwiazywania réwnan w wigilie zawodow, 12-tego lutego 1535.

Hieronimo Cardano (1501-1576) dostal od Tartagli wskazéwki:

o Jedli 23 4-pr+q = 0, to nalezy szukaé takich ai 3, ze: a—3 = qiafB = (5)3
Woéwezas pierwiastkiem jest z = /3 — ¢

o Jedli 23 = px + ¢, to nalezy szukaé takich ai 3, ze: a+ B =¢qiaf = (§>3
Woéwezas pierwiastkiem jest z = o + /5.

e Jezeli 23 + g = px, to zamiana 2 — —x sprowadza problem do juz rozwiaza-
nego.

Przyktad: Sprébujmy rozwigzaé wedtug tych wskazéwek réwnanie 23 = 2. Szu-

kamy wiec takich o, 3, ze a4+ =0, af = 2—17 Stad o? = —2—17. I co dalej?

Cardano w 1545r w ,, Artis magnae sive de rebus algebraicis liber unus” dal pewne
recepty na postugiwanie si¢ urojonymi (bo nie istniejacymi) pierwiastkami z liczb
ujemnych, np:

(5 +v/—15)(5 — v/—15) = 25 — (—15) = 40.
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1.5.2. Wzory Cardano.
Zauwazmy, ze kazde réwnanie trzeciego stopnia da sie sprowadzi¢ do postaci
2% 4+ px + ¢ = 0. Rozwiazmy je metoda Tartaglii: podstawmy x = v + u. Mamy
23 =v® +u® + 3ou(v + ),
czyli
23 — 3vur — (V¥ +ud) = 0.
x ma by¢ rozwiazaniem réwnania, wiec zadamy, by —3vu = pi —(v3+u?) = ¢. Stad
—27v3u3 = p3 i spostrzezenie, ze v3 i u? sa para rozwigzan réwnania kwadratowego
3
2 p
+ay—(£) =0
Y qy 3
Rozwiazujemy je:

RO O 0)
=gt (G) G =y (G - (5)
Mamy ostatecznie
e BN (:9)3 _ P
“‘¢2 * (ﬁ T\3) T

Jedli 1, ¢, e? sa pierwiastkami trzeciego stopnia z jednosci i v+u jest rozwiazaniem
réwnania, to: ev + €2u oraz £2v + cu sa pozostatymi rozwigzaniami réwnania.
Przyktad (dokoficzenie rozwiazania réwnania x3 = x):

1 L
Mamy v3 + u3 =0, v3u® = — istad v® = —=. Zatem

Y o7 17 3v3

L (V3 i) . L (V3 i
v=—4=|—+z ] 1u= — —=].
\2 2 Bl2 2
Liczby
Ty =v+u=1,

r3 =€V +Eu

R U S S
R
3

s wiec rozwiazaniami réwnania z° = x.



Rozdzial 2. Troche o wielomianach

2.1. Pojecie wielomianu.

Wielomianem stopnia < k, gdzie k > 0, o wspdlczynnikach zespolonych ( lub
rzeczywistych, wymiernych, catkowitych) nazywamy formalne wyrazenie

ap + a1 + - - - + apa®, (2.1)
gdzie ag, ay,...,ar € C (lub R,Q,Z ). Wielomiany mozna dodawa¢ i mnozy¢:
(ag + - - -+ arz®) 4 (bg + - - + bpx®) = (ag + bo) + (a1 + b))z + - - - + (ay + b)z",

(a0+---—l—akxk)(bo—l—-“—l—ble) = Co+-~-+ck+1xk+l,

gdzie ¢; = Zm n—i Amby. Przestrzen wielomianéw stopnia < n o wspdtczynnikach
w K oznaczaé bedziemy K[n]. Stopniem wielomianu w nazywamy najmniejsza liczbe
naturalna (lub zero) n taka, ze w € K[n]. Stopien wielomianu w oznaczamy degw.
Wielomianom odpowiadaja funkcje wielomianowe. Otrzymujemy je zastepujac
w wyrazeniu (2.1) element x liczbami zespolonymi (rzeczywistymi, wymiernymi,
calkowitymi), lub innymi obiektami (z jakiego$ zbioru A), ktére mozna mnozyé,
dodawaé i mnozy¢ przez liczbe (wsp6lezynnik wielomianu). Méwimy o funkeji wie-
lomianowej zmiennej a € A, o wspdlczynnikach liczbowych (zespolonych, rzeczywi-
stych, wymiernych, catkowitych). Jezeli jako A weZzmiemy C (R, Q, Z), to, jak latwo
zauwazyc¢, istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy wielomianami, a
funkcjami wielomianowymi. Dlatego, jezeli nie prowadzi to do nieporozumien, funk-
cje wielomianowa bedziemy nazywa¢ po prostu wielomianem i z nim utozsamiac.

2.2. Podzielno$¢ wielomianéw.

STWIERDZENIE 2.1. Niech v,w beda wielomianami stopni k il o wspélczyn-
nikach w K (K = C,R, Q). Istnieja wielomiany f ir takie, ze stopieri wielomianu r
jest mniejszy od l, oraz v = fw + r. Wielomiany te sa wyznaczone jednoznacznie,
gdy w # 0.

Dowo6D: Dowéd istnienia przeprowadzimy indukcyjnie ze wzgledu na na k.
Niech v = ag + -+ + apz®, ar, # 01 by + --- + bat, by # 0. Jezeli k < I, to
ktadziemy f = 0,7 = v. Niech teraz k£ > 0. Wielomian

jest stopnia < k. Z zalozenia indukcyjnego istnieja wielomiany fi,r takie, ze

v— (aka:k_l> w= frw+r
b



10 2. TROCHE O WIELOMIANACH

i, w konsekwencji,
ag
v= | —2* '+ fi)w+r
by,

Jednoznaczno$é. Niech v = fw+r = frw+ry, czyli (f — f1)w = r1 —r. Poniewaz
stopien wielomianu w jest wigkszy od stopnia wielomianu r; — r, to musimy mieé¢
f— f1 =01, w konsekwencji, r; —r = 0. [

Jesli w réwnosci v = fw + r wielomian r jest wielomianem zerowym (r = 0), to
moéwimy, ze w dzieli v (w jest dzielnikiem v). Spostrzezenia:

(1) Jezeli w dzieli vy i ve, to w dzieli v1 4 vs.
(2) Jezeli w dzieli v i v dzieli f, to w dzieli f.
(3) Jezeli w dzieli v i ¢ jest liczba r6zna od zera, to cw dzieli v.

Jezeli w dzieli wielomiany vy 1 ve, to w nazywamy wspolnym dzielnikiem vy i vs.
Najwyzszym wspdlnym dzielnikiem( NWD) wielomianéw v; i v nazywamy wspdlny
dzielnik najwyzszego stopnia.
2.2.1. Algorytm Euklidesa. Niech n; bedzie stopniem v; a ny stopniem ws.
Przyjmijmy, ze nqy > no i ze v; # 0. Ze Stwierdzenia 2.1 vy = fivs + vs, gdzie
stopien v jest mniejszy od na. Jezeli w jest wspolnym dzielnikiem vy, vs, to w jest
réwniez dzielnikiem vz (bo vs = vy — five). Zatem w -wspdlny dzielnik vy, vo, jest
wspélnym dzielnikiem vo, vs. Jezeli vs = 0, to konczymy procedure.

Niech teraz vs # 01 vy = fovs + vy; stad w jest wspdlnym dzielnikiem wvg i vy.
Jezeli v4 = 0, to konczymy procedure. Jezeli vy # 0, to.... itd,
az dojdziemy do v, = fpvpy1, to znaczy vp42 = 0. Oznacza to, ze vpy1 # 0 jest
dzielnikiem v, i w jest dzielnikiem v,11. Stad, poniewaz v,_1 = fp—1Vp + Vp41 =
fpfp—1Vp+1 + Vps1, Vps1 jest wspélnym dzielnikiem v,_; i v,. W koficu dostajemy,
7€ Upy1 jest wspllnym dzielnikiem v; i vo. Poniewaz kazdy wspélny dzielnik vy i vg
jest réwniez dzielnikiem vp,41, vp41 jest NWD vy i vs.

7 tej konstrukcji wynika, ze NWD wielomianéw vy, vs jest wyznaczony jedno-
znacznie z dokladnoscia do wspélczynnika liczbowego (réznego od zera). Oznaczaé
go bedziemy NWD(vy, v9)

STWIERDZENIE 2.2. Jesli w jest NWD wielomianéw vy 1 ve, to istnieja wielo-
miany hy i1 hy takie, ze w = hivy + havs.
DowéD: Mozemy przyjaé, ze w = vp41, jak w algorytmie Euklidesa. Zatem
w = Vp-1 — fpflvp = _fpflvp72 + (1 + fp*lfp*Q)vpfl = ...
|

Whiosek 2.3. Jezeli wielomiany v, w sa wzajemnie proste, tzn. NWD (v, w) = 1, to
dla dowolnego wielomianu f stopnia < degv + degw istniejag wielomiany r, s takie,
ze

f=rv+sw

idegr < degw, degs < degw.
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DowOD: Ze Stwierdzenia wynika istnienie wielomianéw r;, s1 takich ze 1 = rv +
syw. Stad f = (fr1)v + (fs1)w. Niech fr; = pw + r bedzie rozktadem, o ktérym
moéwi Stwierdzenie 2.1. Mamy

f=rv+ sw,

gdzie s = fs; + p i degr < degw. Poniewaz deg f,deg(rv) < degv + degw, to
réwniez deg(sw) < degv + degw, a stad degs < degwv. m

Podobnie jak dla dwoch wielomianéw, definiujemy NWD dla rodziny vy, ..., v
wielomianéw i oznaczamy go NWD(vy, ..., vy). Pozostawiam jako éwiczenie dowéd
dos$é oczywistej formutly indukcyjnej

NWD(v1,...,vr) = NWD(vg, NWD(vq, ..., vx—1)), (2.2)
z ktorej wynika istnienie NWD(vy, ..., vg).
Przez indukcje tatwo udowodnié¢ odpowiednik twierdzenia 2.2 dla dowolnej liczby

wielomanéw:
Ze wzoru (2.2) i twierdzenia 2.2 wynika istnienie wielomianéw hy, f, ze

NWD(vq,...,vk) = hgvg + fNWD(vq, ..., 05-1).
7 zatozenia indukcyjnego
NWD(v1,...,0k-1) = 101 + - + Gr—1Vk—1,
wiec, ktadac h; = fg; dla l < k, dostajemy
NWD(vy,...,v%) = hiv1 + - - - + hpog. (2.3)

Na zakoniczenie trzy proste, ale uzyteczne stwierdzenia.

STWIERDZENIE 2.4. Niech wielomiany v1, ..., v, beda parami wzajemnie pro-
ste, tzn. NWD(v;,v;) = 1 dla i # j. Wéwczas NWD(wq, we, ..., w,) = 1, gdzie
Wi = VL - Vi—1Vigi =" Vk-

DowOD: Z zalozeh wynika, ze NWD(wy,_1,wy) = vy - - vg_2. Z wzoru (2.2)

NWD(’U)}C,Q, Wk -1, wk) = NWD(’LU]C,Q7 NVVD(’Lkal, wk)) =
NWD(wk_l, Uy Uk_g) = V1 V-3, i.t.d.

Ponizsze stwierdzenie jest uogélnieniem wniosku 2.3.
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STWIERDZENIE 2.5. Niech wielomiany v1, ..., v, beda parami wzajemnie pro-
ste i niech f bedzie wielomianem stopnia < degwvy + - - - + degv,. Wowczas istnieja
wielomiany ry, ..., 7y takie, ze degr; < degwv; oraz

f=riw + -+ rpwg,

gdzie w; sa jak w poprzednim stwierdzeniu.

DowoOD: Z poprzedniego stwierdzenia
NWD(wy,ws, ..., wg) = 1.
Ze wzoru (2.3) wynika istnienie wielomianéw fi, ..., f takich, ze
f=fiwr + fowa + - + frwg.
Niech, z kolei, f; = g;v; + r;, gdzie degr; < degw;. Dostajemy
f=rw+- +rpwp +rog vy,

a poniewaz deg f, deg(r;w;) < degwvy + - -+ + degvg, to r = 0. [

STWIERDZENIE 2.6. Niech v, f beda wielomianami i niech deg f < (degv)'.
Wowczas istnieja wielomiany s;, deg s; < degwv, ze

f=si4+s 10+ +s07h
Dow6Dp: Mamy f = s1v' =1+ f1, gdzie deg f1 < degv!~!. Wynika stad, ze degs; <
degv. Postepujac podobnie dostajemy f; = sov!™2 + fo, gdzie deg fo < degv!=? i
deg so < degw, i.t.d. Stad dostajemy (indukcyjnie) zadany rozklad. m

2.3. Podstawowe twierdzenie algebry.

Niech w bedzie wielomianem stopnia > 11iniech a € C. Mamy ze Stwierdzenia 2.1
w(z) = wy(2)(z — a) + r, gdzie r jest wielomianem stopnia zerowego, wiec liczba,
r € C. Stad,

(z—a) dziei w < r =0 < w(a) =0.

Méwimy, ze a jest pierwiastkiem wielomianu w.

TWIERDZENIE 2.7. Wielomian w stopnia n ma dokladnie n pierwiastkéw li-
czonych z uwzglednieniem krotnosci.

Uwaga. Gdy a jest pierwiastkiem w, tzn., gdy z — a dzieli w(z), to krotnoscig
pierwiastka a nazywamy najwieksza liczbe k € N taka, ze (2 — a)* dzieli w. Aby
udowodnié¢ powyzsze twierdzenie wystarczy wykazaé istnienie jednego pierwiastka,
dzielac bowiem przez (z — a) dostajemy wielomian stopnia n — 1 i, przez indukcje,
dostajemy teze. Dowdd istnienia pierwiastka jest trudny i wykracza poza ramy
naszego wykladu.
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2.4. Rozklad funkcji wymiernej na ulamki proste.

Jako przyklad zastosowania reprezentacji (2.3) podamy dowéd rozkladu rzeczy-
wistej funkcji wymiernej, intensywnie wykorzystywanego w praktyce calkowania.
Funkcjg wymierng nazywamy funkcje bedaca ilorazem funkcji wielomianowych.
Jak juz bylo powiedziane, zajmujemy sie tylko przypadkiem K = R. Niech P, @
bedg funkcjami wielomianowymi stopni, odpowiednio, n,m i takimi, ze n < m
oraz NWD(P, Q) = 1. Z Twierdzenia Podstawowego Algebry wynika nastepujacy
rozklad wielomianu @ na czynniki:

Qx) = c(z — 1) - (& — a)™ (@® + frx + 7)™ - (@® + Bz + 7)™, (24)

gdzie ¢, o, B;, 7v; sa liczbami rzeczywistymi, a czynniki rozkladu sa parami wzajem-
nie proste. Ze Stwierdzenia 2.5 wynika, ze

Q) Qi) Q) & Q@

= de ,
Plx)  (z—a)h (z—a)k (2% + pro + 7)™ (@2 + Brx + 7)™

gdzie deg Q; < k; i deg Q; < 2m;. Z kolei, ze Stwierdzenia 2.6 wynika, ze

i\T a; a; Ak
AU _ _w ST
(x — ay )k (x—a;)  (x—ay) (x — o)k
oraz _
Qi(z) . biix + ci1 i bim, T + Cim,
(22 4 Biz + 7)™ (22 + Bz + ) (22 + Bix + i)™’
gdzie a;j,b;j, c;j sa liczbami rzeczywistymi.
Ostatecznie,
P(x) a11 a2 A1k,
= + 4o ——FL
Qz) (r—a1) (z—a)? (. — )k
ary a2 a1k,
(x —aq) + (x — ay)? Tt (x — )k
biiz +cn o bim, T + Cim,
(% + Bz + ) (22 + frz 4 7)™
fometen o bm, T lm, (2.5)

(x2 + ﬁrm + 'Vr) (3;2 + ﬂrm + Vr)m"'



Rozdzial 3. Grupy. Ciala

3.1. Grupy.

DEFINICJA 3.1. Grupg nazywamy niepusty zbior G z dzialaniem dwuargumen-
towym, to jest odwzorowaniem

x:G x G — G:(a,b) — x(a,b)

(dla wygody bedziemy oznaczaé x(a,b) przez a xb ) takim, ze:
(1) Va,b,c € G = (a,x(b,c)) = *(x(a,b),c)), czyli (a* (b*c) = (a*b)*c -

tacznoscé,

(2) istnieje e € G takie, ze Va € G mamy e * a = a = a * e - istnienie jednosci
(elementu neutralnego) grupy,

(3) Ya € G 3z € G taki, ze a* x = x * a = e - istnienie elementu odwrotnego.

Jezeli ponadto
(4) Ya,be G axb=bxa,
to méwimy, ze grupa jest przemienna (abelowa).

W dalszym ciagu bedziemy pisaé¢ a * b * ¢ zamiast a * (b*c) = (a ) * c.
Przyktady:

(1) (Z,+),(C,+), (R, +), (R4, ), gdzie Ry = {r € R:r > 0}, sa grupami prze-
miennymi.

(2) Okrag jednostkowy S! na plaszczyZnie zespolonej z dziataniem mnozenia.

(3) Pierwiastki z jedynki wszystkich mozliwych stopni, tez z dzialaniem mnoze-
nia.

(4) Pierwiastki ustalonego stopnia z jedynki.

(5) Bijekcje ustalonego zbioru A z dzialaniem zlozenia (superpozycji) tworza
grupe nieprzemienna. Jednoscia jest tu odwzorowanie tozsamosciowe. Ele-
mentem odwrotnym jest odwzorowanie odwrotne.

Uwaga. Przedstawiony zespdl aksjomatéw grupy nie jest minimalny. Warunki
(2) i (3) mozna zastapi¢ stabszymi warunkami o istnieniu lewej jednosci (e * a = a)
i lewego elementu odwrotnego (z * a = e). Dla przykladu pokazemy, ze z tych
warunkéw wynika a * x = e (lewy element odwrotny jest tez prawym elementem
odwrotnym). Jezeli bowiem zxa =¢€,to xxa*xx = (x*a) *x = e*x = x, a stad,
dla b takiego, ze b* x = e, mamy

axx=(bxx)x(axz)=bxrxaxx=bx(r*xa*xx)=bxx=e.

Jako ¢éwiczenie pozostawiam dowdd, ze lewa jednosé jest tez prawa jednoscia.

14
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STWIERDZENIE 3.2. Grupa (G, ) ma dokladnie jedng jednosé i dla kazdego
a € G istnieje dokladnie jeden element odwrotny (oznaczany a™*!).

Dowo6D: Niech e i ¢ beda jednosciami grupy (G, *). Wéwcezas e = x(e,€/) = ¢'.
Niech teraz x i 2’ beda elementami odwrotnymi do ¢ € G. Mamy z*a = e = 2’ *a.
Stad

r=zxe=x* (2 xa)=((x*a)x2') =2

‘Whnioski:
) (@)~

1 —a
(2) (axb)™t=b"txat

(3) jeSliaxxr =btox=a"txb,
(4) jeflizxa=btox =bxa !
(5) jesli dla pewnego a mamy a*xx = a*y to x = y i, podobnie, jedli xxa = yx*a,
tox =y.

)

Podzbiér H C G jest podgrupg jezeli (H, x|, ) jest grupa. Aby stwierdzié, ze H
jest podgrupa wystarczy sprawdzié¢, czy dla a,b € H réwniez a x b,a™' € H lub,
réwnowaznie, czy a* b~ € H.

3.2. Grupa permutacji.

Niech bedzie I, = {1,2,...,n}. Przez S(n) oznaczaé bedziemy grupe bijekcji
zbioru I,. Elementy tej grupy nazywaé¢ bedziemy permutacjami elementéw zbioru
I,.

Bijekcje S(n) > s mozna zapisa¢ w postaci:

(s o o)

lub, ogdlnie,

Na przyktad

/N 7N\
N = DN =
W N w N
— B~ W
=~ W =
N~~~ ~~

oznaczaja ta samg permutacje.
Moc (liczba elementéw) grupy permutacji S(n) wynosi, jak latwo policzyé, n!
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DEFINICJA 3.3. Permutacje s € S(n) nazywamy cyklem o dlugosci k > 1, jesli
istnieje k réznych liczb iy, ... iy ze zbioru {1,... ,n} takich, ze

s(i1) = iz, 8(i2) =iz, -+, s(ik—1) = ik, (i) = i1

oraz s(j) = j dla pozostalych liczb j € {1,... ,n}

1 2 3 4 5
5 2 1 4 3
jest cyklem (i3 = 1,49 = 5,43 = 3).
Cykl taki jak w definicji oznaczaé¢ bedziemy (i1, ..., 7). Permutacje z przykladu

oznaczamy wiec (1,5,3) lub (5,3,1) lub (3,1,5). Uwaga : z zapisu nie wynika, do
jakiej grupy permutacji nalezy cykl, tzn., czemu jest réwne n.

Przykltad: Permutacja

DEFINICJA 3.4. Cykle s = (i1,...,ik) i t = (j1,...,J1) nazywamy rozlacznymi
jesli
{ila--'7ik}m{jla"'ajl} = 0.

TWIERDZENIE 3.5.

(1) Jezeli s,t sa cyklami roziacznymi, to sot =tos.
(2) Kazda permutacja, rézna od tozsamosci, jest superpozycja cykli rozlacznych.

DowOD:

(1) Oczywiste.
(2) Niech s € S(n). Wezmy pierwsza liczbe i; w ciagu (1,...,n) taka, ze s(i1) #
i1. Definiujemy is = s(i1) 1 obserwujemy, ze s(iz) # i2 (s jest bijekcja).
Jezeli s(iz) = 41 to mamy cykl, a jezeli nie, to kladziemy s(iz) = is.
Poniewaz s jest bijekcja mamy s(is) # i3, 2. Jezeli i3 = i1 to dostajemy cykl
a jezeli nie, to kladziemy i4 = s(i3) i.t.d. Poniewaz n jest liczba skoniczona,
dostajemy w konicu s(ix) = i1, a wiec cykl.
Niech teraz l; bedzie pierwsza liczba rézna od iy, ... , i, 1 taka, ze s(ly) #
l;. Kladziemy Iy = s(lp) i.t.d. Otrzymujemy znowu cykl (I, ...,1,).
Po skoniczonej liczbie krokéw dostajemy ciag cykli

(G1y oo ig)s (oo 1)y e s (M, .o myg).
Z konstrukeji tych cykli wida¢ natychmiast, ze:

s:(il,...,ik)(ll,...,lp)~~~(m1,...,mq).
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Przyktad:

1 2 3 45 6 7 8
DEFINICJA 3.6. Cykl o dlugosci 2 nazywamy transpozycja.
STWIERDZENIE 3.7. Cykl o dlugosci k mozna przedstawi¢ jako zlozenie k—1
transpozycji.

DowoéD: batwo sprawdzié¢ nastepujaca réwnosé
(7:17 cee 7ik) = (ilvik)(ihikfl) o (i17i2)~

|
Whiosek: kazda permutacja s € S(n) da sie przedstawi¢ jako zlozenie co naj-
wyzej n — 1 transpozycji.

TWIERDZENIE 3.8. Niech s = t; ---t1 gdzie t; sa transpozycjami. Parzystosé
liczby k zalezy tylko od s.

Dowo6p: Dla g € S(n) oznaczmy przez m(q) liczbe czynnikéw wystepujacych w
rozkladzie ¢ na cykle rozltaczne plus liczbe elementéw stalych w ¢ (tzn. liczb j
takich, ze q(j) = 7).

Pokazemy, ze jedli t jest transpozycja, to m(tq) = m(q) £ 1. Niech t = (i, j),
wéwezas mamy nastepujace mozliwosci:

(1) Jezeli i, j nie wystapuja w zadnym cyklu, to m(tq) = m(q) — 1 (dwa punkty
state mniej, jedna transpozycja wiecej).

(2) Jezeli i wystepuje w cyklu (i,42,...,4,), a j jest punktem stalym, to w
rozktadzie permutacji tq¢ na cykle rozlaczne wystapi

(17])(7’?7’27 ?7:7“) = (ivi27"' 37:T7j)7

czyli m(tq) = m(q) — 1 (jeden punkt staly mniej).
(3) Jezeli 4,5 wystepuja w réznych cyklach (4,49, ... ,4,.) 1 (J,72,... ,71), tO

(Zaj)(27227 7ir)(j7j23"' 7jl) = (j7j27"' 7jl7i7i2a"' 77;7")-

Zatem m(tq) = m(q) — 1 (jeden cykl mniej).
(4) Jezeli 4,5 wystepuja w jednym cyklu (4,42, .. ,ip—1,7, ip41,--- ,ir), tO

(6, 9) (8532, - s ip—1, Ty bpt1s - -« 5 8r) = (8,82, ip—1)(Js Gpt1s -+ 5 0r),s

czyli m(tq) = m(q) + 1 (jeden cykl wiecej).
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Przypu$émy teraz, ze s = to, -+ -t1 = Sgp41 - - 1, gdzie t;, 55 sg transpozycjami.
Mamy m(t1) =n —1=m(s1), wiec

m(s)=(m-1)£1+1,...,+1
— ——

2r—1 razy

i, z drugiej strony,

m(s)=(n—-1)x1+1,... ,+1
|
2p razy

- sprzeczno$é! (parzystosé liczby m(s) sie nie zgadza). m

Whiosek: dla permutacji s liczba (—1)ezba transpozycji w rozkladzie s jost dobrze
okreslona. Nazywamy ja znakiem permutacji s i oznaczamy sgn(s).

STWIERDZENIE 3.9. sgn(s; o s2) = sgn(sy) sgn(sz).

STWIERDZENIE 3.10. Jesli p jest liczba cykli parzystej dlugosci wystepujacych
w rozkladzie permutacji s € S(n), to sgns = (—1)P.
DowoD: Wynika natychmiast ze Stwierdzenia 3.7. n

Permutacje s nazywamy parzysta, jezeli sgn(s) = 1 i nieparzysta, jezeli sgn(s) =
—1.

Alternatywny sposéb wprowadzania znaku permutacji.
DEFINICJA 3.11. Dla s € S(n) s-inwersja nazywamy pare (i, j) taka, ze 1 < i <
j < noraz s(i) > s(j).

STWIERDZENIE 3.12. Jesli s,t € S(n), przy czym t jest transpozycja, to suma
(liczba s-inwersji) + (liczba s o t-inwersji)
jest liczba nieparzysta).

Dowo6b: Niech t = (i, §), gdzie i < j; wtedy

sor= Ly 7wl T T )
Stad

(a) dlai <k < j:

(i,7) jest s-inwersja albo s o t-inwersja,
(i, k) jest s-inwersja albo s o t-inwersja,
(k, j) jest s-inwersja albo s o t-inwersja.
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Tych par jest nieparzysta liczbal
(b) dla wszystkich pozostatych par (k,1), 1 < k <1 < n, mamy:
(k,1) jest s-inwersja < (k,1) jest s o t-inwersja.

Stad teza. m
‘Whioski:
(1) Jezeli zdefiniujemy sgn s = (—1)ticzba s—inwersji tq gon(so0t) = —sgns gdy

t jest transpozycja.
(2) Jezeli s da sig przedstawié jako zlozenie k transpozyciji, to sgns = (—1)*.

3.3. Ciala.

Cialem K nazywamy zbiér K z dzialaniami dwuargumentowymi ,,+” i ,-” takimi,
ze
(1) (K,+) jest grupa abelowa,
(2) (K'\0,-) jest grupa abelowa, gdzie 0 jest elementem neutralnym ze wzgledu
na 77+”7
(3) Va,b,c, € K mamy a-(b+c) = (a-b)+(a-c) (rozdzielno$é mnozenia wzgledem
dodawania).

Przyktady:

1) Liczby zespolone z dzialaniami dodawania i mnozenia.

2) Liczby rzeczywiste z dzialaniami dodawania i mnozenia.

3) Liczby wymierne z dzialaniami dodawania i mnozenia.

4) Zbiér dwuelementowy {0, 1} z dzialaniami dodawania modulo 2 i mnozenia.

5) Zbiér Z, = {1,2,...,n} z dzialaniami dodawania i mnozenia modulo n,
gdzie n jest liczba pierwsza. (Udowodnié!)



Rozdzial 4. Przestrzenie wektorowe

4.1. Definicja i przyktady.

DEFINICJA 4.1. Przestrzenia wektorowa nad cialem K nazywamy grupe abelowa
(V,+) z odwzorowaniem

KxV —=V:(A\v)— X-v

takim, ze dla wszystkich \,up € K, v,w e V:
(1) A+p)v=Av+p-wv,
2) AN (v+w)=A-v+ A w,
(3) 1-v=wo,
(4) A (p-v) = (M) -v.

Elementy przestrzeni wektorowej nazywaé bedziemy wektorami, a elementy ciata
K skalarami. W dalszym ciagu zajmowac sie bedziemy jedynie przestrzeniami wek-
torowym nad cialami K = R i K = C. Element nautralny grupy (V,+) (wektor
zerowy) oznaczaé bedziemy, dla odréznienia od zera liczbowego, przez 0. Bedziemy
tez pisaé po prostu \v zamiast A - v.

STWIERDZENIE 4.2. Dla kazdego wektora v € V i kazdej liczby A € K
(1) Ov =0,
(2) (=1)v = —v, to znaczy, v+ (—1)v = 0,
(3) A0 =0,
(4) jezeli \v =0 to A =0 lubv =0.
Dow6p: Niech v € Vi A € K.

(1) Mamy v = (1+0)v = lv+ 0v = v+ Ov i stad 0 = Ow.

(2) Z powyzszego i z punktu pierwszego definicji v + (—1)v = (1 + (=1))v =
Ov =0, czyli —v=(-1) v

(3) Z punktu trzeciego definicji Av = A(v 4+ 0) = Av + A0 i stad A0 = 0.

(4) Jezeli v =01 A #0,tov=(A"1Av=A"1(w)=0.

4.1.1. Przyktady.

(A) Zbiér K" z dodawaniem

(1,22, T0) + (Y1, 92, Yn) = (@1 + Y1, T+ Yn)
1 mnozeniem

Ma1, o, -+, xn) = (Aw1, Ax2, -+, Azy)

20



4.1. DEFINICJA 1 PRZYKLADY 21

jest przestrzenia wektorowa nad K.

(B) Niech A bedzie dowolnym zbiorem. Symbolem Map(A, B) oznaczamy zbiér
wszystkich odwzorowan ze zbioru A w zbiér B. Wezmy V = Map(A, K) z
dzialaniami:

(f+9)a) = f(a) +g(a)
oraz
(Af)(a) = Af(a).
Jest to przestrzen wektorowa nad K. W szczegdlnosci, biorac A = I, =
{1,2,...,n}, dostaniemy poprzedni przyklad.

(C) Zbiér wielomianéw K[n] stopnia < n z dzialaniami okreslonymi w rozdziale

drugim jest przestrzenia wektorowa nad K.

DEFINICJA 4.3. Niepusty podzbiér S przestrzeni wektorowej V' nazywamy pod-
przestrzenia wektorowa przestrzeni V', jezeli S z dzialaniami indukowanymi z V'
jest przestrzenia wektorowa.

STWIERDZENIE 4.4. S jest podprzestrzenia wektorows wtedy i tylko wtedy,
gdy

VA1, A € K, Vo, 10, € S
mamy

)\11}1 + )\2’02 € S

DowoéD: Jedyna rzecza do sprawdzenia jest (oczywista) wykonalno$é dziatan doda-
wania wektorow i mnozenia ich przez liczbe. Pozostate wlasnosci dziatan spetnione
sg automatycznie. m
Dalszy ciag przykladéw.

(D) Funkcje wielomianowe na R o wspélczynnikach w K tworza podprzestrzen
wektorowsa, przestrzeni wszystkich funkcji na R o wartosciach w K.

(E) Niech A bedzie dowolnym zbiorem i W - dowolna przestrzenia wektorowa nad
K. V = Map(A, W) z dzialaniami okreslonymi wzorami jak w przykladzie
(B).

(F) Inne podprzestrzenie przestrzeni Map(R, K): wielomianéw parzystych, funk-
cji ciaglych, funkcji rézniczkowalnych, etc.

(G) Bardzo wazny przyklad-wytrych: zbiér rozwiazan ukladu

aiiry  +  apry + -+ apzr, = 0

a1ry  + axpry + -+ a2 = 0
(*)

Am1T1 + Am2T2 + e + AmnTn = 0

tworzy podprzestrzen wektorowa przestrzeni K™, co jest oczywiste. Poka-
zemy, ze gdy liczba niewiadomych jest wieksza od liczby réwnan, to pod-
przestrzen ta zawiera wektory rézne od zera.
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TWIERDZENIE 4.5. Jezeli n > m to istnieje niezerowe rozwiazanie ukladu (x).

DowoD: (indukeyjny ze wzgledu na liczbe réwnan): Dlam = 1in > 1 twierdzenie
jest w oczywisty sposéb prawdziwe. Zaldézmy, ze jest rOwniez prawdziwe dla m — 1.

Jezeli wszystkie wspotezynniki w (%) sa réwne zeru, to zbiér rozwiazan jest réwny
catemu K". Przyjmijmy teraz, ze cho¢ jeden ze wsp6lczynnikéw w (x) jest rézny od
zera, na przyklad a;;. Uklad () zastepujemy réwnowaznym (to znaczy majacym
te same rozwiazania)

a11T1 + a1272 + + alélxn = 0
(@22 — i6112)3102 + -+ (agn - ﬂa1n)$2 = 0
ail aii
() .
a a
(amQ - ﬂau)@ + T + (afmn -l aln)xn = 0
ail ai1

Uktad powstaly z (#*) przez usuniecie pierwszego réwnania ma m — 1 réwnan i
n — 1 niewiadomych. Z zalozenia indukcyjnego ma on niezerowe rozwiazanie. Roz-
wiazanie niezerowe ukladu (xx) dostaniemy wyznaczajac x1 z pierwszego réwnania.

DEFINICJA 4.6. Niech V bedzie przestrzenia wektorowa nad ciatem K i niech
bedzie dany ciag wektorow vi,vs, ... ,v, € V. Wektor przestrzeni V postaci

Mo+ 2209 + -+ Ny,

gdzie \' € K, nazywamy kombinacjg liniowa wektoréw v, ... , vs.

Niech teraz S bedzie dowolnym podzbiorem przestrzeni V. Zbiér kombinacji linio-
wych wektordéw z S oznaczaé bedziemy (S). Jezeli S = ), to przyjmujemy (S) = {0}.
Inaczej méwiac, kombinacja liniowa pustego ciagu wektorow jest wektorem zero-
wym.

STWIERDZENIE 4.7. (S) jest podprzestrzenia wektorowa przestrzeni V.

Dowo6D: Wystarczy rozpatrzyé przypadek niepustego S. Niech v,w € (S), tzn.
v=ANvy+ ..+ A\, iw= ,u1w1 + .. 4+ p"w, gdzie v;, w; € S'i )\i,ui € K. Dla
dowolnych A, p € K mamy

Ao+ pw = (ADor + -+ 4 (Ao, + () wr + - -+ (pp™ )w,, € S

Uwagi:

a) Jezeli V. O W D S 1 W jest podprzestrzenia wektorowa to (S) C W.
b) (S) jest najmniejsza podprzestrzenia wektorowa zawierajaca S.
Przyktad: S = {1,z,7 + 22, z}. (S) = K[2].

Inne przyktady beda podane pdzniej.
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4.2. Liniowa niezalezno$¢. Baza.

DEFINICJA 4.8. Przestrzeni wektorowg V nazywamy skohczenie wymiarowa, je-
zeli istnieje skoriczony zbiér wektoréw S = {v1,va,... , v} C V taki, ze (S) = V.
Przyktady:
(1) V=K"iS={ey,...,e,} gdzie e; = (814, .-, ni)-
(2) Przestrzen wielomianéw stopnia < 21 S = {1,z, 2%}
(3) Przestrzen odwzorowan Map(N, K) nie jest skoficzenie wymiarowa (jest nie-
skoficzenie wymiarowa).

(4) Przestrzen R jako przestrzen wektorowa nad cialem liczb wymiernych nie
jest skonczenie wymiarowa.

DEFINICJA 4.9. Uklad wektoréw (ciag wektoréw - jesli uporzadkowany)
{v1,v2, ... ,08},v; €V,
nazywamy linowo niezaleznym, jezeli zachodzi implikacja
Mo+ + My =0) = (M =M= =) =0).
Jezeli uklad wektoréw nie jest liniowo niezalezny, to méwimy, Ze jest liniowo zalezny.
Przyklady:

(1) Wielomiany {1,¢,¢3} sa liniowo niezalezne.

(2) V = C! jako przestrzen wektorowa nad cialem liczb rzeczywistych. 1, i sa
liniowo niezalezne.

(3) V = C! jako przestrzen wektorowa nad ciatem liczb zespolonych. 1, i nie sa
liniowo niezalezne.

(4) Dowolny ukltad zawierajacy wektor zerowy jest liniowo zalezny.

(5) Jezeli v # 0 to uktad {v} skladajacy sie¢ z jednego wektora jest liniowo
niezalezny.

DEFINICJA 4.10. Moéwimy, zZe wektor v jest liniowo zalezny od ukladu wektoréw
V1,V2,. .. Vg, jezeli istnieja liczby A, ... AP takie, ze

v=MNuv, + -+ Ny,
Iub, réwnowaznie,
v E <{’U1,’U2, Ce ,’Uk»}>7
Iub, réwnowaznie,
({v1,v2, ... ;o)) = {v1,v2,... v, 0}).

Ponizsze stwierdzenie nie wymaga dowodu.
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STWIERDZENIE 4.11. Niech S = {vy,...,v} bedzie skoniczonym ukladem
wektorow z przestrzeni wektorowej V. Wowczas

(1) Jesli Sy C S iSy jest liniowo zalezny, to S tez jest liniowo zalezny.

(2) Jesli Sy C S i S jest liniowo niezalezny, to Sy tez jest liniowo niezalezny.

(3) Jesli0 € S, to S jest liniowo zalezny

(4) S jest liniowo zalezny wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnego i wektor v; jest
kombinacja liniowa pozostalych wektoréw z S.

DEFINICJA 4.12. Ciag (v1,...,v;) wektoréw z V nazywamy baza, jezeli jest
liniowo niezalezny i ({v1,...,vx}) =V

Przyktad:
Niech (614,...,0ni) = €; € K. Ciag (e1,e9, -+ ,ey,) jest baza w K.
Baza przestrzeni jednopunktowej V' = {0} jest zbiér pusty.

STWIERDZENIE 4.13. Jezeli przestrzenn wektorowa V ma baze, to kazdy jej
wektor da sie przedstawi¢ jednoznacznie jako kombinacja liniowa wektoréw bazy.

Dowo6p: Niech (v1,vg, -+ ,v,) bedzie baza przestrzeni V. Wektory bazy rozpinaja
cala przestrzen, wiec kazdy wektor jest kombinacja liniowa wektorow bazy. Niech
teraz

U:)\lv1+"‘+>\nvn:/~L1U1+"'+anna

a stad
A= oy + -+ (A" = g™ = 0.
7 liniowej niezalezno$ci wektoréw bazy wspolczynniki kombinacji liniowej réwnej

Z€ero sq zerowe:

TWIERDZENIE 4.14. Jesli przestrzen wektorowa V posiada baze n-elementowa
iS={w,...,wg}, przy czym k > n, to uklad wektoréw S jest liniowo zalezny.

DowoOD: Niech (vy, ... ,v;) bedzie baza w V. Wéwezas w; = > Mu;. Stad réwnosé
u1w1++’ukwk:0

jest rownowazna rownosci,

(Z pidi)or + o (Z WX v = 0,
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a ta, poniewaz (v1,-- -, v;) jest baza, rébwnowazna jest ukladowi réwnan
PIM +pPAS e+ R =0
PN+ PN 4 A =0

Poniewaz k > n, wiec istnieje (patrz przyklad-wytrych, Twierdzenie 4.5) nieze-
rowe rozwiazanie (u!, ..., u*) tego ukladu i, w konsekwencji,

,u1w1+~~+ukwk:0.

|
‘Whioski:
(1) Jezeli (vy,...,v,) jest baza i uklad wektoréw {ws,...,wi} jest liniowo nie-
zalezny, to k < n.
(2) Jezeli (v1,...,v,) 1 (w1,...,wy) sa bazami w V, to m = n.

TWIERDZENIE 4.15. Jesli V jest przestrzenia skoniczenie wymiarowa 1V # {0},
to V posiada niepusta baze.

Dowo6p: Niech ({v1,...,v}) = V. Mamy dwie mozliwoéci:
a) uktad wektoréw (vy,...,vx) jest liniowo niezalezny, wiec jest baza,
b) uklad (vq,---,vk) jest liniowo zalezny, wiec istnieje wektor v; bedacy kom-

binacja liniowa pozostalych.

W drugim przypadku

<{1}1,"‘ 71)1'_1,1)1‘4_1," . 7Un}> = <{U1,...,Uk}> = V

Znéw mamy dwie mozliwoéci

a) uklad {v1, - ,v;—1,Vi41, "+ ,Vn} jest baza, lub
b) jeden z wektordéw {vy,- - ,v;—1,Viy1, -+ , U} jest liniowa kombinacja pozo-
stalych. W tym przypadku postepujemy jak poprzednio.

i.t.d.

W efekcie koficowym dostajemy baze lub pojedyhczy wektor v; taki, ze ({v;}) =
V. Poniewaz V zawiera element rézny od zera, wiec v; # 0, a stad uklad {v,} jest
liniowo niezalezny, wiec jest baza. ™

Whiosek: Dla przestrzeni wektorowych wymiaru skonczonego liczba elementéw
bazy jest dobrze okre$long funkcja przestrzeni. Oznaczamy ja dim i nazywamy wy-
miarem. dim V' jest liczba elementéw dowolnej bazy przestrzeni V. Dla podkreslenia
z jakim cialem mamy do czynienia, piszemy dimg.
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Przyklady:

(1) dimg K™ = n. Jako baze mozemy wybraé uklad (e, e, ..., e,) (prayktad po
Definicji 4.12).

(2) dime C! = 1.

(3) dimg C! = 2. Jako baz¢ mozemy wybraé pare (1, ).

TWIERDZENIE 4.16. Niech V bedzie przestrzenia skonczenie wymiarowa nad
ciatem K. Dowolny ciag wektoréw liniowo niezaleznych da sie uzupeinié¢ do bazy.

Dow6p: Jedli uktad (vg,-- - ,vp) jest liniowo niezalezny i nie jest baza, to istnieje
wektor vi41 € V taki, ze vg4q nie nalezy do {(v1,- - ,vg)). Uklad (vq, -+, vg) jest
liniowo niezalezny, wiec jesli Mwvy + -+ 4+ X, + A*FTly ;= 0 to mamy dwie
mozliwo$ci:

a) APl £ 0 oznacza, 7e vy jest zalezny od (vy,- -+, vg). Sprzecznodé.

b) MHL =0 czyli Moy + -+ My, =0istad Al = = \F =0.
Wynika stad, ze uklad (vq,- -, vk, Vg41) jest liniowo niezalezny. Znéw mamy dwie
mozliwodci:

k+1=dimV, czyli uklad (vq,---, vk, vk+1) jest baza, lub ((vy,--- ,vp41)) # V.
W drugim przypadku powtarzamy cala procedure.

Po n — k krokach otrzymujemy uktad n liniowo niezaleznych wektoréow, ktére
tworza baze. [ |
4.2.1. Dalsze przyklady przestrzeni wektorowych.

(G) Niech V' i W beda przestrzeniami wektorowymi nad ciatem K. Iloczyn kar-

tezjanski V' x W z dziataniami:

a) (v,w) + (v, w') = (v + v, w+w)

b) Av,w) = (A, Aw)
jest tez przestrzenia wektorowsa nad cialem K. Nazywamy ja iloczynem kar-
tezjanskim przestrzeni wektorowych.

Jedli uklad (vy,---,vy,) jest baza V' i uklad (wy,--- ,wy,) jest baza W, to uklad
n + m wektoréw

((U1a0)7 e ,(’Un,O), (07w1)7 e 7(07wm))

tworzy baze V x W.
Istotnie, jesli

M (v1,0) + -+ + A" (v, 0) + ' (0,01) + -+ + ™ (0, wyy, )
= ()\11)1 +'--+)\"vn,,u1w1 + o4 umwy) =0,

to
M= =X=0,:pyl=. =pm=0.

Stad mamy
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STWIERDZENIE 4.17. dim(V x W) =dimV + dim W

Niech V' bedzie przestrzenia wektorowa i niech Wi, Wy C V beda jej podprze-
strzeniami. Wowczas

(H) W1 N W; jest podprzestrzenia wektorowa

(I) Zbiér Wy U Wy nie jest w ogélnosci przestrzenia wektorowa. (Jezeli jest, to
W1 C Wa lub Wo € W1.) Sumag algebraiczng podprzestrzeni Wy i Wy nazy-
wamy podprzestrzen (W, UW5) i oznaczamy ja Wi+ Wa. Jest to najmniejsza
podprzestrzen zawierajaca Wi i Wa.

Uwaga. Reprezentacja wektora v € Wy + Ws jako sumy v = wi + we, gdzie
wy € Wy a wy € Wo, nie jest na ogodl jednoznaczna np. dla Wy = Wo = W mamy
Wi+We=Wiw=0+w=w+0.

TWIERDZENIE 4.18.
Niech V' bedzie przestrzenia wektorowa nad cialem K, a Wy i Wy jej podprze-
strzeniami. Ponizsze warunki sa réwnowazne:

a) W1 n W2 = {0},

b) dla kazdego v € W = Wy + Wy istnieja jednoznacznie okreslone wektory
wy € Wi, wy € Wy takie, ze v = wy + wo,

¢) zachodzi wynikanie:
jesli wy + wy = 0 gdzie wy € W1 i ws € Wy, to wy; = we = 0.

DowoD:

a = b Niech wy +wy = w) +w} . Stad (w1 —w}) = (wh —ws) = 0, czyli w; = wj
1wy = wh, gdzie (w1 —w)) € W1 a (wh) € Wa.

b= cNiech0+0=0=w; +ws . Stad w; =01 wy =0.

¢ = a Niech w € W1 N W, Ktadé w1 = w € Wi i wy = —w € Wy dostajemy
wy + we = 0. Z jednoznaczno$ci rozktadu wy = wy = 0, czyli w = 0. n

Jezeli spelnione sa warunki o ktérych méwi twierdzenie, wprowadzamy oznaczenie
Wi + Wo = Wy & Ws i méwimy, ze mamy sume prostg podprzestrzeni Wi i Wa.

Ogolnie: jezeli mamy ciag podprzestrzeni Wy, --- , Wy, to

Wi+ Wi = (Wi U---UWy).

Jezeli reprezentacja w = wy + - -+ + wg, w; € W, wektora w jest jednoznaczna, to
piszemy
W1+-~~+Wk:W1®~~~®Wk:@lewi.

TWIERDZENIE 4.19. dim(W; + W) = dim Wy + dim Ws — dim(W; N Wa)
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Dowo6D: Niech (wy, ... ,w) bedzie baza Wi N Wy. Mozna ja uzupehié do bazy
(Wi, We, V1, e, Up)

w Wi i do bazy

(Wi, .o Why ULy e e Uy)

w Ws. Twierdze, ze
(W1, e s Why U1y e e ey Uy UTy e e e 5 U

jest bazg W7 + W,. Sprawdzenie: oczywiste, ze te wektory rozpinaja cala podprze-
strzen W7 + Ws. Czy uktad jest liniowo niezalezny? Jezeli

Mwy + -+ XNowg + plog + -+ g + v ug + - 0 0, =0,

to Mwi + -+ u"v,, € Wi NWa, czyli réwniez plvy + - - - 4+ p™v,, € Wi NWa, a to

oznacza, ze jest kombinacja liniowa wektoréw w1, . .. , wy. Poniewaz uktad wektoréw
(w1, ..., Wk, V1,...,0y) jest linlowo niezalezny, dostajemy p; = -+ = py = 0.
Podobnie vy = -+ = v, = 0 i, w konsekwencji, rowniez A\ = --- = A\ = 0. n

(J) Niech V bedzie przestrzenia wektorowa a W jej podprzestrzenia wektorowa.
W V wprowadzamy relacje rownowaznoéci zdefiniowana nastepujaco:

v~V =01 — 1 €EW L

Zbiér klas réwnowaznoéci oznaczamy V/W. W zbiorze tym okre§lamy dzia-
tanie dodawania

[v1] + [v2] = [v1 + v2]

i mnozenia przez liczbe

Alv] = [Av],

gdzie [v] jest klasa réwnowaznosci wektora v. Latwo sprawdzié, ze wyniki
dzialan nie zaleza od wyboru reprezentanta i ze okrelaja w V/W strukture
przestrzeni wektorowej. Nazywamy ja przestrzeniq ilorazowg przestrzeni V
przez podprzestrzen W.

Przyklad: catka nieoznaczona moze byé¢ uwazana jako elementem przestrzeni ilo-
razowej przestrzeni funkcji ciaglych przez podprzestrzen funkcji statych.

STWIERDZENIE 4.20. dim V/W = dimV — dim W
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Dowo6p: Niech (wy,ws, -+ ,w,) bedzie baza W. Uzupeliamy ja do bazy
(W1, e o Wy U1y e e 3 Upn)
w V. Pokazemy, ze ([v1],. .. , [um]) jest baza w V/W. Istotnie, niech v € V', wéwczas
v=MNw; + -+ ANw, + ploy + -+ v,
i stad

[v] = [or + -+ p"™ o]
= pt ] + -+ " o).

Ponadto, jesli
Ml[vl] + 4+ :u’m[vm] = [N’lvl + -+ vam] =0,

to ploy + -+ pmvp, € W, czyli plog + - 4 pM oy, =0 istad gy =+ = iy, = 0.
Ciag ([v1], ... ,[vm]) rozpina wigc W/V 1 jest liniowo niezalezny. ]



Rozdzial 5. Odwzorowania liniowe

5.1. Definicja i postawowe wlasnoSci.

DEFINICJA 5.1. Niech V,W beda przestrzeniami wektorowymi nad ciatlem K.

Odwzorowanie F:V — W nazywamy liniowym, jezeli Vvi,ve € V i VA1, Ay € K|
F()\lvl + )\2’1)2) = )\1F(U1) + )\QF(UQ).

Réwnowaznie, odwzorowanie jest liniowe, jezeli spelnione sa dwa warunki:

F(vi +v2) = F(v1) + F(v2) 1 F(Av) = AF(v).

7 definicji wynika natychmiast, ze
F(0) = 0.

Istotnie, F'(0) = F(0-0) =0- F(0) = 0.
Przyklady.

(1) V = %([-1,1]) - przestrzen funkcji ciaglych na odcinku [—1,1] i W = R!.
Definiujemy odwzorowanie F:V — W wzorem F(f) = f(0). Liniowo$¢ F'
jest oczywista.

(2) V=¢'RYH, W =%R"') i F(f) = f (pochodna funkcji f).

(3) V. =W =R Ktére z odwzorowan:

Fi(z) = 2%, Fy(x) =z + 1, F3(r) = 4x

jest liniowe?

Odwzorowania liniowe z V' do W sa elementami przestrzeni wektorowej Map(V, W)
wszystkich odwzorowan z V' do W (patrz przyklad (E) z poprzedniego rozdziatu).
Pokazemy, ze tworza one podprzestrzen wektorowa.

STWIERDZENIE 5.2. Niech F, G:V — W beda odwzorowaniami linjowymi i
niech A € K. Wéwczas

(1) F + G jest odwzorowaniem linjowym,
(2) AF jest odwzorowaniem liniowym.

DowOD: Zgodnie z definicjg dziatan w Map(V, W)

(F + G)(v1 4+ v2) = F(v1 +v2) + G(v1 + v2)
= F(’Ul) + F(’Ug) + G(’Ul) + G(UQ)
= (F+G)(v1) + (F+ G)(v2).

30
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Podobnie
(F 4+ G) () = F(uw) + G(pv) = pF (v) + pG(v) = p(F + G)(v).

Zatem F' + G jest odwzorowaniem liniowym. Tak samo pokazujemy, ze AF jest
liniowe. u

Whiosek: Wszystkie odwzorowania liniowe z V' do W tworza przestrzen wekto-
rowa; oznaczamy ja L(V, W). Ponadto uzywaé¢ bedziemy oznaczen:

L(V,V) =End(V) iL(V,K)=V"™

STWIERDZENIE 5.3.

Niech V, W, U beda przestrzeniami wektorowymi nad K. Jezeli F:V — W
oraz G:W — U sa odwzorowaniami liniowymi, to zlozenie G o F:V — U jest tez
odwzorowaniem liniowym.

Dow6Dp: Mamy

G o F(Av1 + Aav2) = G(F(Av1 + Aav2))
= G(ALF(v1) + A2 F(v2))
= MG(F(v1)) + MG(F(v2))
=MGo F(’Ul) + XoG o F('UQ)

|
Uwaga: Niech F:V — K" bedzie jakim$ odwzorowaniem. Poniewaz odwzoro-
wania
K — K (T1,22, + yTy) — Ty
sa liniowe to, jak latwo zauwazy¢, F' jest liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy dla

kazdego ¢ ztozenie ©* o I jest odwzorowaniem liniowym.

STWIERDZENIE 5.4. Odwzorowanie liniowe F jest wyznaczone jednoznacznie
przez jego wartosci na wektorach bazy.

DowOD: Niech (e1,...,en) bedzie baza V i niech v € V. Wéwczas v = Alep +
oo+ A", i, z liniowosci F, mamy F(v) = A F(e1) + - + A"F(ey). m
STWIERDZENIE 5.5. Jezeli F:V — W iV} C V jest podprzestrzenia wekto-
rowa, to F'(V1) jest podprzestrzenig wektorowa przestrzeni W idim F(V;) < dim V.

DowoéD: To ze F (Vi) jest podprzestrzenia wektorowa wynika natychmiast z linio-
wosci F. Jezeli (eq,...,en,) jest baza Vi, podprzestrzen F(V}) jest rozpigta na
wektorach F(e1),...,F(en,). ]
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STWIERDZENIE 5.6. Jezeli F € L(V,W) jest bijekcja (tzn. F~1 istnieje), to
FlelL(WV).
Dowo6D: Niech wy, wy € W. Istniejg vy, vy takie, ze F(vi1) = wy i F(vs) = wo.
Wowezas
F7 w4+ dows) = FTH A F(v1) + Ao F(v2))
= F7HF(Av1 + Aov))
= )\1’01 + )\21)2
= >\1F71(U)1) + )\QFil(U)g)
|
Oznaczenia: Aut(V) = GI(V) = {F € End(V): F~! jest odwzorowaniem}.
Jezeli F' € L(V, W) jest takie, ze '~ istnieje, to méwimy, ze F' jest izomorfizmem
przestrzeni wektorowych.
Przyklady:

(1) Jako V wezmy przestrzen K[n] wielomianéw stopnia < n i wspélczynnikach
z K. Odwzorowanie liniowe

F:K[n] — K" ag + a1zt 4+ - + apz™ — (ag,aq,... ,a,) € K™ (5.1)
jest izomorfizmem.
(2) Przy ustalonej permutacji o € S(n) definiujemy odwzorowanie
K™ 3 (21,...,2n) = (Zo(1), - -+ » To(n)) € K™ (5.2)

Jest to izomorfizm przestrzeni K w siebie (tzn. automorfizm).

5.2. Obraz i jadro odwzorowania liniowego.

STWIERDZENIE 5.7. Jezeli odwzorowanie F:V — W jest liniowe, to zbiory
F(V)c W i F~Y0) C V sa podprzestrzeniami wektorowymi.

DowOD:

(1) Jezeli wy,ws € F(V) to istnieja wektory vy,vy € V takie,ze wy = F(vq) i
way = F(v3). Stad Mwy + A2wy = M F(v1) + A2 F(vg) = F(Avy + A%03), wiec
Awy + A2wy € F(V).

(2) Jezeli F(v1) =01 F(vg) =0 to F(Alvg + A%v3) = M F(v1) + A2F(vq) = 0.

|
‘Whiosek: Jezeli U C V jest podprzestrzenia wektorowa i F: V' — W jest liniowe,
to F(U) C W tez jest podprzestrzenia wektorowa.
Terminologia i oznaczenia:
Podprzestrzen wektorowa F'(V') przestrzeni W nazywamy obrazem odwzorowania
liniowego F i oznaczamy im F. Podprzestrzen wektorowa F~1(0) przestrzeni V
nazywamy jgdrem odwzorowania liniowego F' i oznaczamy ker F.
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STWIERDZENIE 5.8. Niech F:V — W bedzie odwzorowaniem liniowym. Wéw-
czas
F(vy) = F(vg) <= v1 — v € ker F.
‘Whioski:

(1) F jest injekcja wtedy i tylko wtedy, gdy ker FF = {0},
(2) F jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy im F' = W i ker F' = {0}

TWIERDZENIE 5.9. Niech V bedzie skoriczenie wymiarowa przestrzenia wekto-
rowa. Jezeli F:V — W jest izomorfizmem, to przestrzen W jest wymiaru skonczo-
nego i dimV = dim W.

DowoD: Niech (e1,... ,e,) bedzie baza V, wowczas (F(ey),. .., F(e,)) rozpina
imF = W. W jest wiec wymiaru skonczonego. Jezeli z kolei

0=MF(e))+---+N"F(en) = F(\ey + -+ + \e,p),

to

Mep + -4+ A\, =0,
czyli A\l = ... = A" = 0. Stad wynika, ze uklad (F(e1),...,F(e,)) jest liniowo
niezalezny, wiec jest baza przestrzeni W. n

Uwaga: Jezeli dimV = dim W, to zawsze istnieje izomorfizm F:V — W. Na
przyklad, jezeli (ei,...,e,) jest baza V i (f1,...,fn) jest baza W, to kladac
F(e;) = f; dostajemy izomorfizm.

TWIERDZENIE 5.10. Jezeli F € L(V,W) to
dim V' = dim(ker F') + dim(im F'). (5.3)

DowoD: Niech Vi = ker F. Z Twierdzenia 4.16 wynika, ze istnieje podprzestrzen
Vo C V taka, ze V = V1 @ V,. Oznaczmy przez Fy odwzorowanie F' obciete do V5.
Mamy wiec

im F = im F, 2" W,.

Odwzorowanie Fy: Vo — Wy jest bijekcja, wiec izomorfizmem. Stad
dimim F' = dim Wy = dim V5.
Poniewaz dim V' = dim V5 + dim V}, mamy dim V' = dimim F' + dim ker F'. [
‘Whioski:

(1) FeL(V,W)1iF jest surjekcja, to dimV > dim W,
(2) FelL(V,W)iF jest injekcja, to dimV < dim W,
(3) dimV > dim W, to ker F' # {0}
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Czytelnikowi pozostawiam do udowodnienia dwa proste, ale wazne fakty:

a) Niech W C V bedzie podprzestrzenia wektorowa o wymiarze m. Istnieje
odwzorowanie liniowe F: K™ — V takie, ze W = im F. Méwimy, ze F' jest
opisem parametrycznym podprzestrzeni W.

b) Niech W C V bedzie jak wyzej i niech dimV = n. Istnieje odwzorowanie
liniowe F:V — K"™™ takie, ze W = ker F'. Méwimy w tym przypadku, ze
podprzestrzen jest opisana ukladem réwnan (patrz punkt nastepny).

Uwagi koncowe:

(1) End(V) jest przestrzenia wektorowa.

(2) Aut(V) nie jest przestrzenia wektorowa, ale jest grupa ze wzgledu na skla-
danie odwzorowan.

(3) Odwzorowanie F' € L(V, W) indukuje odwzorowanie liniowe

F:V/ker F — W:[v] — F(v).
Odwzorowanie to jest injekcja.

5.3. Réwnania liniowe (teoria ogélna).
Réwnaniem liniowym nazywamy réwnanie postaci F(z) = b gdzie F € L(V, W),
b € W. Inaczej mowiac, szukamy x € V takich, ze Fx = b. Jesli b = 0 to réwnanie
nazywamy jednorodnym a jesli b # 0 to réwnanie nazywamy niejednorodnym.
Fakty oczywiste:

(1) Aby zbidr rozwiazah réwnania Fz = b byl niepusty (inaczej méwiac — aby
istnialo rozwiazanie réwnania Fx = b) potrzeba i wystarcza, by b € im F.

(2) Jedli b =0, to zbidér rozwiazan jest niepusty (FO = 0).

(3) Jesli b = 0, to zbiorem rozwiazan jest ker F. W tym przypadku zbiér roz-
wiazan jest podprzestrzenia wektorowa (dla b # 0, jak tatwo sprawdzié, nie
jest).

(4) Jedli 21,29 sa rozwiazaniami réwnania Fz = b, to &1 — o € ker F czyli
1 — To jest rozwiazaniem réwnania jednorodnego Fz = 0.

(5) Jesli 1 jest rozwiazaniem réwnania Foz = b i z¢ € ker F, to x1 + x¢ jest tez
rozwigzaniem réwnania Fx = b.

(6) Jezeli F jest izomorfizmem, to dla kazdego b istnieje dokladnie jedno roz-
wiazanie rownania F'x = b. Rownanie takie nazywa si¢ uktadem Cramera.

Jezeli w V mamy baze (e1,es, ... ,e,), to punkt 1 réwnowazny jest

((1’; be (F(er),...,F(en)), coz kolei jest réwnowazne
1”
(F(e1),...,Flen)) = (F(e1),...,F(en),b). (5.4)
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Jak opisaé zbiér rozwigzan réwnania Fx = b?

Jezeli b = 0 to wystarczy podaé¢ baze podprzestrzeni ker F'. Nazywamy ja funda-
mentalnym ukladem rozwigzan. Jezeli b # 0 to, jak wynika z punktu 5, nalezy podac
jedno rozwiazanie (szczegélne) réwnania F'z = b i fundamentalny uklad rozwiazan
réwnania jednorodnego Fx = 0.

Innym sposobem opisu jest podanie bijekcji jakiego$ zbioru parametréw (najcze-
éciej jest to odwzorowanie liniowe z przestrzeni K') w zbiér rozwigzan.

Przyktad. Niech F:R? — R2: (2,y) — (2 + y, 2z + 2y) i niech b = (2,4)
Rozwigzania mozna sparametryzowaé nastepujaco: R 3 A — (A + 1,1 — \).
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6.1. Definicja i podstawowe operacje.

DEFINICJA 6.1. Macierza o m wierszach, n kolumnach i o elementach ze zbioru
X nazywamy odwzorowanie {1,--- ,m} x {1,--- ,n} — X.

Na macierz mozemy patrzeé¢ jak na ,tabliczke” o m wierszach i n kolumnach,
zlozong z elementow ze zbioru X. Bedziemy pisaé

all a12 ... aln

= [a%}]
aml am2 PRI amn

Zbiér macierzy o m wierszach, n kolumnach i o elementach z X oznaczamy
M™, (X).

W dalszym ciagu bedziemy sie zajmowaé macierzami, dla ktérych a'; € K. Nazy-
waé je bedziemy macierzami liczbowymi. W zbiorze M™,, (K) okreslamy dodawanie
i mnozenie przez liczbe:

[a';] + [b'5] = [a"; + ']
Aa's] = [Aa']

Z tymi dzialaniami M™,,(K) tworzy, co latwo sprawdzié, przestrzen wektorowa
nad K. Uklad macierzy El]~c = [0;101] (tzn. tylko jeden element macierzy jest rézny
od zera - lezacy w k-tym wierszu i l-tej kolumnie) rozpina przestrzen M™,,(K) i
jest liniowo niezalezny (po ulozeniu w ciag stanowi wiec baze). Wynika stad, ze
dimg M™,,(K) =n - m.

Whprowadzimy operacje na macierzach zwana transpozycjg:

T.M™, (K) — M",,(K): A — AT

zdefiniowana nastepujaco: jesli A = [a’;], to AT = [aT";] gdzie a'?; = a/;. macierz,
transponowana Transpozycja jest izomorfizmem przestrzeni wektorowych.

Przez a’ € Mln(K) oznacza¢ bedziemy i-ty wiersz, a przez a; € M™4(K) j-ta
kolumne macierzy [a';].

Oczywiste, ze odwzorowania
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zadaja izomorfizmy

M™,(K) ~ M™ (K) x - x M™(K)

n razy
M™,(K) ~ M!,,(K) x --- x M, (K)

m razy

W dalszym ciagu bedziemy (czasami) oznaczaé macierz A jako wiersz kolumn
A=1la,...,an]

lub jako kolumne wierszy
1

. Sl

d'f?l

DEFINICJA 6.2.
Rzedem wierszowym macierzy A = [a';] nazywamy liczbe dim({a',... ,a™}).
Rzedem kolumnowym macierzy A = [a';] nazywamy dim({a1,...,an}).

%

TWIERDZENIE 6.3. Rzad wierszowy jest rowny rzedowi kolumnowemu.

DowoD: Niech 7 bedzie rzedem wierszowym, a s rzedem kolumnowym macierzy
A. Niech uklad (a™ ---a'r) bedzie baza ({a',...,a™}), a uklad (aj, ---a;_ ) baza
{a1,...,an}).
Oznaczmy przez B = [b¥;] macierz otrzymang z A przez wykredlenie wierszy i
kolumn nie nalezgcych do bazy, tzn. b*; = aikjl gdziek=1,...,ril=1,... s
Pokazemy najpierw, ze jezeli by, ..., b, sa liniowo zalezne, to Gjy,-.-,05, tez sg
liniowo zalezne. Istotnie, jesli A'b; + - - + A®b, = 0 to, poniewaz dla i # iy,. .., i,
mamy at = al&il R aTd“,
Malj, + o+ Xoa'j, =
M(ara"j, + - Fapa )+ N(aay, + - Fapa'y) =

ar(Ma"y, -+ X0 )+ a(Maty, -+ Malny) =0

Wynika stad, ze kolumny {b1,...,b,} sa liniowo niezalezne, czyli uktad réwnan:
vty + - 4+ oz, = 0
vy + - 4+ 2y, = 0

nie ma niezerowych rozwiazan. Zatem na mocy przykladu-wytrycha (Twierdze-
nie 4.5) dostajemy s < r. Symetrycznie, stosujac powyzsze rozumowanie do macie-
rzy AT dostajemy nieréwnoéé r < s. W konsekwencji r = s. n
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DEFINICJA 6.4. Rzad wierszowy (lub kolumnowy) macierzy A nazywamy rze-
dem macierzy A i oznaczamy rz A.

STWIERDZENIE 6.5.

(1) 1zA =1z AT,
(2) Jezeli macierz B otrzymalismy z macierzy A przez dodanie do wiersza a'
kombinacji liniowej wierszy

=1 —i—1 —i+1 —-m
a, - ,a ,a yoee

torz B =rz A.

(3) Jezeli B otrzymalismy przez dodanie do ustalonej kolumny kombinacji linio-
wej pozostalych, torz B =1z A.

(4) Jezeli B otrzymaliSmy z A przez permutacje kolumn (wierszy), to rz A =
1z B.

DowOD: Rzad wierszowy macierzy A jest réwny rzedowi kolumnowemu macierzy
transponowanej AT. Stad pierwsza réwnosé.

Pozostale rownosci wynikaja z oczywistej uwagi, ze przestrzenie rozpiete na wier-
szach (lub kolumnach) macierzy A i B sa réwne. m

Zdefiniujemy teraz mnozenie macierzy. Dla kazdych m,n, p jest to odwzorowanie
M",,,(K) x M™,(K) — M",(K) zdefiniowane przez

(4,B) = ([a'j],[b'3]) — AB =[], ¢j =) a'sb";
k=1

Uwagi:

(1) Mnozenie macierzy jest nieprzemienne, tzn., na ogdt AB # BA. Znalezienie
przykltadu dla m = n = 2 zostawiamy jako ¢wiczenie.

(2) Mnozenie macierzy jest taczne i rozdzielne wzgledem dodawania.

(3) Jezeli A, B € M",,(K), to AB € M",,(K). Z tym mnozeniem M",,(K) jest
algebrg, to znaczy, przestrzenia wektorowa wraz z dzialaniem (mnozeniem),
ktore jest taczne i rozdzielne wzgledem dodawania.

(4) Algebra ta posiada element neutralny ze wzgledu na mnozenie (jedynke).
Jedynka jest macierz I = [6;], gdzie §°; =0 dlai # j i §%; = 1.

(5) Innym przykladem algebry jest przestrzen endomorizméw End(V') przestrzeni
wektorowej V' z dzialaniem skladania.

(6) Jezeli A € M"™,(K), to macierz B € M",,(K) taka, ze BA = I nazywamy
macierzq odwrotng do macierzy A i oznaczamy A~1. Latwo zauwazy¢ (éwi-
czenie!), ze nie kazda macierz (nawet rézna od zera ma do niej odwrotna).

Te i inne wlasnosci mnozenia macierzy wynikaja natychmiast z interpretacji ma-
cierzy jako macierzy odwzorowan, o czym bedzie mowa w nastepnej czesci.
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6.2. Macierze odwzorowan.

Niech e = (ey,...,e,) bedzie baza przestrzeni wektorowej V. Kazdy wektor
v € V ma jednoznaczna reprezentacje v = Aej + - - - + A\"e,. Odwzorowanie
/\1
Vove— | 1| =p]*eMy
)\TL

jest izomorfizmem przestrzeni wektorowych.
Niech f = (f1,..., fm) bedzie baza przestrzeni W i niech F' : V. — W bedzie
odwzorowaniem liniowym. Mamy

F(v) = AF(ey) + -+ \"F(e,)

/\1
[F)f =N [F(e)) +---+ A"[F(en))) =B | |,
)\n
gdzie B = [b%;] i b; = [F(e;)]/. Wprowadzona tak macierz B oznaczaé bedziemy
[F)f .- Nazywamy ja macierzq odwzorowania liniowego F' w bazach e i f. Poniewaz

)\1
D =Ml
A"
maimy
[F()} = [F),[v]° (6.1)

STWIERDZENIE 6.6.
() [F+G), =, +[G)
(2) AP, = ARV,
(3) Odwzorowanie L(V,W) — M™,, : F s [F]/_ jest izomorfizmem przestrzeni
wektorowych.

e

DowOD: i-ta kolumna macierzy [F + G]/_ jest réwna [(F + G)(e;)]7, ale
[(F + G)(e)) = [F(es) + Glen)) = [Flea))! + [Glen))

i stad pierwsza réwnosé¢. Podobnie dostajemy druga.
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Wystarczy teraz pokazaé, ze odwzorowanie F — [F]/_ jest surjekcja (Stwierdze-
nie 5.6) (injektywno$é jest oczywista). Niech A € M™,,(K). Ze Stwierdzenia 5.3.
wynika, ze przyporzadkowanie

e Yy dlif
J

zadaje odwzorowanie liniowe F:V — W takie, ze [F]/, = A. m

Z trzeciego punktu tego stwierdzenia dostajemy
dim L(V, W) =dimM™,,(K) =m -n = (dim V) - (dim W).

STWIERDZENIE 6.7. Jezeli e jest baza w V, f baza w W, g baza w U i jesli
Fel(V,W), GeL(W,U), to[GoF|9, = [G]gf[F]fe.

Dowo6Dp: Mamy dla kazdego wektora v € V

[Go F(v)]? = [G(F () =[G

o
[,
o
—~
<
=
<

|
‘Whioski:

(1) Poniewaz sktadanie odwzorowan jest laczne, wiec réwniez mnozenie macierzy
jest laczne.

(2) Jezeli F € L(V,W) jest izomorfizmem, to [F~1]¢
Istotnie,

= [F]fe_l'

I=[1df, = [F'F|°, = [F']°,[F)

o
(3) Poniewaz (F~1)~! = F, wiec réwniez dla macierzy zachodzi (A71)~! = A.
(4) Poniewaz dla odwzorowan (FoG)~t = G~1o F~! wiec i dla macierzy mamy

podobnie: (AB)~! = B71A~L.

Spostrzezenie: 1z [F]/ = dimim F

STWIERDZENIE 6.8. Zachodzi nieréwnosé¢ rz BA < min(rz A, rz B).

Dowép: Niech A= [F)f,, B= [G] ;. Wéwezas ze Stwierdzenia 5.5

e’

rzBA=dimimGo F
rzBA =dimimGo F

imimG =rzB

<d
<dimim F =rz A.
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6.2.1. Zamiana bazy.
Niech e, e’ bedg bazami w V, f, ' bazami w W, i niech F € L(V, W). Z poprzed-

nich stwierdzen

[F)f . =[Foldy)f, =[F) [Idv]®,
= [Idw)! ,[F), [Idv]” .. (6.2)

Przez Idy, Idy oznaczyliSmy odwzorowania tozsamosciowe w Wi V.
Podobnie ) ) )
Pl = [yl = [Idyo]” Ju]*.

6.3. Réwnania liniowe.

Niech F:V — W bedzie odwzorowaniem liniowym i niech b € W. Jezeli e, f sa
bazami odpowiednio przestrzeni V, W, to réwnanie liniowe F'x = b mozemy zapisaé
rownowaznie:

Abstrahujac od odwzorowania, mamy réwnanie macierzowe Ax = b, gdzie szu-

kamy kolumny z € M"™; (K), przy zadanych A € M™,,(K),b € M™(K).

Przetlumaczmy na jezyk macierzy uwagi na temat réwnan wypowiadane wcze-

$niej.

(1) Aby istnialo rozwiazanie potrzeba i wystarcza, by przestrzenie rozpigte na
kolumnach macierzy A = [a1,...,a,]1[4,b] = [@1,...,an,b] byly réwne. Do
tego potrzeba i wystarcza, by ich wymiary byly réwne czyli, by rz A = rz[A, b]
(tw.Kroneckera-Capelliego).

(2) Jesli m = n, to réwnanie Az = b ma dla kazdego b dokladnie jedno rozwia-
zanie wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje A~!. Wéwezas © = A~ 1b.

(3) Dodajac do réwnania kombinacje liniowa pozostaltych dostajemy uklad row-
nowazny, tzn., majacy te same rozwigzania. Operacja ta odpowiada przejsciu
do innej bazy w przestrzeni W. Mozna zmienia¢ baze réwniez w przestrzeni
V', ale ze wzgledow praktycznych tego sie nie robi.

Przyktad: Rozwiazmy uklad réwnan

5v1 + 32 + b5r3 + 124 =10
2r1 + 2x9 + 3xz3 + bxy =4
X1 + 7:132 + 91’3 + 4174 = 2

Szukamy mozliwie prostego ukladu réwnowaznego. Macierz uktadu A jest rowna

5 3 5 12
A=12 2 3 5
1 79 4
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Przez ~ oznacze, ze macierze daja uklady réwnowazne. Mamy wiec

5 3 5 12 10 1 7 9 4 2
22 3 5 4| ~10 =12 =15 -3 0
1 79 4 2 0 —-32 —40 -8 0
1 7 9 4 2 1 3 4 3 2
~04510~04510~32_51?§
04 5 10 00 0 0 O
Otrzymalismy
1
.1’1:1(8—1—1’3—93?4)
1
To = 1(—51‘3 — 1‘4).
Stad
2 1 -9
0 -5 -1
=gl Tl a [ TP o
4 0 4



Rozdzial 7. Wyznaczniki

7.1. Definicja i istnienie.
W tej czesci korzystaé bedziemy intensywnie z kanonicznego izomorfizmu miedzy
M™,(K) i M™(K) x --- x M™(K) (n razy).

DEFINICJA 7.1. Odwzorowanie det: M",(K) — K nazywamy wyznacznikiem
macierzy, jezeli speilnione sa nastepujace warunki:

(1) detlay,...,aa; + Bb,... a4, =
= adet[ay,. .. @i, .. ,a,) + Bdetl@r,... ,b,... an,
dlai=1,...,n,

(2) det[a1,... G- ,qj,...,0,) = —det[@r,... ,qj,... ,Gi,... ,0n]
dla kazdej pary i # j,

(3) det I =1, gdzie

Liczbe det A nazywamy wyznacznikiem macierzy A.
STWIERDZENIE 7.2. Jezeli funkcja det jest wyznacznikiem, to

(1) det0 =0,
(2) jezeli dla pewnych i # j a; = aj, to det A =0,

(3) det[ar,... ,bi,...,an] = det A, jezeli b; = a; + Mag + -+ X lag . +
NG+ -+ Anay,.

DowoD: Oczywiste (punkty (1) i (3) definicji). m
Uwaga! W dalszym ciggu bedziemy, dla przejrzystosci zapisu, uzywaé symbolu

’ (zamiast a’;) dla oznaczenia elementu macierzowego.

a;

STWIERDZENIE 7.3. Jezeli det jest wyznacznikiem, to

det AB=detA > (sgno) 7o),
o€S(n)

DowoD: Oznaczmy €; = [0%] i a'b; = Y, ajbl. Zatem b; = > ble; i

alby alby --- a'b,

AB = : : : : ,
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a stad

a'e; a'by

det AB = "b] det :
J ae; a"b,

a'e; a'e

= b]bh det
il ave; a"e
15 =15

S E S IR

065(2) a éo’(l) a 60(2)
C_Lléa(l) (_Ilég(g)
= > b W33 g™ det : .
7est @"Co(1) "% (2)
_ ba(l)b0(2) L ba(n) detla = —
Z 1 2 n € [ao(l)v Ag(2)y -+ 7aa(n)]
oeS(n)

=det A Z sgn ab(f(l)bg@) . bz(n)

oeS(n)
|

TWIERDZENIE 7.4. Istnieje dokladnie jeden wyznacznik det : M",(K) — K.

Dany jest on wzorem

det A = Z sgno(al™ .. a2
aeS(n)

DowOD: Z poprzedniego stwierdzenia wynika, ze jezeli wyznacznik istnieje, to

det A = det(IA) = det I Z sgno(al™ .. a2m)

oeS(n)
= Z sgno(a‘f(l) . az(")).

oeS(n)
Wystarczy wiec sprawdzié, ze powyzszy wzér okresla wyznacznik, tzn., spelnia trzy
warunki z definicji wyznacznika:

(1) Oczywiste.
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(2) Niech ¢/ =0 o (i,7). Mamy

det[dh... sy eee 5 Ay ,én] = Z Sgna_(acl,/(l) "'U«Zl(n))

= Y sgu(o’o(i,5)(a] V..a ™) = —detfay, ... ,as,... ,dj,... ).
o”GS(n)
(3) Oczywiste.
[
‘Whnioski:

(1) Z powyzszego twierdzenia i z poprzedniego stwierdzenia wynika Twierdzenie
Cauchy’ego:
det AB = det Adet B,

(2) det A = det AT. Istotnie,
det A = ngn o(alM, .. a7™) = ngna(a},_l(l), e Ag1 ()

Ale sgno = sgno !, wiec

det A = ngno(a‘f(l), ,al™) = ngno(ang(l), a7y = det AT,

STWIERDZENIE 7.5. Niech A € M",(K). det A =0 wtedy i tylko wtedy, gdy
rzA<n

DowoéD: Jezeli 1z A < n, to jedna z kolumn jest liniowa kombinacja pozostatych i
det A = 0 na podstawie Stwierdzenia 7.2.

Odwrotnie, zalézmy, ze kolumny sa liniowo niezalezne, tzn. tworza baze w M";.
Stad dla & = [6}] mamy &, = Y7, ba; i, w efekcie, I = AB, gdzie B = [b]]. Stad
1 =det(AB) =det Adet B idet A # 0. m

Whiosek: A~ istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy det A # 0. Ponadto

det A= = (det A)~ 1.

7.2. Dopelnienie algebraiczne. Rozwiniecie Laplace’a.

DEFINICJA 7.6. Dopelnieniem algebraicznym elementu aé maclerzy A nazy-
wamy wyznacznik macierzy otrzymanej przez skreslenie i-tego wiersza I j-tej ko-
lumny, pomnozony przez (—1)77%. Oznaczamy je Al
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TWIERDZENIE 7.7 (ROZWINIECIE LAPLACE’A).
det A = En:afAi = zn:a};Af (7.1)
i=1 i=1
DowoéD: Sprawdzimy, ze odwzorowanie F: M™,, (K) — K dane wzorem
A— F(A) = Zn:azlAli
i=1

jest wyznacznikiem:
(1) Niech B = [a1,... ,a; + @,...,a,) 1 A" = [a4,...,a},...,ay]. Mamy
F(B)=al(Al + A+ -+ (al +a/D) AL+ -+ al (AT + A7) = F(A) + F(A).

(2) Jezeli a; = aj, to A = —Aj i AF =0dlak#1i,j.
Stad F(A) = a} A} + aj A = 0.

(3) F(I) = 1.
Dowodzi to, ze det A = >, al At. Pozostale przypadki dowodzi si¢ analogicznie.
|
7.3. Przyklady i zastosowania.
Przyktady:
(1) Schemat Sarrusa obliczania wyznacznikéw 3 X 3.
S
a b c a b c a b
N AN = P
N K IR, e
ax by 1| — | by’ 1 ar’ by = (7.2)
P RN
as bg Co (LQ/ bQ/ 62,\ as b2
\\\x \\x \)A
+ o+ 4+

(2)

1 3 4 2 05 8 1
302 -1 13 0 2 -1
210 3| 21210 3
00 5 2 00 5 2
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. 5 8 1 5 8 1
=5 |31 0 3]+2]0 2 1
05 2 05 2
1
= 5(=3(5 = 75— 16) + 2(20 +25)) = (3- 43 + 45) = 174.

(3) Niech A i B beda macierzami kwadratowymi.

A 0 A 0||I O
a4 O] an([2 91 9]) = aecaaas

bo, korzystajac z rozwiniecia Laplace’a wzgledem ostatnich kolumn (wier-
szy), mamy

A 0
det[o I] = det A.
(4) Wyznacznik Vandermonde’a. Niech 1, ... ,z, beda liczbami. Oznaczmy
1 = x?_l
Vel :
1 =z, an—l

V,, traktowane jako funkcja od x,, jest wielomianem stopnia n—1. Oczywiste,
ze pierwiastkami tego wielomianu sa x1,...,x,—1, 1 ze wspolczynnik przy
najwyzszej potedze jest réwny V,,_;. Mamy wiec wzér rekurencyjny V,, =
(xn —x1) (T — Tp—1)Vn—1. Stad

Vo = [[ (@ —20).

k>1

Pewne zastosowania wyznacznikéw:

(A) Wzory Cramera. Rozpatrzmy réwnanie Az = b, gdzie A € M",,(K)idet A #
0. Piszac

Il

dostajemy to réwnanie w postaci @ z! + -+ + @,2™ = b lub, réwnowaznie,
(@12t —b) + agz? + -+ + @pa™ = 0, czyli

det[alxl —b,ao,... ,an] = 0.
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Stad
ztdet[ay,. .. ,a,] = det[b, as, ... ,an],
czyli
L det[b, ag, ... ,an,]
det[dl, e ,Eln]
i, ogdlnie,
. detlay,...,b,...,a,]
' = 7.3
v det[a1,... ,&n] ( )

Sa to wzory Cramera.
(B) Jezeli A € M",,(K) i det A # 0 to, jak wiemy, istnieje A~1. Pokazemy, ze
elementy macierzy odwrotnej zadane sg wzorem

i g -1
by = Aj(det A)™7,

gdzie Az» jest dopelnieniem algebraicznym elementu a{ macierzy A. Istot-
nie, niech B bedzie macierza o elementach macierzowych b; = A; (det A)~1L.
Mamy 7z rozwiniecia Laplace’a (7.1)

) 1 ) 1 i
E k E k = = = . = =
k b}caj = m Ai)a] = mdet[al,... s Aj—1,Qjy Q41 - - - ,an] :(5;

Zatem BA =1, czyli B= A~
(C) Jezeli AP jest macierza dopelnien algebraicznych macierzy A, to z poprzed-
niego punktu mamy

AAP = AP A = (det A)I. (7.4)



Rozdzial 8. Struktura endomorfizmu liniowego

8.1. Operatory rzutowe.

Niech V bedzie przestrzenia wektorowa nad K i niech V' = V; & V5. Kazdy wektor
v € V da sie wiec przedstawi¢ jednoznacznie jako suma v = vy + vo, gdzie v; € V.
Odwzorowanie
PV -Viv—un

nazywamy rzutem na podprzestrzen V; wzdluz podprzestrzeni Vs. Zauwazmy, ze
P jest odwzorowaniem liniowym i P? = P. Na odwrét, niech F € End(V) i niech
F2?2 = F. Polézmy Wi = im F i Wy = ker F. Jezeli v € W1 NWo, to istnieje w takie,
ze v = F(w). Stad

v=F(w)=F(F(w)) =F(v)=0.

Zatem Wy, N Wy = {0}. Mamy ponadto

dimV = dimim F + dimker F' = dim W7 + dim W5

dim Wi +dim Wy = d1m(W1 + WQ) + dlm(W1 n WQ)

Poniewaz dim(W; N Wy) = 0, mamy stad V = Wy @ Wa. Jezeli w = wy + wo jest
rozkladem wektora w, to F(w2) =01 w; = F(v) dla pewnego v € V. Stad

F(w)=F(w) = F(F(v)) = F(v) = w;.

F jest wiec rzutem na im F' wzdtuz ker F'. Mamy zatem

STWIERDZENIE 8.1. Endomorfizm (operator) F jest rzutem (jest rzutowy)
wtedy i tylko wtedy, gdy F = F?.

8.2. Wektory i wartosci wlasne.

Niech V' bedzie przestrzenia wektorowa nad K, F € L(V,V) i niech f,e beda
bazami w V. Mamy
[F)e, = [ [F) s[1d),

ale [1d]°, = ([Id) )~1, czyli det [1d]*, = (det([Id)*))~! i, w konsekwencji,
det([F1]°,) = det([F]ff) .
DEFINICJA 8.2. Wyznacznik
det([F1°,) .

macierzy endomorfizmu F nazywamy wyznacznikiem endomorfizmu F'.

49
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Wyznacznik endomorfizmu oznaczamy det F'. Jak wiadomo, F' jest izomorfizmem
(tzn. istnieje F~') wtedy i tylko wtedy, gdy macierz odwzorowania [F]¢_ jest od-
wracalna. Z kolei, macierz jest odracalna wtedy i tylko wtedy, gdy jej wyznacznik
jest rézny od zera. Zatem I jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy det F' # 0.

DEFINICJA 8.3. Wielomian w zmiennej A okreslony wzorem
w(A) = det(F — Mdy) (8.1)

nazywamy wielomianem charakterystycznym endomorfizmu F € End(V') i ozna-
czamy wp.

Interesowaé nas beda pierwiastki wielomianu charakterystycznego.

DEFINICJA 8.4. Wartoscia wlasna endomorfizmu (operatora) F nazywamy pier-
wiastek jego wielomianu charakterystycznego.

Jezeli A jest wartoscia wlasna, to det(F — A dy) = 0, czyli jadro endomorfizmu
F — M\Idy nie jest trywialne, tzn., istnieje v # 0 takie, ze F'v = Av. Na odwrdét, jezeli
dla pewnego A istnieje niezerowy v taki, ze F'v = Av, to F' — Al dy ma nietrywialne
jadro, wiec nie jest izomorfizmem. Stad det(F' — Aldy) = 0, czyli A jest wartoscia
wlasna.

DEFINICJA 8.5. Niech X\ bedzie wartoscia wlasna F'. Wektor v # 0 taki, ze Fv =
Av nazywamy wektorem wlasnym operatora (endomorfizmu) F odpowiadajacym
wartosci wlasnej .

Przyktady.

(a) Niech V = R?iniech F bedzie odbiciem wzgledem osi z: F((z,y)) = (z, —y).
Warunek F((z,y)) = A(z,y) moze by¢ speliony dla A =1 lub A = —1. Sa
to wartosci wlasne. Wektorami wlasnymi wartosci wlasnej A = 1 sg wektory
postaci (x,0). Wektorami wlasnymi wartosci wlasnej A = —1 sa wektory
postaci (0,y).

(b) Niech V = R? i niech F bedzie obrotem wokét punktu (0,0) o kat 7/2. F
nie ma wartoéci i wektoréow wilasnych (K=R1).

(c) Niech V = C! i niech F bedzie jak w poprzednim przyktadzie. Wartoécia
wlasna jest teraz liczba A = 1, a wektorami wlasnymi wszystkie wektory
niezerowe (K =C ).

DEFINICJA 8.6. Podprzestrzen wektorowa W przestrzeni V' nazywamy podprze-
strzenig niezmiennicza operatora F' € End(V), jezeli FW C W.

Przyktad: Podprzestrzen wektoréw wtasnych ustalonej wartosci wlasnej, uzu-
pelnionych zerem, jest podprzestrzenia niezmiennicza.

Endomorfizmy przestrzeni wektorowej (jak réwniez macierze kwadratowe) mozna
dodawaé, mnozy¢ i mnozy¢ przez liczbe. Jest zatem sens moéwié o fukcjach wielo-
mianowych zmiennej F' (zmiennej macierzowej) dla wielomianéw z K]
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TWIERDZENIE 8.7 (CAYLEYA-HAMILTONA). Niech F' € L(V,V) i niech wp
bedzie wielomianem charakterystycznym F; wéwcezas w(F) = 0.

Dowoép: Oznaczmy A = [F]°_. Mamy, zgodnie z (7.4),
(A= AI)(A—XDP =det(A - NI . (%)

Z definicji dopelnienia algebraicznego wyrazy macierzy (A — Al )D sa wielomianami
zmiennej A stopnia co najwyzej n — 1, czyli

(A-ADP =By + B, +---+\"'B,_, .
Jezeli wp(X) = b + Aby + - - - + A"b,,, to z réwnosci (x) wynika, ze

ABy = byl
AB,— B by I
ABy— By = bol

Aanl_ By =b,_11
— Bh,_1=0b,1.

Mnozac te rownania lewostronnie przez stosowne potegi A i dodajac stronami do-
stajemy

bol + b1 A+ -+ by A" = 0.

e
€

Poniewaz [wp(F)]¢, = wr(A), mamy teze. m

8.3. Rozklad na podprzestrzenie pierwiastkowe.

Uwaga! W tym podrozdziale (az do odwotania) K = C, czyli rozpatrujemy
przestrzenie nad cialem liczb zespolonych.
Niech Aq,..., A, beda pierwiastkami wg, a nq, ..., n, - ich krotnosciami. Zatem

r

w(\) = H()\k — A"k,
k=1
Niech teraz A\; bedzie pierwiastkiem w o krotnosci n;. Zdefiniujemy wielomian w; :

wit) = [Tw =3 = =5+

ki
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Spostrzezenie: NWD(wy, ... ,w,) jest, jak latwo widaé, réwny 1. Wynika stad
(wzér (2.3)), ze istnieja wielomiany u; takie, ze

.
1= Z U;Ws .
i=1
Zdefiniujmy endomorfizmy P; przestrzeni V wzorami:
Py = ui(F)wi(F) .

Maja one nastepujace wlasnodci:

(1) >, uiw;) =1, wiec Y, Py = Idy

(2) PP =0dlai# j bo wwujw; = (cod)wp jedli i # j, a w(F) = 0 (Twier-
dzenie Cayleya-Hamiltona).

(3) PP, = P, bo Idy = Zj P; i, z poprzedniego, P; = Zj P,P; = P?. P jest
wiec operatorem rzutowym.

(4) Oznaczmy V; = im P;. Pokazemy, ze V; = ker(F — \;Idy)™.
Istotnie, jezeli « € ker(F — A\;Idy)™, to Pjoz = 0 dla j # ¢ i, w konsekwencji,
z=1Idyx=), Pox=PxecV,.
Na odwrét, jezeli x € im P;, to istnieje v takie, ze x = Pjv, czyli

(F - Alfdv)n’.if = (F — /\ildv)nipiv = (—l)nin(F)U =0.
(5) V; jest podprzestrzenia niezmiennicza dla F.

Istotnie, F'P; = P;F, wiec dla x = P,v mamy Fz = F(Pv) = P;(Fv) € V;.
(6) Jezelii# j, to V;NV; = {0} bo dla « = Pyv; = Pju; mamy z (2)
Tr = PiUi = .PZ(PZ’UZ) = PZ.’E = .PinUj =0.
(1) V=a;Vi,box= (3, P)x =), Pz, aV;, =imP;. Z (2) wynika, ze rozklad
ten jest jednoznaczny: jezeli x =Y, vi, yi € Vi, to Pix = Py; = y;.
(8) Oznaczamy d; = dimV;. Niech (e;1,...,¢;q,) bedzie baza V;. Z poprzed-

niego (eq,1,-.. ,€r4,) jest baza V. Oznaczmy ja e. Na mocy (4) macierz [F|¢,
jest postaci

Ay
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gdzie i-ta klatka A; ma rozmiar d; x d;. Stad

det(F — Mdy) = [ det(4; — AI) .

Zatem pierwiastek réwnania det(A4; —AI) = 0 jest wartoscia wlasna F'. Niech
bedzie to A;. Istnieje wigc 0 # v € V;, ze Fv = Aju. Zatem v € V; NV}, wige
z (6) wynika, ze j = i. Zatem det(A; — AI) = (\; — \)% i, w konsekwencji,

7

7

wr(A) = [ = A" = det(F = Mdy) = [ ] det(4; = 3) = [T\ = 0% .

Stad d; = n;, tzn., dim V; = n,.

Podprzestrzen V; nazywamy podprzestrzeniq pierwiastkowq wartosci wtasnej \;. Po-
wyzsze mozemy zebra¢ w nastepujace twierdzenie

TWIERDZENIE 8.8 (O ROZKLADZIE NA PODPRZESTRZENIE PIERWIASTKOWE).

Niech F € L(V, V). Wowczas V = ®,;V;, gdzie V; = ker(F — M dy )™ sa podprze-
strzeniami niezmienniczymi dla F'. Ponadto dimV; = n;, gdzie n; jest krotnoscia
wartosci wlasnej \;.

Kazda podprzestrzen pierwiastkowa V; zawiera wektor wlasny odpowiadajacy
wartosci wlasnej \;. Moze sie zdazyé, ze wszystkie niezerowe wektory przestrzeni
pierwiastkowych sa wektorami wlasnymi i, w konsekwencji, istnieje baza przestrzeni
V zlozona z wektorow witasnych. W takim przypadku operator nazywa sie diago-
nalizowalnym. Nazwa bierze sie stad, ze jezeli e jest bazg wektoréw wlasnych, to
macierz [F|¢, jest diagonalna.

8.4. Funkcje od operatora.

Argumentami funkcji wielomianowych moga by¢ (patrz podrozdzial 2.1.) dowo-
lone obiekty, ktére mozna dodawaé, mnozy¢ przez siebie i przez wspolczynniki wie-
lomianu. W szczegblnosci, jako argumenty funkcji wielomianowej o wspétczynni-
kach w K moga stuzyé endomorfizmy (operatory) przestrzeni wektorowej nad K.
Dzialaniem mnozenia jest tu skladanie operatoréw. Jezeli wiec mamy wielomian

p(A) =ag + -+ + apz”,
to odpowiednia funkcja wielomianowa o argumencie operatorowym wyglada tak:
p(F) =ag+aF + -+ apF",

gdzie F € End(V) i FF =FoFo---oF (k razy).
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W sposéb oczywisty mozemy rozszerzy¢ powyzsze postepowanie do funkcji zada-
wanych szeregami potegowymi. Jezeli

FO) =D ai(h = ),
0

to

FF) =" ai(F = AoIdy)".
0

Powstaje tu, oczywiscie, problem zbieznosci szeregu, omawiany w kursie analizy.

8.4.1. Praktyczne sposoby. Praktyczne sposoby znajdowanie wartosci funkcji
operatorowej sa rézne dla przypadku wielomianu i dla przypadku szeregu. Za-
cznijmy od wielomianu.
Niech ¢ bedzie wielomianem i niech F' € End(V). Zalézmy, ze znamy wielomian
w dla ktérego w(F) = 0. Wielomian o tej wlasnosci zawsze istnieje. Jest nim, na
przyktad, wielomian charakterystyczny wp, stopnia réwnego dim V. Dla operatora
diagonalizowalnego mozemy wzia¢ wielomian (x — A1)(x — A2) -+ (z — A,), gdzie
Ay .-y A 88 Wszystkimi wartoSciami wlasnymi F.

Ze Stwierdzenia 2.1 o dzieleniu wielomianéw istnieja wielomiany q,r takie, ze
p=qw+ridegr < degw. Stad

J(F) = g(F) o w(F) + r(F) = r(F).

Zamiast liczy¢ f(F') wystarcza obliczyé r(F).

Zal6zmy teraz, ze K = C.
Niech funkcja f: C — C bedzie zadana szeregiem w otoczeniu kazdej wartosci wia-
snej A; operatora F, to znaczy,

FO)=>a;N
1=0

1dif
o o ihda
przez V), podprzestrzen pierwiastkowa odpowiadajaca wartosci wlasnej A;, a przez
P; rzut na nig. Poniewaz Vj jest niezmiennicza dla operatora F', to

dla A bedacego w otoczeniu \;. (Z analizy wiadomo, ze a;; = (Aj).) Oznaczmy

(FoP;)' =F'oP

i, w konsekwencji,

f(F)oPj=f(FoP;)=> a;i(FoP;—\P).
=0



8.4. FUNKCJE OD OPERATORA 55

Ale (F o P; — \;P;)" =0 dlai > n;, wiec dostajemy

Jo%S) nj—1
J(F)o Py =Y a;i(FoP; = \P) = Y a;i(F =) 0P
i=0 =0

Poniewaz za$ > "_, P; = Idy, to dostajemy ostatecznie

f(F) = ZZ aji(F —)\;)' o P;. (8.2)

Jest jeszcze jeden sposob znajdowania funkcji od operatora — przez znalezienie
wygodnej reprezentacji macierzowej operatora, o czym ponizej.
8.4.2. Reprezentacja macierzowa. Znajdowanie operatora jest réwnowazne znaj-
dowaniu jego macierzy w jakiej$ bazie. Sprébujmy wiec znalezé [f(F')]¢, zaktadajac
znajomo$¢ macierzy [F|°..

Zauwazmy najpierw, ze, podobnie jak w przypadku operatoréw, jest sens mowicé
o wielomianach i szeregach zmiennej macierzowej (ale tylko w przypadku macierzy
kwadratowej).

Poniewaz [F o F|¢_ = [F]¢

. [F]¢,, to, dla funkcji f zadanej szeregiem potegowym,
mamy

€

[FE) e = FUFI%)-

Problem nasz sprowadza sie wiec do znalezienia wartosci funkcji f dla pewnej ma-
cierzy A. Jezeli macierz A jest diagonalna, A = [a';], gdzie a'; = A"}, to

AP =[(A\)k01]

i, w konsekwencji, )
F(A) = [F(A))07;]. (8:3)

Formule (8.3) mozna przyjaé jako definicje f(A) dla macierzy diagonalnej (wiec
i f(F) dla operatora diagonalizowalnego) i dla dowolnej funkcji f (nie koniecznie
zadanej szeregiem).

Dla dowolnej macierzy A procedura znajdowania f(A) jest analogiczna do opi-
sanej w czedci 8.4.1., jezeli uwzglednimy, ze kazda macierz kwadratowa n x n odpo-
wiada endomorfizmowi V = K" lub V' = M"; (K) (zapisanemu jako macierz w bazie
kanonicznej). W tym kontekscie méwié bedziemy méwié o wartosciach wlasnych i
wektorach wlasnych macierzy.
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8.5. Przyklady.

Przyktad 1.
Obliczmy f(A) = A%, gdzie

0 2 3
A=1]1 3 5
-1 -2 —4

Wielomian charakterystyczny w4 jest réwny
wa(A) = det(A — XI) = (1 = A\)(A+ 1)
Rozkladamy teraz wielomian p(\) = A\°0:
P(A) = qMwa(A) +7(X), (8.4)

gdzie degr < 3. Reszte r przewidujemy zatem w postaci 7(\) = aA?+bA+c. Wspol-
czynniki tego tréjmianu znajdziemy poréwnujac wartoéci lewej i prawej strony (8.4),
oraz ich pochodnych do rzedu n; — 1, dla pierwiastkow wielomianu charakterystycz-
nego wa:

p(1) =r(1) l=a+b+c
p(-1)=r(-1) , = l=a—b+ec
p'(=1)=7r'(-1) —50 = —2a+b

Stad a = 25, b= 0, ¢ = —24 i r(\) = 25A? — 24. Ostatecznie
-1 0 -2 1 0 0 —49 0 =50
AV =prA)=25|-2 1 —2|[—-24]0 1 0|=|-50 1 —50
2 0 3 0 0 1 50 0 51

Przyklad 2.
Obliczmy exp(A), A jak w poprzednim przykladzie.
Mamy juz znane:
AM=1 n=1 dimV; =1
)\2 =2 Up) =2 dimV,l = 2.

Rozwiazujac réwnania (A — Iz = 0 i (A + I)?x = 0 dostajemy, ze przestrzen V;

[—1 1 0
jest rozpieta na kolumnie | —2 [, a V_; jest rozpieta na kolumnach [0 | i [ —1
1 0 1
Rozkladamy teraz wektory bazy standardowej na sume elementéw z Vi i V_.
1 0] 1 -1 0 1 -1
0 eV_y, 1{=2|+]|-1 0Ol=1|2|[+]-2
0 0] -1 1 1 -1 2
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Stad
0 1 1 1 -1 -1
P=]0 2 2|1, PB=|(0 -1 -1
0 -1 -1 0 1 2
i, jak w (8.2),
2e et+e ! e
exp(A) =e'Pi+e ' T+ (A+D)Po=| e' 2e—e! 2e—e!
—2el —e+tel —ete!
Przyktad 3.

Niech (u,) bedzie ciagiem takim zZe, u, = Up—1 + Up—2, U1 = ug = 1 (ciag Fibo-
nacciego). Szukamy u,. Wezmy V = C? i F:V — V zadane w bazie kanonicznej

macierza
1 1
i

Zauwazmy, ze wyrazy ciagu Fibonacciego spelniaja zwiazek F(up—1,Un—2) =
(U, Un—1). Stad (up,un_1) = F*2(uz,u1) = F*"2(1,1). Z twierdzenia o rozkta-
dzie na podprzestrzenie niezmiennicze V =V, ® V2 1 (1,1) = v1 + vo gdzie v; € V;.
Stad F"=2(1,1) = F" 20; + F"2py = )\;L_Qvl + )\3_2112. Liczymy wartosci i wek-
tory wlasne endomorfizmu F. Wyznacznik det(F — M dy) = A2 — X — 1. Wartoéci
wlasne A 2 = (1 +1/5)/2. Prosty rachunek daje, ze

B 1*\/52L 1+v5) 1
V1 = 2 \/57 2 \/57
_ ((1=vE) L (1=vE) 1L
2o > ) s\ 2 )

1 ({1+vB\ 1 [1-v5\" 1
=B 2 V5 2 V5

8.6. Kompleksyfikacja.

Co zrobic¢, jezeli V jest przestrzenia wektorowa nad R?

Niech V bedzie przestrzenia wektorowa nad R. W iloczynie kartezjanskim V x V'
wprowadzamy strukture przestrzeni wektorowej nad C kladac v(v,w) = (—w,v).
Bedziemy pisaé (v,w) = v + w. Tak wprowadzona przestrzen wektorowa nad C
oznaczaé bedziemy Vi i nazwiemy ja kompleksyfikacjg przestrzeni V. Odwzorowa-
nie liniowe F' € L(V,W) jednoznacznie przedluza sie do odwzorowania liniowego
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Fe: Ve — We. Mamy Fe(v + w) = F(v) + oF(w). Niech teraz F bedzie endomor-
fizmem V i niech A bedzie warto$cia wlasna Fg. Rozpatrzmy dwa przypadki:

(1)

(2)

A € R. Latwo zauwazy¢, ze w tym przypadku podprzestrzen niezmiennicza
jest postaci V¢, tzn., jest kompleksyfikacja podprzestrzeni V) = {v € V :
(F — \)™wv = 0}, gdzie n) jest krotnoscia A.

A € R. W tym przypadku réwniez \ jest wartoscig wlasna z ta sama krot-
noscig co A. Niech V), Vi beda odpowiednimi podprzestrzeniami niezmien-
niczymi.

STWIERDZENIE 8.9. v+ w € Vi wtedy i tylko wtedy, gdy v — w € V5.

DowOD: Zauwazmy najpierw, ze jezeli uFc(v + w) = x + wy, to uFc(v —
w) = x — ty. Istotnie, mamy

wFe(v+ w) = (RepF(v) — Im pF(w)) + t (Re pF(w) + Im pF(v)) .

Teza wynika teraz z faktu, ze V) = ker(Fc — Mdy)™ i V5 = ker(Fr —
Mdy )™ n

Zajmijmy si¢ podprzestrzenia Vo O W = Vy + V5. Oznaczmy V()\’X) pod-
przestrzen V okreélona przez

Vs X {0} = (Vx +V5) N (V x {0}).

Pokazemy, ze W = V(A,X)C' Istotnie, jezeli v +w € W, to v = v1 +vo i

w = w1 + wa, gdzie vy + twy € V) i vz + twe € V. Ze stwierdzenia wynika,

ze réwniez v — lw € W. Zatem v € V(A,X) i, analogicznie, w € V()\’X). Na

odwrét, jezeli v, w € V()\’X), to v + w € W. Mamy wiec zadana réwno$c.
Jest oczywistym, ze V( AN jest podprzestrzenig niezmiennicza F'.

Podsumowujac: V rozklada si¢ na sume prosta podprzestrzeni niezmienniczych Vi
(X rzeczywiste) i V( AR (X nierzeczywiste), przy czym dimg V( AN = 2ny.
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9.1. Przestrzenie dualne.

DEFINICJA 9.1. Niech V bedzie przestrzenia wektorowa nad K. Przestrzen V* =
L(V,K) nazywamy przestrzenia sprzezona (dualna) do przestrzeni V. Elementy
przestrzeni dualnej nazywamy formami liniowymi (funkcjonatami).

Uwaga. dim V* = dim L(V, K) = dim V. Poniewaz V* jest przestrzenia wekto-
rows, jest sens mowié o przestrzeni sprzezonej do V* (méwimy-drugiej sprzezone;j).
Niech v € V i niech f € V*. Wzér

fr—0,(f) = f(v)

okresla odwzorowanie liniowe py: V — (V*)*.
STWIERDZENIE 9.2. Odwzorowanie ¢y jest injekcja.

DowoD: Jezeli ¢, = 0, to dla wszystkich f € V* mamy f(v) = 0. Wynika stad,
ze v = 0. Wniosek ten, oczywisty dla przestrzeni wymiaru skonczonego, wymaga
uzycia pewnika wyboru w przypadku przestrzeni wymiaru nieskonczonego. [

STWIERDZENIE 9.3. Jesli dim V' jest skonczony, to odwzorowanie
V= (V%0 o,
gdzie p,(f) = f(v), okresla izomorfizm
Vo~ (VH*.
Dowo6D: Odwzorowanie v — ¢, jest liniowe i jest injekcja. Zatem dim(im ¢y ) =
dim V. Ponadto dim(V*)* = dim V* = dim V, wigc ¢y jest surjekcja, wiec izomor-

fizmem. [

Niech B C V , A C V* beda dowolnymi podzbiorami.
DEFINICJA 9.4. Zbior

B° :={fecV*:VYveB f(v)=0}
nazywamy anihilatorem zbioru B. Zbiér
A°:={veV:Vfe A fv)=0}

nazywamy anihilatorem zbioru A.
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STWIERDZENIE 9.5.

(1) Jezeli By D B to By C B°. Jezeli Ay D A to A} C A°.
(2) A°, B° sa podprzestrzeniami wektorowymi.
(3) B° = (B)° oraz A = (A)° (dla przypomienia: (C) oznacza najmniejsza
podprzestrzeri zawierajaca zbior C').
(1)
(B1UB)°=B{NB°
(A UA)° = AT N A°

W konsekwencji, gdy B, B1, A, A1 sa podprzestrzeniami, mamy

(B1+ B)°=B}NDB°
(A +A)° =A7NnA°

DowOD: Przez proste sprawdzenie. [
Uwaga: na ogét (BN By)° # B° + By .
Przykltad: Niech V = R i B = {0,1},B; = {-1,0}. Mamy BN B; = {0} i
B° = {0} = B podczas gdy (B N B)° =V*.

STWIERDZENIE 9.6. Jezeli dimV = n i dim(B) =k, to dim B° = n — k.

Dowo6p: Niech (e, ... ,ex) bedzie baza (B), a e = (ey,... ,e,) jej uzupelieniem
do bazy w V. Mamy
feB®=(B)® <+ f(er) == flex) =0.
Zdefiniujmy
0 itk+1
fiea(ed) = { 1 i=k+1
i, podobnie, fiy2,..., fn. Oczywiste, ze jezeli f € B°, to
= flers1) ferr + -+ flen) fn-
Funkcjonaly (fxi1,--.,fn) sa liniowo niezaleine, bo jezeli f = NFt1fi y + - +
U fn =0, to \' = f(e;) = 0. Zatem uktad (fiy1,.-. , fn) tworzy baze B°. m
‘Whnioski:

(1) Dla A C V* mamy dim A° = n — dim(A).
(2) Jezeli By, By sa podprzestrzeniami, to (By N B2)° = By + B3 . Istotnie,
mamy oczywiste zawieranie (By N B2)°® D B} + BS, z drugiej za$ strony

dlm(31 N B2)O =Nn— dlm(31 n Bg)7
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a wiec na mocy Twierdzenia 4.19 i Stwierdzenia 9.5

dim(B] + BS) = dim B} 4+ dim B — dim(B] N BY)
= dim B{ + dim B; — dim(B; + Bs)°
=n—dim By +n —dim By — (n — (dim By + dim By — dim(B; N By)))

=n — dim(B; N Bs) = dim(B; N By)° .
(3) Przy utozsamieniu (V*)* z V mamy (B°)° = (B), bo oczywiscie (B) C

(B°)°, a z poprzednich rozwazan dim(B°)° = dim(B).
Ze wzgledu na symetrie miedzy V i V* bedziemy pisaé (v, f) zamiast f(v) i

pu(f)-

DEFINICJA 9.7. Nieche = (ey,... ,e,) bedzie baza w V. Bazg e* = (e}, ... ,e¥)

rn
w V* zdefiniowana przez warunki
(eire]) =0y
nazywamy baza dualna do e.

Zwréémy uwage, ze ef € V* zalezy nie tylko od e;, ale i od pozostatych
wektoréw bazy e. Majac baze e w przestrzeni V mozemy reprezentowaé f € V*

poprzez macierz jednowierszowa | f}le € M!',. Traktujemy tu K jako przestrzeh

wektorowa K' z jedynka jako wektorem bazowym. Majac baze e* w V* mozemy
reprezentowaé f € V* réwniez jako macierz jednokolumnowa [f]¢ € M";.

STWIERDZENIE 9.8.

DoOwOD: i-tym wierszem macierzy [f]¢ jest i-ty wspotczynnik w rozwinieciu
f=Mel 4+ + A" .

i-ta kolumna macierzy [f] jest (e;, f). Ale (e;, f) = A% m

Oznaczajac i-ta kolumne macierzy | f]le przez p; dostajemy
<U7 f> = Z/“LZAM
i

gdzie v = ), Aje; lub, réwnowaznie,

e*\Tr, 1e
(v, f) = ([f1°) " [v]°
Przyktad bazy dualnej: V =K[n]ie= (1,¢,... ,t"). ef mozemy zapisaé jako
1d
atdet|,_,
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9.2. Odwzorowania sprzezone.
Niech V, W beda przestrzeniami wektorowymi nad K i niech F' € L(V, W).

DEFINICJA 9.9. Odwzorowanie
W* - V* fr foF

nazywamy odwzorowaniem sprzezonym do F i oznaczamy F*.
Mamy wiec (v, F* f) = (Fuv, f).
STWIERDZENIE 9.10.

(1) (AF)* = AF*
(2) (Fi+ F)* =F + F§
(3) F e L(V,W), G € L(W,U), to (GoF)* = F*oG*.

DowOD: Powyzsze fakty sa latwe do sprawdzenia i wynikaja z tacznosci sktadania
odwzorowan oraz z rozdzielnoéci sktadania odwzorowan wzgledem ich dodawania.
Dla przyktadu,

(Go F)*(h) = ho(GoF) = (hoG)oF = F*(G*(h)).

|
STWIERDZENIE 9.11. Przy utozsamieniu (V*)* z V oraz (W*)* z W mamy

F¥*=F

DowoD: Niech v € V i niech odpowiada mu ¢, € V** w kanonicznej identyfikacji
V i V**. Mamy z definicji

F**(gov) =@, o F* .
Zatem, dla g € W*,
(oo 0 F*,g) = (v, F*g) = (Fv,9) = (pru, 9),

czyli F**(¢,) = @, wiec F**(v) = F(v) jezeli utozsamimy v z ¢, i pr, 2 Fv. @

Whiosek: Odwzorowanie L(V,W) 3 F — F* € L(W™*,V*) jest izomorfizmem
przestrzeni wektorowych: ze Stwierdzenia 9.10 wynika liniowo$¢, a ze Stwierdze-
nia 9.11 — ze odwzorowania sprzezenia L(V,W) — L(W* V*) i L(W* V*) —
L(V,W) sa wzajemnie odwrotne.
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TWIERDZENIE 9.12 (FREDHOLMA). Jezeli V i W sa skoriczenie wymiarowe, to
im F' = (ker F*)°, im F* = (ker F)°
i wymiary tych przestrzeni (tzn. rzedy odwzorowan F i F*) sa réwne.

DowoD: Niech w € im F i g € ker F'*. Istnieje zatem v € V takie, ze w = Fu.
Mamy

<w7g> - <Fvvg> - <07F*g> =0,

czyli w € (ker F*)°, to znaczy, im F C (ker F*)°. Podobnie im F* C (ker F)°.
Oznaczmy k = dimim F i ¥’ = dimim F*. Powyzsze zawierania oznaczaja

E<n—dimker F* =n—(n—k)=F

K <n—dimker F =n— (n—k)=k.
Stad k = K/, a wiec dimim F' = dim(ker F'*)°. Druga réwnoéé dowodzimy analo-
gicznie. n
9.2.1. Macierz odwzorowania sprzezonego. Niech e bedzie bazg V i € bazg

W. Niech F € L(V,W). Szukamy macierzy [F*]¢" ... Macierz ta zdefiniowana jest
przez réwnosé

%

[F*g]" = [F*]* . [g)°
Ale [g]¢" = ([g]le)T oraz
[F*g)', = [go F]', = [g]' ,[FI°
Stad [F*g]" = ([F]°,)T[g)*", a zatem
[F¥) o = ([F°)T (9.1)

Spostrzezenie: Z powyzszego, lacznie z twierdzeniem Fredholma, wynika, ze
rzad wierszowy macierzy jest rowny rzedowi kolumnowemu.

e *

€

9.2.2. Odwzorowania samosprzezone. Niech F:V — V* zatem F*: (V*)* =
V- V*

DEFINICJA 9.13. Odwzorowanie liniowe F:V — V* nazywamy samosprzezo-
nym, jezeli F = F*.

Dla odwzorowania samosprzezonego mamy (w, Fv) = (v, Fw). Poniewaz
[F¥, = (P )T
F jest samosprzezone wtedy i tylko wtedy, gdy
[Fl, = ((F7 )T (9-2)

Dla odwzorowan samosprzezonych sformutowanie twierdzenie Fredholma nieco sie
upraszcza.

€

€ (&

TWIERDZENIE 9.14 (FREDHOLMA DLA ODWZOROWAN SAMOSPRZEZONYCH).
Jezeli F:V — V* jest samosprzezone, to im F = (ker F)°.
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10.1. Formy dwuliniowe.

DEFINICJA 10.1. Forma dwuliniowa (biliniowa) na przestrzeni wektorowej V
nazywamy odwzorowanie ®:V x V — K takie, ze dla kazdego v € V liniowe sa
odwzorowania

Vow— &w,w) eK

Vowr &(w,v) €K,

Jak tatwo zauwazy¢, zbiér form dwuliniowych na przestrzeni V' tworzy przestrzen
wektorowa. Oznaczamy ja L(V,V;K). Z kazda forma dwuliniowa & stowarzyszamy
odwzorowanie liniowe Fy:V — V*, kladac

(w, Fgv) = ®(w,v) .

STWIERDZENIE 10.2. Przyporzadkowanie L(V,V;K) > ® — Fg € L(V,V™*)
jest liniowym izomorfizmem.

DowoD: Dla form dwuliniowych ® i ¥ mamy

(w, (Fp + Fg)v) = ®(w,v) + ¥(w,v)
=(®+ ¥)(w,v)

= <w7 F<I>+‘~I’v>7

wiec przyporzadkowanie o ktorym mowa jest addytywne. Podobnie dowodzimy jed-
norodnosci. Mamy zatem liniowo$¢. Jezeli Fp = 0 to, dla wszystkich v,w € V|,
mamy (w, Fv) = 0 = ®(w,v). Przyporzadkowanie jest wiec injektywne.
Jedli z kolei F € L(V,V*), to F = Fg, gdzie ®(w,v) = {(w, Fv). Dowodzi to
surjektywnosci. [
Rzqd formy dwuliniowej ® definiujemy jako rzad (t. j. wymiar obrazu) odwzoro-
wania Fg.
10.1.1. Macierz formy dwuliniowej. Macierz Fp w bazach e, e* wyglada na-
stepujaco: [Fp]® , = [aé], gdzie

aj = [Fo(e;))” = ([Fa(e;)]' )7,

zatem af = (', Fy(e;)) = ®(e;, ;). Macierz te nazywamy macierzq formy dwuli-
niowej ® w bazie e. Oznaczaé ja bedziemy [®].. Oczywisty jest wzdr

®(w,v) = ([Fa(o))' [w]*) " = [w][Fale [v]* = [w][®]c[v]". (10.1)
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Wezmy teraz inng baze € w V. Zgodnie z ogdlnym wzorem (6.2) mamy

[Fs], = [Idy-]% .[Fs)® [Idv]%,

e e’

z drugiej za$ strony, na mocy (9.1),

[Tdy-1¥ . = (Idy]*,)",
wiec

[@]e = ([Idv]*,) " [®]e[Idv]e,. (10.2)

Przykltad: V - przestrzen wielomianéw stopnia < k. ®(w,v) = w'(0)v(a), gdzie
a € R jest ustalona liczba. Mamy

def d'w

Fp(v) =v(a)D', gdzie (w,D") = g (0).

DEFINICJA 10.3. Forme dwuliniowa ® na V nazywamy:

(1) Symetryczna, jezeli ®(w,v) = ®(v,w).

(2) Antysymetryczna, jezeli ®(w,v) = —P(w,v).

(3) Niezdegenerowana, jezeli Fg jest izomorfizmem. Gdy dimV < oo jest to
réwnowazne warunkowi: Vv # 0 Jw takie, ze ®(v,w) # 0.

Bezpoérednio z definicji wynika nastepujace stwierdzenie.

STWIERDZENIE 10.4. Forma dwuliniowa ® jest symetryczna (antysymetryczna,
niezdegenerowana) wtedy i tylko wtedy, gdy odwzorowanie Fg jest samosprzezone
(antysamosprzezone, bijektywne), a takze wtedy i tylko wtedy, gdy macierz [®].
jest symetryczna (antysymetryczna, nieosobliwa).

STWIERDZENIE 10.5. Kazda forme dwuliniowa ® mozna jednoznacznie rozto-
zy¢ na sume ® = ®, + g, gdzie Py jest symetryczna, a @, antysymetryczna forma
dwuliniowa.

DowOD: Istnienie:

Kladziemy
1
(I)S(Ua ’UJ) = 5{(1)(1}3 ’UJ) + (I)(’UJ, ’U)}
oraz L
D, (v,w) = 5{@(1)710) — ®(w,v)}.
Jednoznacznosé:

Jezeli mamy rozklad ® = @/ + ¥/ na cze$¢ symetryczna i antysymetryczna, to
D (w,v) + O(v,w) = 20, (w,v) 1 (w,v) — ®(v,w) = 2P, (w,v). ]
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Przyklady:

(1) Forma ®(w,v) = w'(0)v(a) (jak w poprzednim przykladzie) jest forma nie-
symetryczna (t. j. nie jest symetryczna) i zdegenerowana.
(2) V=W x W*. Forma

Q((waf)a (w17f1)) = <w7f1> - <w13f>7

zwana forma kanoniczna, jest antysymetryczna i niezdegenerowana.

Majac ustalona forme @, dla kazdego A C V' zdefiniujmy
A¥ = Fg1(A°) = {V 3 v: ®(w,v) =0 dla kazdego w € A} .

Przyktad: V = W x W* i ® = Q - forma kanoniczna z poprzedniego przyktadu.
Niech F: W — W* oraz A - wykres F tzn A = {(w, f): Fw = f}. Mamy

A¥ = {(w, f): Vw1 Q(w1, Fwy), (w, £)) = (w1, f) — (w, Fw) = 0}
{(w, f): f = F*w}7

zatem AY jest wykresem F*. Stad F' jest samosprzezony wtedy i tylko wtedy, gdy
A= A%,
10.2. Formy kwadratowe.

Majac forme dwuliniowa ®:V x V — K mozemy zdefiniowaé funkcje ¢ na V
wzorem

eV = Kiv— p(v) = &(v,0).

Mamy
o) = @(v,v) = Ps(v,v) + Pu(v,v) = Ps(v,v). (10.3)

Zauwazmy, ze
v+ w) = Ps(v,v) + Pg(w, w) + 2P (v, w),

czyli

1
@y (0,0) = S(p(v+w) = p(v) = p(w)). (104)
Wzér (10.4) nazywamy formulg polaryzacyjng. Funkcje ¢ nazywamy formag kwa-
dratowg odpowiadajaca formie dwuliniowej ®. Z wzoréw (10.3) (10.4) wynika, ze
odpowiedno$¢ miedzy formami kwadratowymi a symetrycznymi formami dwulinio-
wymi jest bijektywna.
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STWIERDZENIE 10.6. Funkcja ¢:V — K jest forma kwadratowa wtedy i tylko
wtedy, gdy spelnione sa dwa warunki:

(1) Funkcja
VXV 3 (0w) > 3 eo+w) - (o) - plw)

jest forma dwuliniowa. Oznaczamy ja ®.
(2) @(v,v) = p(v),
a takze wtedy i tylko wtedy, gdy

(1) VAEK, Yo eV o) = A2p(v)
(2’) Yv,w € V spelniony jest warunek réwnolegloboku

(v +w) + (v —w) = 2¢(v) + 2p(w).

Mamy wiec cigg bijektywnych odpowiednio$ci:
Formy kwadratowe < formy dwuliniowe symetryczne < odwzorowania samo-
sprzezone.

DEFINICJA 10.7. Macierza formy kwadratowej w bazie e nazywamy macierz w
bazie e odpowiadajacej jej symetrycznej formy dwuliniowej.

Spostrzezenie: jezeli e = (e1,...,e,) jest baza w V i e* = (¢1,... ,¢n) jest
baza do niej dualna, to dla kazdej formy kwadratowej ¢ mamy

o= D(eie;)did; -

.3

DEFINICJA 10.8. Rzedem formy kwadratowej nazywamy rzad stowarzyszonej z
nia formy dwuliniowej.

Rzad formy kwadratowej jest wiec rowny rzedowi jej macierzy, jak tez wymia-
rowi obrazu odpowiadajacego jej odwzorowania samosprzezonego ( macierz formy
kwadratowej jest rowna macierzy odpowiadajacej jej formy dwuliniowej i macierzy
odpowiadajacego tej formie odwzorowania samosprzezonego).

DEFINICJA 10.9. Jesli forma ¢ ma w bazie e macierz diagonalna, to méwimy,
ze e jest baza diagonalizujaca formy ¢.

TWIERDZENIE 10.10 (LAGRANGE). Kazda forma kwadratowa ma baze diago-
nalizujaca.
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Szkic bowoDU: Niech, jak w spostrzezeniu, ¢ = Zijaijqbiqﬁj, gdzie a¥ = a’?.
Zalézmy, ze istnieje 4 takie, ze a® # 0, na przyklad i = 1. Kladziemy wéwczas

= o1+ o7 Za%,
i#1

a wtedy w ¢ — a'*? redukuja si¢ sktadniki zawierajace ¢1, wiec

p=a2+ 3 b
i,j=2
Zauwazmy, ze (Y1, 2, P3, ... , ) jest bazg w V*.
Jezeli jednak a* = 0 dla kazdego i, lecz np. a'? # 0, to kladziemy 1, = ¢ + ¢ i
2 = 1 — @2 1 whedy )
P12 = Z(ﬁ’% —13),
mamy wiec
a'?
BERCH
Ponadto widzimy, ze (¢1,a,d3,... ,¢,) jest baza w V*. Sprowadziliémy w ten
sposéb problem do przypadku juz rozpatrywanego: wspotezynnik przy ¢? jest # 0.
Indukcyjnie dostaniemy w konicu baze diagonalizujaca formy ¢. [
Rozpatrzmy dwa przypadki:
(1) K = C. W bazie diagonalizujacej mamy ¢ = Y. a'¢?. Kladac dla o' #
0 ¢; = bj¢;, gdzie b7 = a’ dostajemy ¢ = >, ¥?, czyli wspSlczynniki sa
rowne 0 lub 1.
(2) K=R Przyjmijmy v; = b;¢;, gdzie b; = \/|a;l, jesli a; # 0, oraz 1; = ¢;,
jesli a; = 0. W rezultacie dostajemy postaé¢ diagonalng formy kwadratowej

p q
o= U =Y Uyt
=1 =1

gdzie p + ¢ = k = rzad formy. Tutaj wspoétezynniki sg réwne 0,1 lub —1.

TWIERDZENIE 10.11 (SYLVESTERA O ,,BEZWLADNOSCI”). Niech K = R i
niech

(¢17"' ’d)n)a (¢1’-~- 7wn)

beda dwiema bazami diagonalizujacymi formy :

p q T s
B ED I AED D IR
=1 =1 =1 =1

Woéwczas p=r, q = s.
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Dowo6D: Oczywiste, ze sumy p+q, r+ s sa réowne rzedowi ¢ (sa wiec sobie réwne).
Przypusémy, ze r > p, czyli s < ¢q. Zatem uklad form: (¢1,...,¢p, Yry1, ..., 9¥n)
ma p+n —r < n elementéw. Rozpatrzmy uktad réwnan:

{<U7¢i>207 t=1...,p
(v,;) =0, i=r+1,...,n.

Jest to uktad p + n — r réwnan liniowych na wektor w przestrzeni n wymiarowe;j.
Istnieje zatem rozwiazanie niezerowe. Niech vy # 0 bedzie takim rozwiazaniem,

tzn.,

q

p(vo) = =D (dpri(v0))* <O

i=1

r

¢(vo) = Z(%(UO))Q > 0.

i=1
W konsekwencji, ¢ (vg) = -+ = ¥r(vg) = 0. Zatem (vg,¢;) =0dlai =1,...,n,
czyli vg = 0. Sprzeczno$é. Mamy wiec r < p. Analogicznie p < r, czyli p = 7. n

DEFINICJA 10.12. Niech ¢ bedzie forma kwadratowa na przestrzeni wektorowej
V nad cialem K = R. Niech w pewnej bazie o = Y0, ¢7 — Y1, ¢2,,. Pare (p,q)

nazywamy sygnatura formy . Liczbe p — q nazywamy indeksem formy ¢ .

10.3. Znajdowanie bazy diagonalizujacej metoda Grama - Schmidta.

Niech e = (e, ..., e,) bedzie baza w V i niech ¢ bedzie forma kwadratowa na V.
Przez ® oznaczmy odpowiadajaca jej symetryczna forme dwuliniows. Wprowadzmy
podprzestrzenie L; = ({e1,...,e;}). Oczywiscie L, = V. Zalézmy, ze ¢|r, jest nie-
zdegenerowana dla kazdego 4. Definiujemy indukeyjnie uktad wektoréw (€1, ...ey,):
€1 = e1, a z niezdegenerowania na Ly mamy ®(ey,¢1) = ¢(e1) # 0;

L
p(e1) o _
Ly wynika, ze ®(€2,€2) = p(€2) # 0. i.t.d.;
k—1
~ 1 i~ -~
€L = e — Z ﬁq)(ek,ei)ei . Mamy ®(&;,e;) = 0 dla i < k, wiec z niezdege-
— P&
i=1
nerowania ® na Lj, dostajemy ®(ex,ex) = @(€;) # 0. Oczywisdcie ({€1,...,¢ex}) =
({e1,...,er}) = Lg. Baza (e1,... ,€;) jest baza diagonalizujaca formy .

€y = €9 — D (eq,e1)e1. Mamy P(€1,e2) = 0, wiec z niezdegenerowania ® na

10.4. Znajdowanie sygnatury nieosobliwej formy metoda Jacobiego.

Niech ¢ bedzie forma kwadratowa na V' i niech e = (eq, ... , e,) bedzie baza w V
taka, ze na L; = ({e1,... ,e;}) forma ¢ jest niezdegenerowana. Zastosujmy metode
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diagonalizacji Grama-Schmidta. W jej wyniku dostajemy baze diagonalizujacg € =
(€1,...,€,). Mamy, jak latwo zauwazy¢,

1 *x % -+ x
[Id°~= {0 0 1 - x| =4,
0 0 O 1

oraz, na mocy (10.2),

(el = ()Tl [l = ATl A

Oznaczmy G = [g;] = [¢]¢. Poniewaz
ar 0 - 0
0 9 0
he=1. . .
0 0 - a,

jest macierza diagonalng i A jest macierza tréjkatna, mamy

ap, 0 - 0
0 ao 0 :A;rGiAi7
0 0 - a

gdzie A;, G; sa macierzami zlozonymi z pierwszych i wierszy oraz pierwszych i
kolumn macierzy A, G. Zatem

ap Oy = (det Az)2 det Gl

isgn(aq--- ;) =sgn(det G;). Stad,

STWIERDZENIE 10.13. Jezeli ¢ jest niezdegenerowana na kazdej przestrzeni
L;, tzn. wszystkie det G; sa rézne od 0, to sygnatura formy ¢ réwna jest (p,q),
gdzie p jest liczba dodatnich, a q liczba ujemnych wyrazow ciagu

det Go det G,,
detGy’ " T det Gq

det Gl,
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Przyktad ogélny:
DEFINICJA 10.14. Forma kwadratowa ¢ jest dodatnio okreslona, jezeli

Yv # 0 ¢(v) > 0.

Forma ¢ jest ujemnie okreslona jezeli Vo # 0 ¢(v) < 0.
Oczywiste, ze:
v jest dodatnio okreslona (d.o.) <= sygnatura ¢ = (n,0)
© jest ujemnie okreslona (u.0.) <= sygnatura ¢ = (0,n).

STWIERDZENIE 10.15 (KRYTERIUM SYLVESTERA). ¢ jest d. 0. <= det G; >
Odlai=1,...,n.p jest u.o. & (—1)idetG; >0dlai=1,...,n.

Dowop: Jezeli ¢ jest d.o., to dla kazdej bazy e ¢ obcieta do L; = ({eq,...,e;})
jest dodatnio okreslona, a wiec — tym bardziej — niezdegenerowana. Zatem

det G det G
detGh ¢ 2,..., © n
det G1 det Gn—l
sa dodatnie, czyli det G1,... ,det G, > 0. Druga cze$¢ wynika z pierwszej oraz z
tego, ze ¢ jest d.o. wtedy i tylko wtedy, gdy (—¢) jest ujemnie okreslona. m

Przyktad: Dla jakich A € R forma kwadratowa ¢ na R3, gdzie p((x1, 12, 73)) =
513 +x3+A\vd+4x1 09— 22173 — 27973, jest dodatnio okreslona? W bazie kanonicznej
€ mamy

) 2 -1
Wle=G=|2 1 -1
-1 -1 A

Stad det G; =5, det Go = 1,1 det Gz =det G = A —2 > 0. Odpowiedz: dla A > 2.



Rozdzial 11. Przestrzenie euklidesowe

11.1. Tloczyn skalarny.
W tym rozdziale K = R!

DEFINICJA 11.1. Tloczynem skalarnym w przestrzeni wektorowej V (nad R)
nazywamy symetryczna i dodatnio okreslona forme dwuliniowa. To znaczy, funkcja
g:V xV — R jest iloczynem skalarnym, jesli

(1) g(v,v) >0dlav #0,

(2) g(v,w) = g(w,v),
(3) g jest forma dwuliniowa.

Przestrzen wektorowa nad cialem liczb rzeczywistych z ustalonym iloczynem ska-
larnym nazywamy przestrzenig euklidesowg.

Poniewaz mamy wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy formami kwa-
dratowymi i symetrycznymi formami dwuliniowymi, g jest wyznaczone jednoznacz-
nie przez forme kwadratowa: v — g(v,v).

Oznaczenia:

(1) g(v,w) oznaczaé¢ bedziemy (v|w).
(2) (g(v,v))2, oznaczaé bedziemy ||v| i nazywaé bedziemy norma (dlugoscia)
wektora.

11.1.1. Podstawowe wlasno$ci iloczynu skalarnego:.

STWIERDZENIE 11.2 (T0zsAMOS¢ ROWNOLEGLOBOKU). |lv+w|?+|lv—w|? =
2([[ol1* + flwlf*)

Dowo6D: (v+w|v+w) + (v —w|v—w) = 2(v|v) + 2(w|w) z dwuliniowosci iloczynu
skalarnego. [

TWIERDZENIE 11.3 (NIEROWNOSC SCHWARZA). Jesli V jest przestrzenia wek-
torowa z iloczynem skalarnym, to

|(wlw)] < [Jol w]-
Roéwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy v i w sa liniowo zalezne.

DowoD: Jedli v = 0, to twierdzenie jest trywialne.
Jedli v # 0, to rozpatrzmy funkcje xR > ¢t — [tv + w||?> € R. Mamy «(t) =
t2(v|v) + 2t(v|jw) + (v|w). Oczywidcie a(t) > 0, zatem wyréznik tego tréjmianu jest
niedodatni, tzn:

(v]w)? = (flo]l lw])* < 0.

72
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Jezeli w = v, to
|(wlw)l = M[[[v]l* = 2l - floll = o]l - flw]-
Niech teraz |(v|w)| = ||v|| - [Jw|| 1 |(v|w)| = €(v]w). Rozwazmy funkcje
Bit = B(t) = |leto +w||* = £2||v]|* + 2t[(v]w)| + [[w]? =
= ?[[olf* + 2t|[vlllwl]| + [lw]|* = (¢loll + [lw])?.

[| 2w ]|
ol

[l

w .
— Ll v—i—wlw:e”v”v. ]

[ jest wiec réwne zero dla ty = Tl czyli 0 = —e

STWIERDZENIE 11.4 (NIEROWNOSC TROJKATA).
[o+wlf < [lofl + [lw]-

Réwnosé zachodzi wtedy 1 tylko wtedy, gdy (v|w) = ||v||||w]|| lub, réwnowaznie, gdy
v 1w sa liniowo zalezne.

DowOD:
o+ wl* = (v+ wlv + w) = [|Jv]|* + 2(v|w) + [Jw||* <

< [oll” + 2follllwl + [lwl* = (o]l + [lw]l)*.

Pozostata cze$¢ stwierdzenia wynika bezposrednio z tego rachunku i z poprzedniego
stwierdzenia. [

TWIERDZENIE 11.5 (O REPREZENTACJI FUNKCJONALU LINIOWEGO). Odwzo-
rowanie Iy stowarzyszone z iloczynem skalarnym g, Fg: V' — v,

(v, Fgw) = (v[w) = g(v,w)
Jjest liniowym izomorfizmem (patrz 2.1). W konsekwencji, dla kazdego fukcjonalu

f € V* istnieje dokladnie jeden wektor wy € V taki, Ze dla kazdego wektorav € V
zachodzi réwnosé

(v, f) = (vfwy) = (wylv).
Dowon: Jezeli v € ker Fy, to Fy(v) = 0, a wiec
0 = (v, Fy(v)) = g(v,v) = [|v]*.

Stad v = 0, czyli ker F;, = {0}. Poniewaz wymiary przestrzeni V i V* sa réwne
oznacza to, ze F, jest izomorfizmem. m
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11.2. Prostopadlo$é. Rzut prostopadty.

DEFINICJA 11.6. Niech v,w € V. Méwimy, ze wektor v jest prostopadly do w
(piszemy v L w) jezeli (v|jw) = 0.

STWIERDZENIE 11.7 , PITAGORASA” . Jezeli (v|w) = 0 to
lv +wl||* = JJol|* + [lwl]|*.

Niech A C V bedzie dowolnym podzbiorem. Zdefiniujemy dopefnienie ortogonal-
ne AL przestrzeni A wzorem

At ={veV:(vjlw)=0 Yw € A} :FJI(AO).
(Poréwnaj z rozdzialem 10.1. strona 66 i zdefiniowanym tam zbiorem A%).

TWIERDZENIE 11.8. Niech V bedzie przestrzenia wektorowa nad R z iloczynem
skalarnym g. Niech W C V bedzie podprzestrzenia wektorowa. Wéwczas

V=WaoWw.

Dow6p: Niech v € W N WL, Wtedy (vjv) = [|v||> = 0, czyli v = 0; zatem

wnwt=o.

Czy V=W+Wt?

Wystarczy policzy¢ wymiary. Jezeli dimV = nidim W = k, to (patrz rozdziat 9.1.)

dimW° =n — k. Ale Wt = Fg’l(WO), gdzie F, : V. — V* jest samosprzezonym

izomorfizmem stowarzyszonym z g. Zatem dim W+ =n — k i dim(W + W) = n.
|

DEFINICJA 11.9. Niech (przy zalozeniach powyzszego twierdzenia) v = w +

. def
w', gdziev € V, , w € W, w € Wt. Wektor Pjwv = w nazywamy rzutem

ortogonalnym wektora v na podprzestrzen W.

DEFINICJA 11.10. Odstepem wektora v od podprzestrzeni W nazywamy liczbe
d(v, W) = inf ||lv—y|.
(0, W) = inf o=yl

STWIERDZENIE 11.11.
d(v, W) = ||v — Pw||.

DowoD: Dla y € W mamy Pyov —y € W a poniewaz v — Pyv € W, wiec, z
twierdzenia Pitagorasa,

lv=yl* = (v = Pwv) + (Pwv = y)|I* = v = Pwl* + | Pwv —ylI* > o — Pul|*.
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11.3. Przeksztalcenia ortogonalne.

DEFINICJA 11.12. Odwzorowanie F:V — V nazywamy przeksztalceniem (od-
wzorowaniem, operatorem) ortogonalnym, jezeli (Fx|Fy) = (z|y) dla wszystkich
z,y€eV.

Uwagi:

(1) Operator ortogonalny jest nieosobliwy (ma trywialne jadro). Istotnie, mamy
|Fx| = ||z, jesli wiec Fz = 0, to z = 0.

(2) Jezeli operatory F i G sa ortogonalne, to F~1, F oG sa tez ortogonalne. Nie
s3 natomiast, na ogét ortogonalne odwzorowania F' + G, AG. Przeksztalce-
nia ortogonalne (z dzialaniem skladania) tworza grupe (ortogonalna), ktéra
oznaczamy O(V, g).

11.3.1. Reprezentacja macierzowa odwzorowan ortogonalnych. Niech ¢ =
(e1,...,en) bedzie baza w V. Mamy

(vlw) = ([0]) T [gle[w]’

oraz

(FolFo) = ([F)° [0]) Tgle([F)° [w]) = ([0]°) T (([F]°) Tgle[F)° ) [w]®.

Stad F' jest ortogonalny wtedy i tylko wtedy, gdy

[9le = ([F1°) T [gle[F1°. (1L.1)

DEFINICJA 11.13. Baza e w ktorej macierz iloczynu skalarnego [g]. jest diago-
nalna nazywa sie¢ baza ortogonalna.

Baza e w ktérej macierz iloczynu skalarnego [g]. jest réwna macierzy jednostkowej
I nazywa sie bazg ortonormalna.

Innymi slowy — e jest baza ortonormalna jezeli (e;|ej) = 0;;.

Zauwazmy, ze jezeli e jest baza ortonormalna, v = > Ae;, to A\* = (v]e;). Istnie-
nie bazy ortogonalnej i, w konsekwencji, ortonormalnej, wynika z konstrukcji bazy
diagonalizujacej metoda Grama—Schmidta.

Odwzorowanie F' jest wiec ortogonalne wtedy i tylko wtedy, gdy w (dowolnej)
bazie ortonormalnej e

[Fle,T[F]°, = L.

e e

DEFINICJA 11.14. Kwadratowa macierz A taka, ze ATA=T nazywamy macie-
rza ortogonalng.
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W bazie ortonormalnej macierz przeksztalcenia ortogonalnego jest wiec macierza,
ortogonalna. Oczywiscie, macierz A jest macierza ortogonalna wtedy i tylko wtedy,

gdy
= dj, (11.2)

gdyz (i, j)-tym wyrazem AT A jest a; a;.

STWIERDZENIE 11.15. Niech F bedzie operatorem ortogonalnym a e - baza
ortonormalna. Wtedy Fe jest tez baza ortonormalna.

DowoD:
(Fei | Fej) = (eq | €5)di;.
|
Twierdzenie odwrotne jest tez prawdziwe: jezeli dla pewnej bazy ortonormalnej
(e1,...,e,) ciag (Fey,..., Fe,) jest tez baza ortonormalna, to F' jest ortogonalny.

Wynika to z prostego rachunku:

(Fuo, Fw) = (F(AMey + -+ A,) | F(uter + -+ u"ey))
= SN (F(er) | Fleg) = 3N = (v | w)

11.4. Przeksztalcenia (operatory, odwzorowania) symetryczne.

DEFINICJA 11.16. Operator F:V — V nazywamy symetrycznym, jezeli dla
v,w € V zachodzi rownosé

(v | Fw) = (Fv | w).
7 definicji wynika natychmiast, ze F' jest symetryczny wtedy i tylko wtedy, gdy
(v,(FygoF)w) = (v | Fw) = (Fv | w) = (w, (Fg o F)v),
czyli wtedy i tylko wtedy, gdy odwzorowanie
(FjoF):V —V*
jest samosprzezone. Z tego powodu operatory symetryczne nazywa si¢ tez samo-
sprzezonymi. W przeciwienstwie do operatoréw ortogonalnych, kombinacja liniowa
operatoréow symetrycznych jest operatorem symetrycznym. Tworza one przestrzen

wektorowa. Z kolei zlozenie operatorow symetrycznych nie jest, na ogdl, syme-
tryczne.
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11.4.1. Reprezentacja macierzowa operatoréw symetrycznych. Poniewaz
dla symetrycznego F odwzorowanie Fy; o F' jest samosprzezone, wiec z (9.2)

[Fyo FI”, = ([Fyo FI” )T

[Fg}e[F]ee = ([F}ee)T[Fg]e

(macierz [Fyle jest symetryczna). Jezeli e jest baza ortonormalng, to ostatnia réw-
nos$é¢ przyjmuje postaé

11.5. Operatory sprzezone.
Z poprzednich podrozdzialéw widac, ze uzyteczne jest przyporzadkowanie kaz-

demu operatorowi F:V — V operatora F7:V — V

F# = (F,

y) Lo F*oF, (11.3)

lub, réwnowaznie,
(0| Fw) = (v, (Fy o F)w) = (w, (F* o Fy)v) = (F¥v |w),  (114)

bo F, jest odwzorowaniem samosprzezonym. Operator F' # € L(V,V) nazywamy
operatorem sprzezonym do operatora F. Nalezy tu odrdzniaé operator sprzezony
od odwzorowania sprzezonego F* € L(V*, V*). Z (11.4) wynika, ze
F jest ortogonalny wtedy i tylko wtedy, gdy F# = F~!
oraz, ze
F jest symetryczny wtedy i tylko wtedy, gdy F# = F.

Z kolei z (11.3) wynika, ze przyporzadkowanie

End (V)> F — F# € End (V)

jest izomorfizmem przestrzeni wektorowych. Mamy tez reprezentacje macierzowa
warunku (11.3):

> N — * o — > \T
[FF]°, = ([F® )T HEY] L [F) . = (lgle) T ([F]°.) gl
Jezeli e jest baza ortonormalna, czyli [g]e = I, to dostajemy

[F#)e = ([F]° )T

€
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12.1. Macierz Grama ukladu wektoréw.

DEFINICJA 12.1. Macierza Grama ciagu wektoréw (vy,... ,vg) nazywamy ma-
cierz

G(vy,...,v) = [d'],
gdzie a'; = g(vi,v;) = (v; | v;)
Spostrzezenie:
det G(vy,... ,v;) #0 < (v1,...,vx) jest liniowo niezalezny
Wzér na d(v, L). Niech L bedzie podprzestrzenia rozpieta przez (vi, ... ,vy) oraz

niech P bedzie rzutem ortogonalnym na L. Dla v € V mamy

d(v,L) = ||v — Pv||, Pv=a'v, +...+ 2", v—PvelLt
to znaczy (v;|v) = (v;|Pv) dla kazdego i, czyli

(v1 | v1)zt -+ (v1 | vp)z® = (v1 | v)

(o [vr)at -+ (vg, | v)a® =(vg | v).
Ponadto, jezeli przez § oznaczymy d(v, L), to

52=(U—PU|U—P’U)=(U|’U—PU)=(’U|1))—(1}|P’U)=(U|U)—Z(’U|Ui).f(}i.

%

Rozpatrzmy teraz uktad k 4+ 1 réwnan z k + 1 niewiadomymi:

(v1 | v))at+- - 4 (vy | o)+ (v1 | v)z*+ =0

(vk | 'Ul)xl‘f" . ""_(Uk ‘ vk)xk—i— (Uk | U)xk+1 =0
(v o))t 4 (v ] o)ab (v | v) - 8%)a*+ =0

Ma on niezerowe rozwiazanie (z**1 = —1) co oznacza, ze

(v ] 1)

0 = det G(vl,...,vk) =
(v] 1) " (v ]v) - 62

78
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=det G(vy, ... ,v,v) — 0% det G(vy, ... ,v1),

a zatem w przypadku, gdy det G(vy, ... ,v;) # 0, to znaczy gdy (v1, ... ,vx) tworza
baze L,

det G(vy, ... ,Uk»v)>é (12.1)

d(v,L) =46 =
(’U’ ) ( detG(vl,... ,Uk)
12.2. Miara (objeto$¢) ukltadu wektoréw.

Miare ciagu wektoréw definiujemy indukcyjnie

DEFINICJA 12.2.

(1) miara wektora nazywamy jego dlugosé: vol(v) = ||v]|.
(2) miara (objetoscia) ciagu wektoréw (vy, ... ,v,v) nazywamy iloczyn:
vol(vr ... ,vp,v) L d(w, ({o1 ..., ve}))vol(vs ... ,vp).

TWIERDZENIE 12.3. Dla kazdego ciggu wektoréw (vq, ... ,vy) prawdziwa jest
réwnosc: )
vol(vy, ... ,vg) = (det G(vy ... ,uE))2
DowOD INDUKCYJINY: Dla k = 1 réwno$é oczywista.
7 definicji i zalozenia indukcyjnego mamy ze:
vol(vy ... o) =d(v, ({vr ... ,vp—1}))vol(vy ... ,0p—1)
1
=d(v, ({v1,...,0p-1}))(det G(v1,... ,v5-1))2.

Rozpatrzmy dwa przypadki

a) Jezeli det G(vy,... ,vp—1) = 0 (wiec vol(vy,... ,vg) = 0), to (v1,... ,Vk—-1)
jest ukladem liniowo zaleznym, wiec takze (vy,...,vk_1,vk) jest liniowo za-
lezny i det G(vy,... ,v;) = 0. Zatem

SIS

vol(vy ... ,v5) =0 = (detG(vy ... ,vg))=.

b) Jedli det G(vy,... ,v5—1) # 0, to

det G(vy, ... ,vk1,vk)>é

d(vk, ({v1,... s v6-1})) = ( det G(v1, ... ,v5-1)

1 zatem

[N

vol(vy,... ,v;) = (det G(vy,... ,v))
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Whioski:

(1) Objetosé¢ uktadu (vy,... ,vx) nie zalezy od uporzadkowania wektoréw.
(2) vol(vy,...,v;) =0 <= uklad (v1,...,v;) jest liniowo zalezny.

Spostrzezenie: Niech e = (eq,...,e,) bedzie baza w V. Macierz iloczynu ska-
larnego g w bazie e jest réwna G(er, ... ,e,). Niech (vi,...,v,) bedzie ukladem
wektoréw, za$ macierz A = [a*;] macierzg ich wspélrzednych:

a; = [v;]°.
Mamy w tym przypadku

gdzie

bij = (v; |vj) = Zakialj(ek |er) = EiTG(el, cee s €n)Ty.
k,l
W konsekwencji otrzymujemy:
Gv1,...,0,) = ATG(el, s yen)A,
det G(v1, ... ,v,) = det A>det Geq, ... ,e,).
Niech w szczegdblnosci baza e bedzie ortonormalna, wowczas
det G(vy, ... ,v,) = A%,

vol(vy, ... ,u,) = |det A] = | det[[v1]®, ..., [va]]]- (12.2)

Przyklad - pole tréjkata: Obliczamy pole trojkata w R? o wierzchotkach:
v1 = (21,41), V2 = (T2,42), v3 = (73,y3).Mamy

1 |1 Ty —T1 Y2 — Y1
|A|—§vo|(vg—v1,v3—vl)— idet 23— 21 Ys—u1)
1 1 0 0 i 1 1 X1 U1
=—|det |1 zo—x1 yYyo—y1||==|det |1 x5 o

2 2
1 x3—21 ys—y1 1 x5 ys

Wzor (12.2) uzasadnia sens wprowadzenia nastepujacego pojecia.
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DEFINICJA 12.4. Forma objetosci zorientowanej (objetoscia zorientowana) na
przestrzeni wektorowej V, dim V' = n, nazywamy odwzorowanie

w:Vx-- - xVe—=R
————

n razy
takie, ze:

(1) w jest liniowe w kazdej zmiennej,

(2) jest antysymetryczne.
Jezeli ponadto

(3) dla dowolnej bazy ortonormalnej e mamy w(es,... ,e,) = £1, to méwimy,
ze w jest forma objetosci zorientowanej zgodna z iloczynem skalarnym.

Liczbe w(v1, ... ,v,) nazywamy objetosciq zorientowang ukladu (v1,... ,v,).
Spostrzezenie: Przy ustalonym iloczynie skalarnym mamy dwie objetosci zo-

rientowane zgodne z tym iloczynem:

wi(vy,... ,v,) =det A

oraz

wi(v1,... ,v,) = —det A,
gdzie A jest, jak poprzednio, macierza wspoélrzednych wektoréw vy, ... , v, w bazie
ortonormalnej.

12.3. Iloczyn wektorowy.

Niech beda dane: V- przestrzen wektorowa nad R, g = (| )- iloczyn skalarny w V/
i w - forma objetosci zorientowanej w V. Kanoniczne odwzorowanie

Fg:V — v*

jest izomorfizmem, wigc jezeli (vq,...,v,_1) jest ciagiem wektoréw, to element z
przestrzeni V* zdefiniowany przez

vi— w(vy,... ,Up_1,v) ER

jest postaci Fy(w) dla dokladnie jednego wektora w € V. Mamy zatem dla kazdego
veV

Wy, .ty Up—1,v) = (v | w).

DEFINICJA 12.5. Zdefiniowany powyzej wektor w nazywamy iloczynem wekto-
rowym ciggu wektoréw (vy,... ,v,—1) i 0znaczamy

V1 XV X+ XUp_1.
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Spostrzezenia:

(1) Tloczyn wektorowy jest skosnie symetryczny, tzn.,

V1 ><~-~>(Ui><~-~><’l)j><-~-><’U7.L,1:—’Ul><~-~><’Uj><-~-><’Ui><---><1}n,17
’U1><’l)1><"':0.
(2) Wspdlrzedne iloczynu wektorowego w bazie ortonormalnej e = (eq, ... ,e,)
sg réwne
i
w' = (e; | w) =wvr,... ,Vn-1,€;).

(3) Dla kazdego ¢ mamy
(vilw) = w(vy, ... ,vp—1,v;) =0,

wiec
(’01 X oo X Un—l) 1 ;.

(4) Z poprzedniego wynika, ze rzut ortogonalny vq X - - - X v,_1 na podprzestrzen
({v1,... ,vn_1}) jest zerem, wiec

d(Ul X ... X Up—1, <{U1,. .. 7Un71}>) = ||’l)1 X oo X Un71||-
Jezeli zatem forma objetosci w jest zgodna z iloczynem skalarnym, to

||1)1 X oo Xvn—lH2:(vl X oo X”Un_1|”U1 X oo X’Un_l):

:OJ(’Ul,...,’Un_l,Ul X X ’Un_l) = VO|(’L)1,.. ., Up—1,V1 X -+ X ’Un_l) =
=d(vy X -+ X vp_1, {v1,... ,p_1}))VOl(V1, ... yUp_1) =
= ||’U1 X oo X ’Un,1||V0|(1)1, Ce 7Un,1).
Stad
[lor X -+ X vp_1]] = vol(vy, ... ,vp—1).

Przyklad tréjwymiarowy (dimV = 3):
Niech (eq, €2, €3) bedzie baza ortonormalng w V' i niech w(ey, ea,e3) = 1.
Wezmy w = v1 X vg. Mamy, dla v; = vilel + v?eQ + 0?63,

1 0 0

w' = w(vy,vg,e1) =det | v} v v}
1,2 .3

vy V3 U3

0 1 0O

w? = w(vy, vy, e0) =det | v} v} v}
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0O 0 1
w® = w(vy, vy, e3) =det | vl v} o

Vg V3 U3

Uzywa sie rowniez skroconego zapisu

w = Ull V71 U31
V2 ’U22 1232
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Rozdzial 13. Elementy geometrii afinicznej

13.1. Podprzestrzenie afiniczne.
W tym rozdziale V jest przestrzenig wektorowa nad cialem K = R z iloczynem
skalarnym g.

DEFINICJA 13.1. Zbiér M C V nazywamy podprzestrzenia afiniczna, jezeli jest
on postaci M = a + My, gdzie M, jest podprzestrzenia wektorowa przestrzeni V,
za$ a wektorem z V.

STWIERDZENIE 13.2. Zbiér M C V jest podprzestrzenia afiniczna wtedy i
tylko wtedy, gdy dla pewnego (i, w konsekwencji, dowolnego) y € M zbidér

My={weViw=v—y, ve M}

jest podprzestrzenia wektorowa.

DowoOD: Jezeli M jest podprzestrzenia afiniczna, to znaczy jest postaci M = a +
My, gdzie M jest podprzestrzenia wektorowa, to dla dowolnego M 3 y = z+a, = €
My mamy

My={weViw=v—a, ve M}
={weViw+zr=v—a, veM
={weViw=v—y=@w—-—a)—z, veV}

Na odwroét, jezeli M C V i dla pewnego y € M
My={weViw=v—y ve M}

jest podprzestrzenig wektorowa to, poniewaz M = y+ My, M jest podprzestrzenia,
afiniczna. [

‘Whniosek: Wektor a w definicji podprzestrzeni afinicznej M moze by¢ dowolnym
elementem z M, M, jest takie samo dla wszystkich reprezentacji podprzestrzeni.

13.2. Sposoby opisu podprzestrzeni afinicznej.

(1) Opis parametryczny:
Tworzymy odwzorowanie ®: R¥ — V takie, ze ® jest injekcja i ze im® = M.
Mozemy si¢ ograniczy¢ do ® postaci ®(z) = ®(0) + Pg(z), gdzie ®g: RF — V
jest odwzorowaniem liniowym. W tym przypadku méwimy, ze odwzorowanie
® jest afiniczne. Powstaje pytanie: jak dla danej przestrzeni M znalezé taki
opis? Niech M = y + My i niech ey, ..., e, bedzie baza w przestrzeni M.
Kladziemy po prostu ®(x) =y + >_ z'e;.

84



13.2. SPOSOBY OPISU PODPRZESTRZENI AFINICZNEJ 85

(2) Opis poprzez uktad réwnan:
Szukamy odwzorowania liniowego F: V — W takiego, by dla pewnego b € W

W ={z € V:Fz =b},
to znaczy, W jest zbiorem rozwiazan réwnania liniowego Fx = b.
Jak znalez¢ odpowiednie F'7

Niech (f1, ..., fn_x) bedzie baza My*. Mamy

M={veViv—aeMy}={veV:i(v—alfi)=0}
={veV:i(|fi)=(al|f)}

Mozemy wiec potozy¢

FV=R o (]| f1),. o, ] fuk))

b=((a] f1), (a| fa-r))-
Przyklad: réwnanie prostej L w R3. Niech
L=A(z,y,2): (z,y,2) = (a,b,¢) + t(m,n,l),t € R},

czyli
r=a+tm, y=b+tn, z=c+tl.

Stad, obliczajac t z kazdego z tych réwnan dostajemy, przy m,n,l # 0,

Jezeli np. | = 0, to drugim réwnaniem jest z — ¢ = 0.

DEFINICJA 13.3. Méwimy, ze dwie podprzestrzenie afiniczne M, M’ sa réwno-
legte, jezeli Mo C M lub M} C M.

Réwnoleglo$é podprzestrzeni oznaczamy M || M.

DEFINICJA 13.4. Méwimy, ze dwie podprzestrzenie afiniczne M, M' sa prosto-
padle, jezeli M} C My™.

Prostopadlos$é podprzestrzeni oznaczamy M L M'.
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13.3. Odstep podprzestrzeni afinicznych.

DEFINICJA 13.5. Odstepem d(M,M') miedzy podprzestrzeniami afinicznymi
M i M' nazywamy liczbe
dM,M")= inf |m—m/|= inf d(m,M’)

meM meM

m’'eM’
STWIERDZENIE 13.6. Jezeli M || M’, przy czym My C M|, to d(m, M’) jest
takie samo dla wszystkich m € M.
DowoD: Niech m € M, m’ € M'. Zatem m = a +v' i m’' = a’ + v gdzie v € M,
oraz v’ € M{. Mamy wiec

d(m,m’) = |lm —m'|| = [|(a — a) + (v = ')

inf d(m,m’)= inf |[(a—d)+ (v—2")|= inf |(a—ad")+',

m/eM’ v’ eM) v’ eEM)
co nie zalezy od v, a wigc nie zalezy od m. [
Przyklady:

(1) Objetosé réwnolegloscianu, ktérego krawedzie maja diugosdcei 1,1,2, a katy
miedzy krawedziami wynosza %w, %71', %71'. Mozemy przyjac, ze rownoleglo-

Scian jest rozpigty na trzech wektorach:

U1:(17070)
1 V3
U2*(§,7a0)
v3:(x,y,z).
Obliczamy z, y, z:
2 1 (vz|v) 1
cos(=m) = —-=3——T =—=x
3 2 osllflonl] 2
5 \/g (’U2|’Ul) 1.1 \/g
cos(=m) = —— =~ 20— " (Zgp4 ——
=% Tl ~ 227 2 Y
stad:
r=-1
24+ —
SRV
2 2 2 1 4 2
T4y +z :1+4+§—ﬁ+2
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Szukana objetos¢ jest rowna

0 0
V3 0

P =\/V3 -1

-1 =24 2 1/3(/3-1)

N[t

det

(2) Liczymy odleglosé prostych skosnych, zadanych réwnaniami:
z4+y—2—1=0
L= Y
2r4+y—2—-2=0

I { x+2y220}
2 T+2y+22+4=0

Najpierw znajdujemy opis parametryczny prostych:

k
-1 = (07 _13 _1)7

i
(1,1,-1) x (2,1,—1) = | 1
2 ~1

= .

L, =(1,0,0) +¢(0,1,1).
Podobnie (1,2,—1) x (1,2,2) = (6,—3,0) i
Ly =(0,0,—-2) +¢(2,—1,0).
Plaszczyzna P réwnolegla do Ly i Lo jest opisywana przez réwnanie:
r+2y—22+c=0.

Jedli zazadamy, by Ly C P, to dostaniemy ¢ = —4. Odlegtosé¢ d(Lq, Ls)
miedzy prostymi jest réwna odleglosci dowolnego punktu na prostej L; od
plaszczyzny P. Wybierzmy jaki$ punkt a na prostej Ly i punkt m na P. Na
przyktad, niech ¢ = (1,0,0) m = (0,0,—2). Odlegloé¢ d(a, P) jest réwna
odlegtosci a — m = (1,0,2) od podprzestrzeni Py = ((0,1,1),(2,—1,0)).

0 1 1
2 -1 0
_ G(<130a2)’(Ovlal)’(Qv_laO)) o 1 0 2 o 9 -
d((a —m), Po)* = G(0,1,1),(2,—1,0)) ‘ =351
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13.4. Podrozmaitosci stopnia drugiego - kwadryki.

Funkcje f:V — R nazywamy funkcjg stopnia drugiego, jezeli jest ona postaci

f=fo+ fi+fo

gdzie fy jest forma kwadratowa, f1 jest forma liniowa, a fy jest funkcja stala. Jezeli
e = (e1,...,e,) jest baza w V i e* = (¢1, ..., ¢n) jest baza dualna w V*, to funkcja
stopnia drugiego zapisuje sie w postaci

flv) = Zaij¢i(v)¢j(v) + Zbi¢i(v) +ec

W dalszym ciagu bedziemy zakladaé, ze e jest baza ortonormalna.

DEFINICJA 13.7. Podrozmaito$é stopnia drugiego (kwadryka) w V jest to pod-
zbiér V postaci f~1(0) gdzie f jest funkcja stopnia drugiego na V.

Dwie podrozmaitosci stopnia drugiego bedziemy uwazaé za réwnowazne, jezeli
jedna mozna otrzymac z drugiej przez przesuniecia, transformacje ortogonalne i ich
zlozenia, czyli ruchy sztywne. Niech C' bedzie podrozmaitoscia stopnia drugiego w
\%

C = f~Y0).

Niech F:V — V bedzie dowolna bijekcja, woéwczas

FO)={Vovv=FuweC}={VsuvFlveC}
={Vauv f(Fv) =0} = f71(0)

gdzie f = fo F~'}. Widaé stad, ze jedli F jest odwzorowaniem liniowym lub
przesunieciem, to F'(C) jest tez podrozmaitoscia stopnia drugiego. Bedziemy starali
sie znalezé¢ wsréd rownowaznych podrozmaitosci stopnia drugiego podrozmaitosé
charakteryzujaca calg klase.

I Krok - transformacja ortogonalna.

Niech ¢’ = (¢}, ..., e!)) bedzie bazg ortonormalng w V', diagonalizujaca forme (2.
Istnienie takiej bazy jest prostym wnioskiem z twierdzenia spektralnego dla ope-
ratorow symatrycznych, o ktéorym bedzie mowa w nastepnym rozdziale. Poniewaz
baza e jest ortonormalna, odwzorowanie F:V — V zdefiniowane przez F: e} — e;

jest ortogonalne. Oznaczmy f = f o F~!. Mamy

f)=foF7 o) = 3 nAu(gi)*(F )+ -

= Z Xigi® + Zi)@@ +c
i=1 i=1
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i stad kazda podrozmaito$é¢ drugiego stopnia jest réwnowazna podrozmaitosci opi-
sywanej funkcja drugiego stopnia o diagonalnej sktadowej kwadratowe;j.

IT Krok - przesuniecia.

Niech 7: V' — V bedzie przesunigciem o wektor a:

rw)=v+a 7 v)=v-a

i niech f ma diagonalng cze$¢ kwadratowsg. Mamy
f)=for ' v) =D Xi(di(v—a))® + Y bigi(v—a) + ¢
i=1

=Y X6 (0) = D N26i(0)d(a) + Y Nidi* (@) + Y bidi(v) = D bidi(a) +c.
i=1 i=1 i=1

Permutujac baze mozemy dostaé, ze \; # 0dlai =1,...,ri )\ = 0dlai =
r+1,...,n. Wybieramy a takie, ze: —2X\;¢;(a) +b; =0 dlai =1,...,r. Jest to
mozliwe dzieki A\; # 0. W efekcie w klasie réwnowaznych podrozmaitosci stopnia
drugiego mamy podrozmaito$é¢ opisang funkcja postaci

i=1 i=r+1
IIT krok - znéw odwzorowanie ortogonalne, ale nie ruszajace ¢1,... , ¢,
foF™! Zz)\i¢i2+f10F_1+C

i=1

Mozna znalezé takie F, ze f; o F~! = u¢,1. Zatem w klasie réwnowaznych pod-
rozmaitosci stopnia drugiego mamy podrozmaito$é¢ opisang funkcja postaci

F=Y Xt + pdria +c.
i=1

Poniewaz dla ¢ # 0 ¢f =0 < f = 0, sa dwie mozliwosci:

(1) p =0 wtedy
F=) Ao +1
i=1

lub .
F=Y Xioid
i=1
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(2) u#0 wtedy
F=Y 2o + bra

i=1
(¢ wyeliminowaliSmy wykonujac jeszcze jedno przesunigcie).
13.4.1. Klasyfikacja kwadryk. Z poprzedniej czesci wynika, ze w klasie row-

nowaznych podrozmaitosci stopnia drugiego mamy podrozmaitos¢ opisana funkcja
postaci

f= zr: Nigi® + 1,
i=1

lub .

F=> o,

i=1
lub .
F= Noi® + b1,
i=1

Klasa réwnowaznych podrozmaitosci jest wiec scharakteryzowana przez zespét liczb

{{/\1, . ,/\,.}; O7 1}

lub
{{)‘17‘ .. 7)‘7”};/1’70}

gdzie p = 0,1. Jest jeszcze (niewielka) niejednoznaczno$é w tej charakterystyce.
Na przyktad {{\1, A2}; 1,0} jest réwnowazne {{—XA;, —A2};1,0}. Ponizej podane sa
przyklady powierzchni z najwazniejszych klas w przypadku n = 2,3. Zespdt liczb
charakteryzujacy klase zawiera jedynie znaki \;.
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f(z,y) = (g)2 +y?—1; typ {{—,—};0,1} — Elipsa

f(x,y) =22 —y? typ {{+,—1};0,0} — Przecinajace si¢ proste
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10
flx,y) = (7?;)2 — 2% — 1; typ {{+, —};0,1} - Hiperbola

f(z,y) = (2y)? — 1; typ {{—};0,1} — Para prostych réwnolegtych
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f(x,y) =2* —y; typ {{-};1,0} — Parabola
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Typ {{+a +7 _}7 07 O} - StoZek
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Typ {{—,—,—};0,1} — Elipsoida
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Typ {{+,+,—};0,1} — Hiperboloida dwupowlokowa
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Typ {{+,—,—};0,1} — Hiperboloida jednopowlokowa
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Typ {{—, —}:0,1} — Walec eliptyczny
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Typ {{+,+};1,0} — Paraboloida eliptyczna
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Typ {{+,—};1,0} — Paraboloida hiperboliczna



Rozdzial 14. Przestrzenie unitarne. Twierdzenia spektralne

14.1. Odwzorowania antyliniowe.

W tym rozdziale K=C!!
Niech V, W beda przestrzeniami wektorowymi nad C. Odwzorowanie F:V — W
nazywamy antyliniowym, jezeli

F(\ + pw) = AF(v) + oF (w).

STWIERDZENIE 14.1.

(1) Jezeli F:V — W, G:W — U sa antyliniowe, to G o F jest liniowe.
(2) Jezeli jedno z odwzorowaii F:V — W, G:W — U jest liniowe, a drugie jest
antyliniowe, to G o F' jest antyliniowe.

Zbiér odwzorowan antyliniowych z V' do W tworzy przestrzen wektorowa, ktéra
oznaczaé¢ bedziemy AL(V,W). Przestrzen AL(V,C) fukcjonaléw antyliniowych oz-
naczaé¢ bedziemy V#. Niech F:V — W bedzie odwzorowaniem liniowym. Odwzo-
rowanie

W# > V#. fs foF

jest, jak tatwo zauwazy¢, liniowe. Nazywadé je bedziemy odwzorowaniem antydual-
nym lub hermitowsko sprzezonym do F i oznaczaé¢ bedziemy F#.

DEFINICJA 14.2. Sprzezeniem zespolonym funkcjonatu liniowego (antyliniowego)
f naV nazywamy funkcjonat antyliniowy (liniowy) f na V, zdefiniowany przez

Fw) = f(v).

Sprzezenie zespolone daje kanoniczny antyizomorfizm V* i V#. W konsekwen-
cji daje antyizomorfizm (t. j. antyliniowy izomorfizm) przestrzeni L(V* W*) i
L(V#, W#), zdefiniowany wzorem

F(f)=F(f).
Niech F € L(V,W). Oczywistym jest zwiazek
F#=F".

STWIERDZENIE 14.3.

(1) Istnieje kanoniczny izomorfizm przestrzeni (V#)* i (V*)#.
(2) Istnieje kanoniczny antyizomorfizm przestrzeni (V*)# i V
(3) Istnieje kanoniczny antyizomorfizm przestrzeni (V#)* i

(4) Istnieje kanoniczny izomorfizm przestrzeni (V#)# i V.

101
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DowOD:
(1) Niech ¢ € (V*)#. Wzér
V#s f-p(f)eC

okresla, jak tatwo sprawdzié¢, odwzorowanie liniowe, wiec element z (V#)*.
Oznaczmy go przez @. Przyporzadkowanie ¢ — @ jest izomorfizmem prze-
strzeni wektorowych. (Co sig zmieni, jezeli w powyzszym wzorze @ zastapimy
przez ?)

(2) Sprzezenie zespolone daje antyizomorfizm (V*)* i (V*)#. Sprzezenie zespo-
lone zlozone z kanonicznym izomorfizmem V i (V*)* daje zadany antyizo-
morfizm.

(3) Otrzymujemy przez zlozenie antyizomorfizmu z punktu drugiego z izomorfi-
zmem 7z punktu pierwszego.

(4) Otrzymujemy przez zlozenie antyizomorfizmu z punktu poprzedniego ze sprze-
Zeniem zespolonym. m

Jako proste éwiczenie zostawiamy dowdd nastepujacego stwiedzenia.
STWIERDZENIE 14.4.
(1) (F+G)# = F# 4+ G¥,

(2) (AF)* = P,
(3) (Go F)# = F# o G#,
(4) (F#)# = F.

Niech F:V — V# bedzie odwzorowaniem liniowym. Zatem F# = FLv =

(V#)# — V#. Odwzorowanie I nazywamy hermitowsko samosprzezone (h.s.s.),
jezeli F# = F (przy utozsamieniu (V#)# = V).

14.1.1. Reprezentacja macierzowa. Niech e bedzie baza w V i f baza w W.
Odwzorowania antyliniowe F: V — W mozna, podobnie jak odwzorowania liniowe,
reprezentowaé macierzami z tym, ze, poniewaz F(Aey + --- + A"e,) = A\ F(e1) +
oo+ A F(e,), mamy

[Fo)f = [F) Jole, (14.1)

[[] oznacza tu sprzezenie zespolone elementéw macierzowych.
Niech e* = (ef,... ,e>)) bedzie baza w V*, dualna do bazy e. Oczywistym jest,

ze ciag e” = (e},... ,er) tworzy baze (dualna) w V#. Mamy dla ¢ € V*

* e
[Pl = [@]
Niech F:V — W bedzie odwzorowaniem liniowym i niech f bedzie baza w W.
Fatwo dostajemy, ze

[F#" = ([FIF)T. (14.2)
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DEFINICJA 14.5. Sprzezeniem hermitowskim macierzy A nazywamy macierz
—T
AT = A" . Macierz A nazywamy hermitowska, jezeli AT = A.
Niech bedzie dane odwzorowanie liniowe F:V — Viov# F jest hermitowsko
samosprzezone wtedy i tylko wtedy, gdy macierz [F]e#e jest hermitowska.
14.2. Przestrzenie unitarne.

DEFINICJA 14.6. Iloczynem skalarnym w przestrzeni wektorowej V nad C na-
zywamy odwzorowanie:

hVxV—-C
takie, ze dla v,w € V i a € C mamy
(1) h(v,aw) = ah(v,w),
(2) h(v,w+w') = h(v,w) + h(v,w'),
) h(v,

(3 w) = h(w,v),
(4) h(v,v)>0dlav#0 (h(v,v) €R).

Moéwimy, ze h jest forma poéltoraliniowa. Przestrzen z iloczynem skalarnym nazy-
wamy przestrzenia unitarna.

Przypomnijmy, ze odwzorowanie F:V — W takie, ze F(v + w) = F(v) + F(w)
i F(\) = AF(v) nazywamy antyliniowym. Forma h jest zatem liniowa ze wzgledu
na drugi argument i antyliniowa ze wzgledu na pierwszy argument. Czy mozemy
odtworzy¢ h majac odpowiednig forme kwadratowa v — h(v,v) ? Mamy

h(v +w,v 4+ w) = h(v,v) + h(w, w) + h(v,w) + h(v,w),
czyli .
i(h(v +w,v 4+ w) — h(v,v) — h(w,w)) = Re h(v,w)

i, z drugiej strony,

Im A(v, w) = —Re(th(v, w)) = Re h(w, w)

1
i(h(w + w, w4+ w) — h(w, w) — h(w, w)).
Stad dostajemy odpowiednio zmodyfikowana formule polaryzacyjna:
1
h(v,w) = i{h(v +w,v+w)+h(w+w, w+w)— (1+1)(h(v,v) +h(w,w))}. (14.3)
Spostrzezenie: Im h jest forma R-dwuliniowa, antysymetryczna i niezdegenero-

wang. Reh jest forma R-dwuliniowa, symetryczna i niezdegenerowana, wiec zdaje
na V strukture przestrzeni euklidesowej.
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Tak jak w przypadku rzeczywistym
(1) h(v,w) oznaczamy (v | w)
(2) (h(v,v))? bedziemy oznaczaé ||v|| i nazywaé normq (dtugosciq) wektora v.
Przyktady:
(1) C™ z iloczynem skalarnym
(@ |y) =T1y1 + - + Tayn.

(2) Przestrzen wielomianéw C[n] z iloczynem skalarnym
b —
(o= [ is.

Podstawowe wtasnosci iloczynu skalarnego w przestrzeniach euklidesowych prze-
nosza sie¢ na przestrzenie unitarne. Dla zilustrowania komplikacji wynikajacych z
przejécia od liczb rzeczywistych do zespolonych podamy dowdd nieréwnosci Schwa-
rza

TWIERDZENIE 14.7 (NIEROWNOSC SCHWARZA). Jesli V jest przestrzenia wek-
torowa z iloczynem skalarnym, to:

| (v [w) [< o]l fJwl]]. (14.4)

Rownos¢é zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy v i w sa liniowo zalezne.

DowoéD: Jedli v = 0, to twierdzenie jest trywialne.
Jedli v # 0, to rozpatrzmy funkcje a:R 3 ¢+ |[tv + w||? € R, czyli

at) = t*(v | v) + 2t Re(v | w) + (v | w).
Oczywiscie «(t) > 0, zatem wyr6znik tego tréjmianu jest niedodatni, tzn.,
(Re(v [ w))? = (lo]| [lwl))* < 0. (14.5)
Dla pewnego rzeczywistego ¢ mamy
(v] w) =e*[(v ] w)],

zatem
| (v]w) |= e (v | w) = (%0 | w) = Re(e*v | w).

Stad i z (14.5) dostajemy

| (v [w) P< [l w]* = [Jo]|||wl]]*.
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Jezeli w = v, to
|(w [w) = [Mol* = [Mol] ol = [lv] [lw]l.
Niech teraz |(v | w)| = [[v||[[w] i |(v | w)| = e~* (v | w). Rozpatrzmy funkcje

Brt = B(t) = etv +w|* = |jv]]* + 2t | (v ] w) | +[|w|* =
= l|ol* + 2t[jv]l[[wl] + [w]* = ¢lo]l + [lw])*.
Jwl]

B jest réwne zero dla to = — 7, czyli w = (et |“|15||‘| )v. ]

Ponizsza wersja zespolona twierdzenia o rzucie ortogonalnym zostanie udowod-
niona w sposéb istotnie rézny od wersji rzeczywistej. Przedstawiony dowdd nie
korzysta z faktu, ze przestrzen jest skonczenie wymiarowa.

TWIERDZENIE 14.8 (O RZUCIE PROSTOPADEYM). Niech V' bedzie przestrzenia
wektorowa nad C z iloczynem skalarnym h i niech W C V' bedzie podprzestrzenia
wektorowa. Wowczas

V=waeWw.

Dowoép: Jezeliv € WNW, to (v |v) =0, czyli v = 0.
Coy V=W+Wt?
Rozpatrzmy funkcje
\% = inf ||v—yl>.
Sva(v) = inf fv—y]
[

Z definicji inf istnieje ciag (y, € W) taki, ze a(v) = lim, . [|[v — yn||*. Zatem

mozemy przyjaé, ze
1
a(v) < [lv = ynl® < alv) + .
Stad
lyn = yml® = 10 = ym) = (0 = y)|* =
=2([[v = ym* + lv = yall*) = 120 = (ym + ya)|I”
1 1
<da+2(—+—)—4da=2(—+—)—0
n - m n m

Zatem ciag y, jest ciagiem Cauchy. Poniewaz podprzestrzen W jest domknieta!
jego granica P(v) nalezy do Wi a(v) = |lv— P(v)|.

Pokazemy, ze v — P(v) € W+.
Niech y € W, woéwczas funkcja

F) = ll(w = P(v)) + tyl®

1'W przypadku nieskoficzonego wymiaru jest to dodatkowe zalozenie obok zalozenia zupelnosci
przestrzeni V.
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ma minimum w ¢t = 0. Z drugiej strony
F(&) = llv = P(v)|* + 2t Re(y | v — P(v)) +*[ly]*,

czyli
0=f"(0) =2Re(y | v = P(v)).
Ponadto
Im(y [ v — P(v)) = Re(w | v = P(v)) = 0,
bo wy € W. Oznacza to, ze v — P(v) € W, ]

Podobnie jak w przypadku przestrzeni euklidesowych sformulujemy twierdzenie
o reprezentacji funkcjonaléw liniowych. Poniewaz iloczyn skalarny h jest forma
pottoraliniowa, odpowiadaja mu dwa odwzorowania Fj,:V — V* i ,F:V — V#
zdefiniowane przez
(w, Fp(v)) = (v | w)
(w, ,F(v)) = (w ]| v). (14.6)
F}, jest odwzorowaniem antyliniowym i, w konsekwencji, R—liniowym (to znaczy
liniowym, jezeli przestrzenie argumentéw i wartosci traktowane sg jako przestrzenie

wektorowe nad R). Natomiast odwzorowanie , F' jest liniowe i, jak latwo zauwazy¢,
hermitowsko samosprzezone. Jezeli v € ker Fy,, to Fj,(v) =01

0= (v, Fy(v)) = h(v,v) = ||v]|.
Stad v = 0. Poniewaz wymiary przestrzeni V i V* nad cialem liczb rzeczywistych
sa rOwne oznacza to, ze Fy jest bijekcja. Mamy wiec

TWIERDZENIE 14.9 (O REPREZENTACJI FUNKCJONALU LINIOWEGO). Dla kaz-
dego funkcjonalu f € V* istnieje dokladnie jeden wektor wy € V taki, ze dla
kazdego wektora v € V' zachodzi réwnosé

(v, f) = (wy [ v).
Uwaga: w odréznieniu od przypadku euklidesowego istotny jest porzadek wek-
toréw w iloczynie skalarnym.

14.3. Operatory w przestrzeni unitarnej.

14.3.1. Sprzezenie hermitowskie. Niech (V,g) bedzie przestrzenia unitarna i
niech F' € End(V). Dla kazdego w € V' odwzorowanie
Vv (wFv)eC

jest liniowe, zatem na mocy twierdzenia o reprezentacji funkcjonatu liniowego ist-
nieje w € V takie, ze (w|Fv) = (w|v) dla kazdego v. Oznaczmy @ = F'fw. Jak tatwo
zauwazy¢, odwzorowanie F'T jest liniowe. Nazywamy je sprzeieniem hermitowskim
operatora F'.

Uwaga. Sprzezenie hermitowskie operatora F' mozemy zdefiniowa¢ uzywajac od-
wzorowania® F,: V — V*. Mianowicie, Ff = F; ' o F* o F,.

2Lub pF:V - V# Ft =, F~1 o F# o, F.
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STWIERDZENIE 14.10. Dla F,G € End(V), X € C mamy

(1) (F)f =F,

(2) (F+G)T =Fl+G1,
(3) (AF)T = AFT,

(4) (Fo@)=GtoFT.

DowOD:

(1) Dla v,w € V mamy

(wlFv) = (Flwlv) = (0[FTw) = () To[w) = (w](F1)v).

Stad Fv = (FNfvi F = (FNT.
(2) Oczywiste.
(3) Mamy

(AF) wlv) = (w|(AF)v) = (w|F(\)) = (Flw|v) = AFTw|v).

Stad (AF)t = XFT.
(4) ((FoG)lwlv) = (w|F o Gv) = (FTw|Gv) = (GT o Flw|v). m

Whiosek. Przyporzadkowanie F — F' jest antyliniowym izomorfizmem w prze-
strzeni End(V).

DEFINICJA 14.11. Operator F:V — V nazywamy hermitowskim, jezeli F = F,
to znaczy dla wszystkich v,w € V (w|Fv) = (Fw|v).

Latwo zauwazy¢, ze jezeli operatory F,G sa hermitowskie, to F + G tez jest
hermitowski, a F' o G na ogdl nie jest hermitowski. Z kolei \F' jest hermitowski
wtedy i tylko wtedy, gdy A € R.

DEFINICJA 14.12. Operator F:V — V nazywamy unitarnym, jezeli dla wszyst-
kich v,w € V mamy (Fv|Fw) = (v|w).

STWIERDZENIE 14.13.

(1) F jest unitarny wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich v € V mamy
(Fv|Fv) = (v[v).

(2) F jest unitarny wtedy i tylko wtedy, gdy F1F = Id.

(3) Jezeli F,G sa unitarne, to F' o G tez jest unitarny.

DowOD:

(1) Wynika z formuly polaryzacyjnej (14.3).
(2) Mamy (vjw) = (Fv|Fw) = (v|FTFw). Stad FTF = Id.
(3) (vw) = (GvlGw) = (F(Gv)|F(Gw)). .
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Latwo zauwazyé, ze suma operatorow unitarnych na ogoél nie jest operatorem
unitarnym. 7 kolei dla F' unitarnego AF jest unitarny wtedy i tylko wtedy, gdy
A = 1.

Teraz kilka stéw o operatorach rzutowych. Operator rzutowy P (tzn. taki, ze
P? = P) jest operatorem rzutu ortogonalnego, jezeli ker P = (im P)*, to znaczy,
przestrzen wzdluz ktoérej sie rzutuje jest prostopadia do przestrzeni na ktora sie
rzutuje.

STWIERDZENIE 14.14. P:V — V jest operatorem rzutu ortogonalnego wtedy
i tylko wtedy, gdy P> = P i P = P,

DowoD: Niech P2 = Pi Pt = P. Réwnosé P2 = P oznacza, ze P jest operatorem
rzutowym. Mamy pokazaé, ze (im P)* = ker P. Wymiary obu przestrzeni sa réwne,
wiec wystarczy udowodnié¢ zawieranie w jedna strone. Niech v € ker P i niech w €
im P, tzn., w = Pw’. Wéwczas, poniewaz P = Pt

(v|w) = (v|Pw') = (PTw|w’) = (Pv|w) = 0.

Zatézmy teraz, ze P jest operatorem rzutu ortogonalnego na W. Niech v,v; € V
i niech v = w + w',v; = wy + w} gdzie w,w; € W a w',w| € W+. Mamy wéwczas

(v[Poy) = (vwr) = (w]wr) = (whwy +wh) = (Pofoy).
]

Na koniec ciekawostka:

STWIERDZENIE 14.15. Jezeli F:V — V jest jednoczesnie unitarny i hermi-
towski, to %(I d — F) jest operatorem rzutu ortogonalnego.

DowOD: Zauwazmy, ze 3(Id — F) jest hermitowski. Ponadto
1 , 1 oo 1 ; 1
(3Ud=F))* = $(Id=2F + F?) = 1(Id = 2F + F'F) = Z(Id~ F).

Na mocy poprzedniego stwierdzenia dostajemy teze. [

14.3.2. Reprezentacja macierzowa. Niech e bedzie baza w V. Macierz iloczynu
skalarnego definiujemy jako macierz [h], = [pF ]e#

[Fl,]¢",. Elementy macierzowe dana sa wzorem a’; = (e; | e;). Iloczyn skalarny

zapisuje si¢ wiec
(v]w) = ([v]°) [A]e[w]*.

Oczywistym jest, ze macierz [h]. jest hermitowska. Niech teraz F' € End(V'). Mamy

. lub, réwnowaznie, jako macierz

(v Fw) = ([v]°) [Ale[F]° Jw]*



14.4. TWIERDZENIE SPEKTRALNE DLA OPERATOROW NORMALNYCH 109

(Frolw) = ([F'° [o]*) [Relw]® = ([])T([F1] ) h]e[w]®

co, po poréwnaniu, daje (uwzgledniajac hermitowskos$é macierzy [h).)
[F1°, = (W] (1)) TRl

Jezeli baza e jest ortonormalna (definicja jak w przypadku euklidesowym, dowdd
istnienia nieco zmodyfikowana metoda Grama-Schmidta), to [h], =T i

[Fe, = ([F]°)
DEFINICJA 14.16. Macierz A € M",,(C) nazywamy unitarna jezeli
ATA =1, tzn AT = A~1.

Macierz odwzorowania unitarnego w bazie ortonormalnej jest wiec unitarna.
14.4. Twierdzenie spektralne dla operatoré6w normalnych.
DEFINICJA 14.17. F:V —— V nazywamy normalnym jezeli FF' = FTF.

Przykltady: operatory hermitowskie, unitarne sa operatorami normalnymi.

STWIERDZENIE 14.18. Operator F jest normalny wtedy i tylko wtedy, gdy
|Fo|| = ||Ftv| dla kazdego v € V.

DowoéD: Jezeli operator F' jest normalny, to
(Fv| Fv) = (v | FTFv) = (v | FFTv) = (Flv | Flv).
Jesli (Fv | Fv) = (Flv | F1v), to z formuty polaryzacyjnej (14.3)

(Fv | Fw) = (Flv | FTw)

(v| FTFw) = (v| FFw).
|

STWIERDZENIE 14.19 (PODSTAWOWE). Jezeli F' jest operatorem normalnym,
to
ker F = ker F'T.

DowoOD: v € ker F wtedy i tylko wtedy, gdy 0 = (Fv | Fv) = (Flv | FTv) tzn.,
gdy v € ker F't. m

Z twierdzenia 8.8 o rozkladzie na podprzestrzenie pierwiastkowe mamy V = @V,
gdzie V; jest niezmiennicza podprzestrzenia pierwiastkowa odpowiadajaca wartosci
wlasnej A;. Niech L; C V; beda podprzestrzeniami wektoréw wlasnych (podprze-
strzenie te sa tez niezmiennicze).
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LEMAT 14.20. Jezeli operator F jest normalny i w € L;, to w jest wektorem
wlasnym operatora FT dla wartosci wlasnej \;.

DowoD: Niech bedzie w € ker(F — M\ I). Operator (F — \;I) jest tez normalny,
wiec o
w € ker(F — \1)T = ker(FT — \;1).
|
LEMAT 14.21. Jezeli F jest operatorem normalnym, to Li- jest podprzestrzenia
F'-niezmiennicza.

DowoOD: Niech v € Li-, wéwezas dla w € L; mamy
(w| Fv) = (Ffw | v) = \ij(w | v) = 0.

Zatem Fv € L. ]
LEMAT 14.22. Jezeli operator F' jest normalny oraz i # j, to L; 1 L;.

DowoOD: Niech v € L; oraz w € Lj, i # j, wéwczas z Lematu 14.20
Aj(w | w) = (v ] Fw) = (Flv | w) = A\ | w) = Xi(v | w).

Stad
(A =) (v [w) =0,

czyli (v | w) =0.

TWIERDZENIE 14.23 (SPEKTRALNE - WERSJA PIERWSZA). Jezeli operator F
jest normalny, to V posiada baze ortonormalna wektoréw wlasnych F'.

Dowo6D: Wybierzmy w kazdej z przestrzeni L; baze ortonormalna. Wektory tych
baz, razem wrzigte, tworza, na mocy Lematu 3, zbiér wektoréw ortonormalnych.
Wystarczy wiec pokazaé, ze L; = V.

Oznaczmy L = ¢;L;. L jest podprzestrzenia rozpieta przez wszystkie wektory
wlasne. Mamy L+ = N L+, wiec, poniewaz L+ s F-niezmiennicze, takze L’ jest
niezmiennicze wzgledem F. Mamy zatem odwzorowanie F:: L+ +— L. W L= istnieje
wiec wektor wlasny operatora F, albo L+ = {0}. Poniewaz wszystkie wektory
wlasne F sa w L mamy L+ = {0}. Stad V = L, czyli L; = V;. m

Twierdzenie odwrotne do powyzszego jest tez prawdziwe (udowodnié!):

Jedli F' posiada ortonormalng baze wektoréw wlasnych to F' jest normalny.

TWIERDZENIE 14.24 (SPEKTRALNE - WERSJA DRUGA). Operator F jest nor-
malny wtedy i tylko wtedy, gdy F jest postaci F' =Y. o; P;, gdzie P; sa operatorami
rzutu ortogonalnego takimi, ze P,P; =0dlai# ji) P, = Idy.
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DowoD: Niech P; bedzie rzutem ortogonalnym na V;. Poniewaz v € V; jest wek-
torem wlasnym mamy Fv = \;v, gdzie \; jest odpowiednia wartoscia wlasna. Stad
dla dowolnego v € V mamy v = ), Pjv, zatem

Fv= FZP{U = )\zpl’l)

(2

Na OdWI‘ét, Jeéh F = ZOZZ'PZ‘, gdzie P1PJ = 5ijPi7 ]DJr = Pz i Zpl = Idv, to
FtF = Z lo;|>P; = FF1.

Operator F' jest wiec normalny. m
Reprezentacja F = S\ P, gdzie \; # A; dla i # j, PiP; = 6;;P;, P| = P, i

(]
> P; = Idy nazywa sie rozkladem spektralnym operatora F. Jest on jednoznaczny.

Czy mozna rozpoznaé operatory hermitowskie i unitarne po ich wlasnosciach
spektralnych?

STWIERDZENIE 14.25. Operator F jest hermitowski wtedy i tylko wtedy, gdy
F = Z )\7,]31, )\1' € R,

gdzie P; sa jak w drugiej wersji twierdzenia spektralnego.

DowoéD: Niech F bedzie operatorem hermitowskim. Poniewaz operator hermitow-
ski jest tez normalny, to F' = > \; P;. Ale dla dowolnego v

Ai(Pw | Pw) = (FPw | Pw) = (P | FPw) = \(Pw | Pw),

skad \; = i
Niech teraz F =Y \;P; oraz \; € R. Mamy

Ff = ZXH = Z)\iPi =F.

STWIERDZENIE 14.26. F jest operatorem unitarnym wtedy i tylko wtedy, gdy
w rozkladzie spektralnym F =Y \;P; mamy |\;| = 1.

DowoD: Jezeli F jest unitarny, to FTF = Y |\|?P;, = Idy. Ale Idy = > bii
Na odwrét, niech |A;| = 1, wtedy
FIF =Y |NPP =) P =Idy. -
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14.4.1. Twierdzenie spektralne dla operatora symetrycznego.

Niech V' bedzie przestrzenig wektorowa nad R z metryka g. Forme dwuliniowa
g mozna jednoznacznie przedtuzyé¢ do formy poéltoraliniowej h na kompleksyfikacji
Vi przestrzeni V.

h(v 4w, v + w') = g(v,v") + g(w,w’) + Wg(v,w') — g(w,v")).

Oczywiste, ze h jest iloczynem skalarnym. Niech F' bedzie operatorem symetrycz-
nym na V. Jego kompleksyfikacja F¢ jest operatorem hermitowskim:

(v+w | Fe(v' +w’)) = g(v, Fv') + g(w, Fw') + Wg(v, Fw') — g(w, Fv')) =
= g(Fv,v) + g(Fw,w") + (g(Fv,w'") — g(Fw,v")) = (Fc(v + w) | v' + w’).

Operator hermitowski ma rzeczywiste wartoéci wlasne, wiec z podrozdziatu 8.6. do-
stajemy, ze podprzestrzen pierwiastkowa operatora F¢ jest kompleksyfikacja odpo-
wiedniej podprzestrzeni pierwiastkowej operatora F'. Dla operatora hermitowskiego
wektor podprzestrzeni pierwiastkowej jest wektorm wlasnym, wiec i wektor pod-
przestrzeni pierwiastkowej operatora F' jest wektorem wlasnym. Podprzestrzenie
pierwiastkowe réznych wektoréow wiasnych sa do siebie ortogonalne, wiec dosta-
jemy rozktad spektralny operatora symetrycznego

F= inpi,

gdzie \; € R, a P; sa operatorami rzutu ortogonalnego.

Uwaga. Podobnie jak i w przypadku unitarnym, operator P jest operatorem
rzutu ortogonalnego wtedy i tylko wtedy, gdy P2 = P i P jest operatorem syme-
trycznym.

Jako przyklad rozpatrzmy operator F, odpowiadajacy formie kwadratowej ¢
na przestrzeni V. Operator F|, jest symetryczny, wigc posiada baze ortonormalng
wektoréow wlasnych. Baza ta jest baza diagonalizujaca forme ¢. 7 istnienia takiej
bazy korzystalismy przy klasyfikacji kwadryk.

14.4.2. Twierdzenie Eulera. Jako przyklad twierdzenia opartego na analizie
wtasnoéci rozktadu spektralnego postuzy

TWIERDZENIE 14.27 (EULERA). W R3 dowolne odwzorowanie ortogonalne nie
zmieniajace orientacji jest obrotem.

Odwzorowanie F:R3 — R3 rozszerzamy do odwzorowania C-liniowego F:C3
C3. Jezeli F jest ortogonalne, to F jest unitarne. Ft=F-1 , wiec det F = det F =
+1. F nie zmienia orientacji, wigc det F = 1. Niech A1, )\2, A3 beda wartosciami
wlasnymi F. Poniewaz wielomian charakterystyczny F ma wspotcezynniki rzeczy-
wiste, co najmniej jedna z wartosci wlasnych jest rzeczywista. Niech bedzie to na
przyktad A;. Dla Ay, A3 mamy teraz nastepujace mozliwosci:

(1) Ao nie jest rzeczywiste, wtedy A3 = Ag i det F' = AjAodg = A; = 1
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(2) Aq jest rzeczywiste, wiec A3 tez jest rzeczywiste. Zatem Ao i A3 sa réwne +1.
Poniewaz A\ A2 A3 = 1 jeden z pierwiastkéw jest réwny 1 (np. A1) a pozostalte
dwa sa sobie rowne. Zatem A\ = 1, Ao = A3 = £1.

Niech L; bedzie podprzestrzenia w C3 zlozong z wektoréw wlasnych wartoéci
wlasnej Ay = 1. Z powyzszych rozwazan dimL; = 1 lub 3. Jedli dimL; = 3, to
F = Id. Jedli dim L; = 1, to podprzestrzen L1 jest niezmiennicza, 2-wymiarowa.
Indukowane odwzorowanie F :L{ + Li jest unitarne. Mamy oczywiscie, L{ =
L+iL, LCR? dimL=2iF |,=F |:L — L jest ortogonalne.

W bazie ortonormalnej F'|;, jest reprezentowane przez macierz postaci

4]

ab+cd=0

Jest ona ortogonalna, wiec

A+ =+d=1.

Stad istniejg katy ¢ 1 v takie, ze a = cos¢, b = sing, ¢ = —siny, d = cosp.
Uzupehijmy baze w Li o wektor z L; do bazy e. Mamy

1 00
[FI°,=10 a b
0 ¢ d
Wyznacznik [F]¢, jest réwny 1, wiec
ad —bc=1

i dostajemy sin(¢ — 1) = 0, cos(¢ — ) = 1 stad ¢ = ¢. Ostatecznie mamy

1 0 0
[FI°,=10 cos¢ sing
0 —sing cos¢

F' jest wiec obrotem wokot osi Ly.

14.5. Rozklad biegunowy.
Niech F:V — V bedzie operatorem hermitowskim. Wtedy, dla dowolnego v € V/,

(v] Fv)=(Fv|v)=(v]| Fv) eR.

Wprowadzmy nastepujace pojecia:
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DEFINITION 14.28. F nazywamy operatorem dodatnim, jezeli dla kazdego wek-
tora v spelniona jest nieréwnosé:

(v] Fv) =0,
F nazywamy $ci$le dodatnim, jesli dla kazdego wektora v # 0 zachodzi:

(v | Fv) > 0.

STWIERDZENIE 14.29. Operator F jest dodatni, jezeli jego wartosci wlasne sa
nieujemne.
Operator F jest Scisle dodatni, jezeli jego wartosci wlasne sa dodatnie.

Dowo6p: Niech F = Y \;P; bedzie rozkladem spektralnym operatora F. Mamy

wowczas
(0] Fo) = Y NP | Po) = 3 Al Poo

Stad natychmiast wynika teza. m

STWIERDZENIE 14.30. Jezeli operator F jest dodatni, to istnieje dokladnie
jeden hermitowski, dodatni operator G taki, ze G = F.

Dow6b: Niech rozktad G = 3" o Ry, a; > 0, bedzie rozkladem spektralnym ope-
ratora G. Stad G? = " ;2 R;, ale jedli a; # aj, to o # a;?, zatem rozklad ten
jest rozkladem spektralnym G?2.

Niech F' = ) \; P; bedzie rozktadem spektralnym operatora F'. Poniewaz chcemy
mieé F = G?, z jednoznacznoéci rozkladu spektralnego wynika, ze dla kazdego
i P; = R;. Wystarczy zatem wziaé a; = v/\;. n

. . . 1
Operator G z powyzszego stwierdzenia oznaczamy F'z.

TWIERDZENIE 14.31 (0 ROZKLADZIE BIEGUNOWYM). Kazdy operator F:V —
V' da sie przedstawi¢ w postaci F' = UR, gdzie U jest operatorem unitarnym, zas R
dodatnim i hermitowskim. Jezeli F' jest odwracalny, to rozklad jest jednoznaczny.

DowoD: Je§li F = UR jest rozkladem, o ktérym moéwi twierdzenie, to F! =
R'UY = RU™'. Wynika stad, ze FTF = R2. Operator F'F jest dodatni i her-
mitowski poniewaz

(v| FTFv) = (F'Fv | v) = (Fv | Fv) > 0.

Istnienie R wynika wiec z poprzedniego stwierdzenia:

R=(FIF)s.
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Dostajemy teraz réwnanie na U:
F=UR.

Zauwazmy najpierw, ze, poniewaz (Rv | Rv) = (Fv | Fv), to ker R = ker F. R jest
hermitowski, zatem im R = (ker R)* = (ker F)*. Oznaczmy przez R indukowane
przez R odwzorowanie R:(ker F): — (ker F)* a przez F indukowane przez F

odwzorowanie F: (ker F)* — im F. Zaréwno F jak i R sa izomorfizmami, wiec
odwzorowanie

U= ﬁljl_lz(kelrF)L — imF

jest dobrze okreélone. Zachowuje ono iloczyn skalarny: dla v, w € (ker F)* mamy
(FR | FR'w) = (FR v | FR 'w) = (FITFR ' | R"'w)

= (Rv| R'w) = (v| RR~'w) = (v | w).

Poniewaz wymiary przestrzeni ker F i im F'*- sa réwne mozemy uzupetni¢ U do
odwzorowania unitarnego
U.v -1V

Jedli F' jest operatorem odwracalnym, to U = U= F(FTF)_%. Stad jednoznacz-
nos$¢ rozktadu. n

W analogiczny sposéb dostajemy dwoisty rozktad biegunowy

F=RU.



Rozdzial 15. Operacje elementarne

Rozdzial ten zawdzigczamy uprzejmosci Grzegorza Cieciury.

15.1. Definicja operacji elementarnych.

Niech V' bedzie przestrzenia wektorowa nad cialem K. W zbiorze V" = Vx-.-xV
n—elementowych uktadéw (vy,...,v,) rozwazaé bedziemy nastepujace trzy rodzaje
operacji (zwane operacjami elementarnymsi):

19 Przestawianie danych wektoréw:
(V15 00) = (Vo(1), -+ -5 Vo)), 0 € S(n).
29 Pomnozenie poszczegdlnych wektoréw przez dowolne # 0 liczby \; € K:
(V1. vn) = (Mo, A ,).

3% Dodanie krotnogci jednego z wektoréw uktadu (np. wektora v;) do pozosta-
tych wektoréw uktadu:

(V1,2 Vs ey 0n) = (01 + Mg, oo 04, U+ A )
(liczby A,... Ni=L X+ A") € K sa tutaj dowolne.

FAKT. Kazda operacja elementarna jest odwracalna, przy czym jej odwrotnosé
jest operacja elementarna tego samego typu (1°,2° lub 3°).

DowoD: Gdy (wy,...,w,) = (Vo(1)s -+ > Va(n)), Wtedy
(V15 Un) = (We—1(1)5 -+ Wo—1(n))-
Gdy (wy,...,wy) = (Mo, ..., A\",), wtedy
(v1,. ., vn) = (M) rwy, ..o, () " hwy,).
Gdy wreszcie (wy, ..., w,) = (v1 + Mg, .. v5, .0, v, + A;), whedy
(V1,0 vn) = (wy — Nwg,y oo wg, o wy — A w;).
|

DEFINICJA. Dwa uklady (v1,...,vy,) I (w1,...,w,) nazywamy réwnowaznymi,
piszac
(V1,0 y0n) ~ (W1, ..., wy),

jezeli uklad (wy, ..., wy,) mozna otrzymac z (v, ..., v,) stosujac pewng liczbe ope-
racji elementarnych.

116



15.2. OPERACJE ELEMENTARNE NA KOLUMNACH I WIERSZACH MACIERZY 117

Przyklad (n=3): (v1,vs,v3) ~ (9vs + v3,4v3 + 3v1, —201 + 3v2) gdyz

30 2 3
(v1, 09, v3) = (v1, 02 — 3V1: 03 + 11}1)
0 4 9 3
|3—>(U1 + 2vy — 501’1}2 — §U17U3 + Z’Ul)
|3—>(_§U1 + 2vy + §(U3 + 1’[11),’02 — g’ul’vs + Zvl)

(0]
'2—>(9v2 + 2v3, 3vy — 2v1,4vs + 3v1)

0
’1—>(9U2 + 2v3, dvg + 3v1, —2v1 + 31}2).

FAKT. Okreslona powyzej relacja ~ jest relacja rownowaznosci w V.

DowOD: Zwrotnoéé i przechodniosé jest oczywista, natomiast symetria wynika z
poprzedniego Faktu: Odwrotnoscia zlozenia Ejo0FEso- - -0 Fj, operacji elementarnych
jest zlozenie B Lo Ey lo.iio E; ! réwniez operacji elementarnych. n

FAKT. Jesli (vi,...,vn) ~ (w1,...,wy) to

a) (vi,...,v, sg liniowo niezalezne) <= (w1, ..., w, sa liniowo niezalezne,)
b) <wvi,...,0, >=<wi,..., Wy >.

Dowo6Dp: Wystarczy sprawdzi¢ a) i b) w przypadku, gdy (ws,...,w,) powstaje
z (v1,...,v,) przez zastosowanie jednej operacji elementarnej, a jest to banalnie
prostym ¢wiczeniem. m

Uwaga. Mozna takze wykazaé (lecz jest to znacznie trudniejsze i nie bedziemy
z tego korzystad), ze

(V15 ey Op) ~ (W1 ey Why) =< VL, ey Uy D= Wy e e, Wy >

15.2. Operacje elementarne na kolumnach i wierszach macierzy.
Bedziemy odtad zajmowaé sie przypadkiem, gdy V = M™;(K) (przestrzen ma-
cierzy jednokolumnowych) lub V = M, (K) (przestrzei macierzy jednowierszo-
wych. W takim przypadku wygodnie jest uktad (vy,...,v,) wektoréw utozsamié¢ z
macierza A, gdzie A € M™,,(K) gdy v; € M™;(K). Kolumny macierzy A zdefinio-
wane sg nastepujaco:
1 =V1,...,0p = Up.

Gdy v; € M1, (K) wiersze macierzy A € M",,(K) definiujemy analogicznie:

alzvl,...,d”:vn.
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DEFINICJA.

a Dwie macierze A, B € M™,(K) sa kolumnowo réwnowazne, AzB, Jjezeli

(@1,...,a,) ~ (by,...,by).

b Dwie macierze A, B € M",,(K) sa wierszowo réwnowazne, A~ DB, jezeli
k

Na przyktad:

L2y (1 2=-2y_41 0y 1 0] |1=-3-00f_|10
3 4|k |3 4-6| |3 —2|k|3 1|k|3-3-1 1] |0 1

2 3| 2 3 _12 31|23
4 5|wl|4—2-2 5-2-3| |0 =1|w]|0 1}’

a wiec

DEFINICJA. Jesli A € M"™,,,(K), to
imA:= {{a,...,an}) C M"(K)

(podprzestrzen rozpigta przez kolumny macierzy A) nazywamy obrazem macierzy,
ker A := {z € M™(K): Az = 0}

(przestrzen rozwiazaii réwnania Az = 0) nazywamy jadrem macirzy.

FAKT.
Af;B — imA=imB
A~B = ker A = ker B
Dow6Dp: Wynika natychmiast z punktu (b) poprzedniego Faktu. m

Okazuje sie, ze w wielu sytuacjach szczegélnie wygodne sa tzw. macierze zre-
dukowane (kolumnowo i wierszowo) i, co wiecej, ze z kazdej macierzy A mozna,
stosujac operacje elementarne na jej kolumnach (wierszach) otrzymaé réwnowazna
jej macierz kolumnowo (wierszowo) zredukowana.
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15.3. Definicje i terminologia.

Macierz kwadratowa M € M",.(K) nazywamy macierzg diagonalng lub D-ma-
cierza, jesli ma zerowe wyrazy poza gléwna przekatna, tzn. jesli m’; = 0 dla i # j.
M nazywamy D*-macierza, jezeli jest diagonalna i ma rézne od zera wyrazy na
diagonali, tzn. jesli m’; = 0 dla i # j oraz m’; # 0

M nazywamy PD*-macierza, jesli przez stosowne przestawienie jej kolumn (lub—
réwnowaznie-wierszy) mozna z niej otrzymadé pewna D*-macierz, tzn. jedli 3o €
S(r) takie, ze m'; # 0 < j = o(i). Na przyklad macierze

0 5 0] [0o1 0 2 0 0
-3 0 0|/,l0 0 =1|,]0 0 -5
0 0 7| |20 0 0 3 0

sa PD*- macierzami.
Jezeli A € M",,(K), to podmacierzg macierzy A nazywamy taka macierz, ktéra
jest utworzona z wyrazéw macierzy A, polozonych w pewnych (dowolnie) wybra-

1 2 3
nych wierszach macierzy A. Na przyktad macierz | 4 5 6 | ma nastepujace pod-
7 8 9

macierze wymiaru 2 x 2:

1 2 1 3 2 3 1 2 1 3 2 3 4 5 4 6 5 6
A R R R A N R R R
DEFINICJA. A € M",,(K) nazywa si¢ kolumnowo zredukowang (krécej - KZ-ma-
cierza), jezeli A zawiera pewna podmacierz typu PD* wymiaru r x r, gdzie r =
(liczba # 0 kolumn macierzy} A. Analogicznie definiujemy macierze wierszowo zre-
dukowane (WZ-macierze) (tym razem r = liczbie réznych od zera wierszy macierzy

A).
Na przyktad

1 0 4
A= g 8 2 jest KZ-macierza
300
. . 0 5 %
gdyz ma podmacierz 30 typu PD™ |
1 2 0
A= 8 g 2 jest WZ-macierza
0 00
gdyz ma podmacierz [(1) 4} typu PD*
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FAKT.

Niezerowe kolumny KZ-macierzy sa liniowo niezalezne.
Niezerowe wiersze WZ-macierzy sa liniowo niezalezne.

DowoOD: PD*-macierz ma liniowo niezalezne kolumny i liniowo niezalezne wiersze.
|
TWIERDZENIE. Z dowolnej macierzy A mozna otrzymad, stosujac operacje ele-

mentarne typu 3° na jej kolumnach, réwnowazna jej kolumnowo KZ-macierz. Ana-
logicznie, kazda macierz jest wierszowo rownowazna pewnej WZ—macierzy.

15.4. Algorytm redukcji kolumnowych.

(zamiast dowodu formalnego) Jesli a’; # 0 jest ustalonym wyrazem macierzy
A (nazywaé go bedziemy wyrazem bazowym), to redukcja kolumnowa wzgledem a’;
jest operacja elementarna typu 39, wyspecyfikowang nastepujaco:

do poszczegdlnych kolumn ay dla k # j dodajemy takie krotnosci
kolumny a;, ktére daja zerowe i-te wspolrzedne tych nowych kolumn

2 3 4
Na przyktad dla 2 5| redukcja kolumnowa wzgledem wyrazu bazowego
3 5 6
a?; = 1 produkuje z macierzy A macierz
2 3-2-2 4-5-2 2 -1 0
1 2-2-1 5-5-1|={(1 0 O
3 5-2-3 6-5-3 3 -1 -9

A oto caly ALGORYTM:
Przeprowadzamy redukcje kolumnowe wzgledem kolejno wybieranych wyrazow
bazowych,kierujac si¢ przy ich wyborze nastepujacymi zasadami:

1° nie moga powtarzaé sie numery kolumn wyrazéw bazowych.
29 nie mogg powtarzaé sie numery wierszy wyrazéw bazowych.

Dodatkowa (juz nie obligatoryjna) zasada jest wybdr takich wyrazéw bazowych
przez ktére tatwo jest dzieli¢, gdyz jak tatwo zauwazy¢, redukcja odbywa sie wedtug
schematu
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(ramka [0 zaznaczamy zawsze wyraz bazowy). Procedura koficzy sie w chwili,
gdy nie jest mozliwy wybér nowego wyrazu bazowego, zgodny z zasadami 1° i 20 —
wtedy otrzymana macierz jest juz KZ-macierza.

Przyktad.

2 3 3 4 2 —1 [1] 2

3 5 5 6| |3 -1 2 3|

1] 2 1 1|%|1 0o 0o o0]F%

2 1 -5 -2 2 -3 -7 —4
0 0 1 0 0 0 1 0
-1 [ 2 -1 jo 1 0 0f,.
1 0 0 o0|%|t o o o
16 —10 -7 10 6 —10 13 0

Dwa sposoby opisu podprzestrzeni V C K”. Opis typu (W): Przez podanie
wektoréw rozpinajacych przestrzeni V', np.

2 3 2 3
V:< 31, -2 >: Slur+ | 2| us:u,us €K ) =
1 5 1 5
2 3 2 3
=S{zx=13 —2|u:uek®)=im |3 -2
1 5 1 5

Opis typu (R): Poprzez uktad réwnan okreslajacych przestrzen V', np.

v { €K3 2x1+3x24x30}
=47 :

xr1 —4xo + 323 =0
. 3. 12 3 —4 . . 2 3 4
—{:EGK.L 4 3 z=0p =ker 1 -4 3

15.5. Podstawowe Zadania Wyliczeniowe Algebry Wektorowej.

(1) Uproszczenie opisu typu (W), w szczeg6lnosci badanie liniowej niezaleznosci
wektorow.

(2) Przejscie: opis(W) —opis(R) (t. j. wyznaczenie zupelnego ukladu réwnan
spelnianych przez dane wektory).

1* Uproszczenie opisu typu (R), w szczegélnoéci badanie liniowej niezaleznoéci
rownan.

2% Przejécie: opis (R) — opis (W) (t. j. rozwiazywanie uktadu réwnat liniowych
jednorodnych).

(3) Rozwiazywanie ukladu réwnan liniowych niejednorodnych.
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(4) Odwracanie macierzy kwadratowej (w szczegdlnosci badanie nieosobliwosei
macierzy).

(5) Wyznaczanie przeciecia danych podprzestrzeni w K™.

(6) Wyznaczanie sumy algebraicznej danych podprzestrzeni w K™.

15.5.1. Rozwiazywanie tych zadan metoda operacji elementarnych.

Ad(1)
Majac V :=im A stosujemy do A algorytm redukcji kolumnowych, n. p.
7 3 1 0
4 2 2 -1
V_< o|’|13’(10]]| -7 >’
5 1 -5 4
73 0 0o 0 1 0 00 1 0
42 2 1| _[-10 -4 2 [-1]| |00 0 -1
0 2 10 —-7|%x|-70 —-28 10 -7 |0 O —4 -7\’
5 1 -5 4 40 16 -5 4 0 0 3 4
co daje
1 0 1 0
_ 0 -1 i 0 -1
CEN 4 =T )T 4 -7
3 4 3 4
Ad(2)

Podanie opisu typu (R) dla V' = im A, gdzie A jest KZ-macierza (co uzyskujemy
stosujac (1)) jest bardzo proste, gdyz w rozkladzie x = Y A'a; wspoétezynniki \!
przy A; # 0 sa proporcjonalne do odpowiednich z;, n. p. (kontynuacja poprzedniego
przyktadu):

1 0
1 Y2, _ 11 0 2 -1
N e = A DN
3 4

co jest rownowazne
xr3 = — 4$1 + 7.’E2
T4 :3£171 - 41}2

a zatem
3 -4 0 -1

V:{xeKzlzxg Ty + mz}:ker[zx 7 10

x4y =31 — 4x9
Warto zauwazyé, ze uzyskany w ten sposob opis V' = ker B ma postaé mozliwie

najwygodniejsza: B jest WZ-macierza! Podobnie jest dla pozostalych omawianych
tu procedur.
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Ad(1%)
Majac V = ker B stosujemy do B algorytm redukcji wierszowych, n. p. jesli
7SU1 + 3332 + I3 =0
. 4 4z 4+ 222 + 223 — x4 = 0| _
V=<zeK": 9y + 10ms — Tz4 = 0 = ker B,
501 + x2 — brs + 4dxy = 0
to
7 3 1 0 -8 0 16 -12
B:422_1~012_9
0 2 10 —-7|w]|-10 0 20 -15
5 5 4 5 1 -5 4
0 0 0 O 00 0 O
_|-6 012 -9 12 0 -4 3
w|[ 0O 0 0 0 |w|0O 0O 0 O
o 1 5 -1 02 10 -7
a wiec
2x1 — 4 34 =0 _
V:{x€K4: 1 T + 34 }:ker[2 0 4 3}
229 + 1023 — Tx4 =0 0 2 10 -7
Ad (2%)

Podanie opisu typu (W) dla V' = ker B, gdzie B jest WZ-macierza (co uzysku-
jemy stosujac (1)) jest bardzo proste: te wspoéirzedne z; wektora x € ker B, dla
ktorych i jest numerem jednej z kolumn PD*-podmacierzy macierzy B, mozna wy-
liczy¢ jednoznacznie przy dowolnie zadanych wartosciach z; dla j spoza numeréw
podmacierzy. N. p. (kontynuacja poprzednich przykladéw)

9 2‘%37%1’4
T =2x3 — 14 _ 7
V={_zecK*: 2 =<K z= 5T + 374 tx3,zg €K p =
To = — 0T34+ —x4 3
2 T4
2 -3
-5 7
== 1 x3 + 0 —x3,xy €K ) =
0 2
2 -3 2 -3
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Ad(3)

Stosujemy algorytm redukcji wierszowych do macierzy rozszerzonej uktadu, pa-
mietajac przy tym, by bazowe wyrazy wybieraé¢ jedynie z cze$ci gtéwnej tej macie-
rZy.

Trzy przykltady:

0 1 3 2
111 3] |2 (@)
5 10 6 15 I
1 2 1 2 1
3 -4 1 1
5 2 3 |z=|2]; (b)
2 1 -3 3
3 -4 1 2
-5 2 3 |ax=|-8 (c)
2 1 -3 5
Rozwiazanie:
0 2 [1] 3 | 2 o 2 1 3 | 2
11 1 3 | 2 ([t -1 0 0 | -4
510 6 15 | 1|w|5 -2 0 -3 | —11
12 1 2 |1 1 0 0 -1 | 3
0 2 1 3 | 2 001 5 | —4
1 -1 0 0 | -4 100 —1 | —1f_
S0 3 0 3] 9(%|o00 0 | o0
0 [1] o -1 3 010 -1 | 3
g, = —1+4ux4
= T2 = 3+ x4
1‘3_—4—51‘4
3 -4 1 | 1 2 1 0 -11 | 13 22
—523|2—8~_90@‘_4_18N

2 [1] -3 | 3 5 2 1 -3 | 3 5
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Odpowiedzi:
-1 1
3 1
r=| + A 5 ,AeK
0 1
uktad sprzeczny
0
T2 = ~l4m tzn. = | 1| + A
r3 = —241 _9
Ad(4)

1
1
1

)

e K

()

Ze wzoru AB = [Aby, ... , Aby] (rozklad na kolumny; A, B € M, (K)) wynika, ze
kolumna by, macierzy B = A™! jest rozwigzaniem ukladu réwnan

0

3 [1] 4 1 100 3 1 4 | 1
5.2 101 0[~[-1] 0 -7 | -2
6 2 7] 00 1]° 0 0 -1 | -2
0 1 —-17 | =5 3 0 0 1 0 | 29 3
~l-1 0 -7 | =2 1 0fl~|=1 0 0 | 12 1
0 o [-1] ] -20 1" 0o 0 -1 ] =20
100 | —-12 -1 7
~10 1 0] 29 3 -17
“loo 1] 2 o0 -1
Zatem .
31 47" -12 -1 7
5 2 1| =1]29 3 -17
6 2 7 2 0 -1
W sposéb alternatywny obliczymy teraz, ze
2 3 477" 7T -5 2
35 6| =[-3 2 0
1 21 -1 1 -1

0 0
10
0 1

~
w

—17
=7
1

~
w
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2 3 4 2 2 0 -1 0
3 5 6 3 -1 3 1 -1
2 1 1 0 0 1 0 0
1 00 |%|T —2 —1|%|=1 =2 =5|%
010 0 1 0 2 1 2
00 1 0 0 1 0 0 1
0 -1 0 1 0 0
0 0 1 010
1 0 0 00 1
Y12 =7 5|%| 7T -5 2
0 3 2 -3 2 0
-1 1 1 -1 1 -1
Ad(5)

Gdy dla V; znajdziemy opis typu (W): V = (vq,...,v,), a dla Vo—typu (R),
woéwezas przeciecie Vi N Vo mozna przedstawié jako zbior tych v = > Ay, ktérych
wspoélczynniki A? spelniaja réwnanie indukowane z réwnan opisujacych Vs.

Przyktad.

Dla Vi = ker ?, é 7? g ﬂ,ngerLll 71 93 01 f)l mamy
(patrz p.(2%):
1 0 O
-5 8 -7
Vi=im| 0 1 0 | =imA.
0 0 1
-3 5 =5
Przy tym wektor
1 ro
Al -5 8 07
=AML =M 0 A LN eV
A3 0 0 5
-3 L5
spelnia réwnanie opisujace Vo wtedy i tylko wtedy, gdy
17 1
o]t -1 0 -1 O}A/A\Q[ﬁ -8 6} :\\2
4 -1 -3 0-1 2\3 12 —16 12 2\3

astad 0 = 3A1 — 4XZ + 323, czyli A3 = —A! + 2)2, tzn.

)\1
)\2
)\3

1

EENE

0

)

8
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gdzie A1, \? € K s3 dowolne.

Odpowiedz:
1 0
1 0 2 —4
VinVo=imA| 0 3|{=im| 0 3
-1 4 -1 4
2 =5
Ad(6)

Sposéb jest ,dwoisty” do poprzedniego: Tak jak w (5) znajdujemy dla jednej
z podprzestrzeni opis typu (W), a dla drugiej—typu (R); nastepnie badamy, jakie
kombinacje liniowe réwnan opisujacych Vo beda zerowaé generatory V;.

Przyktad. Dla V; i V4 z poprzedniego przykladu kombinacja liniowa (ze wspél-
czynnikami A! i A\? ) réwnaii opisujacych V; ma postaé

1 -1 0 -1 0
1 2
A ”[4 -1 -3 0 —1}

Bedzie ona zerowaé generatory Vi wtedy i tylko wtedy, gdy

1 el 10 -1 0 B
0=1[A HLL 1 -3 0 147
6 -8 6
_ 1 2 _ 1 2 1 _ 2 1 2
=\ A]L2 16 6]—[6>\ + 1202 =8\ —16A% 6A! 4+ 12)2]
to znaczy,
M =2\ <[\ A]=A[-2 1],A€K dowolne.
Odpowiedz:

1 -1 0 -1 0

Vi+Vo=ker[—2 1] 4 -1 -3 0 -1

=ker[2 1 -3 2 -1]

UWAGA

Alternatywne sposoby dla (5) i (6), polegajace na ,polaczeniu” obu zestawéw
réwnan (dla V3 NV3) lub generatoréw (dla Vi 4+ V3) opisujacych Vi 1 Vs | a nastepnie
dokonaniu ich redukcji, sa na ogét bardziej pracochtonne!



