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1. Odwzorowania antyliniowe.

Niech V, W beda przestrzeniami wektorowymi nad C. Odwzorowanie F:V — W nazy-
wamy antyliniowym, jezeli

F(\ + pw) = AF(v) + oF (w).

STWIERDZENIE 1.

(1) Jezeli F:V — W, G:W — U sa antyliniowe, to G o F jest liniowe.

(2) Jezeli jedno z odwzorowani F:V — W, G:W — U jest liniowe, a drugie jest antyli-

niowe, to G o F' jest antyliniowe.

Zbiér odwzorowan antyliniowych z V' do W tworzy przestrzen wektorowa, ktéra oznaczaé
bedziemy AL(V,W). Przestrzef funkcjonatéw liniowych L(V,C) oznaczaé bedziemy V*, a
przestrzen AL(V, C) funkcjonaléw antyliniowych V#. Bedziemy tez uzywaé oznaczenia (f, v)
dla ewaluacji f(v). Niech F:V — W bedzie odwzorowaniem liniowym. Odwzorowanie

W* - V*f foF
jest, jak wiadomo, liniowe. Nazywaé je bedziemy odwzorowaniem dualnym lub sprzezZonym
do F i oznaczaé bedziemy F*. Podobnie, odwzorowanie

W# — V#. fr—=foF
jest liniowe. Nazywaé je bedziemy odwzorowaniem antydualnym lub hermitowsko sprzezo-
nym do F i oznaczaé¢ bedziemy F7.

Podobnie, jezeli F:V — W jest odwzorowaniem antyliniowym, to wzér f +— fo F
zadaje odwzorowanie

F*W* > V#.fs foF,
ktore jest, jak tatwo sprawdzié, liniowe:
F*\f)=AfoF
Podobnie, odwzorowanie
FEW# S V* frs foF
jest liniowe.

DEFINICJA 2. Sprzezeniem zespolonym funkcjonatu liniowego (antyliniowego) f na V
nazywamy funkcjonal antyliniowy (liniowy) f na V', zdefiniowany przez

f(v) = f(v).
Sprzezenie zespolone daje kanoniczny antyizomorfizm (t. j. antyliniowy izomorfizm) V*
i V#. W konsekwencji daje antyizomorfizm przestrzeni L(V*, W*) i L(V#  W#), zdefinio-
wany wzorem
G—G : G(f)=G(f),
gdzie G € L(V*,W*). Niech F' € L(V,W). Oczywistym jest zwiazek
F*=F"
Jak wiadomo z algebry, dla przestrzeni wektorowych wymiaru skoficzonego mamy kano-
niczny izomorfizm V i (V*)*, zadany wzorem
Vove o, € (VH* 1 o,(f) = f(v) dla f e V¥,
podobnie, ten sam wzér zadaje antyizomorfizm V i (V#)*
Vav g, e (VH)* 1 o)(f) = f(v) dla f € V.

W przypadku wymiaru nieskoniczonego wzér powyzszy daje injekcje, ale nie surjekcje, prze-
strzeni V. w (V¥)* i w (V#)*.



STWIERDZENIE 3.

(1) Istnieje kanoniczny izomorfizm przestrzeni (V#)* i (V*)#

(2) Istnieje kanoniczna injekcja antyliniowa przestrzeni V. w (V*)#
(3) Istnieje kanoniczna injekcja antyliniowa przestrzeni V- w (V#)*.
(4) Istnieje kanoniczna injekcja liniowa przestrzeni V. w (V#)#.

DowOD:
(1) Niech ¢ € (V*)#. Wzér

V#s f-p(f)eC

okresla, jak tatwo sprawdzié¢, odwzorowanie liniowe, wigc element z (V#)*. Oznaczmy
go przez . Przyporzadkowanie ¢ +— @ jest izomorfizmem przestrzeni wektorowych.
(Co sie zmieni, jezeli w powyzszym wzorze @ zastapimy przez ¢?)

(2) Sprzezenie zespolone daje antyizomorfizm (V*)* i (V*)#. Sprzezenie zespolone zto-
zone z kanonicznym wlozeniem V w (V*)* daje zadane wlozenie antyliniowe.

(3) Otrzymujemy przez zlozenie wlozenia z punktu drugiego z izomorfizmem z punktu

pierwszego.
(4) Otrzymujemy przez zlozenie wlozenia z punktu poprzedniego ze sprzezeniem zespo-
lonym. [

Jako proste ¢wiczenie zostawiamy dowdd nastepujacego stwierdzenia, bedace odpowied-
nikiem znanego z algebry twierdzenia o odwzorowaniach sprzezonych.

STWIERDZENIE 4. Dia F, G liniowych (antyliniowych) mamy zwiazki

(1) (F+G)* =F#*+G#, (F+G)*=F*+G*,
(2) (A\F)# = XF#, (A\F)* = \F*

(3) (GoFY#* =F#oG¥, (GoF)* =F*oG*
(4) (F#*)# D F, (F*)* D F.

Niech teraz F: V — V* bedzie odwzorowaniem liniowym. Odwzorowanie sprzezone F*: (V*)*
V — V* jest scharakteryzowane zwigzkiem

(F*(v),w) = ¢y 0 F(w) = (F(w),v) (1)

i podobnie

(F#(v),w) = gy 0 F(w) = (F(w),v). (2)

Odwzorowanie liniowe F:V — V* nazywamy symetrycznym, jezeli F = F* na V, czyli

(F(v),w) = ¢y o Fw) = (F(w),v).

Odwzorowanie liniowe F:V — V# nazywamy hermitowsko symetrycznym, jezeli F# = F
na V, czyli
(F(v),w) = ¢y 0 Fw) = (F(w),v).
Podobnie, jezeli F:V — V* jest odwzorowaniem antyliniowym, to F:V — V7# jest

odwzorowaniem liniowym. Odwzorowanie sprzezone F#: (V#)# S5V — V* jest wiec scha-
rakteryzowane zwiazkiem, zgodnie z (2),

(F* (v),w) = 9y 0 F(w) = (F(w),v) = (F(w),v).

, i
Réwnosé F" = F na V oznacza



Jezeli natomiast F:V — V# jest odwzorowaniem antyliniowym, to F:V — V* jest od-
—x

wzorowaniem liniowym. Odwzorowanie sprzezone F : (V*)* 5 V — V™ jest scharaktery-

zowane, zgoduie z (1), zwiazkiem

(F"(v),w) = ¢, 0 F(w) = (F(w),v) = (F(w),v).
Réwnosé F* = F na V oznacza
<F(U)7w> = (F(w),v}

2. Przestrzenie z iloczynem skalarnym.

DEFINICJA 5. Tloczynem skalarnym w przestrzeni wektorowej V nad C nazywamy od-
wzorowanie:

h:VxV —=C

takie, ze dla v,w € V i « € C mamy

(1) h(v,cw) = ah(v,w),

(2) h(v,w+w") = h(v,w) + h(v,w’),
(3) h(v,w) = h(w,v),

(4) h(v,v)>0dlav#0 (h(v,v) €R).

Czesto mozna spotkaé inny zestaw aksjomatow iloczynu skalarnego:
(1) h(v, aw) = ah(v,w), h(av,w) = ah(v,w),
(2") h(v,w+w') = h(v,w) + h(v,w'), h(v+ v, w) = h(v,w) + h(v',w),
(3") h(v,v) €R,
(4) h(v,v) >0dlav#0 .
Oczywistym jest, ze (1-4) pociaga za soba (1’-4’). W obu tez przypadkach h jest odwzoro-
waniem liniowym ze wzgledu na druga, a antyliniowym ze wzgledu na pierwsza zmienna.
Méwimy, ze h jest formg péltoraliniowa.
Pokazemy teraz rownowazno$é obu definicji.
Wyprowadzimy najpierw formute polaryzacyjna dla odwzorowania péttoraliniowego. Mamy

h(v+ w,v +w) = h(v,v) + h(w, w) + h(v,w) + h(w,v)
oraz
h(ww + w, w4+ w) = h(v,v) + h(w,w) — th(v,w) + th(w,v),
a stad, mnozac druga tozsamos$é¢ przez ¢ i dodajac do pierwszej, dostajemy (korzystajac z
péltoraliniowosei h)
1 1

h(v,w) = i(h(v—l—ww—i—w)—h(v,v)—h(w,w))—i—LE(h(w—&—w,w—&—w)—h(v,v)—h(w,w)). (3)

Podobnie, mnozac druga tozsamosé przez —¢ i dodajac do pierwszej, dostajemy

h(w,v) = %(h(erw,erw)fh(v,v)fh(w,w))fL%(h(w+w,w+w)7h(v,v)—h(w,w)). (4)

Z warunku (3’) wynika wiec réwnosé (3).

Spostrzezenie: Imh jest forma R-dwuliniowa, antysymetryczng i niezdegenerowang.
Reh jest forma R-dwuliniowa, symetryczng i niezdegenerowana, wiec zadaje na V struk-
ture przestrzeni unormowanej. Mozemy zatem stosowaé oznaczenia i konstrukcje wlasciwe
przestrzeniom z norma. Przede wszystkim, jest to przestrzen metryczna, wiec topologiczna.

Ponadto,
(1) h(v,w) oznaczamy (v | w)

(2) (h(v,v))? bedziemy oznaczaé ||v|| i nazywaé normg (dlugoscig) wektora v.
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Jak i w przypadku euklidesowym, mamy réwnosé réwnolegtoboku
lv+w]? +[lv —w|* = 2([Jol* + [Jw]|*)
DowOD:

lo +wl? + [lo = w]|* = (v + wlv +w) = (v —wlv - w) = 2(vfv) + 2(w]w)

Przyklady:
(1) C™ z iloczynem skalarnym
(z|y) =T1y1 + - + Ty

(2) Przestrzen funkcji ciaglych na odcinku [a, b] z iloczynem skalarnym

(fIg)z/abf_g.

(3) Przestrzen C([a, b]) funkeji rézniczkowalnych w sposéb ciagly z iloczynem skalarnym

(flg):/abngr/abf’g’,

gdzie 'prim’ oznacza pochodna.

Przestrzenie z drugiego i trzeciego przykladu sa wymiaru nieskoniczonego. Jako przestrzenie
metryczne nie sa zupelne i mozna je, metoda standardowa, uzupelni¢. Otrzymane w ten
spos6b przestrzenie oznaczamy H°([a,b]) i H!([a, b]).

2.1. Podstawowe wlasnoSci iloczynu skalarnego.

TWIERDZENIE 6 (NIEROWNOSC SCHWARZA). Jesli V' jest przestrzenia wektorowa z
iloczynem skalarnym, to
| (v [w) [< ]l [lw]- (5)

R6wnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy v i w sa liniowo zalezne.

DowoD: Jedli v = 0, to twierdzenie jest trywialne.
Jedli v # 0, to rozpatrzmy funkcje a: R 3t — [[tv + w||? € R, czyli

alt) =t*(v | v) + 2t Re(v | w) + (v | w).
Oczywiscie a(t) > 0, zatem wyréznik tego tréjmianu jest niedodatni, tzn.,
(Re(v | w))? = ([lo]| [lw]))* < 0. (6)
Dla pewnego rzeczywistego ¢ mamy
(v]w) =e?|(v]w),

zatem
| (v]w)|=e"]|w)= (v | w) =Re(e¥v | w).

Stad iz (6) dostajemy
| (v | w) P< e wl* = [Jo]*[|w]]*.
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Jezeli w = Av, to
(v w)| = [Mlv]* = Ml floll = [[o]] [wl].
Niech teraz |(v | w)| = ||v||||w]| 1 |(v | w)| = e~ *?(v | w). Rozpatrzmy funkcje
Brt = B(t) = [leto + w|* = [lv]|* + 2t | (v | w) | +[|w]|* =
= t*[[o])* + 2tl|vll[lw]] + lwl|* = (Elv] + [lw])?.

0 jest réwne zero dla tg = —%, czyli w = (et¥ |‘||75|“| ). [

Bezposrednim wnioskiem z nieréwnosci Schwarza jest nieréwnosé trojkata:

lv +wl* = [Jv]l* + 2Re(vfw) + [lwll* < [[o]|* + 2lv[[[[w]] + [w]* = ([v]] + [[w])>.

Zatem || || spelnia aksjomaty normy w przestrzeni wektorowej. Z nieréwnosci Schwarza wy-
nika tez, ze iloczyn skalarny jest funkcja ciagla na V' x V' z norma produktowa. Przy okazji
zauwazmy, ze w iloczynie kartezjanskim V' x W przestrzeni z iloczynami skalarnymi, odpo-
wiednio (|)v i (|)w mozemy zdefiniowaé iloczyn skalarny wzorem

(0, w)|(v', w")) = (V") + (wlw)w-
Dla dowolnego podzbioru A C V przestrzeni z iloczynem skalarnym definiujemy zbiér
At ={weV:We A, (wv) = 0}.

Oczywistym jest, ze A+ jest domknieta podprzestrzenia wektorowa przestrzeni V. Maja tez
miejsce nastepujace oczywiste relacje

(1) Jezeli A C B, to At > B+.
(2) (A1)* zawiera najmniejsza domknieta podprzestrzen zawierajaca A.

Poniewaz iloczyn skalarny h jest forma poltoraliniowa, odpowiadaja mu dwa odwzorowania
F,:V - V*i,F:V — V# zdefiniowane przez

(Fr(v),w) = (v|w)
(hF(v),w) = (w]|v). (7)

F}, jest odwzorowaniem antyliniowym, natomiast odwzorowanie , F' jest liniowe i, jak tatwo
zauwazy¢, hermitowsko symetryczne. Ponadto

(nF(v),w) = (w | v) = (v | w) = (F(v),w) = (Fi(v),w),
czyli , F = F,. Jezeli v € ker F},, to Fj,(v) =01
0= (Fu(v),v) = h(v,v) = ||v]*.

Stad v = 0, czyli , F' jest injekcja. W przypadku przestrzeni wymiaru skonczonego oznacza
to, ze p I jest izomorfizmem. Nie jest tak dla wymiaru nieskonczonego, ale, jak zobaczymy w
dalszym ciggu wyktadu, po ograniczeniu sie do funkcjonatéw cigglych i spelnieniu warunku
zupelnosci przestrzeni, znoéw dostajemy izomorfizm.

Zauwazmy jeszcze, ze A+ = F 1(A°), gdzie A° = {f € V*: f(v) = 0 Vv € A}. Mozemy
tu zastapié¢ F), przez , F i V* przez V#.

3. Przestrzenie Hilberta.

Zupelna przestrzen z norma jest przestrzenia Banacha. Zupelng przestrzen z iloczynem
skalarnym nazywamy przestrzeniq Hilberta. Przestrzen Hilberta jest przestrzenia Banacha,
wiec mozna korzystac¢ z rachunku rézniczkowego i innych metod omawianych w kursie Ana-
lizy. Warto zwrocié uwage na to, ze nie kazda norma jest réwnowazna normie hilbertowskiej,
tzn. pochodzacej od iloczynu skalarnego. Oczywiscie, jest to mozliwe dla wymiaru nieskon-
czonego. W przypadku wymiaru skonczonego, wszystkie normy sa réwnowazne. Przypomne
tu, ze dwie normy || - || i || - ||’ na przestrzeni wektorowej V sa réwnowazne, jezeli istnieja
liczby dodatnie a, b takie, ze dla kazdego v € V' zachodzi nieréwnosé allv|| < |[v||" < b|lv].

)



TWIERDZENIE 7 (O RZUCIE PROSTOPADEYM). Niech H bedzie przestrzenia Hilberta
z iloczynem skalarnym h i niech W C H bedzie domknieta podprzestrzenia wektorowa.
Wéwczas

H=Waoew"
(w sensie algebraicznym i topologicznym).

DowoD: Jezeliv € WN W, to (v]v) =0, czyli v = 0.
Czy H=W +W+?
Rozpatrzmy funkcje
V> = inf [jv—y[.
v a(e) = inf oy
Z definicji inf istnieje ciag (y, € W) taki, ze a(v) = lim,—co [|[v — ynl?
przyjacé, ze

. Zatem mozemy

1
0(0) < o~ yal* < a(w) +
Stad
”yn - ym||2 = H('U - ym) - ('U - yn)H2 =
=2(/lv = ym* + [lv = wall®) = 1120 = (ym + ya)I?

1 1 1 1
+—)—4da=2(—+—)—0

<da+2(—
nom n o m

Zatem ciag y, jest ciagiem Cauchy’ego. Poniewaz przestrzen H jest zupelna, a podprzestrzen
W jest domknieta jego granica P(v) istnieje, nalezy do W i a(v) = |jv — P(v)]].
Pokazemy, ze v — P(v) € W+. Niech y € W, wéwezas funkcja

F(t) = (v = P(v)) + ty|?
ma minimum w ¢ = 0. Z drugiej strony
f(t) =llv = P()|* +2t Re(y | v — P(v)) + *|ly||*,
czyli
0=f"(0) =2Re(y [ v - P(v)).

Ponadto
Im(y [ v — P(v)) = Re(wy [ v — P(v)) = 0,
bo 1y € W. Oznacza to, ze v— P(v) € W+. Rozklad v = P(v) + (v — P(v)) jest rozkladem w

sumie prostej (algebraicznej!) H = W @ W, Trzeba jeszcze pokazaé, 7e suma ta jest suma
topologiczng. Jest to natychmiastowy wniosek z ponizszego rachunku

[0l = (vlv) = (P()[P(v)) + (v = P(v)|v = P(v)) = [ P)|[* + [lv = P(v)||*.

Odwzorowanie P zdefiniowane w dowodzie nazywamy rzutem ortogonalnym na podprze-
strzen W.

Fatwym wnioskiem z twierdzenia o rzucie prostopadlym jet twierdzenie o reprezentacji
funkcjonatu.



TWIERDZENIE 8 (RIESZA O REPREZENTACJI FUNKCJONALU LINIOWEGO 1 CIAGLEGO). Dla
kazdego funkcjonatu liniowego i cigglego f na przestrzeni Hilberta H istnieje dokladnie jeden
wektor wy € H taki, ze dla kazdego wektora v € H zachodzi réwnosé

f(v) = (wy [ v).

DowoD: Niech W = ker f. Jest to domknieta podprzestrzen liniowa H. Domknietosé
wynika z cigglosci f. Na mocy twierdzenia o rzucie prostopadltym H = W & W=. Po-
kazemy, ze W+ ma wymiar 1. Niech bowiem v,w € W+, to f(v)w — f(w)v € W+ i
f(f(v)w — f(w)v) = 0, wiec f(v)w — f(w)v € W. Stad f(v)w — f(w)v = 0 co oznacza,

ze v,w sa liniowo zalezne. Zatem istnieje dokltadnie jeden vy € W+ taki, ze ||lvg| = 1 i
f(vo) > 0. Potézmy wy = f(vo)ve. Mamy f(wy) = (f(v0))? = (wylwy) istad f(v) = (wglv)
dla kazdego v € H. ™

Uwaga: OD TEGO MIEJSCA H* (H#) oznaczaé bedzie przestrzen funkcjona-
6w liniowych (antyliniowych) i CIAGLYCH na H.

Przestrzenie H* i H# sa przestrzeniami Banacha (przestrzen odwzorowan liniowych i
ciaglych miedzy przestrzeniami Banacha jest przestrzenia Banacha). Twierdzenie Riesza
oznacza, ze odwzorowania Fj,:H — H* i , F:H — H# (7) sa surjektywne. Poniewaz sa tez
injektywne, sa izomorfizmami ( Fj, antyliniowym, a , F' liniowym) przestrzeni wektorowych.
Pokazemy, ze sa izometriami, czyli izomorfizmami przestrzeni Banacha.

TWIERDZENIE 9. Odwzorowania ,F i F}, sa izometriami (zachowuja norme).
Dowop: Niech f = Fy(wy). Mamy

Il = sup [f(v)] = sup [(wg|v)| = llwel,
llvl=1 llvl=1
bo z nieréwnosci Schwarza |(w¢|v)| < [|wy||. Analogicznie pokazujemy, ze 5, F' jest izometria
|

Przyklad Przestrzen 2 ciagéw liczb zespolonych, sumowalnych z kwadratem, tzn.
(a;) € €2 jezeli 3 |a;|? < oo, z iloczynem skalarnym

((a)|(b:) = aibs,

jest przestrzenia Hilberta. Poniewaz 5, F' i F}, sa izometriami, mozna przy ich pomocy wy-
posazyé przestrzenie H* i H# w iloczyn skalarny, zgodny z zastang norma:

(Fn(v) | Fa(w)) = (w | v)
(nF'(v) [ nF(w)) = (v | w).

4. Bazy w przestrzeni Hilberta.

Niech V bedzie przestrzenia wektorowa. Bazag w V nazywamy zbiér B C V taki, ze kazdy
jego skonczony podzbiér jest liniowo niezalezny i kazdy wektor z V jest skoficzona kom-
binacja liniowa wektoréw bazy. W przypadku przestrzeni wektorowej z topologia, mozemy
zmodyfikowaé pojecie bazy zadajac, by skonczone kombinacje liniowe tworzyly zbior gesty
w V. Nie jest to jednak wystarczajace, i w przypadku ogélnej przestrzeni Banacha pojecie
bazy jest dos¢ skomplikowane. W przestrzeni z iloczynem skalarnym mozemy méwié¢ o bazie
ortogonalnej i bazie ortonormalnej, co znacznie upraszcza problem definicji.

DEFINICJA 10. Bazg ortonormalng w przestrzeni Hilberta H nazywamy zbiér B C H
taki, ze

(1) kazdy skoniczony podzbiér B jest ortonormalny,
(2) zbidr skoniczonych kombinacji liniowych wektoréw z B (powloka liniowa B) jest gesty
w H.



Warunek drugi mozna zapisaé tak: najmniejsza domknieta podprzestrzenia zawierajaca
B jest cale H.

STWIERDZENIE 11. Niech B i B’ beda bazami ortonormalnymi w przetrzeni Hilberta
H. Wéwczas B i B’ sa zbiorami réwnolicznymi.

Dow6p: W przypadku wymiaru skoficzonego jest to fakt znany z algebru. Niech wiec
zbiory B i B’ beda co najmniej Ry. Dla skoticzonego podzbioru {ey,...,e,} C B niech W
bedzie podprzestrzenia rozpeta przez ten podzbior. Z twierdzenia o rzucie ortogonalnym,
dla kazdego b € B’

16l = [lPb]| + ||b — Pbl| > || Pbl|,

gdzie P:H — W jest rzutem ortogonalnym. Poniewaz uklad wektoréw {e1,...,ex} jest
ortonormalny,

Pb = (exlb)er + -+ (ex[b)er i [PB* = [(ex|D)|* + -+ [(ex[b)]* < [Ibl] = 1.

1
Wynika stad, ze liczba vektoréw z e € B, dla ktérych |(e|b)| > — jest skonczona dla
n

kazdego n. Zatem zbiér e € B: (e|b) # 0 jest przeliczalny. W iloczynie kartezjanskim B x B’
definiujemy podzbiér A = {(e,b) € B x B’: (e|b) # 0}. Jest on mocy nie wiekszej niz moc
zbioru N x B i nie mniejszej niz moc zbioru B (dla kazdego b € B istnieje conajmniej jeden
wektor b’ € B’, ze (b|b') # 0). Zbiér B jest nieskonczony, wiec moc N x B jest réwna mocy
B. Wnioskujemy stad, ze moc A jest réwna mocy B. Zamieniajac rolami B i B’ dostajemy
teze. ]

Moéwimy, ze przestrzen Hilberta jest osrodkowa, jezeli ma przeliczalna baze ortonormalna.
Réwnowaznie, jezeli ma przeliczalny zbior gesty.

STWIERDZENIE 12. Niech B bedzie baza ortonormalna w przetrzeni Hilberta H. Wéw-
czas dla kazdego wektora v € H

v = Z(eh))e. (8)

DowOD: Z dowodu poprzedniego stwierdzenia wiemy, ze tylko przeliczalna liczba wyra-
z6w w sumie (8) jest r6zna od zera. Mozemy wiec ograniczy¢ sie do przypadku przestrzeni
osrodkowej z baza {e1,es, ... }. Oznaczmy przez W,, podprzestrzen rozpieta przez n pierw-
szych wektoréw bazy. Niech P,v = > (e;|v)e;. Oczywiscie, P,v € W, oraz v — P,v € Wik
czyli P,v jest rzutem ortogonalnym v na W,,. Z dowodu twierdzenia o rzucie ortogonalnym
wiemy, ze

o = Pavll = inf o~ wl,

z czego wniosek, ze ciag ||[v — P,v|| jest malejacy. Poniewaz (J,, W,, jest zbiorem gestym w
H, ciag ||[v — P,v|| maleje do zera. m

Niech H bedzie o$rodkowa przestrzenia Hilberta. Rozklad (8) indukuje odwzorowanie
Ig:H — 210 ((e;]v)).

Odwzorowanie to zachowuje iloczyn skalarny: w oznaczeniach z dowodu Stwierdzenia 12

n

(vhw) = lim (Puo|Paw) = Tin ™ Teafo)(eslw) = (((ealo)((ealw).

i

Oznacza to, ze baza w oSrodkowej przestrzeni Hilberta zadaja jej izomorfizm (izometrie) z
przestrzenia £2.



4.1. Wazny przyklad. Niech H = L%([0,27]), tzn. H jest uzupelnieniem przestrzeni funk-
cji ciaglych (o wartosciach zespolonych) na odcinku [0, 27| z iloczynem skalarnym

27
(flg) = i f(t)g(t)dt

Niech ey (t) = %ebkt. Sprawdzamy, ze funkcje te tworza uktad ortonormalny w L2([0, 27]):

27
(erlex) = /27r e Utetktqt = { 0 dlak#1I
0 1 dlak=I.

Funkcje sin i cos rozdzielaja punkty w [0, 27|, wiec z zespolonej wersji twierdzenia Weier-
strassa funkcje ciagle na [0,27] z warunkiem f(0) = f(m) mozna jednostajnie przyblizaé
wielomianami od e; i e_1. Ale (e1)* = e, wigc powloka liniowa uktadu (ey) jest jednostajnie
gesta w C([0,27]) (z warunkiem brzegowym), wiec gesta w L2([0, 27]). Rodzina B = (ej)
tworzy baze w L?([0,27]). Odwzorowanie Ip: L*([0,27]) — ¢% nazywa si¢ transformata

Fouriera, a reprezentacja
L*([0,27]) Z axe'®

szeregiem Fouriera funkcji f.

5. Operatory w przestrzeni Hilberta.

5.1. Sprzezenie hermitowskie. Niech H bedzie przestrzenia Hilberta i niech F' € End(H) =
L(H, H). Dla kazdego w € V' odwzorowanie

H> v (w|Fv)eC
jest liniowe, zatem na mocy twierdzenia o reprezentacji funkcjonatu liniowego istnieje w €
V takie, ze (w|Fv) = (w|v) dla kazdego v. Oznaczmy w = Ffw. Jak latwo zauwazyé,
odwzorowanie FT jest liniowe (addytywnoéé oczywista):
(F'av | w) = (| F(w)) = Mov | F(w)) = MFv | w) = AFlv | w).
Nazywamy je sprzezeniem hermitowskim operatora F.
Uwaga. Sprzezenie hermitowskie operatora F' mozemy zdefiniowaé uzywajac odwzoro-
wania Fj,: H — H*:
Fi=F o F*oFy,
lub odwzorowania ,F:H — H#:
Fl=,F ' oF#o,F.
STWIERDZENIE 13. Dla F,G € L(H), X € C mamy
(1) (FNT =F,
(2) (F+G)' =FT+GfT,
(3) APt = \FT,
(4) (FOG)T*G‘LOFT
DowoD:
(1) Dla v,w € H mamy
(w|Fv) = (Flwlv) = (v|Ftw) = (F1)olw) = (w|(FT)T).
Stad Fv = (FN)tv i F = (FM).
(2) Oczywiste.
(3) Mamy
(AF)Tw|v) = (w|(AF)v) = (w|F(\w)) = (FTw|\v) = AFTw|v).
Stad (A\F)T = AF1.
(4) ((Fo@)tw) = (w|F o Gv) = (FTw|Gv) = (G o Flw|v). m

Whiosek. Przyporzadkowanie F — FT jest antyliniowym izomorfizmem w przestrzeni
L(H).



DEFINICJA 14. Operator F:H — H nazywamy hermitowskim, jezeli F = FT, to znaczy
dla wszystkich v,w € H (w|Fv) = (Fwv).

FLatwo zauwazy¢, ze jezeli operatory F, G sg hermitowskie, to F'+ G tez jest hermitowski,
a F o G na ogdl nie jest hermitowski. Z kolei dla hermitowskiego F', operator AF jest
hermitowski wtedy i tylko wtedy, gdy A € R.

DEFINICJA 15. Operator F:H — H nazywamy unitarnym, jezeli jest surjekcja i dla
wszystkich v,w € H mamy (Fv|Fw) = (v|w).

STWIERDZENIE 16.

i) F jest unitarny wtedy i tylko wtedy, gdy jest surjekcja i dla wszystkich v € H mamy
(Fv|Fv) = (v|v).
ii) F jest unitarny wtedy i tylko wtedy, gdy F'F = Id.
iii) Jezeli F,G sa unitarne, to F' o G tez jest unitarny.

DowOb:

i) Wynika z formuly polaryzacyjnej (3) i (4).
ii) Mamy (v|w) = (Fv|Fw) = (v|FTFw). Stad F1F = Id.
ili) (vlw) = (Gv|Gw) = (F(Gv)|F(Gw)). m

Fatwo zauwazy¢, ze suma operatoréw unitarnych na ogoét nie jest operatorem unitarnym.
Z kolei dla F unitarnego A\F jest unitarny wtedy i tylko wtedy, gdy |[A| = 1.

Teraz kilka stéw o operatorach rzutowych. Operator P € L(H) taki, ze P?> = P nazywany
jest operatorem rzutowym. Zadaje on rozktad H =V @ W na sume prosta podprzestrzeni
domknigtych: V = im P = ker(Id — P) i W = ker P. Operator rzutowy P) jest operatorem
rzutu ortogonalnego, jezeli ker P = (im P)~, to znaczy, przestrzen wzdtuz ktorej sie rzutuje
jest dopelnieniem ortogonalnym przestrzeni na ktéra sie rzutuje.

STWIERDZENIE 17. P:V — V jest operatorem rzutu ortogonalnego wtedy i tylko
wtedy, gdy P2 =P i P = Pt.

Dowo6Dp: Niech P2 = P i Pt = P. Réwno$¢ P? = P oznacza, ze P jest operatorem
rzutowym. Mamy pokazaé, ze (im P)~ = ker P. Niech v € ker P i niech w € im P, tzn.,
w = Pw'. Wéwczas, poniewaz P = P,

(v|w) = (v|Pw') = (PTvjw’) = (Pvjw) = 0.

im P i ker P sa domkniete i rozpinaja H, wiec ker P = (im P)*.
Zalézmy teraz, ze P jest operatorem rzutu ortogonalnego na podprzestrzen V. Niech
v,v; € Hiniech v = w + w',v; = wy + w} gdzie w,w; € V a w',w} € V*+. Mamy wéwczas

(v|Pv1) = (vlwr) = (wlwr) = (wlwy +w)) = (Pofvr).
[ |

Na koniec ciekawostka:

STWIERDZENIE 18. Jezeli F: H — H jest jednoczesnie unitarny i hermitowski, to %(Idf
F) jest operatorem rzutu ortogonalnego.

DowWOD: Zauwazmy, ze 3(Id — F) jest hermitowski. Ponadto

1 1 1 1
(5(1d - F))? = JId—2F + F?) = JId—2F + FTF) = S(Id—F).
Na mocy poprzedniego stwierdzenia dostajemy teze. n
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6. Odwzorowania Fredholma i zwarte.

Niech X i Y beda przestrzeniami Hilberta. Jak wiemy z Twierdzenia Riesza, mozemy
utozsamia¢ funkcjonaly liniowe na przestrzeni Hilberta z elementami przestrzeni Hiberta.
Mozemy, ale nie musimy i w tym rozdziale robi¢ tego nie bedziemy. Niech F: X — Y bedzie
odwzorowaniem liniowym i cigglym. Odzwzorowanie sprzezone

F*Y* 5 X" f— foF
jest tez ciagle (ograniczone) i jego norma jest réwna normie F':
|F|l = sup |[Fz||= sup sup [(f,Fz)|= sup sup [(F*f,z)|= sup |F*f||=|F"|
=]=1 lzll=1]fl=1 [£l=1|lzl|=1 llflI=1
Interesowaé nas bedzie rownanie Fx = b. Warunkiem rozwigzalnoéci jest b € im F', wiec
pytanie sprowadza sie do opisu obrazu odwzorowania F'.

STWIERDZENIE 1.
imF = (ker F*)° ={y €Y | (g,y) =0 Vg € ker F*}.
DowoD: Jezeli yim F, to dla g € ker F* mamy
(y.9) = (Fz,g) = (z,F*g) = 0.
W drugg strone: jezeli g € (ker F*)°, to dla kazdego v € X
0= (Fz,9) = (x,F"g)
istad F*g = 0. [ |
Podstawowym dla dalszych rozwazan jest nastepujace twierdzenie.
TWIERDZENIE 1. Dwa warunki sa rownowazne:

(1) dimker F < oo iim F' jest domkniety,
(2) z kazdego ciagu ograniczonego (x,,) takigo, ze ciag Fx,, jest zbiezny, mozna wybraé
podciag zbiezny.

DowoéD:

(2) = (1)

Jezeli wybierzemy ciag () taki, ze x,, € ker F', to mozna wybraé¢ podciag zbiezny. Stad
kula jednostkowa w ker F' jest zwarta, czyli wymiar ker F' jest skoniczony. Oznaczmy V =
(ker )1, ortogonalne dopetnienie ker F'. Indukowane odwzorowanie F: V' — Y jest injekcja.
Pokazemy, ze istnieje ¢ takie, ze dla x € V' zachodzi nieréwnosc¢

]| < el F]. 9)
Istotnie, gdyby takie ¢ nie istnialo, to dla kazdego j mozna by znalezé wektor x; taki, ze
1 =||z;|| > j||Fz;||. Dla takiego ciagu Fx; — 0, wiec mozna wybraé¢ podciag (z;, ), zbiezny
do pewnego x. Oczywiscie ||z|| =11 x € V, ale z ciaglosci F, Fx = 0. Sprzeczno$é, bo F
na V jest injekcja.

Nieréwnosé (9) oznacza, ze odwzorowanie odwrotne (na im F') jest ciagle, a poniewaz
wykres jest domkniety, to nie mozna go przez ciggltosé rozszerzy¢. Stad jego dziedzina, czyli
im F', musi by¢ domkniety.

(1) = (2)

Niech (x;) bedzie ciaggiem ograniczonym i takim, ze ciag Fx; jest zbiezny. Rozlozymy ten
cigg na sume dwoch: z; = y; + z;, gdzie y; € ker F' i z; € (ker F)L. Ciagi te sa tez
ograniczone, bo ||z;||* = ||ly;||*+ /2, ker F jest wymiaru skoficzonego, wigc mozna wybraé
podciag zbiezny (y;, ). Fz; = Faj, wige ciag (Fz;) jest zbiefy. Ale F: (ker F)* — im F jest
izomorfizmem (im F' jest domkniety, wiec odwrotne odwzorowanie jest ciagle), wiec ciag
(z;) jest zbiezny. Stad ciag x;, = y,, + zj, jest zbiezny. m
6.1. Odwzorowania zwarte. Odwzorowanie liniowe i ciagle K: X — Y nazywamy zwar-
tym, jezeli zbiory ograniczone przeprowadza w prezwarte, tzn. z kazdego ciagu ograniczo-
nego (x,) mozna wybraé¢ podciag x,, taki, ze ciag Kz, jest zbiezny. Oczywistym jest,
ze zlozenie odwzorowania ograniczonego (czyli ciaglego) ze zwartym jest odwzorowaniem
zwartym (méwimy tylko o odwzorowaniach liniowych).
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STWIERDZENIE 2. Odwzorowanie dualne do odwzorowania zwartego jest odwzorowaniem
zwartym

DowoéDp: Niech K: X — Y bedzie odwzorowaniem zwartym, a C: X — X* izomorfizmem
Riesza. Niech ciag (g,) w Y™ bedzie ograniczony. Ciagi (K*g,) i (C~1K*g,) sa tez ogra-
niczone. Zatem istnieje podciag g,, taki, ze ciag (KC~1K™*g,,) jest zbiezny (bo K jest
zwarty). Mamy

( 1K* (Gn — 9gm) | OilK*(gn - gm))
=(C” —gm) | KCT'K* (9 — gm))

(e ( — 9 IKCT K (g — g
M||KCT K™ (g0 — gm) |

”K*(gn - gm H2

<
<

bo ciag (gn) jest ograniczony. Ze zbieznoéci (||KC~1K*(g,,)||) wynika zbieznosé (K™*g,, ).
|

Niech 2 bedzie obszarem ograniczonym w R", z gladkim brzegiem. Przestrzen H*(2)
definiujemy jako uzupelnienie przestrzeni funkcji gladkich wzgledem normy iloczynu ska-
larnego

(f19)s = /D“fD“

la|<s
Réwnowazna norme (dla s > 0) dostaniemy biorac jako iloczym skalarny odwzorowanie

/DafDag+/fg

lor|=s

Przestrzen H*(§2) mozemy tez definiowaé jako przestrzen funkcji z L?(2), ktérych pochodne
dystrybucyjne do rzedu s tez naleza do L?(2). Mamy oczywisty ciag gestych wlozen

H(Q) > HY(Q) D> H2(Q) D ---H(Q) - -

Wilozenia te sa odwzorowaniami zwartymi (Lemat Rellicha). Mamy stad dualny ciag zwar-
tych i gestych wlozen

(HO(Q)* € (H'(Q)" < (H*(Q))" € - (H*(Q)*

Utozsamiamy H°(Q) = L?(Q) z dualna do niej i oznaczamy (H*(Q))* = H=*(Q). Otrzy-
mujemy w ten sposob ciag zwartych i gestych wlozen

SHE(Q) DD H Y Q) D HYQ) D HY Q) D H*(Q) D ---H(Q) - . (10)

6.2. Odwzorowania Fredholma.

DEFINICJA 1. Odwzorowanie (liniowe i ciagle) F: X — Y nazywamy Fredholma, jezeli im F
jest podprzestrzenia domknieta, a dimker F oraz dimY/im F' sa skonczone.

Ze Stwierdzenia 1 wynika, ze dimY/im F = dim ker F’*. Przestrzen Y/im F nazywana
jest kojadrem F'.

STWIERDZENIE 2. Jezeli F: X — Y jest Fredholma, to dualne F*:Y* — X™* jest tez
Fredholma.
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DowOD: Mamy im F = (ker F*)° i stad dim ker F* = dimY/im F < oo. Odwzorowanie F'
indukuje izomorfizm F: X/ker F — im F, wiec tez izomorfizm dualny

F*: (im F)* — (X/kerF)*.
Poniewaz im F' = (ker F*)°, to (im F)* = Y*/ker F*, a z réwnoéci im F'* = (ker F)°
wynika

X/ker F)* = (ker F)° = im F*.
(x/ ) = (ker F)

Mamy zatem izomorfizm F*: Y*/ker F* — im F*| a poniewaz F* = px (sprawdzid!), to
im F* = im F*. Oczywiscie dim(X*/im F*) = dimker F < cc. n

Bardzo wazny jest fakt, ze zaburzenie odwzorowania Fredholma odwzorowaniem zwartym
pozostaje odwzorowaniem Fredholma.

TWIERDZENIE 3. Jegzeli F: X — Y jest Fredholma, a K: X — Y zwarty, to F+K: X — Y
jest tez Fredholma.

DowoD: Niech (z,,) bedzie ograniczonym ciggiem w X takim, ze ciag ((F + K)xn) jest
zbiezny. Ze zwartosdci K istnieje podciag (z,, ) taki, ze (Kx.,, ) jest ciagiem zbieznym. Zatem
(Fap,) jest tez zbiezny, a poniewaz I jest Fredholma, to istnieje podciag zbiezny (2, ).
Ze Twierdzenia 1 dimker(F + K) < oo i obraz im(F + K) jest domkniety. Zastepujac F, K
przez ich dualne i korzystajac ze Stwierdzen 2, 2 dim ker(F + K)* < co. ]

6.3. Zagadnienie brzegowe. Dla prostoty, niech K = R. Niech B bedzie funkcja sy-
metryczna, biliniowa i ciggla na przestrzeni Hilberta X. Odpowiadajace jej odwzorowanie
liniowe X — X* jest tez ciagle, a z powodu symetrii B, samosprzezone. Prostym rachun-
kiem sprawdzamy, ze jest to pochodna funkcji p: X — R:x — %B(m, x).

Wezmy teraz, dla obszaru spojnego Q, X = H'(Q) i B(f,g) = [o, > ; [+i .- Widaé, ze
B(f,9) = (f | 9)— [, f9. gdzie iloczyn skalarny jest w H'(Q). Zatem stowarzyszone odwzo-
rowanie liniowe F: X — X* jest réznica F = C; —Cy, gdzie C1: X — X* jest izomorfizmem
Riesza, a Cp: X — X™ jest izomorfizmem Riesza H°(Q)) — (H°(Q))*, zlozonym z kano-
nicznymi wlozeniami H'(Q) — H°(Q) i (H*(2))* c (HY(Q))*. Wiemy (10), Zze wlozenia
te sa geste i zwarte, zatem odwzorowanie Cy jest zwarte. Z Twierdzenia 3 wiemy, ze od-
wzorowanie F' jest Fredholma. Poniewaz forma B jest symetryczna, F' jest odwzorowaniem
samosprzezonym. Zatem im F' = (ker F')°. Z dodatnio$ci funkeji kwadratowej f — B(f, f) i
z tego, ze F jest pochodna funkcji £ B(f, f), z B(f, f) = 0 wynika F(f) = 0. Zatem jadro
F jest zbiorem zer funkcji kwadratowej B(f, f). Mamy wiec ker F' = {f | f,, = 0}, czyli f
z ker F jest funkcja stala. Zobaczmy, jak mozna interpretowaé¢ F(f) dla gltadkich funkcji.Z
twierdzenia Gaussa-Greena,

/wzfngvz-Z—/Q(Af)w/anng,

gdzie f, jest skladowa normalna do brzegu gradientu funkcji f. Para (p, D,) nalezy do
obrazu f jezeli — fQ p+ o0 Pn = 0. W elektrostatyce ten warunek oznacza, ze calkowity
tadunek jest réwny zero (tw. Gaussa).

7. R6éwnania catkowe.

7.1. Operator calkowy. Dla prostoty, zajmijmy si¢ rownaniami catkowymi dla funkcji
na odcinku I = [a,b]. Operatorem calkowym Fredholma nazywamy operator A postaci

b
Af(x) = / K, 9) f (5)dy.
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Oszacujmy Af w normie L2(I):

/ab [Af(w)] dz = /ab (/ab KA(xay)f(y)dy>2 dw
</ </b o [ 2<y))dy> w=[ row [ [ Ko

IAfllz2ry < 1K a(@ )|z ren | fll2(1)-
Oznacza to, ze K4 € L?*(IzI) definiuje ciagly operator A: L?(I) — L?(I) z szacowaniem
normy [|A| < [[Ka(2,y)z2(r21)-
Zauwazmy, ze
(1) Eyx(w,y) = Kaly, ),
(2) Kag(z,y) = f: Ka(z,2)Kp(z,y)dz .

Pokazemy teraz, ze operator catkowy jest zwarty. Przydatny tu bedzie ogdlniejszy fakt.

czyli

TWIERDZENIE 4. K: X — X jest operatorem zwartym wtedy i tylko wtedy, gdy jest gra-
nica, w normie operatorowej, operatorow skonczenie-wymiarowych, tj. takich, ktérych obraz
jest wymiaru skonczonego.

DowoD: Niech K bedzie operatorem zwartym. Obraz kuli jednostkowej jest zbiorem pre-
zwartym, czyli jego domkniecie jest zbiorem zwartym. Dla kazdego € > 0 istnieje skoniczony
zbiér x1,...,x,, w X taki, ze |J; K(x;,¢) zawiera obraz kuli jednostkowej. Oznacza to, ze
dla kazdego ||z|| < 1 odlegto$é K () od przestrzeni V. rozpietej na 1, ..., &, jest mniejsza
od e. Stad wniosek, ze |K — P: o K|| < ¢, gdzie P jest rzutem ortogonalnym na V.. K jest
granica normowg P. o K.

W druga strone. Niech | K—K, || < %, gdzie K, jest operatorem skonczenie-wymiarowym.
Wezmy ciag ograniczony x;, ||z;]| < 1. Istnieje podciag istnieje podciag ;1) taki, ze
ciag Ki(z;,k)) jest zbiezny. Nastepnie wybieramy podciag ;) ciagu x;(1 k), tak, by
ciag Ka(xj(2,x)) byl zbieiny, itd. Podciag zj(n k) jest wige taki, ze dla m < n ciag k —
Ko (Zj(n,k)) jest zbiezny. Mozna przy tym tak wybiera¢ te podciagi, by dla k,I > n za-
chodzila nier6wnos¢ || Ky, (z;(n k) — K(zjmn)|| < L. Ciag K(2j(nn)) jest zbieiny, bo dla
m>n

1K (@ (nm)) = K(@jmm) | < NTEK(Zjn,n)) = Knl@jnm)l

+ HKn(xj(n,n)) - Kn(xj(m,m))” + ”Kn(xj(m,m)) - K(xj(m,m))” <

3.\00

|

Dla pokazania, ze operator catkowy A jest zwarty, wystarczy udowodnié, ze jest granica
operatoréw skorficzenie-wymiarowych. L?(I) mozna wybraé przeliczalng baze ortonormalna
(©n). Funkcje ©nm(z,vy) = ©n(2)om(y) tworza baze ortonormalna w L2(I x I). Mamy wiec

KA = Zanm(pnnu Af = Zanm(gpn | f)SOm

Oznaczmy przez Py rzut ortogonalny na podprzestrzen rozpieta przez N pierwszych wek-

toréw bazy. Mamy
N

PNAPNf: Z anm,(‘pn | f)sﬁm

n,m=1
Stad PyAPyx — A w normie operatorowej, bo jadra zbiegaja w L2(I x I). Zajmiemy sie
teraz réwnaniem catkowym
(Id=XA)f =g,
gdzie A jest, jak zwykle, operatorem catkowym z jadrem K 4. Istotna jest zwartosé tego
operatora.

14



TWIERDZENIE 5 ALTERNATYWA FREDHOLMA. Niech A: X — X bedzie zwartym odwzo-
rowaniem przestrzeni Hilberta X w siebie. Mozliwe sa dwie, wykluczajace si¢ sytuacje

(1) dla kazdego g € X istnieje rozwigzanie réwnania (Id — A)f = g,
(2) réwnanie jednorodne (Id — A)f = 0 ma nietrywialne rozwiazanie.

DowOD: Twierdzenie to jest oczywiste w przypadku A samosprzezonego, bo wtedy obraz
jest anihilatorem jadra (operator I — A jest Fredholma, wiec obraz jest domkniety). W
przypadku ogdlnym wystarczy pokazaé, ze dimker(Id — A) = dim coker(Id — A). Istotnie,
réwnosé ta oznacza, ze ker(Id— A) = {0} wtedy i tylko wtedy, gdy im(/d— A) = X. Dowdd
przeprowadzimy w trzech etapach. Oznaczmy T = Id — A.

i) dimcokerT = 0 = dimker7T =0
oznaczmy M, = ker T™. Oczywiscie {0} = My C My} C M, C .... Ciag ten stabili-
zuje sie, bo gdyby M,, & M, dla kazdego n, to istnialby ciag ortonormalny (f,)
taki, ze f, € My, fn ¢ M,41. Dla takiego ciagu

”Afn - Aan2 = ”fn - (Tfn + fm - Tfm)” = ||fn||2 + ”Tfn + fm - Tfm||2 = H.an2 =1

dla n > m, bo wtedy (T'fn, + frn = T'fm) € My—1, & fr, L M,,_1. Czyli z ciagu Af,
nie mozna wybraé podciggu zbieznego, co jest sprzeczne ze zwartoscia A. Zatem ciag
M, stabilizuje sie. Przypu$émy teraz, ze dimkerT # 0, tzn. istnieje niezerowy f;
taki, ze T'f; = 0. Ale im T jest cala przestrzenia, wiec istnieje fo takie, ze T fo = f1.
Podobnie fo = T'f3 itd. Ciag (f,) ma ta wlasnosé, ze f,, € My, i f,, ¢ M, _1. Istnienie
takiego ciagu oznacza, ze ciag podprzestrzeni (M,,) nie stabilizuje sie. Sprzecznosé.
ii) dimkerT = 0 = dimcoker T = 0
Wystarczy zauwazy¢, ze dim ker T = dim coker T, dim coker T' = dim ker T* i zasto-
sowaé i) do operatora T,
iii) dimker T = dim coker T
Niech (@1, ..., pn) bedzie baza ker T, a (11, ... ,%,,) baza przestrzeni dopelniajacej
imT. Przypu$émy, ze m > n. Modyfikujemy operator A ktadac

A=A->"(|pws, T=1Id—)A
=1

A Jest operatorem zwartym jak suma zwartego i skonczenie-wymiarowego, wigc mo-
zemy stosowaé i) do T. Jezeli Tf = 0, to Tf = 01 Y., (f | vi)¥i = 0, a stad
(f | vi) = 0. Zatem f = 0. Sprzeczno$é, bo z m > n wynika, ze kojadro T nie jest

zerowe.
|
7.2. Wzory Fredholma. Sprobujmy rozwiazaé réwnanie
b
(1= A)f =g, Af@) = [ Kale.) ). (1)
W pierwszym odruchu piszemy g = (Id — MA)~Lf i
1 o0
-~ -1 _ _ k gk
(Id — \A) TN kZ:O)\/L (12)

ale gwarancje zbieznosci mamy tylko w przypadku |[AA|| < 1, co nam nie wystarcza.
Przedstawmy (Id — AA)~! w postaci Id + AR i sprobujmy wyznaczyé operator R, zwany
rezolwentq réwnania. Jak latwo zauwazy¢,

A

R=1a
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Poniewaz A jest operatorem zwartym, to takze R jest operatorem zwartym.

Moze cal-

kowym? Jezeli tak, to jego jadro R nazywamy jedrem rozwigzujgcym. Poniewaz mamy

tozsamosé

(Id — MA)R = A,

to jadro rozwiazujace spelnia (jezeli istnieje) réwnanie

b
R(z,y) — )\/ Ka(z,2)R(z,y)dz = Ka(x,y).

Oznaczmy

K4 (; Z:):det[K(xiyyj)]

i zdefiniujmy

A Y1 (=1)"An Yy - Y >
dAN) =1——= K d coop—— [ - | K ") d
(N /. A<y1) Yyi1+---+ ] / / A<y1 e Un Y1

oraz

P x oy
Az, \) =K [ _7/}( Od .
(z,y; \) A(y) 1 A(y " Y1 +

+~—2 2 .| K dyy - -dy, + -
n! Ny wooooy) Y

d(\) nazywane jest wyznacznikiem Fredholma.
TWIERDZENIE 6.
(1) Szeregi d(\) id(x,y; \) maja nieskorficzony promien zbieznosci.

2) Rley) = d(fl(i)”

DowoOD: Skorzystamy z nieréwnosci Hadamarda

Wynika z niej, ze jezeli sup |Ka(x,y)| = M, to

1T .. T m_m
K <MMmz=.
‘ A<y1-~ ym)‘\

Jezeli wiec oznaczymy przez a, wspoélczynnik przy A" w rozwinieciu d(A), to

Mnmn%

|an| < (b—a)"

i stad

N=

VJan] < M(b— a)—

—_
n (nl) n— o0

0.

...dyn+...

(15)

(16)

Zatem promien zbieznosci szeregu (15) jest nieskoniczony. Podobnie pokazujemy, ze promien

zbieznosci szeregu (16) jest nieskoficzony.
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Zauwazmy teraz, ze z rozwiniecia Laplace’a wzgledem pierwszej kolumny mamy tozsamosé

KA(x Y1 yn>:
Yyr -+ Un Yyr Y2 ... Yn
Kalz,y)K — Ka(z,y1)K 4+
aleny) A<y yn> alen) A<y o - yn)
Yvr - Yk Yk+1 oo Yn
+ (=) K s(x, yn) K 4
(1) Kale,ye) A(y s Yr—1 Yk+1 o - yn)
Yr - Yn Yy Y2 .- Yn
= Kj(z,y)K — Ka(z,y1)K — .
al@y) A(y yn> alen) A(y yr e yn>
— Ka(m ) Ka (yk YIo Ykl Ykl - yn>_
Yy Y1 oo Y1 Yk+1 --- Yn

czyli wszystkie sktadniki, poczawszy od drugiego, daja ten sam wktad do catki

Yy - Yn
K dyy - - - dy,.
/ / A(yl yn> Y1 Y

Mamy wiec

| K dyy - --dy, = Kalz, | K duy - - -
/ / A<y Yy .. yn) u i Ale y)/ / A<yl yn) u

S Y ... Yn-1
—n | - | Ka(z,s)K dsdy; - - dyn_1.
/ / A 9) A(y Yo yn—l) yroGn—

Dostajemy stad tozsamo$é

A,y \) = Ka(e,y)d\) + A / K a(, 5)d(s,5; )ds,

d PA
czyli (fl’(y)\’)) jest rozwigzaniem réwnania rezolwenty (13).
|
PRzYKLAD 1. Niech K4 = Y 1" u;(2)v;(y). Mamy w tym przypadku K 4 (zl o z” ) =
1 .. n

0 dla n > m, czyli szeregi (15) i (16) sa sumami pierwszych m + 1 wyrazéw.
Na przyktad, rozpatrzmy réwnanie

b
f(z) +2 / (x4 1) (w)dy = g(),

czyli Ka(z,y) = (z+y) i A = —2. Tutaj
T T T T+ T +
KA( ) :KA(x,y)zsc—i-y, KA( ! 2> = ! o ! Y2

Y Y1 Y2 To+y1 T2+y2|’

i stad

1 AQ 1 AQ
a0 =17 [ 2+ 5y [ Cmve - 0+ 92)dindse =11 - 35,
0 : 0

1
d(z,y; \) =2 +y— A/ 2y1(z +y) = (x +y1)(v1 +y))dy
0
1 1
:x+y—)\(x+y)+/\xy+5A(x+y)+§)\.
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W szczegdlnosci,

1
A-2)=1+2- 2=, da,y;~2) =2z +y) — 2y — .

Dostajemy stad rezolwente
3 1
Rz,y) = ;(@+y) - j2y - §

i rozwigzanie
'3 3 1
f@)=g(z) =2 | (F(@+y) = q2v = ))9(y)dy
0
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