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ANALIZA FUNKCJONALNA II

1. Rachunek funkcyjny w algebrach.

1.1. Ogdlnie o algebrach. Algebrq nazywamy przestrzen wektorowa 21 wyposazong w
dzialanie mnozenia rozdzielnego wzgledem dodawania:

(A+ B)C = AC+BC, C(A+B)=CA+CB.

Jezeli ponadto monozenie jest dzialaniem tacznym, to méwimy, ze algebra jest {gczna. Warto
tu zwrécié uwage na algebry, dla ktérych spelniony jest warunek (tozsamos$é Jacobiego):

Ao(BoC)=(AoB)oC+ Bo(Ao().

Algebry takie nazywane sa algebrami Liego. 7 kazdej algebry lacznej 21 mozemy dostaé
algebre Liego z dzialaniem
[A, B] = AB — BA.
W dalszym ciagu bedziemy sie zajmowaé wylacznie algebrami lacznymi nad
cialem liczb zespolonych.
Jedno$cig w algebrze A nazywamy element 1o € 2 taki, ze dla kazdego A € 2 zachodzi

Alg = 19 = A.
Jezeli jednosé istnieje, to tylko jedna. Istotnie, jezeli 1y i 15 sa jedno$ciami, to
o = 1ol = 1h.
PRzYKELADY 1.
(1) Przestrzen C(I) funkcji ciagtych na odcinku ]0,1] ze zwyklym mnozeniem funkeji
jest algebra przemienng z jednoscia.
(2) Podprzestrzen Cy(I) C C(I) funkcji majacych granice zero w zerze jest algebra bez
jednodci.
(3) Niech V bedzie przestrzenia wektorowa. Przestrzen L(V') odwzorowan liniowych V' ze
skladaniem odwzorowan jako mnozeniem jest algebra laczna z jednoscia. Jednoscia
jest odwzorowanie tozsamo$ciowe.

(4) Jezeli A jest algebra bez jednosci, to mozemy ja rozszerzy¢ do algebry z jednoscia
2A; =A@ C kladac

(A, N)(B, ) = (AB + AB + pA, Ap).
Jedynka jest element (0, 1)

Niech 2 bedzie algebra z jednoscia. A € A. Lewym odwrotnym do A nazywamy B € 2
taki, ze BA = 1g. Podobnie definiujemy prawy odwrotny.

PRZYKLADY 2.

(1) W algebrze C(I) funkcji ciaglych na odcinku ]0, 1] elementy z Co(I) nie maja ani
lewego ani prawego odwrotnego.

(2) Niech ¢ bedzie przestrzenia wektorowa ciagéw liczbowych i niech 2 = L(¢). Rozpa-
trzmy odwzorowanie L, R, L’ € L({) zdefiniowane nastepujaco:

L((a1,a9,as,...)) = (a2,as,aq4,...)

R((a1,a9,as3,...)) =(0,a1,a9,as,...)

L'((a1,a2,as,...)) = (a1 + az,as, aq, ... ) (1)
Widaé, ze LR = Id, RL # Id oraz L'R = Id. Wynika stad, ze istnienie lewego

(prawego) odwrotnego nie gwarantuje istnienia prawego (lewego) odwrotnego i ze
lewy (prawy) odwrotny nie sa wyznaczone jednoznacznie.



Jezeli jednak istniejg lewy i prawy odwrotny do A, to muszg byé réwne. Istotnie, jezeli
BA = AC = 1g, to
B = Blg = B(AC) = (BA)C = 194C = C.
Wynika stad tez, ze jezeli istnieja lewy i prawy odwrotny do A, to sa one wyznaczone jed-
noznacznie. Element algebry, dla ktérego istnieja lewy i prawy odrotny, nazywamy odwra-
calnym i lewy (prawy) odwrotny oznaczamy A~!. Jezeli A, B sa elementami odwracalnymi,

to
(ABy'=B1'A"!, A'-Bl'=A"YB-AB" (2)

I jeszcze jedno wazne pojecie: podalgebre B C 2 nazywamy lewostronnym (prawostron-
nym) idealem, jezeli dla dowolnych A € i B € B mamy BA € B (AB € 9B). Ideal
dwustronny nazywac¢ bedziemy po prostu ideatem. Ideal 28 nazywamy wlasciwym, jezeli nie
jest cala algebra 2.

STWIERDZENIE 1. Jezeli A € 2 jest elementem odwracalnym, to nie nalezy do Zadnego
lewostronnego (prawostronnego) idealu wilasciwego.

DowoD: Jezeli A nalezy do lewostronnego ideatu wiasciwego B, to 19 = AA~! € B. Stad
dla dowolnego B € A mamy A = 19 A € B, czyli B = 2. Sprzecznosé, bo B jest idealem
wlasciwym. n
1.2. Spektrum elementu algebry. Niech 2 bedzie algebra z jednoscia i niech A € .
Zbiorem rezolwentowym elementu A nazywamy zbidr

spg(A):={z€C: z1g9 — A jest odwracalny w 2} . (3)

Widmem (spektrum) spy(A) elementu A nazywamy dopelnienie zbioru rsg(A4) w C

spg (A) = C\ sy (A).
Element widma A\ nazywamy warto$cig wlasng jezeli A\1gg — A ma nietrywialne jadro. Zbior
wartosci whasnych nazywamy widmem punktowym (czysto punktowym) i oznaczamy sp,,(A).

PrzYkrAD 3. Niech R, L beda jak w przykladzie 2. Latwo zauwazy¢, ze operator
zlg — R:(a1,a9,as,...) — (za1,zas — a1, zas — ag, - )

jest odwracalny dla z # 0 i nie jest odwracalny (nie jest surjekcja) dla z = 0. Stad spy(R) =
{0}. Podobnie, spy (LR) = spy(Id) = {1}, zas

2zl — RL: (a1, as,as3,...) — (za1,zas — ag, zaz — ag,- )

nie jest odwracalny tylko dla z = 0,1 i stad spy (RL) = {0, 1}.
TWIERDZENIE 1.
(1) Dla kazdej pary A, B € 2 mamy réwnosé spy(AB) U {0} = spy(BA) U{0}.

(2) JezeliB C A1 A€ B, tospy(A) Cspy(A).
(3) Jezeli ¢: 2 — B jest homomorfizmem algebr z jednoscia, to spy(A) D spy ) (P(4)).

DowODb:

(1) Niech z € rsgq(AB) i niech z # 0. Oznacza to, ze istnieje element odwrotny do
219 — AB. Oznaczmy go przez C. Sprawdzimy, ze 2~ (1g + BCA) jest elementem
odwrotnym do zlg — BA:

2z Y1y + BCA)(21gq — BA) = 1g + BCA — z"'(BA+ BCABA)
=1g9 4+ BCA— 2" 'B(lg + CAB)A = 19+ BCA — 27 *BC(z1yq — AB + AB)A

=1y



i podobnie z drugiej strony. Zatem z € rsy(BA).

(2) Oczywiste.

(3) Poniewaz ¢ jest homomorfizmem algebr z jednoscia, to ¢(ly) = 1y 1 w konsekwen-
cji, AB = 1g implikuje p(A)p(B) = lg. Zatem obraz elementu odwracalnego jest
odwracalny i z € rsg(A) implikuje z € s, ), 159(A) C rsya).

|
Uwaga: przyktady 3 pokazuja, ze dolaczenie zera do spektrum w pierwszym punkcie
twierdzenia jest istotne.
Element A € 2 nazywamy:
(1) idempotentnym, jezeli A2 = A,
(2) nilpotentnym rzedu k, jezeli A =01 AK=1 £ 0,
(3) quasi-nilpotentnym, jezeli spy(A) = {0}.

STWIERDZENIE 2.

(1) Element nilpotentny jest quasi-nilpotentny.
(2) Jezeli P jest elementem idempotentnym, réznym od zera i jednosci, to spy(P) =

{0,1}.
DowOb:

(1) Niech z # 0. W szeregu Z;‘;o 27971 AJ tylko skonczona liczba wyrazéw jest rézna
od zera, wiec suma szeregu ma sens. Pokazujemy, ze jest to element odwrotny do

(Zlgl — A)
(z1g — A) Zz*jflAj = Zz*jflAj(zlgl —A)= Z(z*jAj — 2 ITLATTY = 1.
Jj=0 j=0 j=0

Zatem z € rsg(A). Oczywiscie zero nalezy do spektrum, bo nilpotentny element nie
jest odwracalny (gdyby A byl odwracalny, to réwniez A* byltby odwracalny).

(2) Dla z # 0, 1 sprawdzamy bezposrednim rachunkiem, ze (z — 1) "1 P+ 271(1 — P) jest
odwrotnym do (z1yg — P). Wystarczy zauwazy¢, ze P(1qg —P) =0, ze z1g — P = (1—
2)P+z(1g — P) i ze (19— P) jest tez idempotentny. Mamy zatem z € rsg(P). Rézny
od jedynki element idempotentny nie jest odwracalny, bo nalezy do prawostronnego
ideatu wtasciwego

B={AeU: A(ly — P) = 0}.
Stad 0 € spg(P). Jezeli P jest rézny od zera, to (1g — P) jest réznym od jedynki
elementem idempotentnym, czyli nie jest odwracalny. Stad 1 € spy(P).

|

Niech A, B beda komutujacymi elementami algebry, tzn. AB = BA. Oczywistym jest,
ze wowczas réwniez komutuja B i (219 — A). Pokazemy, ze dla z € rsy(A) komutuja takze
B i elementy postaci (z1g — A) 1. Istotnie, wystarczy réwnosé (z1g — A)B = B(zlg — A)
wymnozy¢ stronami przez (zlg — A) L.

Niech A(A) bedzie algebra rozpieta przez A i (z1yq — A)~1, gdzie z € rsy(A). Jest oczy-
wistym, ze jest to algebra przemienna z jednoscia. Jest to najmniejsza algebra wsrod algebr
¢ takich, ze spy(A) = spe(A).

1.3. Twierdzenie spektralne dla algebr. Niech K bedzie podzbiorem C. Oznaczmy
przez Rat(K) zbioér funkcji wymiernych z biegunami poza K. Zbidér ten jest algebra z
jednoscia. Niech teraz 2 bedzie algebra z jednoscia, A € 2 i f € Rat(sp(A). Funkcja

f jest ilorazem wielomianéw f(z) = 222, przy czym q(z) # 0 dla z € sp(A). Stad
q(z) = (z—21)™ - (2 — zp)™n, gdzie z; ¢ sp(A). Zdefiniujmy

f(A) =p(A) (A= 20)™ - (A= 2)™m. (4)
Oczywistym jest, ze f(A) € A(A) i ze nie zalezy od porzadku czynnikéow w (4).

3



TWIERDZENIE 2 (SPEKTRALNE). Odwzorowanie
Rat(sp(4)) 3 f — f(A) e A(4) c A (5)

jest homomorfizmem algebr z jednoscia. Ponadto,

(A) jezeli m:Rat(sp(A)) — A jest homomorfizmem algebr z jednoscia takim, ze funkcje
id¢: z v z przeprowadza w A, to w(f) = f(A),

(B) sp(f(A)) = f(sp(A)),

(C) jezeli f € Rat(sp(A)) i g € Rat(sp(f(A))), to go f(A) = g(f(A)).

DowOD: Bezposrednio z definicji wynika, ze (f - g)(A) = f(A)g(A). Prostym rachunkiem
pokazujemy tez, ze (f+¢g)(A) = f(A)+g(A). Mamy wiec homomorfizm. Udowodnimy teraz
(A). Wystarczy pokazaé, ze jeeli A € rs(A), to

(O —id)™) = (A= 4)~". (6)

Wiemy,ze m(A—idc) = Mg —A. Ponadto, (A—idc) ™! € Rat(sp(A)) i (A\—id¢) "t (A—idc) = 1.
Stad, poniewaz 7 jest homomorfizmem,

(A —ide) (A — A) = 7((A —ide) 7N —ide) = (A —ide) "H(A —ide)) = 1a,

co dowodzi prawdziwos$é wzoru (6). Wykazalidmy wiec punkt (A).
Aby udowodnié¢ punkt (B)wykazemy najpierw zawieranie

sp(f(A)) C f(m(A)). (7)

Niech p ¢ f(sp(4)), woéwczas funkcja z — f(z) — p jest rézna od zera na sp(A), czyli

g:z — (f(z) — )~ ! nalezy do Rat(sp(A)). Stad jest dobrze okreslony element algebry 7(g).

Latwo sprawdzamy, ze w(g)(f(A) — u) = 1y, czyli p € rs(A). Oznacza to zawieranie (7).
Teraz wykazemy zawieranie

sp(f(4)) 2 f(m(A4)). (®)

Niech bowiem pu ¢ sp(f(A)), czyli istnieje (f(A) — ) L. Jezeli u nie nalezy do obrazu f, to
réwniez pu ¢ f(sp(A)). Niech wiec pp = f(A). Oznacza to, ze f(A) —p = 0 i funkcja wymierna
h:z — (f(2) — u)(z — A)~! nalezy do Rat(sp(A)). Stad h(A) jest dobrze zdefiniowanym
elementem algebry 2A. Sprawdzamy, ze h(A)(f(A) — p)~! jest elementem odwrotnym do
(A= A):

(A = DA (f(A) =)~ = ha(A)(f(A) =),

adzie hy(2) = (A= 2)h(2) = F(2)— i hy(4) = (F(A)— ). Zatem A & sp(A) i p & F(sp(A4),
czyli mamy zawieranie (8).

Pozostaje do udowodnienia punkt (C). Poniewaz (g1 - g2) o f = (g1 0 f) - (g2 0 f) oraz dla
odwracalnego g mamy g~ 'o f = (go f)~1, to wystarczy rozpatrzyé przypadek g(z) = z — A,
a dla tej funkcji réwnos$é do udowodnienia jest oczywista.

2. Rachunek funkcyjny w algebrach Banacha.
2.1. Algebry Banacha.

DEFINICIA 1. Algebrg Banacha nazywamy taczng algebre, ktéra jest, jako przestrzen wek-
torowa, przestrzenia Banacha i dla ktérej dziatanie mnozenia jest ciaggtle.
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Ciaglo$¢ mnozenia w algebrze Banacha (2, ||-||) jest réwnowazna stwierdzeniu, ze istnieje
dodatnia liczba rzeczywista c taka, ze dla A, B € 2

[AB] < c[|AllllBI- (9)

PRZYKEAD 4. Niech X bedzie przestrzenia Banacha, a B(X) przestrzenia operatoréw
(odwzorowan liniowych i ciaglych) w X. Przypomnijmy, ze norm¢ w B(X) definiujemy
wzorem

[All = sup [[A(z)]| istad [[A(z)[] < [[A[]]] (10)

llzll=1

Mnozenie definiujemy jako sktadanie operatoréw. Z poprzedniego rozdzialu wiemy, ze z tym
mnozeniem B(X) jest algebra (podalgebra wszystkich odwzorowan liniowych X w siebie).
Wiemy tez, ze

IAB| = sup [[AB(z)|| < sup [|A[[|B()[| = [[All[BI (11)

llzll=1 llll=

czyli mamy nieréwnosé (9) ze wspélczynnikiem ¢ = 1. B(X) jest wigc algebra Banacha z
jednoscia (odzorowanie identycznosciowe) i ||id || = 1.

Pokazemy, ze kazda algebra Banacha jest domknieta podalgebra algebry operatoréw pew-
nej przestrzeni Banacha.

TWIERDZENIE 3. Niech 2 bedzie algebra Banacha. Istnieje przestrzen Banacha X taka, ze
A jest algebra izomorficzna pewnej domknietej podalgebrze B(X).

DowOD: Przyjmijmy X = 2 jezeli 2 jest z jednoscia i X = A® C gdy jest bez jednosci.
X jest algebra Banacha z jednoscia e. Definiujemy odwzorowanie p: A — B(X)

p(A)x = Thx,

gdzie T4 jest operatorem mnozenia z lewej strony przez A. Liniowosé¢ i cigglo$é T4 jest
oczywista. Jezeli p(A) = 0, to w szczegblnosci A = Tyae = 0, czli ¢ jest injekcja. Jest
tez homomorfizmem algebr (algebr z jednoscia), co wynika z tacznosci mnozenia. Ponadto,
jezeli wprowadzimy w 2 nowa norme [|A]; = ||¢(A)]], to

||A||

wiec || Al < |lel|||A]l1, czyli ¢! jest odwzorowaniem cigglym. Aby wykazaé réwnowaznosé
norm wystarczy teraz pokaza¢ domknieto$é obrazu ¢ w B(X) (woéwczas obraz ¢ jest prze-
strzenig Banacha) a nastepnie skorzystaé z twierdzenia o wykresie domknietym. Niech ciag
©(A,,) bedzie zbiezny w B(X ) do T'. Dla dowolnych z,y € X mamy ¢(A,)(zy) = Ta, (zy) =
Ty, (x)y i w granicy T(xy) = T(x)y. Biorac = e dostajemy T(y) = T'(e)y. Wystarczy
teraz pokazaé, ze T'(e) € 2. Jest tak, bo T'(e) =lim T4, (e), a Ta, (e) = A,, wiec ciag (4,)
jest zbiezny w X, wiec tez w . n

Mozemy wiec w definicji algebry Banacha przyjaé, ze ¢ = 1 i ze norma jednosci jest réwna
jeden i od tej pory tak bedziemy zakladaé.

2.2. Wlasnosci spektrum dla algebr Banacha. Zajmowacé si¢ bedziemy wylacznie
algebrami z jednoscig. Pokazmy najpierw, ze zbiér elementéw odwracalnych w algebrze
Banacha jest otwarty.

STWIERDZENIE 3. Zbiér elemantéw odwracalnych w algebrze Banacha jest otwarty.

5



DoOwOD: Zauwazmy najpierw, ze jezeli S € 2 i ||S|| < 1, to istnieje (1y — S)~ . Istotnie,
rozpatrzmy szereg
Iy +S+85% 48"+ (12)

Jest on zbiezny w 2, bo

>

m

s™
L—[[ S]] m—oe

n . © .
YIS IS =
m m

KorzystaliSmy tu z nieréwnosci || S* || < || S ||*. Poniewaz mnozenie w algebrze Banacha jest
operacja ciagta ze wzgledu na oba argumenty, to

(Lo = S) (Lo + S+ + 8" + ) = lim (lg = 5)(lg + 5+ +5")

= lim (1g — S™™h)

n—oo

lg — lim S™*! =id,

n—oo

bo dla || S| < 1 mamy lim, ., S"** = 0. Niech teraz A bedzie elementem odwracalnym
w 2 i niech B bedzie takie, ze |B|| < [[A7Y|71. Stad || A7'B|| < || B || A7 < 1, wige
istnieje (1g + A~'B)71. Z kolei A+ B = A(lg + A7!B), a stad widaé, ze odwzorowanie
(19 + A7 B)"1A7! jest odwzorowaniem odwrotnym do A + B:

(ly+A'B) 1A' =(A+B) L.

Mamy wiec, ze A+ B jest odwracalny, zbior elementéw odwracalnych zawiera kule o srodku
w A i promieniu AT
|
W dalszym ciagu korzysta¢ bedziemy z dwoch podstawowych twierdzen w teorii prze-
strzeni Banacha (i nie tylko): twierdzenie Hahna-Banacha i Banacha-Steinhausa. Podam
je bez dowodu. Niech X bedzie przestrzenia wektorowa nad R lub C. Funkcje p: X — R
spelniajaca warunki
p(x) 20, z€X,
p(z1 +x2) < p(a1) + p(w2), 21,22 € X
p(Az) = [Ap(z), AeK, z€ X,

nazywamy poilnorma.

TWIERDZENIE 4 HAHNA-BANACHA. Niech Y bedzie podprzestrzenia X i niech f bedzie
funkcjonalem liniowym na Y spelniajacym

to istnieje funkcjonal liniowy f na X taki, ze f = f na Y i
|f(@)] < pla).
WNIOSEK 1. Jezeli X 3 xq jest rézny od zera, to istnieje funkcjonal liniowy i ciagly taki,
ze f(zo) # 0.
DowOD: Niech Y bedzie jednowymiarowa podprzestrzenia rozpieta przez xg. Definiujemy

ciaga i linowa funkcje f:Y — K lladac f(zg) = §||mo|| Z twierdzenia Hahna-Banacha,

biorac p(z) = |z| dla € X, dostajemy istnienic liniowej funkcji f: X — K takiej, ze
f(wo) = flwo) # 01 [f(2)] < [l=f| (tzn. f jest ciagla). ]



TWIERDZENIE 5 BANACHA-STEINHAUSA. Jezeli F jest rodzing odwzorowan liniowych i
ciaglych przestrzeni Nanacha X w przestrzen Banacha Y o tej wlasnosci, ze dla kazdego
x € X zbior {F(z), F € F} jest ograniczony wY, to F jest ograniczony w L(X,Y).

JesteSmy teraz gotowi do twierdzenia o podstawowych wlasno$ciach widma elementu
algebry Banacha.

TWIERDZENIE 6. Niech A € A. Wéwczas

(A) jezeli X €rs(A) i |[(A— A7 =c, to {z:]z — A < c71} Crs(A),

) [I(z = A)~H| > (dist(z,sp(A)) 7",

) zbidr {z:|z| > ||Al|} jest zawarty w rs(A),

) sp(A) jest zwartym podzbiorem C,

) funkcja z — (z— A)~! zwana rezolwentq jest analityczna nars(A), tzn. da sie lokalnie
rozwijaé¢ w szereg,

(F) rezolwenty nie mozna przedluzyé analitycznie poza rs(A),

(G) lI(z = A7 — 0 gdy |2| — oo,

(H) widmo sp(A) jest zbiorem niepustym.

(B
(C
(D
(E

DowoOb:

(A) Z dowodu Stwierdzenia 3 wynika, ze jezeli A — A jest odwracalny, to A — A + B,
gdzie | B|| < [[(A — A)7Y| 7L, jest tez odwracalny. W szezegélnosci, mozemy wziaé
B = 21y, gdzie |z| < ¢ L.

(B) Z poprzedniego punktu mamy, ze dist(z,sp(4)) = ||(z — A)~1|| . Stad zadana nie-
rownosé.

(C) Jezeli |z| > ||All, to ||(z1a)~ Y| = |2| = ||A] i jak w (1) dostajemy odwracalnosé
z—A.

(D) Z (A) wynika, ze rs(A)jest zbiorem otwartym, wiec sp(A) domknietym. Z (B) wynika,
ze sp(A) C {z:]z] < ||Al|}, czyli sp(A) jest zbiorem ograniczonym i domknigtym w
C, wiec zwartym.

(E) Z (A) wiemy, ze jezeli A € rs(A) i |z — A| < ¢!, to 2z — A jest odwracalny. Z dowodu
Stwierdzenia 3 (z — A)~! jest suma szeregu

(z=A) 7" = (G-N+A=A) 7 = A=A (Lat+(z=NA=A) 7)) = (A=A4) Y (2= (A-N)".
i=0

K2

(F) Gdyby mozna bylo przedtuzyé¢ analitycznie (wigc w sposéb ciagly) rezolwente poza
rs(A), a wiec do zbioru majacego niepuste przeciecie z sp(4), do dla pewnego ciagu
rs(A) 3 z, — 2 € sp(A) ciag (2, — A)~! bylby zbieiny, co jest sprzeczne z (B).

(G) Z (D) dist(z,sp(A)) — oo gdy |z| — oo, wiec z (B) dostajemy ||(z — A)~ || — 0.

(H) Niech ¢ € 2A* (funkcjonaly liniowe i ciagle). Funkcja rs(A) 3 z — ¢((z — A)71) € C
jest analityczna (holomorficzna) i dazaca do zera w nieskonczonosci. Jezeli rs(A) = C,
to funkcja ta jest catkowita i ograniczona, wiec stala, wigc zerowa. Dla kazdego
¢ € A* dostajemy p((z—A)~1) = 0, wiec z Wniosku 1 do Twierdzenia Hahna-Banach
(z — A)~1 = 0. Sprzecznoé.

|
Prostym wnioskiem z tego twierdzenia jest

TWIERDZENIE 7 GELFANDA-MAZURA. Jezeli 2 jest algebra Banacha z jednoScia, ktorej
wszystkie elementy rézne od zera sa odwracalne, to jest ona izomorficzna C.

DowoOD: Niech A € 2iniech z € sp(A) (sp(A) nie jest pusty), tzn. z— A nie jest odwracalny.
7 zalozenia jest wiec rowny zeru A = zlg. [

2.3. Promien spektralny. Promieniem spektralnym elementu A € 2 nazywamy liczbe

sr(A) = SH?A) |z|. (13)
zZESp
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Z Twierdzenia 6 wynika, ze st(A) < || A||. W dalszym ciagu przydatny bedzie lemat o ciagach

liczbowych.

LEMAT 1. Jezeli cigg liczbowy (c,,) spelnia relacje ¢, +c¢pm = ¢nam, to ciag (C—") jest zbiezny
n

c c
ilim = = inf =,
n n
DowOD: Ustalmy m i niech n = mg+r, gdzie r < m. Mamy wiec ¢,, < Cmq+cr < qCn+C)
i stad
c c c
A I e
n mq—+r n n—oo M.

. C Cm . .. C ... eC . ; s . , .
Zatem limsup — < —= i limsup — < liminf —. Wynika stad réwnosé granicy gérnej i
n m n m
. P . C . c . ¢ Cm . . »
dolnej, wiec zbieznosé ciagu. Ponadto lim — = limsup —= < inf —~ i stad réwnosé. [
n m m

TWIERDZENIE 8 FORMULA GELFANDA-BEURLINGA.
. . 1 . P .
Granica lim,,_. ||A"||= istnieje i jest réwna sr(A).

DowoOD: Potézmy ¢, = log || A™||. Mamy dla tego ciagu
Cn + cm = log [[A™[| +log [[A™]] = log(|| A" || A™[]) > log [A™ ]| = cmin-

c
Z lematu wynika istnienie granicy lim — = lim ||A"H% Oznaczmy ta granice przez r. Z
n

kryterium Cauchy’ego szereg > 2717 A" jest zbieiny bezwzglednie dla |z| > r i, jak tatwo
sprawdzié, jego suma jest réwna (z — A) 1. Zatem z € rs(A) jesli |z| > lim ||A™||*, czyli

sr(A) < lim || A" 7.

Niech teraz |z| > sr(A). Rezolwenta z — (z — A)* jest funkcja analityczna na swojej dziedzi-
nie, czyli na rs(A), zatem dla ¢ € A* funkcja liczbowa 15(A) 3 2z — ((z — A)~1) jest holo-
morficzna, wigc ma rozwiniecie Laurenta w pier§cieniu z > sr(A). W pierécieniu |z| > ||A]]
rezwinieciem Laurenta rezolwenty jest szereg > oo,z * 1A, wiec p((z — A)~') ma w tym
pierdcieniu rozwiniecie Zz‘;o 27F=1p(A*). Z jednoznacznoéci rozwiniecia Laurenta jest to
tez rozwiniecie w pierdcieniu |z| > sr(A). Ze zbieznosci szeregu Laurenta wynika, ze ciag
(27 Fp(AF)) jest ograniczony dla kazdego ¢ € A*. Z twierdzenia Banacha-Steinhausa ciag
(27%a*) jest tez ograniczony w normie, wiec istnieje M takie, ze |z7F|||A¥| < M. Stad
| AF|| < M|z|F, ||AF||* < M*|z| — || i lim ||A"||% < |z|. Jest tak dla kazdego z > sr(A),
wiec

1
n,

sr(A) > lim ||A™

|
2.4. Calki z funkcji o warto$ciach w przestrzeni Banacha. Caltkowaé bedziemy
funkcje f: R — X, gdzie X jest przestrzenia Banacha. Zaczynamy od funkcji schodkowych o
zwartym noéniku. Méwimy, ze funkcja f jest schodkowa, jezeli istnieje skoniczony ciag liczb
cp < 1 < -+ < ¢y taki, ze na przedzialach | — 0o, ¢o[, [co, 1], - - -, ]en, 00[ funkcja ta jest
stata. Funkcja schodkowa ma zwarty nosnik, jezeli na skrajnych przedziatach jest zero.

DEFINICIA 2. Funkcje f nazywamy catkowalng w sensie Riemanna, jezeli Ve > 0 istnieje
funkcja schodkowa g o zwartym no$niku taka, ze

[l gl <

T oznacza calke gérna, czyli kres dolny calek z funkcji schodkowych wiekszych od funkcji
podcalkowej. Z definicji zatem wynika, ze funkcja calkowalna w powyzszym sensie ma zwarty
noénik.



STWIERDZENIE 4. Funkcja f jest calkowalna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ciag (gn)
funkcji schodkowych o zwartym nosniku taki, ze [||f — g, | — 0.

Ciag funkcji o ktérym méwi to stwierdzenie nazywamy ciggiem aproksymugjgcym.

STWIERDZENIE 5. Niech funkcja f bedzie ograniczona o nosniku zwartym. Jezeli Ve > 0
istnieje funkcja calkowalna g. taka, ze [||f —g.|| <e, to f tez jest calkowalna.

DowODb: Poniewaz funkcje g. sa catkowalne, to dla kazdego € > 0 istnieje funkcja schod-
kowa h. taka, ze f||g% —h.|| < 5. Z subaddytywnoéci catki gérnej dostajemy

/nffhsn </Hf*gg||+/||gg*hsl| <.

STWIERDZENIE 6. Funkcja f jest catkowalna wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego € > 0
istnieja funkcja schodkowa g. i funkcja rzeczywista he takie, ze ||f — ge|| < h- 1 [he <e.

DOXVO’D: Niech f bedzie calkowalna. Istnieje funkcja schodkowa g o zwartym nosniku i taka,
ze [|If —g|l < §. Z kolei, z definicji calki gérnej, istnieje rzeczywista funkcja schodkowa h
taka ze || f —g|| < hi [ h <e. W druga strone oczywiste. m

Calke z funkcji schodkowej o zwartym nosniku definiujemy w oczywisty sposob. Do defi-
nicji calki dla dowolnej funkcji catkowalnej potrzebne nam jest nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 9. Niech f bedzie calkowalna i niech (g,) bedzie ciagiem funkcji schodko-
wych o zwartym nosniku takim (ciag aproksymujacy), ze

/nf—gnn 0,

woéwczas clag calek [ g, jest zbiezny w X i granica nie zalezy od wyboru ciagu (gy,).

DowoOD: Mamy

||/gn—/gm|| < H/gn—gmn </||f—gn||+/||f—gm||ﬂo,

wiec ciag ([ gn) jest ciagiem Cauchy’ego, zatem zbieznym w X. Oznaczmy granice przez
L. Niech teraz (h,,) bedzie innym ciagiem aproksymujacym f zgranicacack Lj,. Utwérzmy
z tych ciagéw nowy ciag (g1, h1, 82, ho, gshs,....). Jest to tez ciag aproksymacyjny, wiec
odpowiedni cigg calek jest zbiezny, powiedzmy do L. Lg, L sa wigc granicami podciggéw
ciggu zbieznego, zatem sg rowne L = Ly = L. n

DEFINICJA 3. Calkg Riemanna [ f z funkeji calkowalnej f nazywamy granice calek ciagu
aproksymujacego.
Calke Riemann na przedziale zwartym I definiujemy standardowo: f f= f xif , gdzie
xr1 jest funkcja charakterystyczna przedzialu I.
Wtasnosci calki:
(1) Liniowo$¢, tzn. suma funkcji catkowalnych jest catkowalna i catka z sumy jest suma
calek. Podobnie z mnozeniem przez liczba.

Istotnie, niech f, g beda calkowalne i niech (f,), (g,) beda ciagami aproksymuja-
cymi. Mamy

Jie+ -+l < [It -+ [lg- gl 0.
9



czyli na mocy Stwierdzenia 4 f + g jest funkcja calkowalna, a (f, + g,) jej ciagiem
aproksymujacym. Z kolei

/(f+g):lim/(fnJrgn):lim(/fn+/gn):/f+/g.

Addytywnos$é¢ wzgledem przedzialéw:

/ £ / £+ / f
[a.c] [a.0] [b.c]

Jezeli funkcja f jest calkowalna, to funkcja rzeczywista ||f|| tez jest catkowalna i

1< [ (14)

DowOD: Niech (f,,) bedzie ciggiem aproksymujacym f. Z nieréwnosci ||| £ — ||f.]|] <
If — £,] dostajemy, ze

/|||f||—||fn||| </||f—fn|| 0,

czyli funkcja ||f|| jest calkowalnai [ ||f|| = lim [ [|f,]|. Ale oczywiscie Hf an < 1]
i stad teza. [ |

7 poprzedniego wynika natychmiast szacowanie
/Ilfll < []sup [[£(8)]- (15)
I tel
Jezeli F: X — Y jest odwzorowaniem liniowym i cigglym, to F o f jest funkcja

catkowalna i
F(/f):/Fof, (16)

DowoOD: Jezeli f jest funkcjg schodkowa, tzn. istnieje ciag co < ¢1--- < ¢, taki, ze
f(t) =q; dlat € [c;_1,¢], to F of tez jest funkcja schodkowa i

/FOf = é(ci —ci-1)F(q) = F (i(cz‘ - Cil)‘]i) =F (/f) :

i=1

Jezeli teraz (f,) jest ciagiem aproksymujacym funkcji calkowalnej f, to

Jirot—roti< [1Fle -0 = 1£1 f1e - £.] 0.

czyli Fof jest funkcja caltkowalna, a ciag (F of},) jej ciagiem aproksymujacym. Stad
iz ciggtosci F'

/Fof:lim/Fofn:hmF</fn>:F(lim/fn>:F</f).

10



2.5. Twierdzenie spektralne dla algebr Banacha. Niech K C C bedzie zwartym
podzbiorem plaszczyzny zespolonej. Powiemy, ze f € A(K), jezeli f jest holomorficzna
na pewnym otoczeniu K. Niech f € A(sp(A)) i niech v bedzie konturem w dziedzinie
holomorficznosci f, otaczajacym sp(A). Rozpatrzmy caltke

}g (z — A) 7 f(2)dz. (17)

Zauwazmy najpierw, ze calka ta nie zalezy od wyboru konturu. Istotnie, funkcja z —
(z— A)~Lf(2) jest analityczna, wiec dla ¢ € A* funkcja 2z — ¢((2 — A)~1) f(2) jest holomor-
ficzna, czyli catka (‘ﬁvgp((z — A)7H f(2)dz nie zalezy od konturu. Z wniosku do twierdzenia
Hahna-Banacha dostajemy niezalezno$é catki (17) od konturu. Mozemy wiec zdefiniowaé
element algebry f(A) wzorem

fA) = = ﬁ (= — A) f(2)dx. (18)

21

Ponadto, jezeli mamy dwie funkcje f, g € A(sp(A), ktére sa réwne na przecieciu dziedzin, to
calki tez sa réwne, czyli f(A) = g(A). Sensowne jest wiec rozpatrywanie przestrzeni Hol(K)
bedacej przestrzenia ilorazowa przestrzeni A(K) wzgledem relacji réwnowaznosci

f~g jezeli f =g na pewnym otwartym otoczeniu K.

Wzoér (18) definiuje wige liniowe odwzorowanie Hol(sp(A4)) — 2. Przestrzen Hol(K) jest
oczywiscie algebra przemienna. W nastepnym twierdzeniu pokazemy, miedzy innymi, ze
odwzorowanie (18) jest homomorfizmem algebr.

TWIERDZENIE 10. Niech A € 2 i f € Hol(sp(A)). Wéwczas

(A) jezeli f =1 to f(A) = 1q,

) jezeli f(z) =z, to f(A) = A,

) Jeseli € Hol(sp(A). t0 (f9)(4) = F(A)g(4),

) jezeli f(z) = (A —2)71, gdzie X € 1s(A), to f(A) = (A — A)~!

) jezeli AB = BA, to f(A)B = Bf(A),

) Jezeli f jest zadana szeregiem f(z) = Y " anz" funkcja analityczna w kole o pro-
mieniu wigkszym od sr(A), to

(B

(C
(D
(E
(F

o0
= g an, A",
n=0

(G) sp(f(A)) = f(sp(4)),
(H) jezeli g € Hol(sp(f(A))), to
(I) mamy oszacowanie || f(A)||

(90 f)(A) = g(f(A)),
< Cyasup,c, [f(2)].

DowOD:
(A) Dla |z| > ||A|| mamy (z — A)~t =377 27 * 1A% i stad
1 (z—A)"ldz = 1 iz‘lk}é 27k, = ilm}é 27 e = 1y
2m ), 27e 27 '
k=0 v v
(B) Jak w poprzednim punkcie,

L (z—A)"'2dz = QLA}A 271z = A.
T

27 5 -

11



(C) Niech kontur vy dla calki z funkcja ¢g bedzie na zewnatrz konturu v, dla calki z
funkcja f. Mamy

F(2)(z - A) 1z }15 g(w)(w — A) " duw

Y9

- ;é F(2)gw)(z — A)~ (w — A)"Hdedu
- }5 ;é F(@)gw) (w — 2)~ (2 — A)1 — (w — A)~V)dzduw
— 1) - A ;fi (w — 2)~ g(w)dw

v Y9

+;[§ g(2)(z — A)"tdw f(2)(z —w) tdz, (19)

¥
gdzie korzystali$émy z tozsamosci (2)
(= w-A)"=(w-2)" (-4 = (w-A)7H.

Zauwazmy, ze
gt 2) e =2mi(),
Yo

f(2)(z —w)"tdz =0,

co konczy dowdd.

(D) Kladac f(2) = A —2z1ig(z) = A—2)"! mamy z (A) i (B) f(A) = A— 4, az
poprzedniego punktu iz (A) f(A)g(A) = 1q.

(E) Wystarczy skorzystaé z faktu, ze AB = BA implikuje (z — A)™'B = B(z— A)~! dla
z € rs(A). Byl on dowodzony w przypadku dowolnej algebry.

(F) Dla fn(z) = D1 ga;z" mamy f,(A) = > I ,a;A". Poniewaz f, — f niemal jedno-
stajnie, to calka definiujaca f,,(A) zbiega do calki definiujacej f(A), czyli f,,(4) —
f(A). Wystarczy teraz pokazacé, ze szereg > a; A? jest zbiezny. Mamy z zalozenia

o funcji f, ze (limsup |a,|#)~! > sr(A), zatem
limsup [|an, A" ||* < limsup |a,|* lim sup ||A"||% = sr(A) lim sup \an\% < 1.

7Z kryterium Cauchy’ego dostajemy zbiezno$¢ szeregu.
(G) Pokazemy najpierw, ze

sp(f(A4)) C f(sp(4)). (20)
Niech bowiem p ¢ f(sp(4)), czyli funkcja g: 2 — f(z) — p jest rézna od zera na sp(A)
i stad funkcja g~ ': z — el jest holomorficzna w otoczeniu sp(A4). Z (C) dostajemy

9 (A)g(A) = (9" 9)(A) = 1a,

czyli g7H(A) = (f(A) — )" i p ¢ sp(£(A)).

Teraz wykazemy zawieranie
sp(f(A4)) D f(sp(4)). (21)

Niech p ¢ sp(f(A)). Jezeli p ¢ im f, to réwniez pu ¢ f(sp(A)). Niech wigc p = f(N),
czyli ze funkce g: 2z — (f(2) — u)(z — A)~! mozna przedtuzyé analitycznie do z = A,

12



g € Hol(sp(A)). Sprawdzamy, ze (f(A) — u)~tg(A) jest elementem odwrotnym do
(A — X). Oczywiscie (A — X) = h(A), gdzie h(z) = z — A\. Stad

(F(A) = 1) T g(A) (A= X) = (f(A) — )~ (gh)(A) = (f(A) — )" (f(A) — p) = 1q,

zatem A ¢ sp(4) i i & f(sp(A)).
(H) Mamy
1

27t

9 = g gl f(A) dw (22)
Y9

a poniewaz w ¢ sp(f(A)) = f(sp(A)), to funkcja (w — f(2))~! jest holomorficzna w

otoczeniu sp(A) i mamy, podobnie jak w punkcie (4),

(w— fA) = b (w— f(2) (e - A) e, (23)

2 ),
przy czym kontur 7, mozemy wybraé tak, by f(v.) lezal wewnatrz konturu -, i byl
wspoélny dla wszystkich w € v,. Niech « bedzie takim konturem. Mamy woéwczas

o) = G o) (f 0= 1) - a0 ) aw

- ﬁ }5 ( ﬁggw)(w - f(Z))ldw> dz

= L g - )1z = (gf)(A),

2L ~

(I) Z nieréwnosci (15) dostajemy, podobnie jak w zwyklej analizie zespolonej
1 _ 1 _
IF (AN < s=Ivlsup [[f(2)(z = A)7H < o=lsup|l(z — A) | sup |f(2)| = Cy,a5up |f(2)]
2 zEYy 2m zEYy zE€Yy ZExy

|
2.6. Idempotenty spektralne. Niech D bedzie podzbiorem sp(A), otwartym i domknie-
tym w topologii na sp(A), indukowanej z C. Méwimy,ze D jest izolowany w sp(A). W
Hol(sp(A)) wybieramy element 1p, réwny 1 w otoczeniu D i 0 na otoczeniu dopelnienia
D w sp(A). Oczywiscie 14 = 1p, wiec element 1p(A) jest idempotentny. Nazywamy go
spektralnym idempotentem elementu A.
Zdefiniujmy zbiér Ap = 1p(A)A1p(A). Latwo sprawdzamy, ze jest to podalgebra algebry
2A. Wiemy, ze dla f,g € Hol(sp(A)) mamy f(A)g(4) = g(A4)f(A), wiec w szczegdlnosci
f(A)1p(A) =1p(A)f(A) i w konsekwencji

1p(A)f(A)1p(A) = f(A)1p(A). (24)

STWIERDZENIE 7.
SPa(,, (Al1p(A)) = D. (25)

DowOD: Oczywiste, ze 1p(A) jest jednoécia w 2p jest i ze

1p(4) = Gz f =47 (26)

gdzie v jest konturem obejmujacym D, poza ktérym jest pozostala czesé¢ widma sp(A).
Jezeli z € rs(A), to (z — A)7'1p(A) jest elementem odwrotnym do (z — A)1p(A). For
A € sp(A) \ D, funkcja
{ (A —2)"1, w otoczeniu D
gz

27
0, w otoczeniu sp(A) \ D 27)
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jest elementem odwrotnym do (A — A)1p(A) w Ap. Wystarczy zauwazy¢, ze
(A =2)1p(2)g9(2) = 1p(2).

Zatem spy (A)\ D C rsg,, (Alp). Teraz trzeba pokazaé, ze (A— A)1p(A) nie jest odwracalny
dla A € D. Oznaczmy przez D’ dopelnienie D w sp(A). Jest to, podobnie jak D, zbiér
izolowany w sp(A). Zamieniajac rolami D i D’ dostajemy, ze (A— A)1p/(A) jest odwracalny
w Aps. Gdyby (A — A)1p(A) byl odwracalny w 2p, to

(A= A)1p(A) ™"+ (A = A)1p (A)~H(A = 4)
= (A=A 1p(A)) ™+ (A= D1p () ™A = A)1p(A) + (A = A)1p(A))
=1p(4) +1p/(4) = 1a,

gdzie korzystaliSmy z tego, ze 1p(A)1p/(A) = 0. Zatem (A — A) bylby odwracalny, co jest
sprzeczne z A € sp(A) i stad A € spy , (Alp(A)).

Co to wszystko oznacza, gdy 2 = B(X)? Idempotenty sa rzutami. Rzut 1p nazywany
jest rzutem spektralnym. Operator 1p(A)B1p(A) jest rzutem B na podprzestrzen 1p(A)X.
Zwigzki 1p(A)1p/(A) = 01 1p(A) + 1p(A) = 19 = idx oznaczaja, ze podprzestrze-
nie 1p(A)X i 1p/(A)X sa dopeliajacymi sie podprzestrzeniami w X i ze im1p(A) =
ker 1p/(A). Réwnosé 1p(A)f(A)1p(A) = f(A)1p(A) oznacza, ze podprzestrzen 1p(A)X
jest niezmiennicza poprzestrzenia dla f(A). m

2.7. Izolowane wartoSci wlasne. Niech A € C bedzie izolowanym punktem w sp(A).
Oznaczmy P := 15(A) i N := (A — N)1x(4) = (A — N)P. Oczywiscie N = f(A), gdzie
f(z)=(z=XM1x(2) i PN = NP = N . Méwimy, ze \ jest pdiprostq wartoscig wlasng jezeli
N =0.

STWIERDZENIE 8. N jest elementem quasinilpotentnym (sp(N) = {0}) i
(z=A)7'P=(z=-N)""P+> (2= NN (28)
j=1

Jezeli N jest nilpotentny stopnia n, to istnieja d > 0 i C takie, ze
[(z—A)7H < Clz= A" dla z€ K()\9).

DowoOD: Mamy N = f(A), gdzie f(z) = (z—\)1x(2), wiec sp(N) = f(sp(4)), ale 1(z) = 0
dla z € sp(A) \ {A}, czyli f(sp(A)) = {0}.

Funkcja operatorowa z +— (z — A)~! jest analityczna w otoczeniu A (Tw. 6), wiec dla
¢ € A* funkcja 2z — ¢((z — A)™1) jest holomorficzna z rozwinigciem Laurenta w otoczeniu
Al

Pllz= A= 3 e = A
gdzie
¢ = 5 P(C— AN

Y

Standardowe argumenty daja

=ty (ﬁ(c — A=)

Pz - =g < S e A)”) ,

n=—oo
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gdzie

1

n — o *A71 *Ainild . 29
=g (- AC N (29)

Stad
(z—A)' = Z en(z =A™ (30)
Dla —n —1 > 0 funkcja (¢ — A\) ="~ ! jest holomorficzna, wiec ¢, = (A —\)""" 1P = N1
dlan < —-11i¢, = P dlan = —1. Rozwinigcie (29) mamy w otoczeniu A, ale to samo
rozwiniecie daje (z — A)~'P na calej ptaszczyznie zespolonej. Z faktu, ze (z — A)~! — 0
przy |z| — oo (Tw. 6) dostajemy, ze ¢, =0 dlan > 0. m

Warto tu zwrécié uwage na to, ze jezeli 2l C B(X), to stopiefi nilpotentnosci jest nie

wiekszy niz wymiar P(X). Istotnie, jezeli stopieni nilpotentnosci N jest n, to istnieje z € X
takize N"(x) = 01 N"~1(x) # 0. Polézmy x; = Px, x; = Ni7lx, i = 2,...,n. Latwo
sprawdzamy, ze jest to uktad liniowo niezalezny.
2.8. Przypadek skonczenie-wymiarowy. W przypadku algebry wymiaru skoniczonego
wszystkie punkty widma sa izolowane sp(A) = {A1,...,A,}. Niech d bedzie funkcja w
otoczeniu widma, réwna A; w otoczeniu ;. Inaczej méwiac, d = >, \;1y,. Stad d(A) =
Yo APy, gdzie P; = 1),(A). Jak w poprzednim paragrafie, N; = (A — \;)P; i definiujemy
N =", N;. Oczywiscie N; = NP; i sa to elementy nilpotentne stopnia m;. Dla dowolnej
funkcji f € Hol(sp(A)) mamy

F(A)P; = i (z— A" f(2)dz
m;—1
= % ((2 —N) TP+ Y NF(z - )\j)_k_1> f(z)dz
¥ k=1
m;—1
= TP+ Y B ()N
k=1
a stad
n mj Nk
) =33 005
j=1k=0

2.9. Przyklady. Przypomnijmy, ze element widma A nazywamy wartoscig wlasng jezeli
Alg — A ma nietrywialne jadro. Zbiér wartosci wlasnych nazywamy widmem punktowym
(czysto punktowym) i oznaczamy sp,,(A).

PrzYkrAD 5. Niech ¢P bedzie przestrzenia Banacha ciagéw liczbowych, sumowalnych w
p-tej potedze, p € [1,00], A = B(¢P). Niech (a;) bedzie ograniczonym ciagiem liczbowym.
Operator A: P — (P definiujemy wzorem

(Ax)z = Q;T;.

Oczywiscie || Al = sup|a;|, sp,(A) = {ai} i sp(A) = sp,(A).
PRZYKLAD 6.

PRZYKEAD 7. W przestrzeni ¢P rozpatrzmy operator przesuniecia w lewo (patrz Przy-
klad 2):

(Ll‘)l = Ti+1-

Oczywistym jest, ze || L|| = 1. Szukamy wartosci wlasnych:
L(z) = Az, xi41 = A\x;, istad z, = AL
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Ciag taki nalezy do ¢7, p < oo jezeli |A| < 11 do £ jezeli |A| < 1, czyli
{#e <1} dlap=oo
sp (L) = { )
{z:||z]| <1} dlap< oo
Poniewaz sr(L) < ||L|| = 1 i sp(L) jest zbiorem domknietym, dostajemy
sp(L) = {z: |zl < 1}
dla kazdego p.
PrRzYKEAD 8. Dla operatora przesuniecia w prawo R: (P — (P
Ti—1 dla 7 > 2
R ;=
(B(z)): {o dlai=1
mamy ||R| = 1 iz warunku R(z) = Az dostajemy = = 0, czyli sp,(R) = (). Z kolei, jezeli
y=(2—R)z,toys =zx1 iy; = 2a; —x;—1 dlaxz > L astad, dla |z < 1, Yoo, 2"y, = 0.
Zatem (z — R) nie jest surjekcja i mamy
sp(R) = {= 2] < 1}

PrzYKEAD 9. Niech (a;) bedzie ciagiem zbieznym do zera. Definiujemy operator

N: P — P,
(N ) { Ai—1%5—1, dla7>1
xXr); =
0, dla i =1.

Jak w poprzednim przykltadzie spp(N ) = (. Obliczymy promien spektralny korzystajac z

Twierdzenia 8. Mamy
A;—10;—2%T;—1, dla i > 2
(N?2); = 14;—2Ti—1 .
dlai=1,2

i |N?|| = sup|a;a;y1| i tak dalej dla wyzszych poteg N. Uporzadkujmy ciag (|a;|) w ciag
malejacy (b;). Dostajemy oczywiste nieréwnosci

IN|| = b1, [N?|<biba, .., [NF|| <bibo---by
i stad lim || N*||% = lim b, = 0. Wniosek: sr(N) = 0 i sp(N) = {0}.

3. Twierdzenie spektralne dla operatoréw samosprzezonych w przestrzeni Hilberta.

)

Niech H bedzie przestrzenia Hilberta i 2 = B(H). Struktura przestrzeni Hilberta pozwala
wprowadzié operacje sprzezenia w B(H). Latwo sprawdzamy, ze |AT| = ||A|. Przydatne
bedzie nastepujace stwierdzenie.

STWIERDZENIE 9. A jest operatortem samosprzezonym wtedy i tylko wtedy, gdy (z|Ax) €
R dla kazdego = € H.
DowoOD: Jezeli A jest s.s. (samosprzezony), to (z|Ay) = (Axly) i stad

(x|Az) = (Az|z) = (z|Ax).

Aby dowiesé wynikanie w drugg strone przypomnijmy wzory polaryzacyjne. Oznaczmy
h(z,y) = (z|Ay). Mamy

h(z +y,z+y) = h(z,z) + h(y,y) + h(z,y) + h(y, z),

h(ex +y, 1z +y) = h&x, z)+ h(y,y) — th(z,y) + th(y, x) i stad
h(z,y) = % (h(x +y,x+y) — h(z,x) = h(y,y)) + % (h(ex +y, @ +y) — h(z,z) — h(y,y)),
h(y,x) = % (h(z +y, 2 +y) — h(z,z) - h(y, y))—% (h(ex +y, 1 +y) — h(z,x) — h(y,y))
czyli (x| Ay) = h(w,y) = h(y, ») = (y| Aw) = (Azly). n
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DEFINICJA 4. Operator A nazywamy dodatnim, jezeli (z|Ax) > 0 dla kazdego x € H.
Piszemy A > 0.
Ze Stwierdzenia 9 wynika, ze operator dodatni jest s.s.

3.1. Wtlasnosci spektralne operatora samosprzezonego.
TWIERDZENIE 11. Jezeli A jest operatorem samosprzezonym, to sp(A) C R.

DowOD: Niech g, A € R i niech A\ # 0. Pokazemy, ze istnieje (A — (X + tu)) ™1, czyli ze
A+ p € rs(A). Poniewaz A jest s.s., mamy szacowanie dla z € H:

1A= A+ ))z]|* = (A= A+ )z | (A= (A + ep))z)
— (A= Nz | (A= Na) + (A= N | —op) + (—upw | (A= Na) + p2]lal
— (A = N2 — ya(Azlz) + A (zlz) — wA(ale) + (el Az) + p2]a]?
= (A= Naz|® + p|l2|* = ullz|?*  (31)
Z tej nieréwnosci wynika, ze operator A — (A + tu1) jest injekcja i odwrotny jest ciagly na
swojej dziedzinie. Wystarczy teraz pokazaé, ze obraz A — (A 4 tu) jest gesty. Wynika to
z ogblnego faktu, ze domkniecie obrazu jest anihilatorem jadra operatora sprzezonego. W
naszym przypadku
(A= (+ ) = A= (A=),

wige z nieréwnosci (31) jadro A — (A — cp) jest trywialne. m

Przydatny bedzie nastepujacy lemat.
LEMAT 2. Jezeli A jest s.s., to

[A]l = sup [(v]Av)| = sup |(v]Av)] (32)
i<t llvll=1

DowOD: 7 definicji normy operatora,

[All = sup  |(v]Aw)],
lloll=1,|wl|=1
wiec wystarczy pokazaé, ze
1
(vl Aw)] < 5 ([l + [w][*) sup [l < 1](z]Az)]. (33)

Nieréwnosé ta jest zachowana, jezeli v zastapimy przez \v, gdzie |A=1, wiec mozemy przyjaé,
ze (v|Aw) jest liczba rzeczywista dodatnia. Dostajemy

(0] Aw)] = (v]Aw) =1 (o] dw) + (w]Av))
= (w4 wlA + ) — (0~ wl A — )
giﬂw+wW+H0wW)?ngA@|
=2 (Il + ) sup. (] A) (31)

llzll<1
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TWIERDZENIE 12. Dla kazdego operatorta A, operator AT A jest dodatni i
|ATAll = [|A]>. (35)

DowOD: Z réwnosci (v|ATAv) = (Av|Av) = || Av||? mamy dodatnioéé, wiec i samosprzezo-
noé¢ AT A. Z Lematu

2
IATA| = sup (v|ATAv) = sup (Av|Av) = sup [Av]® = <SHP ||AU||> = || 4]%.
feli=1 fell=1 feli=1 fell=1

|
Stad juz latwo wynika wazne twierdzenie.
TWIERDZENIE 13. Dla operatora samosprzezonego norma jest rowna promieniowi spektral-
nemu, ||A|| = sr(A).
DowOD: Z poprzedniego twierdzenia || A||2 = ||A2|| i stad A2 || = || A||2", czyli lim ||A™]| .
|
3.2. Twierdzenie spektralne dla operatora samosprzezonego. Dla kazdego opera-

tora w przestrzeni Hiberta ma zastosowanie Holomorficzne Twierdzenie Spektralne 10. W
uzupelnieniu mozna pokazaé zwiazki

sp(AT) =sp(A4),  f(A) = F(AD), gdze f(z) = [(Z) (36)
dla funkcji f € Hol(sp(A)).
DowOD: Réwnoéé sp(AT) = sp(A) jest oczywista. Oczywistym tez jest, ze jezeli f jest

funkcja holomorficzna w otoczeniu sp(A), to funkcja f jest holomorficzna w otoczeniu sp(A).

Mamy
) =5 =) )

T 2m

gdzie v jest tukiem otaczajacym sp(A). Stad tuk ¥ otacza sp(Af) = sp(A). Parametryzujac
~ odcinkiem [0, 1], mamy

T T
Umwhvbi(ﬁy—A>vwmﬁ::3;<Aﬂw@—mlﬂwmm0

= [ GO - AN TG A

L [071]

= [ G- AN G = oo (- AN ()
T Ji01] T 5

:%Ifg_mrv@wzﬂmw

5

Uwzgledniliémy tu fakt, ze parametryzacja t — ~(t) = 7(t) zadaje orientacje przeciwna do
kanonicznej tuku 7. [

Dla operatora samosprzezonego nieréwnosé (I) w Twierdzeniu 10 mozemy zastapié¢ réw-
noscia

[F(A = sup [f(z)]- (37)
z€sp(A)
DowOD: Dla samosprzezonego B mamy(Twierdzenie 13) ||B|| = sr(B) = sup,eqp) |21,

wiec z twierdzenia spektralnego, Twierdzenia 12 i Stwierdzenia 11

IF AP =IF AT FA = I1F A A = I(FHA]
= sup e[ = sup |(ff)(2)]

zesp((F£)(A)) zesp(A)
= sup [f(z)]?=( sup [f(z)])*
z€sp(A) z€sp(A)
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|

Roéwnosé (37) oznacza, ze odwzorowanie Hol(sp(A)) > f — f(A) € B(H) jest izometria,

jezeli wyposazy¢ Hol(sp(A)) w norme || f|| = SUPegp(a) |f(2)]. Mozna wiec je przediuzyé

przez ciagtoéé. Na osi rzeczywistej f(z) = m, wiec z twierdzenia Stone’a-Weierstrassa

dla funkcji o wartosciach zespolonych mamy, ze domknieciem Hol(sp(A)) wzgledem normy

jednostajnej jest cale C(sp(A)), wiec f(A) ma sens dla kazdej funkcji ciaglej na sp(A). W
szczegdlnodei, jezeli f >0, to f = g2 i

Podsumowujac, twierdzenie spektralne dla operatora samosprzezonego mozna sformutowaé
tak:

TWIERDZENIE 14. Niech A bedzie operatorem samosprzezonym. Istnieje jedyne liniowe
odwzorowanie

C(sp(A)) = B(H): f — f(A),

ktére na funkcjach holomorficznych jest réwne zdefiniowanemu poprzednio i posiada naste-
pujace wiasnosci:

(A) jezeli f =1 to f(A) = idy,

(B) jezeli f(x) =z, to f(A) = A,

(C) (f9)(A) = f(A)g(4),

(D) (f(A)T = f(4),

(E) [[f(A)]l = supgeqp(ay [ f(2)],

(F) jezeli AB = BA, to f(A)B = Bf(A),

(G) sp(f(A4)) = f(sp(4)),

(H) jezeli g € C(sp(f(A))), to (go f)(A) = g(f(A)),
(1) jezeli f 20, to f(A) >0

WNIOSEK 2. Jezeli D i D' sa rozlacznymi, izolowanymi podzbiorami sp(A), gdzie A jest
samosprzezony, to podprzestrzenie 1pH i 1p/H sa do siebie ortogonalne.

DowoD: 1plp =0, wiec 1p(A)1p(A) =01z 1p(A)T = 1p(A) mamy
0 = (1p(A)1pr (A | H) = (Lps (AJH | 1p(A)H)

|
3.3. Uogéblnienia twierdzen spektralnych.
Twierdzenie spektralne ma szereg wersji i uogélnien. W przypadku operatoréw samosprze-
zonych mozna rozszerzy¢ klase funkeji do zbioru funkeji borelowsko ograniczonych na sp(A4).
Traci sig przy tym réwnosci (E) i (G) i trzeba sig zadowoli¢ nieréwnoscia || f(A)[| < sup,eqp(ay [f(2)]
i zawieraniem sp(f(4)) C f(sp(4)). Z drugiej strony, Twierdzenie 14 mozna uogdlnié¢ na
przypadek operatoréw normalnych, czyli spelniajacych warunek AAT = At A. Trzeba jedy-
nie réwnoéé (D) zastapi¢ réwnoscia (f(A))T = f(AT).
3.4. Wtlasnosci spektralne samosprzezonego operatora zwartego.
Dla przypomnienia:

TWIERDZENIE 15 ALTERNATYWA FREDHOLMA. Niech A: X — X bedzie zwartym odwzo-
rowaniem przestrzeni Hilberta X w siebie. Mozliwe sa dwie, wykluczajace si¢ sytuacje

(1) dla kazdego g € X istnieje rozwiazanie réwnania (Id — A)f = g,
(2) réwnanie jednorodne (Id — A)f = 0 ma nietrywialne rozwiazanie.
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7 twierdzenia tego wynika natychmiast wazne

TWIERDZENIE 16. Jezeli A € B(H) jest zwarty, to kazde 0 # X\ € sp(A) jest wartoscia
wlasna.

DowOD: Istotnie, jezeli A jest zwarty i A # 0, to z alternatywy Fredholma wynika, ze
A €rs(A) lub A jest wartoScia wlasna. m

WNIOSEK 3. Jezeli A jest s.s. i zwarty, to || A|| lub —||A|| jest wartoscia wlasna.

DOWOD: A jest s.s., wiec st(A4) = || A]|, czyli ||A]| lub —||A|| nalezy do sp(A). Z poprzedniego
Twierdzenia wynika teza. ]

TWIERDZENIE 17 (RIESZ-SCHAUDER). Widmo samosprzezonego, zwartego A nie moze
mieé¢ punktu skupienia réznego od zera.

DowOD: Niech A bedzie zwartym, samosprzezonym operatorem i A # 0 punktem skupienia
sp(A). Oznacza to, ze istnieje ciag sp(A) > A; — X taki, ze \; # N\ # A dla i # j.
Mozemy przyjaé, ze A\; # 0, wiec A; sa wartoSciami wlasnymi. Niech x; beda odpowiednimi,
unormowanym wektorami wlasnymi Az; = A\jz;. Poniewaz A jest samosprzezony, to dla
i F ]

Aj(xslme) = (Njzjles) = (Amjlas) = (25]Azi) = Aiz]z:)

i stad (zj|z;) = 0. Zatem
[ Az; — Azg||> = A7 4+ A3 — 2X% #0.

Oznacza to, ze z ciagu (Axz;) nie mozna wybraé¢ podciagu zbieznego, co przeczy zwartosci
A. [

Przypomnijmy, ze w kazdej przestrzeni Hilberta istnieje baza ortonormalna.

TWIERDZENIE 18 (HILBERT-SCHMIDT). Jezeli A jest operatorem samosprzezonym, zwar-
tym, to w H istnieje ortonormalna baza wektoréow wlasnych.

DowoOD: Niech A # 0 bedzie wartocia wlasnag A. Odpowiednia przestrzen wektoréw wia-
snych jest wymiaru skonczonego i posiada skonczona baze ortonormalna. Przestrzenie wla-
sne odpowiadajace réoznym wartosciom wlasnym sa ortogonalne, wiec podprzestrzen do-
mknieta, rozpieta na wektorach wlasnych niezerowych warto$ci wlasnych ma ortonormalna
baze wektoréw wlasnych. Oznaczmy ta przestrzen V. Jest to podprzestrzen niezmiennicza
operatora A, wiec V' tez jest podprzestrzenia niezmiennicze. Al . jest operatorem samo-
sprzezonym, zwartym, bez niezerowych wartosci wlasnych. Zatem sp(Aly o) = {0}, czyli
|Aly+|| = 0. Dowolna baza ortonormalna w V=1 jest baza wektoréw wlasnych. Razem z
baza w V daje baze ortonormalng wektoréw wlasnych w V @ V1 = H. n

4. Zagadnienie Sturma-Liouville’a.

Zajmijmy sie zgadnieniem wlasnym dla zagadnienia brzegowego na odcinku [a, b]

(—pu') + qu=Mu, u(a) = u(b) = 0 (38)

z odpowiednio regularnymi, rzeczywistymi wspélczynnikami p, q. Chcac stosowaé metody
wypracowane powyzej musimy spojrze¢ na (38) jak na operator dzialajacy w przestrzeni
Hilberta. Jedynym naturalnym kandydatem jest przestrzen L?([a,b]), ale (38) nie jest w
tej przestrzeni odwzorowaniem ciagltym. Zamiast tym odwzorowaniem zajmiemy si¢ jego
odwrotnym. Pokazemy, ze jest ono ciagte, a nawet zwarte. Ograniczmy si¢ do przypadku
p(t) > 0, ¢q(t) > 0 i rozpatrzmy zagadnienia poczatkowe

(—pu')' +qu=0, u(a)=0
(=pv')' +qu=0, v(b)=0. (39)
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Wiemy, ze przestrzenie rozwiagzan dla tych zagadnien sa jednowymiarowe i ich przeciecie
jest zerowe. Istotnie, jezeli u jest rozwiazaniem dla obu zagadnien, to

0= [ vy vamu= [ P gl e o= [ ol o+ gluf?)
[a,b] [a,b] [a,b]

istad ' = 0, czyli u = 0. Niech ug i vo beda niezerowymi, dla wygody rzeczywistymi,
rozwiazaniami zagadnien (39). Poniewaz sa liniowo niezalezne, ich wyznacznik Wronskiego
W (t) = uj(t)vo(t) — up(t)v)(t) jest rézny od zera i z twierdzenia Liouville’a

W (t) = W(a)exp ( /: Zdt) - W(a)l;((?)),

czyli t — W (t)p(t) = W(a)p(a) jest funkcja stala.
Zdefiniujemy funkcje G: [a,b] x [a,b] — R wzorem

1 Huo(s), dla t<
Glt,s) = { vo(®)uols), dla t <5 (40)
pW [ vo(t)uo(s), dla t>s
G jest funkcja ciagla na [a, b] X [a,b], symetryczna, i przy ustalonym ¢
0 oG
o (050 ) +a0 = att
gdzie a(t) jest skokiem s +— —p%G(t, s) w punkcie s = t:
1
a(t) = —p(t)W(uO(t)vé(t) — up(t)vo(t)) = 1.
Wynika stad, ze funkcja w na [a, b], zadana wzorem
b
u(t) :/ G(t,s)f(s)ds
spelnia réwnanie (dla ciaglego f) (—pu')’ + qu = 0 i ponadto
1 fh 1t
=— ds =0, u(b) = — b ds =0
) = i [ uw(@m(s)f(s)ds =0, u®) = i [ un(bun(s) f(s)s 0.
zatem odwzorowanie .
A: f / G(-,8)f(s)ds
a
jest odwrotnym do operatora rézniczkowego L(u) = (—pu’)’ + qu = Au okres$lonego na

funkcjach spelniajacych warunek u(a) = u(b) = 0. A jest operatorem catkowym, z jadrem
cigglym, zatem da sie rozszerzyé¢ do operatora ciaglego w L%([a, b]). Jest to operator zwarty
i samosprzezony (jadro jest symetryczne). Oznaczaé go bedziemy tez przez A, podobnie
relacje A~! oznaczaé bedziemy L. Oczywistym jest, ze jezeli ) jest takie, ze dla niego istnieje

rozwiazanie problemu (38), to " jest warto$cia wlasng A. Wartosci wlasne sa jednokrotne,

bo przestrzen rozwiazan zagadnienia
(—pu'Y +qu=>u, u(a) =0

jest wymiaru jeden. Z réwnosci

Mull = (u[Au) = (u|L(w)) = /[ ) (p(u')? + qu*) > 0
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wynika, ze wartosci wlasne sa dodatnie.

Z Twierdzenia 18 wynika istnienie w L?([a, b]) ortonormalnej bazy wektoréw wiasnych
operatora A (L). Niech ¢,, bedzie taka baza. Funkcje ¢, ® @, tworza baze ortonormalna
w L?([a,b] x [a,b]) i stad

= Z AmnPm (t)‘»on (5)

Mamy wiec
1
3 #n = Alen) 7/ Y anprei(s)en(s)ds = > aner(pilen) = Y arnpr
" k

1
istad ag, = A—ékn. Ostatecznie,
n

1
o> [GIE =Y 1 (a1)
Podsumowujac,

TWIERDZENIE 19.

(1) W L?([a,b]) istnieje baza ortonormalna wektoréw wlasnych operatora L,

(2) wartosci wlasne sa dodatnie,

(3) Wartosa wlasne maja krotnos$é 1 (wymiar przestrzeni wektoréow wilasnych jest 1),
(4)

4 Z < 00, gdzie A\, sa wartosciami wlasnymi L.
TL

TWIERDZENIE 20 (ZASADA MINIMAKS COURANTA). Niech (p,,) beda wartsciami wlasnymi
zwartego, samosprzezonego operatora A w przestrzeni Hilberta H. Zalézmy, ze

M1 2o Z g 2 2 2

Wartos¢ wlasna wystepuje w tym ciagu tyle razy, ile wynosi jej krotnosé (wymiar przestrzeni
wektoréw wlasnych). Wéwczas

tn = inf  sup (z|Az). (42)

DowOD: Niech (e;) bedzie baza ortonormalng wektoréw witasnych taka, ze e; jest wektorem
wiasnym dla wartosci wlasnej p;. Niech V' C H, dim V = n—1, wéwczas V* ma nietrywialne
przeciecie z przestrzenia rozpieta na {ej, e, ..., e, }. Istnieje wiec

rT=awie1 + -+ ape, € VLa ||:EH =1L
Mamy wiec

(x|Az) = wlar|* + -+ pnlan]® = pin, bo JagP + -+ |an]? = |lz)| =1

a stad
sup (z|Az) > p, 1 inf sup (z|Az) > pn
IGVL dimV—nfleVL
[lz|l=1 - |z||=1

Wezmy teraz V =< {ej,e2,...,en_1} >, to V+ =<{en,eni1,...} >idlaxzecV*

(z|Az) = Z/“ (z|e;)]

W szczegélnoscd, (e,|Ae,) = pn, czyli dla tego V

sup (z[Az) = pin
zeVL
el =1
|
Jezeli A jest odwrotny do operatora (nieograniczonego) L, rozwazanego powyzej, to za-
sade minimaks mozna sformulowaé tak (wartosci wlasne sa jednokrotne):
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TWIERDZENIE 21 (ZASADA MINIMAKS COURANTA). Niech (\,) beda wartsciami wlasnymi
operatora L w L?([a,b]). Zalézmy, ze

AL <A< A3 <o <A < -

Wéwcezas
pn = sup inf (z|Lx). (43)
1% zeV+
dim V=n—1 [z|=1

WNIOSEK 4. \, jest monotonicznie rosnaca funkcja p i q.

DowOD: Wystarczy zauwazy¢, ze dla regularnych = = u,

(ulZu) = / (Pl + alul?).

)

|
4.1. Asymptotyka wartosci wlasnych. W zagadnieniu Sturma-Liouville’a
(—pu') +qu=Au, wu(a)=u(b)=0
dokonajmy zamiany zmiennych
LS|
(t)z/ —=ds, == {pu
a /p(s)
Dostajemy zagadnienie
b
—i+4a(r)r=Xx, z(a)=0, z() =0, gdzie | = / ﬁds. (44)
a pL\S

Kropka oznacza rézniczkowanie po zmiennej 7. Zalézmy, ze funkcja a jest ograniczona:
—0 < a(7) € 0. Z monotonicznosci wartosci wlasnych (Wniosek 4) mamy

AT <N, < A9, (45)

gdzie A\, A7) sa wartodciami wlasnymi dla —# + oz, —# — oz. Wiadomo, ze

o nim? _,y  nim?
)\%):712 +o, AL ):712 — o,
wiec (45) oznacza
2,2 2.2
nl;T *U\Ang nl;r +07 (46)
co sie zapisuje tak:
n?n?
Ap = ——— +0(1) (47)
(J: =)
@ /p(s)

Zapis f(n) = O(h(n)) oznacza, ze |f(n)| < ch(n) dla pewnej stalej c.
4.2. Asymptotyka wektorow wlasnych. Zapiszmy réwnanie (44) tak: & + Az = a(7)x.
7 ogdlnych wlasnoéci rownan rézniczkowych zwyczajnych o stalych wspélezynnikach mamy

1
VAn
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Tn(T) = ap sin(v/AnT) + bn cos(v/AnT) + /0 ’ s() @ (t) sin(y/ An (T — t))dt.  (48)



Z warunku unormowania ||x,| = 1 mamy szacowanie

Ts(t)xn(t)sin(m(T—t))dt< ls2 lx,%: 152. (49)
0 0 0 0

Stad i z warunku brzegowego x,,(0) = 0 mamy b,, = 0 oraz

. 1 [,
Tn(T) = an bln(\/ET) + ﬁmn(T), |ma (7)] < /0 $2 < o0. (50)

Warunek unormowania oznacza

l ) l 1 l
1:6@/ sin(y/Ant)dt + —on / sin2(\/)\nt)mn(t)dt+)\—/ m2 (t)dt
0 0 n JO

VAn
l sin(2v/A\pl) 1 1
_ 2" n 2 =
_a'n2 4\/2 a, + \/TnpnavL + )\nQna

gdzie (p,), (gn) sa ciagami ograniczonymi. Poniewaz A\, — oo przy n — oo, to z (51)
wynika ograniczonosé ciagu (a,). Wobec tego

l 1 2 1
_ 27 - : — z -
1—an2+0( T\n) iap \/;—&—O( T\n)

2a(7) = ﬁ sin(v/An7) + O(—s). (52)

An

(51)

i stad

Pozostalto do oszacowania sin(v/A,7). Mamy z (47)

n2n? n2n? 1
Ap = R +0(1) = e <1+O <n2>> )

sin(y/Au7) = sin("7) + 0 (i) .

i w konsekwencji,

5. Operatory Sladowe.

Podstawowym przykladem zwartego operatora byl operator catkowy. WidzieliSmy, ze
dla takiego operatora, oprécz normy operatorowej mozemy rozpatrywac¢ mocniejsza od niej
norme L? jadra operatora. Norma ta jest rtéwna (Twierdzenie 19) sumie kwadratéw wartosci
wtlasnych. Zajmiemy sie teraz doktadniej tymi relacjami.

5.1. Rozklad biegunowy. Niech A € B(H), wéwczas ATA jest dodatnim operatorem
samosprzezonym, wiec z Twierdzenia Spektralnego 14 istnieje dodatni pierwiastek kwadra-
towy z ATA. Oznaczmy go |A| i nazwijmy modulem A. Oczywiscie |AA| = |\||A], ale nie
jest prawda, ze w ogdlnosci |Af| = |A|, |AB| = |A||B|i |A+ B| < |A| + |B|.

Przypomnijmy, ze operator U € B(H) jest izometrig, jezeli ||U(x)|| = ||z| dla kazdego
x € H. U nazgywamy czesciowq izometrig, jezeli |U(x)| = ||z|| dla kazdego = € (kerU)*.
Operator U definiuje injekcje (ker U)*~ — im U. Z tego, ze U jest czeéciows izometria wynika,
ze odwzorowanie odwrotne imU — (ker U)' jest ciagle, zatem z twierdzenia o wykresie
domknietym im U jest podprzestrzenia domknieta. Mamy wiec

H=kerU @ (kerU)*" = (imU)* @imU.

Operator U obciety do (ker U)* jest unitarnym odwzorowaniem z (ker U)* do im U.
Z formuly polaryzacyjnej wynika, ze dla x,y € (ker U)+ mamy réwnosé

(UTUz|y) = (Uz|Uy) = (z]y), czyli UlUz =2 dla z € (kerU)™,

zatem Ut = U~! na im U. Wynika stad, ze UT jest tez czeiciowa izometria. Podsumowujac,
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STWIERDZENIE 10. Jezeli U jest czasciowa izometria, to

(1) U tez jest czesciowa izometriag i UT = U~! naimU,

(2) U'U i UU' sa operatorami rzutu ortogonalnego, odpowiednio na podprzestrzenie
(kerU)+ iimU.
Druga wlasno$é¢ w pelni charakteryzuje czesciowe izometrie:

STWIERDZENIE 11. Jezeli UTU i UU' sg operatorami rzutowymi, to U jest czesciowa izo-
metria.

DowoD: ker UT = (im U)*, wiec

U:(kerU)* —imU
Ul:imU — (kerU)* (53)
saa injekcjami.
UTU: (kerU)* — (ker U)*

jest injekcja i rzutem, wiec imUTU = (ker U)* i w konsekwencji, im U = (ker U)* oraz
imU = (ker UT)* (obrazy U i Ut sa domkniete). UTU jest wiec rzutem na (ker U)* a UUT
rzutem na im U. Dla z € (ker U)+ mamy zatem

lz* = (U'Uz|z) = (Uz|Uz) = ||Uz||*.

Jestedmy gotowi do sformultowania i dowodu waznego twierdzenia.

TWIERDZENIE 22 (O ROZKLADZIE BIEGUNOWYM). Niech A € B(H). Istnieje czesciowa izo-
metria U taka, ze A = U|A|, gdzie |A| = VAYA. U jest jednoznacznie okreslone warunkiem
ker U = ker A. Ponadto imU = im A.

DowOD: Okreslmy odwzorowanie U:im |A| — im A warunkiem
U(|Alz) = Az. (54)
Sprawdzamy, ze wzor ten okre$la odwzorowanie:
1Al2]* = (z | [A]z) = (2|ATAX) = || Az,

wiec ker |[A] = kerA i (JA|lz = |Aly) = (Az = Ay). Wzér (54) okrela odwzorowa-

nie izometryczne. Przedluzamy je do izometrii U:im |A| — im A. Kladac Uz = 0 dla
x € ker A = ker |[A] = (im |A])* dostajemy czedciowa izometrie. Jednoznaczno$é i réwnosé
imU = im A sg oczywiste. [

5.2. Forma kanoniczna operatora zwartego.

TWIERDZENIE 23. Niech A € B(H) bedzie zwartym operatorem. Istnieja uklady ortonor-
malne wektoréw (e,,) i (fy), oraz ciag liczb dodatnich (\,,) takie, ze

Az = Z An(€n|T) fr-

DowOD: A jest zwarty, wiec réwniez AT oraz AT A sg zwarte. AT A jest ponadto samosprze-
zony, wiec z Twierdzenia 18 istnieje uktad ortonormalny (e,, ) wektoréw wlasnych At A, odpo-
wiadajacych niezerowym wartosciom wlasnym. Tworza one baze ortonormalng w (ker A)*.
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Niech u,, beda odpowiednimi wartosciami wlasnymi. Oczywiscie, u.,, sa dodatnie, wiec niech

1
An = /- Kladziemy ¢,, = )\—Aen. (fn) jest ukladem ortonormalnym:

1
(fn|f7n) = )\ Aen ‘ AenL) = < ATAen ‘ enL)
Lhn

= Ao\ (en|€m) = 6nm~ (55)

Ponadto, jezeli & = x1 + 2, gdzie x5 € ker A, 2, € (ker A)*, to

Ar = Axq = A(Z enlx)en) Z)\ (en]T) fn

|
Liczby A, nazywane sa liczbami charakterystycznymi (singularnymi) operatora zwartego
A. Sa to wartosci wlasne |A|.

5.3. Przestrzen operatoréw Ssladowych. W dalszym ciagu zaktada¢ bedziemy, ze H jest
o$rodkowa przestrzenia Hilberta.

TWIERDZENIE 24. Niech A bedzie samosprzezonym, dodatnim operatorem w H i niech (e;,)
bedzie baza ortonormalng w H. WielkoS¢ ), (en|Aey) nie zalezy od wyboru bazy.

DowoD: Niech (e,,), (f,) beda dwiema bazami ortonormalnymi w H. Mamy (szeregi sa o
wyrazach dodatnich)

Z(en‘Ae”) = Z(A%enLA%en) - Z HA%(B.,LH

n n

—Z<Z|fmlA2en )—Z(ZA fmlen)] )

m n

=D A2 fall = D (Ful Af) (56)

Liczbe Y, (en|Aey) nazywamy Sladem operatora A i oznaczamy tr A.
STWIERDZENIE 12. Wilasnosci sladu:

(a) tr(A+ B)=trA+trB,

(b) tr(AA) = Atr A dla A > 0,

(c) 0SALBtotrA<trB,

(d) tr(UAUY) = tr A dla unitarnego U.

DowoD: Punkty (a), (b) i (c) sa oczywiste. Dowodzimy (d). Jezeli (e,,) jest baza ortonor-
malna, to réwniez (Ue,) jest bazg ortonormalna. Mamy zatem

trA = Z(en‘Aen) = Z(U_1U€n|AU_1U6n)

n

= (Uen[UAU ' Ue,) = tr(UAUY). (57)

n

DEFINICJA 5. Operator A € B(H) nazywamy sladowym, jezeli tr|A| < co. Zbiér operato-
ré6w $ladowych oznaczamy B*(H).

Zajmiemy si¢ wlasnosciami zbioru B!(H). Przydatny nam bedzie nastepujacy prosty le-
mat.
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LEmAT 3. Kazdy operator A € B(H) jest kombinacja liniowa czterech operatoréw unitar-
nych.

DowOD: Wiemy, ze kazdy operator jest kombinacja liniowa dwéch operatoréw samosprze-
zonych:
1 + L. "
A= §(A+A ) — i(l(A_A ),
wiec wystarczy pokazaé, ze kazdy operator samosprzezony jest kombinacja dwoéch operato-
réw unitarnych. Przyjmijmy, ze A jest s.s. i ||A]| < 1, czyli ze vid — A2 jest dobrze okreslony.

Mamy
1 1
A= i(A +1V/id —A2) + 5(‘4 —1y/id —A?)
i sprawdzamy, ze (A + 1v/id —A?) sa operatorami unitarnymi:

(A411V/id —A2)(A+1/id —A2)T = (A+1V/id —A2)(A—1V/id —A2) = A%+ (V/id —A2)? = id

|
TWIERDZENIE 25.

(a) BY(H) jest przestrzenia wektorowa,
(b) jezeli A € BY(H), to dla B € B(H) mamy AB, BA € B'(H),
(c) jezeli A € BY(H), to AT € BL(H).

Inaczej méwiac, B (H) jest t-idealem.

DowoOD: (a) Z réwnoéei [AA| = |A]|A] i z punktu (b) Stwierdzenia 12 mamy jednorodnosé
B'(H). Niech teraz A, B € BY(H). Z rozkladéw biegunowych

A+B=UlA+B|

A =V|A4],
B =W|Bj (58)
dostajemy
Z(en | |[A+ Ble,) = Z(en | UT(A"‘B)en) < Z |(en | UTAen)‘ + Z |(en | UTBen)|~
Ale

Y len | UTAen)l =D len | UTVIAlen)| = Y 1(IAIFVIUen | |AlZen)]

N
) : (59)

(60)

<> [litvive,

[14tten

2)2 (ZH'AW”

< (s faevoe,
n
wiec wystarczy teraz pokazaé, ze

}:HLﬂ%vﬁUen

2

2
>,
n

Wybierzmy baze (e,,) tak, by jej elementy nalezaty do ker U lub do (ker U)~+. Z punktu (d)
Stwierdzenia 12 mamy

2
2:)“A1%VTUenH =3 (VIUe, | |AIVIUe,) < te(VIAVT).

n
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Podobnie,
r(VIA[VT) <er(|A) =D (enllAlen) = D [IIAlZenl.

n

(b) Z Lematu wynika, ze wystarczy rozpatrze¢ unitarne B. Dla unitarnego B mamy
|UA|? = ATUTUA = |A? i

|AU|?> = UTATAU = U|A|UTU|A|UT = (U|A|U!)?

istad tr|AU| = tr(UJA|UY) = tr |A| = tr |UA].

(¢) Niech A = U|A| i AT = V|AT| beda rozkladami biegunowymi, wéwezas |Af|2 =
U|A|V|AT| i stad |AT| = U|A|V. Jezeli A € B'(H) to réwniez |A| € B'(H) i z punktu (b)
wynika U|A|V € B*(H). W konsekwencji, |AT| € BY(H) i AT = V|At| € B}(H). m

Dowodzac punkt (a) powyzszego twierdzenia pokazaliSmy, ze tr(A + B) < tr(A) + tr(B).
Mamy tez réwnosé ||Az|| = ||| A|z|| i stad réwnosé | A|| = |||Al||, a poniewaz | A| jest s.s, wiec

1
[A]l = [I[A[ll = sup (z[|Alz) = Sup, A2 z]].

llzll=1

Mamy tez x = > (en|x)e, i stad nieréwnodé
1 1
1422] < D7 I(eala)l|AZen] < D7 A en]| = tr|A]
n n

i ostatecznie

[A]l = IAJIF < tr(|A]), (61)

zatem funkcja
[l:: BY(H) — R: A [|Al|, = tr(|A])

jest norma, mocniejsza od normy operatorowej w B(H).

TWIERDZENIE 26. B(H) z norma || ||; jest algebra Banacha. Ponadto, dla A € Bl(H),
B € B(H)
IABlx < [[AlllIBIl,  [[BA[l < [[All[|B]]- (62)

DowOD: Pokazemy najpierw zupetosé przestrzeni B*(H) w normie || ||;. Niech (4,,) bedzie
ciagiem Cauchy’ego wzgledem normy || ||;. Jest to tez ciag Cauchy’ego w normie || ||, wiec
istnieje jego granica A (przestrzen B(H) z norma || || jest zupelna). Niech P bedzie rzutem
na podprzestrzen wymiaru skonczonego. Oczywistym jest, ze dla B € B(H)
tr(|B|) = sup tr(P|B|P) (63)
P
ize

l14—Aull = lm |4y~ Ayl astad [PJA—A4,[P| = lm_[[P|A, — A,|P].

Poniewaz w przestrzeni wymiaru skonczonego wszystkie normy sa rownowazne, dostajemy,
uwzgledniajac (63),

tr(P|A — A,|P) = lim tr(P|A,, — A,|P) < lm tr(|A, — A,|).

(A,,) jest ciagiem Cauchy’ego wzgledem || ||1, wiec granica lim,, o tr(| A, — A,|) istnieje,
a poniewaz P bylo dowolnym rzutem, dostajemy, ze A — A,, € B1(H) i

|A— Ayl < lim ||A, —Aplh —— 0.
m— 00 n—oo
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Niech teraz A € BY(H), B € B(H) i niech beda rozkladami biegunowymi. Z Twierdze-
nia 31 (bedzie udowodnione péZniej) wynika, ze
tr(|BA|) = tr(VBU'|A|7|A|7) = tr(|A|2 VBUT|A|7)
= (el AIFVBUT|A[Fe) = D (|A|Z x|V BUT|Al2 ey,)

k k
<Y MARel IVBUTAZe] < 1B IAIZex]? = ||B] tr(|Al)
k k

Podobnie, pierwsza nier6wnosé dostajemy, korzystajac z punktu (d) Stwierdzenia 12, Twier-
dzenia 31 i rozkladéw biegunowych A = U|A|, AB =V|AB|:

tr(|AB|) = tr(VIU|A|B) = tr(VIU|A|BVIUUTV) = t2(|A|BVU) = tx(|A|> BVIU|A|?)
= > (el AP BVIU|A|2ex) < || B| tr(|A])
k

|
TWIERDZENIE 27. Kazdy operator sladowy jest zwarty. Operator zwarty A jest sladowy
wtedy 1 tylko wtedy, gdy > A\, < 00, gdzie A, sa liczbami singularnymi operatora A.
DowoOD: Niech (ey) bedzie baza ortonormalna w H, a V;, podprzestrzenia rozpieta na pierw-
szych n-wektorach bazy. Zdefiniujmy operator A,, wzorem

n

Apx = Z(ek|m)Aek. (64)
k=1

Jest to operator skonczenie-wymiarowy. Pokazemy, ze A jest granica (A,) w normie opera-
torowej. Mamy x = >, (ex|z)er, i stad Az = >, (ex|r)Aey, wiec z (64) dostajemy

(A— A,z = Z (ex|x)Aer, 1 [|JA—A,| = sup ||[(A—A,)z|| = sup || Az||.
k=nt1 flzll=1 zeV,llzfl=1

A jest operatorem $ladowym, wiec |A]? tez i tr|A]? = Y, ||Aex||. Biorac e,41 = x dosta-
Jemy

oo n
| Az||? = | Aepta|* < Z | Aex||* = tr |A]* — Z | Aex|?
k=n-+1 k=1
i stad
n
[A—A, > = sup [Az|* <tr]|A]? - Z || Aex||> —— 0.
zeVit |z)=1 1 e

A jest zwarty, bo jest granica operatoréw skonczenie-wymiarowych.
Niech teraz A bedzie operatorem zwartym i Az = >, Ay (ex|z) fr jego forma kanoniczna
(Twierdzenie 23). ey jest tu wektorem wlasnym |A|, a A\; jego wartoscia wlasna. Zatem

trlAl = (ex | |Alex) =Y An.
k k
|
Podsumowujac, operatory sladowe tworza, podobnie jak operatory zwarte, ideal w alge-
brze operatoréw. Operatory zwarte tworza ideal domkniety w B(H), podczas gdy przestrzen
operatoréow sladowych nie jest domknieta. Jest zupelna ze wzgledu na norme $ladowa.
5.4. Operatory Hilberta-Schmidta. Operator A € B(H) nazywany jest operatorem
Hilberta-Schmidta jezeli At A jest operatorem §ladowym, tzn. tr(AfA) < co. Zbiér operato-
ré6w Hilberta-Schmidta oznaczaé bedziemy B?(H). Podobnie jak w przypadku operatoréw
Sladowych dowodzi sie¢ nastepujace twierdzenie.
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TWIERDZENIE 28.

(a) B%(H) jest f-ideatem w B(H),
(b) jezeli A, B € B%(H), to dla kazdej bazy ortonormalnej (e,) szereg

> (ex|ATBey)

k

jest zbiezny bezwzglednie i jego suma nie zalezy od wyboru bazy,
(¢) forma péltoraliniowa

(A[B)2 = (ex|ABey),
k

definiuje na B?(H) strukture przestrzeni Hilberta,
(d) mamy nieréwnosci ||A|| < ||Allz < ||All1 1 réwnosé || Al = ||A|2,
(e) kazdy operator Hilberta-Schmidta jest zwarty i operator zwarty A jest Hilberta-Schmidta

wtedy i tylko wtedy, gdy > A2 < oo, gdzie \,, sa liczbami singularnymi A,
(f) operatory skoniczenie-wymiarowe tworza zbiér gesty w B2?(H),
(g) jezeli A, B € B%(H), to AB € B*(H).

DowODb:
|

Ponizsze twierdzenie pokazuje, ze operatory Hilberta-Schmidta sa naturalnym uogdlnie-
niem operatoréw catkowych.

TWIERDZENIE 29. Niech (M, i) bedzie przestrzenia z miara i niech H = L?(M, 11). Operator
A € B(H) jest Hilberta-Schmidta wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje K € L*(M x M, ® p)
takie, ze

(Af)(z) = /K(x,y)f(y)du(y)-
Ponadto,
413 = [ 15 ) Pan(o)uto).

DowOD: Jest analogiczny do dowodu w przypadku H = L2([0,1]). Niech K € L*(M x

M, p®p) iniech Ax bedzie odpowiednim operatorem caltkowym. Oszacujmy Ay f w normie
LM, p):

/\Af(x)fdu(x) </(/IKA(%y)f(y)ldu(y))Qdu(fv)
</(ﬂKﬁ@@@@/ﬁﬂW@@)wm=/V%wmw//mﬁwww@,

czyli
[Af 2 < [Kaz, y)ll2 )£l 22

Oznacza to, ze K4 € L*(M x M, u ® i) definiuje ciagty operator A: L2(M, ) — L%(M, 1)
z szacowaniem normy ||A| < || Ka(x, )| L2-

Zwarto$¢ udowodnimy pokazujac, ze A jest granicg operatoréw skonczenie-wymiarowych.
L?(M, u) mozna wybraé przeliczalna baze ortonormalna (¢, ). Funkcje @nm (2, y) = ©n(2)om(y)
tworza baze ortonormalna w L?(M x M,y ® u). Mamy wigc

Ky= Zanm<pnma AKf = Zanm(@n | f)SDm

n,m n,m
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Oznaczmy przez Py rzut ortogonalny na podprzestrzen rozpieta przez N pierwszych wek-

torow bazy. Mamy
N

PyAPNf = Z anm(‘Pn | f)‘Pm

n,m=1

Stad Py APy — A w normie operatorowej, bo jadra zbiegaja w L?(M x M, u®@u). Obliczamy
slad
r(Ak Ap) = > [Axenl® =D lonml? = |K| 2,

wigc odwzorowanie K — Ay jest izometrig przestrzeni L?(M x M, u @ p) w B2(H). Teza
wynika z faktu, ze kazdy operator skonczenie-wymiarowy mozna przedstawié¢ jako catkowy,
a operatory skofczenie-wymiarowe tworza zbiér gesty w B2?(H). [

5.5. Slad operatora $ladowego.

TWIERDZENIE 30. Niech A € B*(H) i niech (e,) bedzie baza ortonormalna w H. Szereg
> (en|Aey) jest zbiezny bezwzglednie 1 jego suma nie zalezy od wyboru bazy.

DowOD: Z rozkladu biegunowego A mamy A = U|A|z|A|Z i stad
(el Aer)| = [(|AIZUer, | |AlZer)| < |AIZU er [[|AlZ exl.

Zatem

D=

<Z||A|%ek|2> :

k

> (exlAer)] < DA U er] [[[A]7 exl| < (Z |||A|%UT|ek2>
k k k

a poniewaz |A|2UT i |A|2 naleza do B2(H), to szereg jest zbiezny. Niezaleinosé od wyboru
bazy dowodzi sie tak samo jak w przypadku dodatniego A. n
Sume szeregu Y (e, |Ae,) nazywamy Sladem operatora A i oznaczamy tr A.
Uwaga! Zbiezno$é bezwzgledna szeregu Y (e,|Ae,) dla pewnej bazy nie wystarcza, by
A byt §ladowy. Musimy mie¢ zagwarantowang zbieznos$¢ dla wszystkich baz.

TWIERDZENIE 31. Wlasnosci sladu:

(a) tr jest funkcjonalem liniowym,,
(b) tr AT =tr 4,
(c) tr(AB) = tr(BA) dla A € B'(H) i B € B(H).

DowOD: Dwa pierwsze punkty sa oczywiste. Dowodzac punkt (c) wystarczy sie ograni-
czy¢ do unitarnych B, bo kazdy operator jest kombinacja liniowa czterech unitarnych. Dla

unitarnego B mamy

tr(AB) = (en|ABey) = > (B'Be,|ABe,) = Y (Be,|BABe,) = tr(BA).
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