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ANALIZA FUNKCJONALNA II (2015/2016)

1. Widmo operatora zwartego i operatora samosprzezonego.

Niech H bedzie przestrzenia Hilberta i B(H) zbiorem operatoréw ograniczonych w H.
Zbiorem rezolwentowym operatora A € B(H) nazywamy zbidr

rs(A):={z€C: zIdy —A jest odwracalny w B(H)}. (1)
Widmem (spektrum) sp(A) operatora A nazywamy dopelnienie zbioru rs(4) w C

sp(A) = C\rs(A).

Element widma A\ nazywamy wartoscig wtasng, jezeli AIdy —A ma nietrywialne jadro.
Zbiér wartosci wlasnych nazywamy widmem punktowym (czysto punktowym) i oznaczamy
sp,(A). Poniewaz zbiér operatoréw odwracalnych jest otwarty w B(H), zbiér rezolwentowy
jest otwarty a spektrum jest zbiorem domknietym. Liczbe

sr(A) = su?A) |z]
zZESp

nazywamy promieniem spektralnym operatora A. W Twierdzeniu 29 pokazemy, w wiekszej
ogoblnosci, ze zachodzi formuta Gelfanda-Beurlinga:

(2)

Struktura przestrzeni Hilberta pozwala wprowadzié operacje sprzezenia w B(H). Latwo
sprawdzamy, ze ||AT|| = || A||. Przydatne bedzie nastepujace stwierdzenie.

sr(A) = lim || A"

STWIERDZENIE 1. A jest operatorem samosprzezonym wtedy i tylko wtedy, gdy (z|Ax) € R
dla kazdego x € H.

DowoOD: Jezeli A jest s.s. (samosprzezony), to (z|Ay) = (Ax|y) i stad

(z|Az) = (Az|x) = (z|Ax).

Aby dowies¢ wynikanie w druga strone przypomnijmy wzory polaryzacyjne. Oznaczmy
Wz, y) = (z|Ay). Mamy

h(z +y,z +y) = h(z,x) + h(y,y) + h(z,y) + h(y, ),

h(ex +y, 1z +vy) = h(z,x) + h(y,y) — th(z,y) + th(y, x) i stad
h(y,z) = % (h(z +y,z+y) — h(z,z) — h(y, y))—é (h(ex +y, 1w +y) — h(z,z) — h(y,y)),
czyli (x|Ay) = h(z,y) = h(y, z) = (y|Az) = (Az]y). n

DEFINICJA 1. Operator A nazywamy dodatnim, jezeli (z|Ax) > 0 dla kazdego x € H.
Piszemy A > 0.

Ze Stwierdzenia 1 wynika, ze operator dodatni jest s.s.

1.1. Wlasnosci spektralne operatora samosprzezonego.

TWIERDZENIE 1. Jezeli A jest operatorem samosprzezonym, to sp(A) C R.
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DowoOD: Niech pu, A € R i niech 4 # 0. Pokazemy, ze istnieje (A — (A + )™, czyli ze
A+ p € rs(A). Poniewaz A jest s.s., mamy szacowanie dla z € H:
1A = A+ w)zl* = (A= A+ )z | (A= (A +p)z)
= (A= Nz | (A= N2) + (A= Nz | —opz) + (—opz | (A= Naz) + p?||z]|
= (A = Nz|* = ep(Az|z) + pX(z]z) — cpd(@]z) + p(e|Az) + p?|l]?
= (A= Nz|* + p?||2* = pllz]*  (3)
Z tej nieréwnosci wynika, ze operator A — (A + ¢u) jest injekcja i odwrotny jest ciagly na
swojej dziedzinie. Wystarczy teraz pokazaé, ze obraz A — (XA + tu) jest gesty. Wynika to
z ogblnego faktu, ze domkniecie obrazu jest anihilatorem jadra operatora sprzezonego. W
naszym przypadku
(A= (A ) = A= (A= up),
wiec z nieréwnosei (3) jadro A — (A — 1) jest trywialne. m
Przydatny bedzie nastepujacy lemat.
LEMAT 1. Jezeli A jest s.s., to
[All = sup |(v[Av)|] = sup [(v]Av)] (4)

llvll<1 llvll=1
DowOD: 7 definicji normy operatora,

[All= sup  [(v]Aw)],
loll=1,jlw]=1

wiec wystarczy pokazaé, ze

1
(vl Aw)| < 5 ([[v]* + [lw]*) sup |(z]Az)] ()
llzll<1
Nieréwnosé ta jest zachowana, jezeli v zastapimy przez Av, gdzie |A| = 1, wiec mozemy

przyjaé, ze (v|Aw) jest liczba rzeczywista dodatnia. Dostajemy w tym przypadku

1
|(v]Aw)] = (v]Aw) =5 ((v]Aw) + (w]Av))
1
=7 (0 +wlAlv +w)) = (v - w|A(v —w)))
1
<7 (v +w|® + v —w|®) sup |(zAz)l
4 lzll <1
1
=5 (Iol* + [[w]?) sup |(z|Az)| (6)
2 el <1
|
TWIERDZENIE 2. Dla kazdego operatora A, operator AT A jest dodatni i
|ATA|l = (| Al (7)

DowoD: Z réwnosci (v|Af Av) = (Av|Av) = || Av||?> mamy dodatnioéé, wiec i samosprzezo-
noéé¢ ATA. Z Lematu

2
IATA| = sup (v|ATAv) = sup (Av|Av) = sup [Av]® = <Sup ||AU||> = || A]%.
feli=1 Joll=1 Iell=1 fell=1

Stad juz latwo wynika wazne twierdzenie.



TWIERDZENIE 3. Dla operatora samosprzezonego norma jest réwna promieniowi spektral-
nemu, ||A|| = sr(A4).

DowOD: Z poprzedniego twierdzenia ||A||2 = ||A2|| i stad ||A%"|| = ||A||*". Z formuly (2)
Gelfanda-Beurlinga dostajemy dostajemy lim [|A™ || = ||A]. m

1.2. Wlasno$ci spektralne samosprzezonego operatora zwartego.
Dla przypomnienia:

TWIERDZENIE 4 ALTERNATYWA FREDHOLMA. Niech A: X — X bedzie zwartym odwzo-
rowaniem przestrzeni Hilberta X w siebie. Mozliwe sa dwie, wykluczajace si¢ sytuacje

(1) dla kazdego g € X istnieje rozwiazanie réwnania (Id — A)f = g,
(2) réwnanie jednorodne (Id — A)f = 0 ma nietrywialne rozwiazanie.

7 twierdzenia tego wynika natychmiast wazne

TWIERDZENIE 5. Jezeli A € B(H) jest zwarty, to kazde 0 # X € sp(A) jest wartoscia
wlasnag.

DowOD: Istotnie, jezeli A jest zwarty i A # 0, to z alternatywy Fredholma wynika, ze
A €1s(A) lub A jest wartoscia wlasna. m

WNIOSEK 1. Jezeli A jest s.s. i zwarty, to ||Al| Iub —||A|| jest wartoscia wlasna.

DOWOD: A jest s.s., wiec st(A4) = || A]|, czyli ||A]| lub —||A|| nalezy do sp(A). Z poprzedniego
Twierdzenia wynika teza. ]

TWIERDZENIE 6 (RIESZ-SCHAUDER). Widmo samosprzezonego, zwartego A nie moze mieé¢
punktu skupienia réznego od zera.

DowOD: Niech A bedzie zwartym, samosprzezonym operatorem i A # 0 punktem skupienia
sp(A). Oznacza to, ze istnieje ciag sp(A) > A; — X taki, ze \; # N\ # A dla i # j.
Mozemy przyjac, ze A\; # 0, wiec \; sa wartoéciami wlasnymi. Niech x; beda odpowiednimi,
unormowanym wektorami wlasnymi Az; = A\jz;. Poniewaz A jest samosprzezony, to dla
]

Aj(@jles) = (Vg loe) = (Axjle:) = (2] Azi) = Ai(ay]ai)

istad (zj]z;) = 0. Zatem
|Az; — Az;||* = A7 + /\5 — 2X% £ 0.

Oznacza to, ze z ciagu (Az;) nie mozna wybraé¢ podciagu zbieznego, co przeczy zwartosci
A. [

Przypomnijmy, ze w kazdej przestrzeni Hilberta istnieje baza ortonormalna.

TWIERDZENIE 7 (HILBERT-SCHMIDT). Jezeli A jest operatorem samosprzezonym, zwar-
tym, to w H istnieje ortonormalna baza wektoréow wiasnych.

DowOD: Niech A # 0 bedzie wartoscia wlasna A. Odpowiednia przestrzen wektoréw wla-
snych jest wymiaru skonczonego i posiada skonczona baze ortonormalna. Przestrzenie wia-
sne odpowiadajace réznym wartoéciom wlasnym sa ortogonalne, wiec podprzestrzen do-
mknieta, rozpigta na wektorach wlasnych niezerowych wartoséci wlasnych ma ortonormalng
baze wektoréw wlasnych. Oznaczmy ta przestrzen V. Jest to podprzestrzen niezmiennicza
operatora A, wiec V1 tez jest podprzestrzenia niezmiennicze. Aly 1 jest operatorem samo-
sprzezonym, zwartym, bez niezerowych wartosci wlasnych. Zatem sp(Aly ) = {0}, czyli
| Al 1|| = 0. Dowolna baza ortonormalna w V= jest baza wektoréw wlasnych. Razem z
baza w V daje baze ortonormalng wektoréw wtasnych w V @ V+ = H. m



2. Zagadnienie Sturma-Liouville’a.

W klasycznym sformutowaniu zagadnienie Sturma-Liouville’a jest zagadnieniem wlasnym
dla zagadnienia brzegowego na odcinku [a, b]

(—pu) +qu=du, wu(a)=u(d)=0, p(t)>0,q(t)>0 (3)

z odpowiednio regularnymi, rzeczywistymi wspélczynnikami funkcyjnymi p, q. Mozemy tez
ograniczy¢ sie do rzeczywistych funkcji u. Méwiac o zagadnieniu wlasnym zakladamy ze
operator z lewej strony (8) dziala w jednej przestrzeni, np. w przestrzeni Hilberta. Jedy-
nym naturalnym kandydatem jest przestrzen L?([a,b]), ale (8) nie jest w tej przestrzeni
odwzorowaniem cigglym.

Zeby lepiej zrozumieé sytuacje, spéjrzmy na zagadnienie z innej strony. Na przestrzeni
funkcji gladkich rozpatrzmy funkcjonal

1 !
Liur = [ (p(u)? + q(u)?).
2 Jiab)

Oczywistym jest, ze £ da si¢ rozszerzy¢ w sposéb ciaglty do przestrzeni H!([a,b]) funkcji
catkowalnych z kwadratem, ktérych pochodna tez jest catkowalna z kwadratem. L jest zatem
funkcjonatem kwadratowym i ciagtym na H'([a, b)), wigc rézniczkowalnym i jego pochodna

dL: H' ([a,0]) — (H'([a,]))* = H~([a,])

jest odwzorowaniem liniowym i cigglym. Dodajac do £ wyraz % f[a ) (u)? dostajemy funkcjo-
nat £’ réwnowazny kwadratowi normy w H*([a, b]), wiec pochodna §£’ jest izomorfizmem. Z
kolei, pochodna %f[a b (u)? jest izomorfizmem H°([a,b]) — (H°([a,b]))* = H([a,b]), wiec
jej obciecie do H([a,b]) zadaje odwzorowanie zwarte (wlozenie H!([a,b]) — H°([a,b]) jest
zwarte). Wnioskujemy stad, ze 6L jest samosprzezonym odwzorowaniem Fredholma. Funk-
cjonal L jest dodatni, wiec jadro L pokrywa sie z poziomica zerowa L i zawiera sie w
jednowymiarowej podprzestrzeni funkcji stalych.
Zobaczmy, jak wyglada §L(u) dla regularnych wu:

< 6L(u), v >= /[] (pu'’ + quo) = (pu'v) (b) — (pr'v)(a) + /[a,b](‘(p“') +qup,  (9)

wiec dL(u) jest reprezentowane trojka ((pu’)(a), —(pu') + qu)v, (pu’)(b)) (dwie liczby i funk-
cja).

Ograniczmy teraz £ do podprzestrzeni Hg ([a,b]) funkcji zerujacych sie na brzegu: u(a) =
u(b) = 0 (funkcje z H'([a, b]) sa ciagle, wiec ma to sens). Teraz

dL: Hy ([a,b]) — (Hy ([a,0]))* = Hy *([a, b])

Przestrzen dualna H, *([a,b]) jest przestrzenia ilorazowa przestrzeni H~'([a,b]). Dla regu-
larnych w, w (9) znikaja czlony brzegowe i §L(u) jest reprezentowane funkcja —(pu’) + qu.
Ponadto, £ pozostaje Fredholma, samosprzezone, ale teraz jadro jest trywialne i stad 6L
jest izomorfizmem. Mamy wiec odwzorowanie odwrotne, bedace tez izomorfizmem,

(0£)~" Hy ' ([a,b]) — Hg ([a,b]).
Dla regularnych u, 6L£(u) jest reprezentowane funkcja, jest wiec w obrazie naturalnego wto-
zenia J*: HO([a,b]) — Hy*([a,b]), dualnego do wlozenia J: H}([a,b]) — H°([a,b]) (ktére
jest odwzorowaniem zwartym). W konsekwencji, odwzorowanie

T* 0 (5£) " o J: H([a,b]) — H([a, b)) (10)
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jest odwzorowaniem zwartym, a wlasnosci spektralne operatora zwartego sa nam juz znane.
Uwaga. Powyzsze rozumowanie mozna zastosowaé¢ do szerokiej klasy obszaréw w R™ i
operatoréow rézniczkowych zadanych zasada wariacyjna, jak na przyklad w elektrostatyce.
Pokazemy teraz, ze (10) jest operatorem catkowym konstruujac jego jadro calkowe. Za-
miast wiec zajmowac sie zagadnieniem spektralnym (8) zajmiemy sie spektrum operatora
odwrotnego. Pamietajmy, ze p(t) > 0, ¢(t) > 0 i rozpatrzmy zagadnienia poczatkowe

(—pu')' +qu=0, u(a)=0
(=pv')' +qu=0, v(b)=0. (11)

Wiemy, ze przestrzenie rozwiagzan dla tych zagadnien sa jednowymiarowe i ich przeciecie
jest zerowe. Istotnie, jezeli u jest rozwiagzaniem dla obu zagadnien, to

V= / ((=p')' + qu)u = / (pl/|? + qlul®) — ' 5= / (pl'|* + glul®)
[a,b] [a,b] [a,b]
istad v/ = 0, czyli u = 0. Niech ug i vg beda niezerowymi, dla wygody rzeczywistymi,
rozwiazaniami zagadnien (11). Poniewaz sa liniowo niezalezne, ich wyznacznik Wronskiego
W (t) = u(t)vo(t) — up(t)vh(t) jest rézny od zera i z twierdzenia Liouville’a

W(t) = W(a)exp (— /at Zdt) = W(a)i((;‘)),

czyli t — W (t)p(t) = W(a)p(a) jest funkcja stala.
Zdefiniujemy funkcje G: [a,b] x [a,b] — R wzorem

1{ ug(t)vo(s), dla ¢
pW [ vo(t)uo(s), dla ¢

S

G(t,s) =

VoA
»
_
>

G jest funkcja ciagla na [a,b] X [a, ], symetryczna, i przy ustalonym ¢
s, oG
— | —-p— = a(t)d
ds ( pas) 4G = alt)or,
gdzie a(t) jest skokiem s — —pZG(t,s) w punkcie s = t:

a(t) = —p(t) ]%mo(t)vaw b (tuo(t) = 1.

Wynika stad, ze funkcja u na [a, b], zadana wzorem

b
ult) = / G(t,s)f(s)ds

spelia réwnanie (dla ciaglego f) (—pu’)’ + qu = f i ponadto

b b
u(a) = I%/a up(a)vo(s)f(s)ds =0, wu(d) = Z%/a vo(b)up(s) f(s)ds =0,
zatem odwzorowanie
b
A f s / G-, 5)f(s)ds

jest odwrotnym do operatora rézniczkowego L(u) = (—pu’)’ + qu okreslonego na funkcjach
spelniajacych warunek u(a) = u(b) = 0. A jest operatorem catkowym, z jadrem ciaglym,
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zatem da sie rozszerzyé do operatora ciagtego w L?([a, b]). Jest to operator zwarty i samo-
sprzezony (jadro jest symetryczne). Oznaczaé go bedziemy tez przez A, podobnie relacje
A~1 oznaczaé bedziemy L. Oczywistym jest, ze A jest réwny operatorowi zdefiniowanemu
wzorem (10). Oczywistym jest tez, ze jezeli A jest takie, ze dla niego istnieje rozwiazanie

problemu (8), to X jest wartoscia wlasna A. Wartosci wlasne sa jednokrotne, bo przestrzen

rozwiazan zagadnienia
(—pu) +qu=Au, u(a)=0

jest wymiaru jeden. Z réwnosci

Mull = (u[Au) = (u|L(w)) = /[ ) (p(u')* + qu®) > 0

wynika, ze wartosci wlasne sa dodatnie.

7 Twierdzenia 7 wynika istnienie w L?([a,b]) ortonormalnej bazy wektoréw wiasnych
operatora A (L). Niech ¢,, bedzie taka baza. Funkcje ¢, ® ¢, tworza baze ortonormalng
w L?([a,b] x [a,b]) i stad

G(t,s) = Z U Pm () o (8)-

Mamy wiec
1 b
o= Alpn) = /a D anerpi(s)pn(s)ds =Y > anpr(pilen) = Xk:aknwk

1
istad ag, = A—(Skn. Ostatecznie,
n

1
Gl = 55 < oo (13)

Podsumowujac,
TWIERDZENIE 8.

(1) W L?([a,b]) istnieje baza ortonormalna wektoréw wlasnych operatora L,
2) wartosci wlasne sa dodatnie,

(2)
(3) wartosci wlasne maja krotnosé 1 (wymiar przestrzeni wektoréow wilasnych jest 1),
(4)

1
4) > Nz <% gdzie \,, sa wartoSciami wlasnymi L.

n

TWIERDZENIE 9 (ZASADA MINIMAKS COURANTA). Niech (u,) beda wartosciami wlasnymi
zwartego, dodatniego (wiec samosprzezonego) operatora A w przestrzeni Hilberta H. War-
tosci wlasne ukadamy w ciag

By = >0

tak, ze wartosé wlasna wystepuje w tym ciagu tyle razy, ile wynosi jej krotnos$¢ (wymiar
przestrzeni wektoréw wlasnych). Wowczas

tn = inf  sup (z]|Az). (14)

L
dim V=n—1 zeV
[lzll=1

DowOD: Niech (e;) bedzie baza ortonormalng wektoréw witasnych taka, ze e; jest wektorem
wiasnym dla wartosci wlasnej p;. Niech V' C H, dim V = n—1, wéwczas V+ ma nietrywialne
przeciecie z przestrzenia rozpieta na {ej, e, ..., e,}. Istnieje wiec

r=oaie; + -+ apey € VLv ||{L‘H =1L
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Mamy wiec

(@|Az) = mlar? + -+ pnlonl® = pn, bo Jarf* + -+ Jan|* = [laf| = 1

a stad
sup (z|Az) = pn 1 inf  sup (x|Ax) = .

1 \4 i
xEV dim V=n-—1 IGV
[l=ll=1 [lz|l=1

Wezmy teraz V = ({e1,ea,...,en_1}), to VE = {en, eni1,...}) idlaz € V2] =1,

mamy
o0

T = Z(:E|ei)ei, 2||? = Z |(z|e)|* =1 oraz Az = Z,ui(ﬂei)ei.
n n

n

Stad
(2| Az) = > pil(zlen)|” < pn D |(@les)* = pn-
W szezeglnosed, (en|Aen) = pn, czyli dla tego V

sup (z[Ax) = fin.
zeVL
[lzll=1

Jezeli A jest odwrotny do operatora (nieograniczonego) L, rozwazanego powyzej, to za-

sade minimaks mozna sformulowaé tak (wartosci wlasne sa jednokrotne):

TWIERDZENIE 10 (ZASADA MINIMAKS COURANTA). Niech (\,) beda wartosciami wia-

snymi operatora L w L?([a,b]). Zalézmy, ze
O< A <A< i3 < A< eee

Woéwczas
A= sup inf (z|Lz).
v zeV+
dim V=n—1 |lz|=1

WNIOSEK 2. A, jest monotonicznie rosnaca funkcja p i q.

DowOD: Wystarczy zauwazy¢, ze dla regularnych = = u,

(ulLu) = /[ (Pl + gl
a,b

2.1. Asymptotyka wartosci wlasnych. W zagadnieniu Sturma-Liouville’a:

(—pu') +qu = du, u(a)=u(b) =0,

dokonajmy zamiany zmiennych

Dostajemy zagadnienie

— i+ a(r)e =iz, z(0)=0, z(I) =0,

b
1
gdzie | = / ds, a = (fp_zp’)/pZ +q

(16)



a kropka oznacza roézniczkowanie po 7. Zauwazmy, ze

/ab u?(t)dt = /Ol z2(7)dr,

czyli unormowanie u w przestrzeni L?([a, b]) implikuje unormowanie x w przestrzeni L?([0, 1]).
Zal6zmy, ze funkcja a jest ograniczona: —o < (1) < o. Funcja a + o jest zatem do-

datnia i do zagadnienia —% + (a(7) + o)z = (A + o)z mozemy stosowaé zasade minimaksu.
Z monotoniczno$ci wartosci wlasnych (Wniosek 2) mamy

AT <N <A, (17)

gdzie M7, A7) sy wartosciami wlasnymi dla —i + oz, —# — ox. Wiadomo, ze

- n?n? e n?n?
N =TT e A =TT
wiee (17) oznacza
2,2 2,2
nl;T —agAngnlf + o, (18)
co sie zapisuje tak:
n?n?
(e p(S)>

Zapis f(n) = O(h(n)) oznacza, ze |f(n)| < ch(n) dla pewnej stalej c.
2.2. Asymptotyka wektorow wlasnych. Zapiszmy réwnanie (16) tak: & + Az = a(7)z.
Z ogdblnych wlasnosci rownan rézniczkowych zwyczajnych o staltych wspétczynnikach mamy

. 17 .
Tn(T) = an sm(\/ET)erncos(\/ﬂTH\/T? /0 ()@, (1) sin(v/An (7 — £))dE.  (20)

Z warunku unormowania ||z,| = 1 mamy szacowanie

Ta(t)xn(t)sin(\/mT—t))dtg la2 lxg: la2. (21)
0 0 0 0

Stad i z warunku brzegowego x,,(0) = 0 mamy b,, = 0 oraz

. 1 .
Tn(T) = ap sm(mﬂ + ﬁmn(T), | (7)] < /0 o? < oo. (22)

Jeszcze raz wykorzystujemy warunek unormowania:

l 1 l
1 :ai/ sin?(y/ A, t)dt + 261—”/ sin(y/Apt)my, (t)dt + i/ m? (t)dt
0 V )\n 0 )\n 0

:a721£ B 51n(2\/)\nl)ai n 1 it
2 4/ VAn

gdzie (py), (gn) sa ciagami ograniczonymi. Poniewaz A\, — oo przy n — oo, to z (23)
wynika ograniczono$é ciagu (a,). Wobec tego

Yy 1 . _\F 1
17an2+0 o ia,= l+O oW

8

+

1
nH 2
)\nq (23)




a stad
Tn(T) = \/gsin(\/ﬂﬂ + O(

Pozostalo do oszacowania sin(+/A,7). Mamy z (19)

2,2 2,2
M= Loy =T (1+o<

i w konsekwencji,

sin(v/AnT) = sin($7) +0 < ) .

1
VAn

1
n

).



3. Operatory sladowe.

Podstawowym przykladem zwartego operatora byt operator caltkowy. Widzielismy, ze dla
takiego operatora, oprocz normy operatorowej, mozemy rozpatrywaé¢ mocniejsza od niej
norme L? jadra operatora. Norma ta jest réwna (Twierdzenie 8) sumie kwadratéw wartosci
wlasnych. Zajmiemy sie teraz doktadniej tymi relacjami.

3.1. Rozklad biegunowy. Niech A € B(H), wéwczas AfA jest dodatnim operatorem
samosprzezonym, wiec z Twierdzenia Spektralnego 32 istnieje dodatni pierwiastek kwadra-
towy z ATA. Oznaczmy go |A| i nazwijmy modulem A. Oczywiscie |AA| = |\||A], ale nie
jest prawda, ze w ogdlnosci |AT| = |A|, |AB| = |A||B| i |A+ B| < |A| + |B|.

Przypomnijmy, ze operator U € B(H) jest izometrig, jezeli ||U(x)| = ||z| dla kazdego
x € H. U nazywamy czeéciowq izometrig, jezeli |U(x)| = ||z| dla kazdego = € (kerU)*.
Operator U definiuje injekcje (ker U)+ — im U. Z tego, ze U jest czeéciowa izometria wynika,
ze odwzorowanie odwrotne imU — (ker U)* jest ciagle, zatem z twierdzenia o wykresie
domknietym im U jest podprzestrzenia domknieta. Mamy wiec

H=kerU @ (kerU)* = (imU)* @ imU.

Operator U obciety do (ker U)* jest unitarnym odwzorowaniem z (ker U)* do im U.
7 formuty polaryzacyjnej wynika, ze dla z,y € (ker U)* mamy réwnoéé

(UTUz|y) = (Uz|Uy) = (z]y), czyli UUz =2 dla z € (kerU)™,

zatem UT = U~! na imU. Dla dowolnego operatora A € B(H) mamy relacje

(ker A)t = im AT, (ker ATt =im 4, (25)

wiec UT jest izometria na (ker UT)*L.
Wynika stad, ze UT jest tez czesciowa izometria. Ponadto, (UTU)? = UtUUTU = UTU, bo
Ut =U~'naimU, czyli UTU i, podobnie, UU' sa rzutami ortogonalnymi. Podsumowujac,

STWIERDZENIE 2. Jezeli U jest czeSciowa izometria, to

(1) Ut tez jest czesciowa izometrig i UT = U~! naimU,

(2) U'U i UU' sa operatorami rzutu ortogonalnego, odpowiednio na podprzestrzenie
(kerU)* iimU.

Druga wlasno$é¢ w pelni charakteryzuje czesciowe izometrie:

STWIERDZENIE 3. Jezeli UTU i UUT sa operatorami rzutowymi, to U jest czesciowa izome-
trig.

DowOD: Mamy z (25) réwnosé (ker UT)+ =im U, wiec

U:(kerU)* —imU
Ul:imU — (kerU)* (26)
s injekcjami. Odwzorowanie
UTU: (ker U)* — (ker U)*
jest injekcja i rzutem, wiec jego obraz jest domkniety, im UTU = (ker U)*, i w konsekwencji,
imUT = (kerU)* oraz imU = (kerUT)* (obrazy U i U' sy domkniete). UTU jest wiec

rzutem na (ker U)+ a UUT rzutem na imU. Dla z € (ker U)* mamy zatem

lz* = (UUz|z) = (Uz|Uz) = ||Uz||*.

Jestesmy gotowi do sformutowania i ’dowodu’ waznego twierdzenia.

10



TWIERDZENIE 11 (O ROZKLADZIE BIEGUNOWYM). Niech A € B(H). Istnieje czesciowa izo-
metria U taka, ze A = U|A|, gdzie |A] = VAYA. U jest jednoznacznie okreslone warunkiem
ker U = ker A (stad imU =im A i |[A| =UTA).

DowOD: Okreslmy relacje U:im |A| — im A warunkiem
U(|Alz) = Ax. (27)
Sprawdzamy, ze wzdr ten okre$la odwzorowanie, tzn. ze x € ker |A| = x € ker A:
1Af2]* = (z | |A]Px) = (2| ATAX) = || Az,
wiec ker |A| = ker A. Wzér (27) okresla odwzorowanie izometryczne z im |A] do im A:
(UlAlz | UlAje) = (Az | Az) = || Az ||* = || |Alz |*.

Przedtuzamy je do izometrii U:im|A| — im A. Kladac Uz = 0 dla = € ker A = ker |A| =
(im |A|)1 dostajemy czedciowa izometrie. Jednoznacznosé i réwnoéé imU = im A sa oczy-
wiste. UT = U~! na imU = im A, wiec rozktadu A = U|A| wynika réwnoéé |A| = UTA.
|

Ut =U~! naimU = im A, wigc rozkladu A = U|A| wynika réwnoéé |A| = UTA.

3.2. Forma kanoniczna operatora zwartego.

TWIERDZENIE 12. Niech A € B(H) bedzie zwartym operatorem. Istnieja uklady ortonor-
malne wektoréw (ey,) i (fy), oraz ciag liczb dodatnich (\,) takie, ze

DowOD: A jest zwarty, wiec réwniez AT oraz AT A sg zwarte. AT A jest ponadto samosprze-
zony, wiec z Twierdzenia 7 istnieje uktad ortonormalny (e,,) wektoréw wiasnych Af A, odpo-
wiadajacych niezerowym wartosciom wlasnym. Tworza one baze ortonormalng w (ker A)+

Niech u,, beda odpowiednimi wartosciami wlasnymi. Oczywiscie, u,, sa dodatnie, wiec niech

An = /fin. Kladziemy f,, = — Ae,, i sprawdzamy, ze (f,,) jest ukladem ortonormalnym:

An
1 1 1
= Ae, | A =(—A"Ae, | —
(falfm) (A enl 5 em) (An enkmem)
n
= = . 2
oA (€n|em) Onm ( 8)

Ponadto, jezeli x = x1 + 2, gdzie 2o € ker 4, z; € (ker A)*, to

Az = Axq = A(Z (en|z)en) Z)\ (en|2) fn

Liczby A, nazywane sa liczbami charakterystycznymi (singularnymi) operatora zwartego
A. Sa to wartosci wlasne

3.3. Przestrzen operatoréw Sladowych. W dalszym ciagu zaktada¢ bedziemy, ze H jest
osrodkowa przestrzenia Hilberta.

TWIERDZENIE 13. Niech A bedzie samosprzezonym, dodatnim operatorem w H i niech (e;,)
bedzie baza ortonormalng w H. Wielkos¢ ) (en|Aey,) nie zalezy od wyboru bazy.

11



DowoOD: Niech (e,), (f.) beda dwiema bazami ortonormalnymi w H. Mamy (szeregi sa o
wyrazach dodatnich)

Z(en‘Aen) = Z(A%CHA%en) = Z HA%enHQ

n n

—Z(Dfmm )= (St slet)
=D 1A fll = D (Fal Afa) (29)

|

Liczbe ), (en|Aey,) (by¢ moze nieskonczona) nazywamy sladem operatora A i oznaczamy

tr A. Zbiér By (H) operatoréw dodatnich jest stozkiem wypuklym w B(H) (suma operatoréw

dodatnich jest operatorem dodatnim, iloczyn operatora dodatniego przez liczbe dodatnig
jest operatorem dodatnim).

STWIERDZENIE 4. Wlasnosci $ladu tr: By (H) — R..:

(a) tr(A+ B)=trA+trB,

(b) tr(AA) = Atr A dla A > 0,

() 0K AL BtotrAgtrB,

(d) tr(UAU!) = tr A dla unitarnego U.
(e)

t
e) tr(ATA) = tr(AAT).
DowoOD: Punkty (a), (b) i (c) sa oczywiste. Dowodzimy (d). Jezeli (e,,) jest baza ortonor-

malna, to réwniez (Ue,,) jest baza ortonormalna. Mamy zatem

trA=> (en|Aey) = (U 'Uen|AU ' Ue,)

n

=Y (Uen|[UAU ' Ue,,) = tr(UAUY). (30)

Wybierzmy teraz dwie bazy ortonormalne (e;), (f;). Mamy
tr((ATA)) = Z<ei | Al de;) = Z(Aez | Aey)
= ZZ (f | Aei) fy | Aei) = 3 > (fi TAei)(f; | Aei)
= ZZ fi | Aei)(f; | Ae;) = sz(ei | ATf5)
= ZZ ei | Afy)e; | ATf;) = Z(ATfJ | ATfj) = tr(AAT)

Zamiana kolejnosci sumowania dozwolona, bo sumowane sa wyrazy dodatnie. Udowodnili-
$my zatem punkt e). n

DEFINICJA 2. Operator A € B(H) nazywamy sladowym, jezeli tr|A| < co. Zbiér operato-
ré6w $ladowych oznaczamy B!(H).

Zajmiemy si¢ wlasnosciami zbioru B!(H). Przydatny nam bedzie nastepujacy prosty le-
mat.

LEMAT 2. Kazdy operator A € B(H) jest kombinacja liniowa czterech operatoréw unitar-
nych.

12



DowOD: Wiemy, ze kazdy operator jest kombinacja liniowa dwéch operatoréw samosprze-
zonych:

A:%M+AU—%WA—N»

wiec wystarczy pokazaé, ze kazdy operator samosprzezony jest kombinacja dwoch operato-
réw unitarnych. Przyjmijmy, ze A jest s.s. 1 ||A]| < 1, czyli ze vid — A2 jest dobrze okreslony.

Mamy
:%(A—F[,\/ld —A?) A—L\/ld —A2)

i sprawdzamy, ze (A %+ 1vid —A?) sa operatorami unitarnymi:

(A+1V/id —A2)(A+1V/id —A2)T = (A41/id —A2)(A—1V/id — A2) = A%+ (V/id —A42)? = id

TWIERDZENIE 14.

(a) BY(H) jest przestrzenia wektorowa,
(b) jezeli A € BY(H), to dla B € B(H) mamy AB, BA € B'(H),
(c) jezeli A € BL(H), to AT € BL(H).

Inaczej méwiac, B(H) jest t-idealem w B(H).

DowoOD: (a) Z réwnosci [AA| = |A||A] i z punktu (b) Stwierdzenia 4 mamy jednorodnosé
B(H). Niech teraz A, B € B(H). Z rozktadéw biegunowych

A+B=U|A+B|,
A=V]4],
B =W|B| (31)

dostajemy

Z(en | |A+ Ble,) = Z(en | UT(A+ B)ey) Z| en | UTAey) \+Z| en | UTBey,)|.

n n

Ale z nieréwnosci Schwarza w H i dla szeregéw mamy
1 1
Y llen [UTAen)| =Y l(en |UTVIAlen)| = Y [(JAI2VIUe, | [A]2en)]

<> |jlarvive,
5\ 2
) , (32)

< (S anvee,
: (33)

[14tten

2>2<§:HLﬂéen

wiec wystarczy teraz pokazaé, ze

E:HLM%V*Ualz

<3 [1azen

by dosta¢ nieréwnosé

= (Al2en | |Al2en) = tr(|A]) (34)

n

Z]@JUA% < Hmp%

13



Aby pokazaé (33), wybierzmy baze (e,) tak, by jej elementy nalezaly do ker U lub do
(ker U)+. Z punktu (d) Stwierdzenia 4 mamy

3 H|A|%VTUen

Podobnie,

. > (VIUe, | [AIVTUe,) = (Uen | VIAIVTUe,) < tr(VIAVT).

n

a(VIAIVT) < (|A]) = D (enllAlen) Z 11A]2 en .

(b) Z Lematu wynika, ze wystarczy rozpatrzeé¢ unitarne B . Dla unitarnego B = U mamy

|UA|? = ATUTUA = |AJ? i
|AU|> = UTATAU = U|A|UTU|A|UT = (U]A|UY)?
i stad tr [AU| = tr(U|A|UY) = tr|A| = tr|[UA.

(¢) Niech A = U|A| i AT = V|AT| beda rozkladami biegunowymi, wéwezas |AT|2 =
U|A|V|AT|istad |AT| = U|A|V, bo |AT| jest wyznaczona jednoznacznie przez swoje wartosci
na (ker |AT|)+ = im |Af|. Jezeli A € B'(H) to réwniez |A| € B'(H) i z punktu (b) wynika
U|A|V € BY(H). W konsekwencji, |AT| € BY(H) i AT = V|AT| € BL(H). n

Dowodzac punkt (a) powyzszego twierdzenia pokazaliSmy, ze dla dodatnich A, B mamy
nieréwno$é tréjkata tr(A 4+ B) < tr(A) + tr(B). Zatem funkcja

Hl1: B (H) = R: A = || All1 = tx(JAl)
jest norma na B!(H). Mamy tez réwnosé

1Az|* = (Az | Az) = || |Alz ||*

i stad réownosé ||A]l = || |A] ||, a poniewaz |A| jest s.s, wiec
2
1
lAl =114l | = sup (x| ]Al2) = sup | A]¥z]".
llzll=1 llll=1

Mamy tez x = > (en|x)e, 1 stad nieréwnosé
14132 | < 3 Ieala)l || 141en | <
n

1 ostatecznie

1

ZI enl@)*)* ( ZII|A|2€nII )? = (tr|A])2

[Al = AT < te(JA], (35)
zatem norma || ||; jest mocniejsza od normy operatorowej w B(H).
TWIERDZENIE 15. B(H) z norma || ||1 jest przestrzenia Banacha.

DowOD: Mamy pokazaé zupetnoéé przestrzeni B(H) w normie || ||;. Niech (A,) bedzie
ciagiem Cauchy’ego wzgledem normy || ||;. Jest to tez ciag Cauchy’ego w normie || ||, wiec
istnieje jego granica A (przestrzen B(H) z norma || || jest zupelna). Niech P bedzie rzutem
na podprzestrzen wymiaru skoniczonego. Oczywistym jest, ze dla B € B(H)

tr(]B|) = sup tr(P|B|P) (36)
P
ize
[1A—Anl| = W}gnoo [1Am — Anl ||, astad ||P|A— A,|P|| = n}gnoo | P|Am — An|P||.
Poniewaz w przestrzeni wymiaru skonczonego wszystkie normy sa réwnowazne, dostajemy,
uwzgledniajac (36),
tr(P|A — A,|P) = lim tr(P|A,, — A,|P) < lim tr(|A, — Ay|). (37)

(A,,) jest ciagiem Cauchy’ego wzgledem || |1, wiec granica limy, . tr(|4,, — A,|) istnieje,
a poniewaz P bylo dowolnym rzutem, dostajemy, ze A — A,, € B*(H) i z (37)

JA = Aplls < lim [JAp — Aply —— 0.
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TWIERDZENIE 16. Kazdy operator Sladowy jest zwarty. Operator zwarty A jest sladowy
wtedy 1 tylko wtedy, gdy > A\, < 0o, gdzie A, sa liczbami singularnymi operatora A.

DowoOD: Niech (ey) bedzie baza ortonormalna w H, a V;, podprzestrzenia rozpieta na pierw-
szych n-wektorach bazy. Zdefiniujmy operator A,, wzorem

n
Apz = Z(ek|x)Aek. (38)
k=1
Jest to operator skoniczenie-wymiarowy. Pokazemy, ze A jest granica (A, ) w normie opera-
torowej. Mamy x =), (ex|z)ey i stad Az =), (ex|z)Aey, wiec z (38) dostajemy

(A—Apz= > (exlr)der i [A—Ay]l = sup [[(A—A)z|= sup [Az|.
it lzl=1 ceVit,|lz)=1

A jest operatorem $ladowym, wiec |A|? tez i tr|A]> = Y, |[Aex||* < oo. Niech z € V- i
lz|| = 1. Mamy « = Z;‘;m_l Axer, gdzie Z:‘;nﬂ [Ak|? = 1, i dostajemy

oo oo n
1Az = Y NPl Aerl < Y0 Aex]® = tr AP =) [ Ae|.
k=n-+1 k=n-+1 k=1
Zatem .
JA=Au? = sup  [|Az|® <tr|A] =D [|Aes)|* —— 0.
z€V,ih,|lz]|=1 E—1 nmee

A jest zwarty, bo jest granica operatoréw skonczenie-wymiarowych.
Niech teraz A bedzie operatorem zwartym i Az = Y, A, (ex|) fr jego forma kanonicznag
(Twierdzenie 12). ey jest tu wektorem wlasnym |A|, a A\; jego wartoscia wlasna. Zatem

tr|Al = (ex | |Aler) =D M.
k

k
|
Podsumowujac, operatory sladowe tworza, podobnie jak operatory zwarte, ideal w alge-
brze operatoréw. Operatory zwarte tworza ideal domkniety w B(H), podczas gdy przestrzen
operatorow sladowych nie jest domknieta. Jest natomiast zupelna ze wzgledu na norme §la-
dowa.
3.4. Operatory Hilberta-Schmidta. Operator A € B(H) nazywany jest operatorem
Hilberta-Schmidta jezeli AT A jest operatorem $ladowym, tzn. tr(Af A) < co. Zbiér operato-
ré6w Hilberta-Schmidta oznaczaé bedziemy B?(H). Podobnie jak w przypadku operatoréw
sladowych dowodzi sie nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 17.

(a) jezeli A, B € B?(H), to dla kazdej bazy ortonormalnej (e,,) szereg

> (ex|ATBey) (39)
k
jest zbiezny bezwzglednie i jego suma nie zalezy od wyboru bazy,
(b) B2%(H) jest {-ideatem w B(H),
(c) mamy nieréwnosci ||Al| < ||All2 < ||All1 i réwnosé ||Alla = ||At||2, gdzie ||A||Z =
tr(AtA),
(d) forma péltoraliniowa
(A[B)y = (ex|ATBey),
k
definiuje na B?(H) strukture przestrzeni Hilberta,
(e) kazdy operator Hilberta-Schmidta jest zwarty i operator zwarty A jest Hilberta-Schmidta
wtedy i tylko wtedy, gdy > A2 < oo, gdzie \,, sa liczbami singularnymi A,
(f) operatory skoriczenie-wymiarowe tworza zbiér gesty w B2(H),
(g) jezeli A, B € B%(H), to AB € B'(H).
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DowOD: (a) Z nieréwnosci Schwarza w H i dla szeregéw mamy

Z |(ex| AT Bey)| = Z |(Aex|Bex)| < Z [Aex | | Bex|l

1

Z\\Aekn )3 ( ZHAeku >%— tr(A*A»%(tr(B*B))% < o0.

Stad
tr(A+ B){(A+B)=tr ATA+tr AT B4+ tr BTA 4+ tr B'B < oo,

czyli B2(H) jest przestrzenia wektorowa. Szereg (39) definiuje forme péttoraliniowa na
B2%(H). Stosujac formule polaryzacyjna dostajemy

3 m
> (erlABey) = Y- - tr((A+ " B) (A + " B)),
k m=0

a prawa strona nie zalezy od wyboru bazy.

(b) To, ze B%(H) jest przestrzenia wektorowa wynika z punktu (a). Wystarczy zatem
pokazaé, ze dla unitarnego U i A € B?(H) mamy AU, UA, A" € B%(H). Wynika to z
wlasnosci §ladu (Stwierdzenie 4), a z nich réwnosci

tr(UA)TUA) = tr(ATUTUA) = tr(AT A),
tr((AU)TAU) = tr(UTATAU) = tr(ATA),
tr(AAT) = tr(ATA).

(¢) Wiemy juz, ze dla A € B(H) mamy nieréwnosé ||A|| < ||A]1. Wykazemy teraz, ze
IA]] < ||All2- Wybierzmy baze (e;) i niech ||z|| = 1. Mamy

1Az ]| = Al < Y I(eala) | Alen]| < ZI (enl2))2 (X Alenl®)2 = || All2-

n

Stad wynika dowodzona nieréwno$é. Aby wykazaé nieréwnos$¢ ||A|l2 < ||All1 wystarczy
rozpatrzeé przypadek ||Al; < oo, tzn. A € BY(H). |A| jest wiec samosprzezony i zwarty,
zatem jako baze mozemy wybraé baze wektoréw wlasnych |A| z warto$ciami wlasnymi A,,.
Dostajemy

1415 =D [l Aen]® = ZAQ (ZA> = [|A]l7.

Réwnosé ||All2 = ||AT|l2 wynika z puktu (e) Stwierdzenia 4.
(d) Mamy pokazaé, ze przestrzeni B2(H) jest zupelna. Dla ustalonej bazy (e;) w H zdefi-
niujmy rodzine operatoréw
Eiji H—Hz— (6i | x)ej

Oczywistym jest, ze F;; € B*(H). Ponadto,

(Eij | Ex)2 =Y (Eijen | Erien) = _(0ine; | Skner) = i1,

n n

wigc operatory E;; tworza uklad ortonormalny w B%(H). Jezeli A € B2(H) i (A | Eij)2 =0
dla wszystkich (7,7) € N x N, to (Ae; | e;) = >, (Aey | Ejjen) = 0 i stad Ae; = 0. Zatem
A = 0, czyli uklad ( E;;) jest baza w uzupelnieniu B?(H). Wystarczy teraz pokazaé, ze
jezeli szereg 3, a;jEy; jest zbiezny zbiezny w normie || - [|2, to jest tez zbiezny w normie
operatorowej || - H Wynika to z pierwszej nieréwnosci punktu poprzedniego.
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(e) Z dowodu poprzedniego punktu wynika, ze A € B2(H) jest granica ciagu operatoréw
skonczenie-wymiarowych wzgledem normy || - ||2. Z (¢) mamy, ze réwniez w sensie normy
operatorowej || - ||.

(f) Oczywiste (patrz punkt (e)).

(g) Niech AB = U|AB)| bedzie rozktadem biegunowym. Mamy |AB| = UTAB i, poniewaz
U jest czeSciowy izometria,

Z(en‘|AB|en) = Z(enKUTAB en) Z ||ATU@7L||HBen||
<O AT ?)2 O I1Benl®)® < O IIAten]?)2 (O I1Benl?)® = | AT|l2]| Bl

Zauwazmy jeszcze, ze
B2(H) = A (aij), gdzie A= ZaijEij,

jest izometrig w przestrzen £2(N x N). Istotnie,

HM%{}mW%—ZEEMWMAZ%QM% Eﬁmm

n

Mamy wiec izomorfizm przestrzeni Hilberta ¢2(N x N) i B2(H).
Ponizsze twierdzenie pokazuje, ze operatory Hilberta-Schmidta sa naturalnym uogdlnie-
niem operatoréw catkowych.

TWIERDZENIE 18. Niech (M, 1) bedzie przestrzenia z miarg i niech H = L?(M, 1) bedzie
przestrzenia osrodkowa. Operator A € B(H) jest Hilberta-Schmidta wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje K € L*(M x M, u® i) takie, ze

m:/wammmw

412 = [ 1K) Pau(e)inty)
DowoOD: Jest analogiczny do dowodu w przypadku H = L2([0,1]). Niech K € L?(M x

M, p®p) iniech Ag bedzie odpowiednim operatorem catkowym. Oszacujmy Ay f w normie
L?(M, p):

J1as@[aut) /(ﬂ&@wWﬂ@@f@M)
</<ﬂmeww@/VHmw ) )= [15wan) [ [ KAl e,

czyli

Ponadto,

[Afllze < [[Kaz,y)llc2ll fllze-

Oznacza to, ze K4 € L*(M x M, u ® u) definiuje ciagty operator A: L2(M, u) — L%*(M, 1)
z szacowaniem normy ||A| < || Ka(z,y)] 2.

Zwarto$¢ udowodnimy pokazujac, ze A jest granicag operatoréw skonczenie-wymiarowych.
W L?(M, i) wybiezmy przeliczalna baze ortonormalna (¢, ). Funkcje @nm (2, y) = ©n(2)om (y)
tworza baze ortonormalna w L2(M x M, u ® p). Mamy wiec

Ky= Zanm<pnma AKf = Zanm(@n | f)SDm

n,m n,m
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Oznaczmy przez Py rzut ortogonalny na podprzestrzen rozpieta przez N pierwszych wek-
torow bazy. Mamy
N

PyAPNf = Z anm(@ﬂ | f)%ﬁm-

n,m=1

Stad Py APy — A w normie operatorowej, bo jadra zbiegaja w L2(M x M, u®pu). Obliczamy
§lad

tr(AfAx) = Y [Axeal® = Y lanml® = 1K 12,

wiec odwzorowanie K — Ay jest izometrig przestrzeni L?(M x M, @ p) w B2(H). Teza
wynika z faktu, ze kazdy operator skonczenie-wymiarowy mozna przedstawié¢ jako caltkowy,
a operatory skoficzenie-wymiarowe tworza zbiér gesty w B2(H). [

3.5. Slad operatora $ladowego.

TWIERDZENIE 19. Niech A € BY(H) i niech (e,) bedzie baza ortonormalna w H. Szereg
> (en|Aey,) jest zbiezny bezwzglednie 1 jego suma nie zalezy od wyboru bazy.

DowoD: 7 rozkladu biegunowego A mamy A = U|A|z|A|z i stad
[(exlAe)] = (A1 Uer | [A]2ex)] < I|AIZUTex | [||A]Z ek

Zatem

N

<Z||A|28k|2> ,

k

> (exlAer)] < DT NAEUTer] [[[A]7 exl| < (Z |||A|%U*|ek2>
k k k

a poniewaz, |A|%UJr i |A|% naleza do B2(H), to szereg jest zbiezny. Niezaleznoéé od wyboru
bazy dowodzi sie tak samo jak w przypadku dodatniego A. n

Sume szeregu > (e,|Aey,) nazywamy sladem operatora A i oznaczamy tr A.
Uwaga! Zbiezno$¢ bezwzgledna szeregu Y (e,|Ae,) dla pewnej bazy nie wystarcza, by
A byl sladowy. Musimy mieé¢ zagwarantowang zbieznosé dla wszystkich baz.

TWIERDZENIE 20. Wlasnosci sladu:

(a) tr jest funkcjonalem liniowym,,
(b) tr At =tr A,
(c) tr(AB) = tr(BA) dla A € BY(H) i B € B(H).
DowOD: Dwa pierwsze punkty sa oczywiste. Dowodzac punkt (c) wystarczy sie ograni-

czy¢ do unitarnych B, bo kazdy operator jest kombinacja liniowa czterech unitarnych. Dla
unitarnego B mamy

tr(AB) = (en|ABey) = (B'Be,|ABey) = Y (Be,|BABe,) = tr(BA).

TWIERDZENIE 21. Dla A € BY(H), B € B(H) zachodzi nieréwnosé
IAB|[x < [[AlllIBIl,  [1BA[lx < Al [ B]]- (40)
DowoD:
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Niech A € BY(H), B € B(H) i niech A = U|A|, BA = V|BA| beda rozkladami bie-
gunowymi. Z Twierdzenia 11 o rozkladzie biegunowym i Twierdzenia 20 punkt ¢ wynika,
ze

tr(|BA|) = tr(VIBA) = tr(VIBU|A|7|A|?) = tx(|A|2 VI BU|A|?)
=Y (erllAIPVIBUA|2e) = Y (JAZex|VBUT| Al 2ey)

k k

<

1
IVIBU[IY  lAI2ex]|* = |V BUI| tr(|A]).

<D IlAZer [V BUT Az ey
: k

k

V1, U sa czeSciowymi izometriami, wiec |VIBU| < || B||. Podobnie, pierwsza nieréwnosé
dostajemy, korzystajac z punktu (d) Stwierdzenia 4, Twierdzenia 20 i rozkladéw bieguno-
wych A=U|A|, AB=V|AB|:

tr(|AB|) = tr(VIU|A|B) = tr(VIU|A|BVIUUTV) = tr(|A|BVIU) = tx(|A|? BVIU|A|?)

= (exll A2 BVIU|AJ2er) < ||B]| tr(|A])
k
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4. Rachunek funkcyjny w algebrach.

4.1. Ogdlnie o algebrach. Algebrg nazywamy przestrzen wektorowa 21 wyposazong w
dziatanie mnozenia rozdzielnego wzgledem dodawania:

(A+ B)C = AC+BC, C(A+B)=CA+CB.

Jezeli ponadto mnozenie jest dziataniem lacznym, to méwimy, ze algebra jest lgczna. Warto
tu zwrécié uwage na algebry, dla ktérych spelniony jest warunek (tozsamos$é Jacobiego):

Ao(BoC)=(AoB)oC+ Bo(Ao().

Algebry takie nazywane sg algebrami Liego jezeli jest tez spelniony warunek Ao B = —Bo A.
7 kazdej algebry lacznej 2 mozemy dostaé¢ algebre Liego z dzialaniem

[A,B] = AB — BA.

W dalszym ciggu bedziemy sie¢ zajmowaé wylacznie algebrami lgcznymi nad
cialem liczb zespolonych.
Jednos$cig w algebrze A nazywamy element 1o € 2 taki, ze dla kazdego A € 2 zachodzi

Alg = 19A = A.

Jezeli jednosé istnieje, to tylko jedna. Istotnie, jezeli 1g i 14 sa jednosciami, to
1o = 1ol = 1j.

PRzYKEADY 1.

(1) Przestrzen C(I) funkcji ciaglych na odcinku ]0,1] ze zwyklym mnozeniem funkcji
jest algebrag przemienng z jednoscia.

(2) Podprzestrzen Cy(I) C C(I) funkeji majacych granice zero w zerze jest algebra bez
jednosci.

(3) Niech V bedzie przestrzenia wektorowa. Przestrzen L(V') odwzorowan liniowych V' ze
sktadaniem odwzorowan jako mnozeniem jest algebra laczna z jednoscia. Jednoscia
jest odwzorowanie tozsamosciowe.

(4) Jezeli A jest algebra bez jednosci, to mozemy ja rozszerzy¢ do algebry z jednoscia
Ay = A ® C kladac

(A, N)(B, p) = (AB + AB + A, Ap).
Jedynka jest element (0, 1)
Niech 2 bedzie algebra z jednoscia. A € A. Lewym odwrotnym do A nazywamy B € U
taki, ze BA = 1yg. Podobnie definiujemy prawy odwrotny.
PRZYKELADY 2.

(1) W algebrze C(I) funkcji ciaglych na odcinku ]0,1] elementy z Co(I) nie maja ani
lewego ani prawego odwrotnego.

(2) Niech ¢ bedzie przestrzenia wektorowa ciagéw liczbowych i niech 20 = L(¢). Rozpa-
trzmy odwzorowanie L, R, L’ € L({) zdefiniowane nastepujaco:

L((al,ag,ag,...)) = (a27a37a4,...)
R((a1,a9,as,...)) =(0,a1,a9,as,...)
L'((al,ag,ag,. . )) = (a1 + a2,0a3,04, . . ) (41)

Widaé, ze LR = Id, RL # Id oraz 'R = Id. Wynika stad, ze istnienie lewego
(prawego) odwrotnego nie gwarantuje istnienia prawego (lewego) odwrotnego i ze
lewy (prawy) odwrotny nie sa wyznaczone jednoznacznie.
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Jezeli jednak istniejg lewy i prawy odwrotny do A, to muszg byé réwne. Istotnie, jezeli
BA = AC = 1g, to
B = Blg = B(AC) = (BA)C = 194C = C.
Wynika stad tez, ze jezeli istnieja lewy i prawy odwrotny do A, to sa one wyznaczone jed-
noznacznie. Element algebry, dla ktérego istnieja lewy i prawy odrotny, nazywamy odwra-
calnym i lewy (prawy) odwrotny oznaczamy A~1. Jezeli A, B sa elementami odwracalnymi,

to
(AB)' =B A", A -B'=A\B-A)B (42)

I jeszcze jedno wazne pojecie: podalgebre B C 2 nazywamy lewostronnym (prawostron-
nym) idealem, jezeli dla dowolnych A € A i B € B mamy BA € B (AB € 9B). Ideal
dwustronny nazywaé¢ bedziemy po prostu ideatem. Ideal B nazywamy wlasciwym, jezeli nie
jest cala algebra 2.

STWIERDZENIE 5. Jezeli A € 2 jest elementem odwracalnym, to nie nalezy do zadnego
lewostronnego (prawostronnego) idealu wilasciwego.

DowOD: Jezeli A nalezy do lewostronnego idealu wlasciwego B, to 1oy = AA™! € B. Stad
dla dowolnego B € A mamy A = 19 A € B, czyli B = 2. Sprzecznoéé, bo B jest ideatem
wlasciwym. [
4.2. Spektrum elementu algebry. Niech 2 bedzie algebra z jednoscia i niech A € 2.
Zbiorem rezolwentowym elementu A nazywamy zbiér

rsg(A):={z € C: 21y — A jest odwracalny w 2} . (43)
Widmem (spektrum) spy(A) elementu A nazywamy dopelnienie zbioru rsg (A4) w C
spy (A) = C\ s (4).

PrzykrAD 3. Niech R, L beda jak w przykladzie 2. Latwo zauwazy¢, ze operator

zlg — R: (a1, a9,as,...) — (za1,zas — a1, zas — ag, - )
jest odwracalny dla z # 0 i nie jest odwracalny (nie jest surjekcja) dla z = 0. Stad spy(R) =
{0}. Podobnie, spy (LR) = spy(Id) = {1}, zas

zlg — RL: (a1, as,as,...) — (za1, zas — ag, zas — ag,- )
nie jest odwracalny tylko dla z = 0,1 i stad spy (RL) = {0, 1}.
TWIERDZENIE 22.

(1) Dla kazdej pary A, B € A mamy réwnosé¢ spy(AB) U {0} = spy(BA) U {0}.
(2) JezeliB C A i Ac B, tospy(A) Cspy(A).
(3) Jezeli p: A — B jest homomorfizmem algebr z jednoscia, to spy(A) D spy ) (¢(A)).

DowOb:

(1) Niech z € rsgq(AB) i niech z # 0. Oznacza to, ze istnieje element odwrotny do
219 — AB. Oznaczmy go przez C. Sprawdzimy, ze 2~ !(1yg + BCA) jest elementem
odwrotnym do zlg — BA:

2 Y1y + BCA)(21gq — BA) = 1g + BCA — 27'(BA + BCABA)

=19 +BCA —2"'B(lg + CAB)A = 19 + BCA — 27 'B(C (219 — AB) + CAB)A
=19 + BCA—2"'BC(219 — AB+ AB)A = 1y
i podobnie z drugiej strony. Zatem z € rsy(BA).

(2) Oczywiste.

(3) Poniewaz ¢ jest homomorfizmem algebr z jednoscia, to ¢(lg) = 1y i w konsekwen-
cji, AB = 1g implikuje ¢(A)p(B) = 1g. Zatem obraz elementu odwracalnego jest
odwracalny i z € rsg(A) implikuje z € s, ) (¢(A)), rsa(A) C 155020 (0(A)). ]
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Uwaga: Przyklad 3 pokazuje, ze dotaczenie zera do spektrum w pierwszym punkcie
twierdzenia jest istotne.
Element A € U nazywamy:

(1) idempotentnym, jezeli A2 = A,
(2) nilpotentnym rzedu k, jezeli A =01 AF=1 £ 0,
(3) quasi-nilpotentnym, jezeli spy (A) = {0}.

STWIERDZENIE 6.

(1) Element nilpotentny jest quasi-nilpotentny.
(2) Jezeli P jest elementem idempotentnym, réznym od zera i jednosci, to spy(P) =

{0, 1}.
DowOD:

(1) Niech z # 0. W szeregu Z;io 27771 AJ tylko skoficzona liczba wyrazéw jest rézna
od zera, wigc suma szeregu ma sens. Pokazujemy, ze jest to element odwrotny do

(Zlg[ — A)
(21g — A Zz*ﬂ A9 =3 W (g — A) = Y (2 AT - 2T AT) = 1,
j=0 =0

Zatem z € rsg(A). Oczywiscie zero nalezy do spektrum, bo nilpotentny element nie
jest odwracalny (gdyby A byl odwracalny, to réwniez A* bylby odwracalny).

(2) Dla z # 0, 1 sprawdzamy bezposrednim rachunkiem, ze (z —1) " P+2z71 (19— P) jest
odwrotnym do (zlg — P). Wystarczy zauwazy¢, ze z1g — P = (z — 1) P + z(1g — P),
ze P(lyg — P) = 01 ze (1o — P) jest tez idempotentny. Mamy zatem z € rsg(P).
Ro6zny od jedynki element idempotentny A nie jest odwracalny, gdyby bowiem istnial
C € taki, ze CA = 1g, to

ly =CA=CAA=19A=A.

Stad P i 19 — P nie sa odwracalne, czyli 1,0 € spy (P).

|
Niech A, B beda komutujacymi elementami algebry, tzn. AB = BA. Oczywistym jest,
ze wowczas komutuja réwniez B i (219 — A). Pokazemy, ze dla z € rsy(A) komutuja takze
B i elementy postaci (z1g — A) L. Istotnie, wystarczy réwnoéé (z1g — A)B = B(z1y — A)
wymnozy¢ stronami przez (zlg — A) L.
Niech (A) bedzie algebra rozpieta przez A i (z1yq — A)~1, gdzie z € rsy(A). Jest oczy-
wistym, ze jest to algebra przemienna z jednoscia:

1Q1 = Z(Zlm — A)_l — A(Zlm — A)_l

Jest to najmniejsza algebra wéréd algebr € takich, ze spy(A) = spe(A).

4.3. Twierdzenie spektralne dla algebr. Niech K bedzie podzbiorem C. Oznaczmy

przez Rat(K) zbior funkcji wymiernych z biegunami poza K. Zbidér ten jest algebra z

jednoscia. Niech teraz 2 bedzie algebra z jednoscia, A € 2 i f € Rat(sp(A4)). Funk-
p(2)

cja f jest ilorazem wielomianéw f(z) = —=, przy czym ¢(z) # 0 dla z € sp(A4). Stad
q(z
q(z) =(z—2z1)™ - (2 — z,)™", gdzie z; ¢ sp(A). Zdefiniujmy

fA) =p(A)(A — z119) 7™ -+ (A = zp1g) " (44)
Oczywistym jest, ze f(A) € A(A) i ze nie zalezy od porzadku czynnikéw w (44).
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TWIERDZENIE 23 (SPEKTRALNE). Odwzorowanie
Rat(sp(A4)) > f — f(A) e A(A) C A (45)

jest homomorfizmem algebr z jednoscia. Ponadto,

(A) jezeli m:Rat(sp(A)) — 2 jest homomorfizmem algebr z jednoscia takim, ze funkcje
id¢: z — 2 przeprowadza w A, to w(f) = f(A),

(B) sp(f(A)) = f(sp(A)),

(C) Jezeli f € Rat(sp(A)) i g € Rat(sp(f(A))), to go f(A) = g(f(A)).

DowOD: Bezposrednio z definicji wynika, ze (f - g)(A) = f(A)g(A). Prostym rachunkiem
pokazujemy tez, ze (f+¢g)(A) = f(A)+g(A). Mamy wiec homomorfizm. Udowodnimy teraz
(A). Wystarczy pokazaé, ze jezeli A € rs(A), to

m((A—id)™1) = (A — A)~L. (46)

Wiemy,ze m(A—idc) = Ag—A. Ponadto, (A—idc) ™! € Rat(sp(4))i (A—idc) 1 (A—idc) = 1.
Stad, poniewaz 7 jest homomorfizmem,

(A —ide) (A= A) = 7((A —ide) " m(A —ide) = (A —ide) (A —ide)) = 1a,

co dowodzi prawdziwos¢ wzoru (46). WykazaliSmy wiec punkt (A).
Aby udowodnié punkt (B)wykazemy najpierw zawieranie

sp(f(A4)) C f(sp(4))- (47)

Niech pu ¢ f(sp(A)), wéwczas funkcja z — f(z) — p jest rézna od zera na sp(A), czyli
g:2 — (f(2) —p)~! nalezy do Rat(sp(A)). Stad jest dobrze okreslony element algebry m(g).
Latwo sprawdzamy, ze 7(g)(f(A) — uly) = lg, czyli p € rs(f(A)). Oznacza to zawieranie
(47).

Teraz wykazemy zawieranie

sp(f(A4)) 2 f(sp(A))- (48)

Niech bowiem p ¢ sp(f(A)), czyli istnieje (f(A) — ply)~t. Jezeli u nie nalezy do obrazu
f, to réwniez p ¢ f(sp(A)). Niech wiec u = f(A). Oznacza to, ze f(A) — u = 0 i funkcja
wymierna h:z — (f(z) — u)(z — A)~! nalezy do Rat(sp(A)). Istotnie, h nie ma bieguna
w sp(4), bo f nie ma, a w A funkcja h ma osobliwo$¢ usuwalna. Zatem h(A) jest dobrze
zdefiniowanym elementem algebry . Sprawdzamy, ze h(A)(f(A) — uly) ™! jest elementem
odwrotnym do (Alg — A):

(Ma = AVR(A)(F(A) = pla) ™ = ha(A)(F(A) — pla) ",

gdzie hi(z) = (A — 2)h(z) = f(z) —p i hi(4) = (f(A) — puly). Zatem X ¢ sp(A) i pu ¢
f(sp(A)), czyli mamy zawieranie (48).

Pozostaje do udowodnienia punkt (C). Poniewaz (g1 - g2) o f = (g1 0 f) - (g2 o f) oraz dla
odwracalnego g mamy g~ 'o f = (go f)~!, to wystarczy rozpatrzyé przypadek g(z) = z — A,
a dla tej funkcji réwnosé do udowodnienia jest oczywista.

|
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5. Rachunek funkcyjny w algebrach Banacha.
5.1. Algebry Banacha.

DEFINICIA 3. Algebrg Banacha nazywamy laczng algebre, ktéra jest, jako przestrzen wek-
torowa, przestrzenia Banacha i dla ktérej dzialanie mnozenia jest ciagte.

Ciaglo$é mnozenia w algebrze Banacha (2, || - ||) jest réwnowazna stwierdzeniu, ze istnieje
dodatnia liczba rzeczywista c taka, ze dla A, B €

[AB| < c[|Alll|BI- (49)

PrzYKEAD 4. Niech X bedzie przestrzenia Banacha, a B(X) przestrzenia operatoréw
(odwzorowan liniowych i ciaglych) w X. Przypomnijmy, ze norme w B(X) definiujemy
wzorem

Al = Sup, [A@@)]| istad [[A(z)] <[IAll[l]] (50)

xll=

Mnozenie definiujemy jako sktadanie operatoréw. Z poprzedniego rozdzialu wiemy, ze z tym
mnozeniem B(X) jest algebra (podalgebra wszystkich odwzorowan liniowych X w siebie).
Wiemy tez, ze

IAB| = P, [AB(z)]| < P, [AIB@) [ = Al Bl (51)

czyli mamy nier6wno$é (49) ze wspélezynnikiem ¢ = 1. B(X) jest wigc algebra Banacha z
jednoscia (odzorowanie identycznosciowe) i ||id || = 1.

Pokazemy, ze kazda algebra Banacha jest domknieta podalgebra algebry operatoréw pew-
nej przestrzeni Banacha.

TWIERDZENIE 24. Niech 2 bedzie algebra Banacha. Istnieje przestrzen Banacha X taka,
ze U jest algebra izomorficzna pewnej domknietej podalgebrze B(X).

DowoOD: Przyjmijmy X = 2 jezeli 2 jest z jednoscig i X = A @ C gdy jest bez jednodci.
X jest algebra Banacha z jednoscia e. Definiujemy odwzorowanie ¢: A — B(X)

o(A)x =Tz,

gdzie Ty jest operatorem mnozenia z lewej strony przez A. Liniowo$¢ i cigglosé Ta jest
oczywista. Jezeli p(A) = 0, to w szczegdlnosci A = Tye = 0, czyli ¢ jest injekcja. Jest
tez homomorfizmem algebr (algebr z jednoscia), co wynika z lacznosci mnozenia. Ponadto,
jezeli wprowadzimy w 2( nowa norme [|A]; = ||¢(A)]], to

4l = sup [Taz] > T Tacl = AL
2| =1 lell [lell

wige ||A| < |le|l[|All1, czyli ¢! jest odwzorowaniem ciagltym. Aby wykazaé¢ réwnowaznosé
norm wystarczy teraz pokaza¢ domknietoéé obrazu ¢ w B(X) (woéwczas obraz ¢ jest prze-
strzenia Banacha) a nastepnie skorzystaé z twierdzenia o wykresie domknietym. Niech ciag
©(A;,) bedzie zbiezny w B(X) do T'. Dla dowolnych z,y € X mamy ¢(A,)(zy) = Ta, (xy) =
Ty, (x)y i w granicy T(xy) = T(x)y. Biorac = e dostajemy T(y) = T'(e)y. Wystarczy
teraz pokazaé, ze T'(e) € 2. Jest tak, bo T'(e) = lim T4, (e), a Ta, (e) = A,, wiec ciag (4,)
jest zbiezny w X, wiec tez w . n

Mozemy wiec w definicji algebry Banacha przyjaé, ze ¢ = 1 i ze norma jednosci jest réwna
jeden i od tej pory tak bedziemy zakladaé.
5.2. Wlasnosci spektrum dla algebr Banacha. Zajmowaé si¢ bedziemy wylacznie
algebrami z jednoscia. Pokazmy najpierw, ze zbiér elementéw odwracalnych w algebrze
Banacha jest otwarty.
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STWIERDZENIE 7. Zbiér elementéow odwracalnych w algebrze Banacha jest otwarty.

DowOD: Zauwazmy najpierw, ze jezeli S € 2 i ||S|| < 1, to istnieje (1 — S)~!. Istotnie,
rozpatrzmy szereg
Iy + S+ 8% 48"+ (52)

Jest on zbiezny w 2, bo

>s

- PR T 1
<SisreSisr - 1 e

Korzystali$my tu z nieréwnosci || S || < || S ||". Poniewaz mnozenie w algebrze Banacha jest
operacja ciagla ze wzgledu na oba argumenty, to

(Lo = ) (Lo + S+ + 8" +---) = lim (1o = 5)(la +5+ - +5")

= lim (1g — S™™)

n—oo

=1g — lim S"H = 1g,
n—oo

bo dla || S| < 1 mamy lim, . S™" = 0. Niech teraz A bedzie elementem odwracalnym
w 2 i niech B bedzie takie, ze ||B|| < |[A7|71. Stad || A™'B|| < || B|||| A7 < 1, wiee
istnieje (19 + A™1B)7!. Z kolei A+ B = A(ly + A7 B), a stad widaé, ze odwzorowanie
(1 + A7tB)"t A~ jest odwzorowaniem odwrotnym do A + B:

(lg+A'B)y 1A =(A+B)".

Mamy wiec, ze A+ B jest odwracalny; zbiér elementéw odwracalnych zawiera kule o srodku
1

w A i promieniu AT

|

W dalszym ciagu korzysta¢ bedziemy z dwoch podstawowych twierdzen w teorii prze-

strzeni Banacha (i nie tylko): twierdzenia Hahna-Banacha i twierdzenia Banacha-Steinhausa.

Podam je bez dowodu. Niech X bedzie przestrzenia wektorowa nad R lub C. Funkcje
p: X — R spelniajaca warunki

p(z) 20, z€X,
p(z1 +x2) < p(zy) +p(re), 1,72 € X
p(Ax) = [Ap(z), AeK, z€ X,

nazywamy péinorma.
TWIERDZENIE 25 HAHNA-BANACHA. Niech Y bedzie podprzestrzenia X i niech f bedzie
funkcjonalem liniowym na Y spelniajacym
F(@)| < p(z), z €Y, dla polnormy p,
to istnieje funkcjonal liniowy f na X taki, ze f = f naY i
[f(@)] < p(z), ze€X.
WNIOSEK 3. Jezeli X jest przestrzenia z norma i X 3 xg jest rézny od zera, to istnieje
funkcjonal liniowy i ciagly taki, ze f(xo) # 0.
DowOD: Niech Y bedzie jednowymiarowa podprzestrzenia rozpieta przez xg. Definiujemy
1
ciagla i liniowa funkcje f:Y — K kladac f(zg) = §||3?0|| 7 twierdzenia Hahna-Banacha,

biorac p(z) = |z| dla € X, dostajemy istnienic liniowej funkcji f: X — K takiej, ze
Flwo) = f(z0) £ 01 |F(2)] < || (tan. funkeja f jest ciagla). .
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TWIERDZENIE 26 BANACHA-STEINHAUSA. Jezeli F jest rodzing odwzorowan liniowych i
ciaglych przestrzeni Banacha X w przestrzenn Banacha Y o tej wlasnosci, ze dla kazdego
x € X zbior {F(z), F € F} jest ograniczony wY, to F jest ograniczony w L(X,Y).

PRZYKEAD 5. Niech X™ bedzie przestrzenia dualng (tzn. przestrzenia funkcjonaléw linio-
wych i ciaglych) do przestrzeni Banacha X. Jest to przestrzenn Banacha i mamy injekcje

F:X = (XN, F@)(f) = f(a).

17 ()| = Sap [(F(x), )l = sup [(f,x)] = ||zl sup [{f,

1FlI=1 Ifl1=1 =1 [l

ale [|f]| = supy=y [{f, )|, wiec supy s = [{f, zp)| < 1. Z Twierdzenia Hahna-Banacha
mamy istnienie f takiego, ze f(\lfﬁ\l) = 11i|lfll = 1, czyli supj = ‘<f’\|27\|>| = 11 stad
|F@)|| = ||z||. Wynika stad, ze zbiédr A C X jest ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy
F(A) jest ograniczony. Z Twierdzenia Banacha-Steinhausa dostajemy, ze A jest ograniczony
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego f € X™* zbiér f(A) jest ograniczony.

Jestedmy teraz gotowi do twierdzenia o podstawowych wtasnoéciach widma elementu
algebry Banacha.
TWIERDZENIE 27. Niech A € 2. Wéwczas
(a) jezeli X € 1s(A) i [[(Aly — A)7|| = ¢, to {z: ]z — A\| < ¢} C rs(A),
(b) [[(z1a — A)7!|| > (dist(z,sp(A)) ",
(c) zbior {z:|z| > | A||} jest zawarty w rs(A),
(d) sp(A) jest zwartym podzbiorem C,
) 1

(

@

funkcja z +— (zlg — A)™
lokalnie rozwija¢ w szereg,

(f) rezolwenty nie mozna przedtuzy¢ analitycznie poza rs(A),
(g) (zla — A)" 1| — 0 gdy |2 — o0,

(h) widmo sp(A) jest zbiorem niepustym.

zwana rezolwentq jest analityczna na rs(A), tzn. da sig

DowODb:

(a) Z dowodu Stwierdzenia 7 wynika, ze jezeli A — A jest odwracalny, to A — A + B,
gdzie | B|| < [[(A — A)7Y| 7L, jest tez odwracalny. W szezegélnosci, mozemy wziaé
B = z1g, gdzie |z| < ¢!

(b) Z poprzedniego punktu mamy, ze dist(z,sp(A)) > [[(z — A)~!||~1. Stad zadana nie-
ré6wnose.

(c) Jezeli |z| > [|Al], to ||(z1a) Y7t = |z| = ||A]] i jak w (a) dostajemy odwracalnosé
Zlg[ — A.

(d) Z (a) wynika, ze rs(A)jest zbiorem otwartym, wiec sp(A4) domknietym. Z (b) wynika,
ze sp(A) C {z:]z] < ||Al|}, czyli sp(A) jest zbiorem ograniczonym i domknietym w
C, wiec zwartym.

(e) Z (a) wiemy, ze jezeli A € 1s(A) i |2 —A| < ¢!, to 219 — A jest odwracalny. Z dowodu
Stwierdzenia 7 (219 — A)~! jest suma szeregu

(zlg — A)7 = ((z = Nlg + (Mg — A)) 7!

= (Mg —A) 1y + (2= NAlg — A) 7)™ = (Mg — 4)7? Z 2= A)(A—Ag) ™"
(f) Gdyby mozna bylo przedtuzyé¢ analitycznie (wiec w sposob ciagly) rezolwente poza
rs(A), a wiec do zbioru majacego niepuste przeciecie z sp(4), do dla pewnego ciagu

1s(A) 3 z, — z € sp(A) ciag (2,19 — A)~! bylby zbiezny, co jest sprzeczne z (b).
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() Jezeli |z| > [|A]], to z1qg — A= 2(1g — £A) i

(z1g — A~ = 1z:z_jAj.
7=

Stad
=N 1 o = 1AL 1
(21 — -1 72 : =i || A il “JNAIP = 0

(h) Niech ¢ € A* (funkcjonaty liniowe i ciagte). Funkcjars(A) 3 2z — ¢((z1g—A)"1) € C
jest analityczna (holomorficzna) i dazaca do zera w nieskonczonosci. Jezeli rs(A) = C,
to funkcja ta jest catkowita i ograniczona, wiec stala, wiec zerowa. Dla kazdego ¢ €
2A* dostajemy ¢((219—A)~1) = 0, wiec z Wniosku 3 do Twierdzenia Hahna-Banacha
(219 — A)~! = 0. Sprzecznosé.

|
Prostym wnioskiem z tego twierdzenia jest

TWIERDZENIE 28 GELFANDA-MAZURA. JeZeli 2 jest algebra Banacha z jednoscia, ktorej
wszystkie elementy rézne od zera sa odwracalne, to jest ona izomorficzna C.

DowoOD: Niech A € 2 i niech z € sp(A) (sp(A) nie jest pusty), tzn. zlg — A nie jest
elementem odwracalnym. Z zalozenia jest wiec réwny zeru i stad A = z1g. n
5.3. Promien spektralny. Promieniem spektralnym elementu A € 2 nazywamy liczbe

sr(A) = Su%)A) |z|. (53)
zZESp

Z Twierdzenia 27 wynika, ze sr(A) < ||A||. W dalszym ciagu przydatny bedzie lemat o
ciagach liczbowych.
LEMAT 3. Jezeli ciag liczbowy (c,,) spelnia relacje ¢p,+¢p = Cnam, to cw;g( ") jest zbiezny
n

ilim & = inf &

n n
DowOD: Ustalmy m i niech n = mg+r, gdzie r < m. Mamy wiec ¢,, < Cmq+Cr < qCm +cp
i stad

Cm

CTL q T
g Cm -
n mq+r n mn—oo m.

Zatem limsup % < %n i limsup % < liminf C—m. Wynika stad réwnosé granicy goérnej
i dolnej, wiec zbiezno$¢ ciaggu. Ponadto lim < = lim sup Gm < inf fm g stad dowodzona
rOwnosc. " " " [
TWIERDZENIE 29 FORMULA GELFANDA-BEURLINGA.

Granica lim,_o ||A™||% istnieje i jest réwna sr(A).

DowoOD: Potézmy ¢, = log || A"||. Mamy dla tego ciagu
Cn + cm = log [|A™[| + log | A™ || = log (| A™[|[A™]]) = log [|A™ || = cgn-

c
7 lematu wynika istnienie granicy lim — = lim log(]| A™||# ) i stad istnienie granicy lim || A™ || = .
n
Oznaczmy ta granice przez r. Z kryterium Cauchy’ego szereg > 271" A" jest zbiezny bez-
wzglednie dla |z| > r i, jak latwo sprawdzié, jego suma jest réwna (zlg — A)~1. Zatem

z €1rs(A) jesli |z| > lim ||A™ ||, czyli

sr(A) < lim || A" 7.
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Niech teraz |z| > sr(A). Rezolwenta z — (z—A)~! jest funkcja analityczna na swojej dziedzi-
nie, czyli na rs(A), zatem dla ¢ € A* funkcja liczbowa rs(A4) 3 2 — p((219—A) 1) jest holo-
morficzna, wigc ma rozwinigcie Laurenta w pierécieniu |z| > sr(A). W pierécieniu |z| > ||A]]
rozwini¢ciem Laurenta rezolwenty jest szereg >, 271 AR wiec o((21g — A)7!) ma w
tym pierscieniu rozwiniecie Y- 2z7F=1p(A*). Z jednoznacznoéci rozwiniecia Laurenta jest
to tez rozwiniecie w pierScieniu |z| > sr(A). Ze zbieznosci szeregu Laurenta wynika, ze ciag
(z7%p(AF)) jest ograniczony dla kazdego ¢ € A*. Z twierdzenia Banacha-Steinhausa (Przy-
klad 5) ciag (27 ¥ AF) jest tez ograniczony w normie, wiec istnieje M takie, ze |27 *||| A¥|| <
M. Stad || A¥|| < M|z|¥, |A¥||* < M*|z| — |z| i lim ||A"||% < |z|. Jest tak dla kazdego
z > sr(A), wigc
sr(A) > lim || A"||= .

|
5.4. Calki z funkcji o wartoSciach w przestrzeni Banacha. Calkowaé¢ bedziemy
funkcje f: R — X, gdzie X jest przestrzenia Banacha. Zaczynamy od funkcji schodkowych o
zwartym noéniku. Méwimy, ze funkcja f jest schodkowa, jezeli istnieje skoniczony ciag liczb
cp < 1 < -+ < ¢y taki, ze na przedzialach | — oo, ¢o, [co, 1], - - -, ]en, 00[ funkcja ta jest
stata. Funkcja schodkowa ma zwarty nosnik, jezeli na skrajnych przedziatach jest zero.

DEFINICIA 4. Funkcje f nazywamy catkowalng w sensie Riemanna, jezeli Ve > 0 istnieje
funkcja schodkowa g o zwartym nosniku taka, ze

/M—gH<€

T oznacza catke gorna, czyli kres dolny calek z funkcji schodkowych wiekszych od funkcji
podcatkowej. Z definicji zatem wynika, ze funkcja catkowalna w powyzszym sensie ma zwarty
nosnik.

STWIERDZENIE 8. Funkcja f jest calkowalna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ciag (gn)
funkcji schodkowych o zwartym nosniku taki, ze [||f — g,| — 0.
Ciag funkcji o ktérym moéwi to stwierdzenie nazywamy ciggiem aproksymujgcym.

STWIERDZENIE 9. Niech funkcja f bedzie ograniczona o nosniku zwartym. Jezeli Ve > 0
istnieje funkcja calkowalna g. taka, ze [||f —g.|| <e, to f tez jest calkowalna.

DowODb: Poniewaz funkcje g sa catkowalne, to dla kazdego € > 0 istnieje funkcja schod-
kowa h. taka, ze [|lgs —h.| < §. Z subaddytywnosci calki gérnej dostajemy

Lﬂﬁ*mﬂ</M*gg
||

STWIERDZENIE 10. Funkcja f jest catkowalna wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego € > 0
istnieja funkcja schodkowa g. o zwartym nosniku i funkcja rzeczywista he takie, ze |f—g.| <
he i [he <e.

DowoOD: Niech f bedzie calkowalna. Istnieje funkcja schodkowa g o zwartym noéniku i taka,

+/Mg*h”<&

ze T||f — gl < 5. Z kolei, z definicji catki gérnej, istnieje rzeczywista funkcja schodkowa h

taka ze |f — g|| < hi [h <e. W druga strong oczywiste. m
Calke z funkcji schodkowej o zwartym nosniku definiujemy w oczywisty sposob. Do defi-

nicji calki dla dowolnej funkcji catkowalnej potrzebne nam jest nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 30. Niech f bedzie calkowalna i niech (g,) bedzie ciagiem funkcji schodko-
wych o zwartym nosniku takim (ciag aproksymujacy), ze

/M—&MH&

woéwczas ciag calek [ g, jest zbiezny w X i granica nie zalezy od wyboru ciagu (gy).
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DowoOD: Mamy

||/gn - /gmn < /||gn el < /nffgnn +/||ffgm|| 0,

wiec ciag ( f g,) jest ciagiem Cauchy’ego, zatem zbieznym w X . Oznaczmy granice przez L.
Niech teraz (h,,) bedzie innym ciagiem aproksymujacym f z granica calek Lj;. Utworzmy
z tych ciagéw nowy ciag (g1, hi, g2, ho, g3, hs,....). Jest to tez ciag aproksymacyjny, wiec
odpowiedni ciag calek jest zbiezny, powiedzmy do L. L, L}, sa wigc granicami podciagéw
ciagu zbieznego, zatem sg réwne: L = Ly = L. m

DEFINICJA 5. Calkg Riemanna [ f z funkcji calkowalnej f nazywamy granice calek ciagu
aproksymujacego.

Calke Riemanna na przedziale zwartym I definiujemy standardowo: [, f = [ x;f , gdzie
xr jest funkcja charakterystyczng przedziatu I.

Wiasnosci calki:

(1) Liniowo$¢, tzn. suma funkcji catkowalnych jest catlkowalna i catka z sumy jest suma
calek. Podobnie z mnozeniem przez liczba.
Istotnie, niech f, g beda calkowalne i niech (f,,), (g,) beda ciagami aproksymuja-
cymi. Mamy

/||<f+g>—<fn+gn>|| </||f—fn||+/||g—gnu~o,

czyli na mocy Stwierdzenia 8 f + g jest funkcja calkowalna, a (f, + g,) jej ciagiem
aproksymujacym. Z kolei

/(f—|—g)zlim/(fn—l—gn):lim(/fn+/gn):/f—|—/g.

(2) Addytywnosé¢ wzgledem przedzialéw:

/ P / £+ [
la,c] [a,b] [b,c]

(3) Jezeli funkcja f jest calkowalna, to funkcja rzeczywista ||f|| tez jest catkowalna i

1< [ (54)

Dow6p: Niech (f,) bedzie ciagiem aproksymujacym f. Z nieréwnoéci |||£]| — ||| <
If — £,] dostajemy, ze

/|||f||—||fn||| </||f—fn|| 0,

czyli funkcja [|f]| jest calkowalna i [ ||f|| = lim [ ||£,[|. Ale oczywiscie || [ .| < [ |If.|]
i stad teza. [

(4) Z poprzedniego wynika natychmiast szacowanie

/IIfII < ] sup [[F@)]- (55)
I tel
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(5) Jezeli F: X — Y jest odwzorowaniem liniowym i ciaglym, a f funkcja catkowalna, to
F of jest funkcjg catkowalna i

() frer

DowoOD: Jezeli f jest funkcjg schodkowa, tzn. istnieje ciag co < ¢1--- < ¢, taki, ze
f(t) =q; dlat € [ci—1,¢], to F of tez jest funkcja schodkowa i

[Fot- g< ~ i) F(g) = F (Z( - >q) _F ( / f) |

i=1

Jezeli teraz (f,) jest ciagiem aproksymujacym funkcji catkowalnej f, to

/||Fof—Fofn|| </HF||Hf—fn|| - HFH/nf—fnn o,

czyli F of jest funkcja catkowalna, a ciag (F of,) jej ciagiem aproksymujacym. Stad
iz ciagltosci F'

/Fof:lim/Fofn:hmF</fn>:F(lim/fn>:F</f).

5.5. Twierdzenie spektralne dla algebr Banacha. Niech K C C bedzie zwartym
podzbiorem plaszczyzny zespolonej. Powiemy, ze f € A(K), jezeli f jest holomorficzna na
pewnym otoczeniu K. Niech f € A(sp(A4)) i niech v bedzie konturem bedacym brzegiem
obszaru D zawartego w dziedzinie holomorficznosci f. Dla A € D funkcja f wyraza sie
wzorem Cauchy’ego

fO) = = ;5 (2 = N f(2)de.

- 21

Stad idea, by zdefiniowaé f(A) wzorem
— 1 -1
S =g f a7 67)

gdzie v = 0D i sp(A) C D. Zauwazmy najpierw, ze calka ta nie zalezy od wyboru kon-
turu. Istotnie, funkcja z — (zlg — A)71f(2) jest analityczna, wiec dla ¢ € A* funkcja
z = ¢((21a — A)~1) f(2) jest holomorficzna, czyli catka(f_o((21a — A)~1) f(2)dz nie zalezy
od konturu. Z wniosku do twierdzenia Hahna-Banacha dostajemy niezalezno$¢ catki (57)
od konturu. Ponadto, jezeli mamy dwie funkcje f,g € A(sp(A), ktére sa réwne na przecie-
ciu dziedzin, to calki tez sa réwne, czyli f(A) = g(A). Sensowne jest wiec rozpatrywanie
przestrzeni Hol(K) bedace] przestrzenig ilorazows przestrzeni A(K) wzgledem relacji réw-
nowaznosci

f~g jezeli f =g na pewnym otwartym otoczeniu K.
Wzér (57) definiuje wiec liniowe odwzorowanie Hol(sp(A)) — 2. Przestrzen Hol(K) jest

oczywiscie algebra przemienna. W nastepnym twierdzeniu pokazemy, miedzy innymi, ze
odwzorowanie (57) jest homomorfizmem algebr.
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TWIERDZENIE 31 (SPEKTRALNE). Niech A € 2 i f € Hol(sp(A4)). Wowczas

(A) jezeli f =1 to f(A) = 1g,

(B) jeieli (=) = =, to f(4) = A

(C) jezeli f, g € Hol(sp(A)), to (fg)(A) = f(A)g(A),

(D) jezeli f(z) = (A — 2)7%, gdzie A € 15(A), to f(A) = (Alg — A)71,
E g jezeli AB = BA, to f(A)B = Bf(A),

jezeli funkcja f jest zadana szeregiem f(z) =, anz" funkcja analityczna w kole
o promieniu wigkszym od sr(A), to

o
= E a, A",
n=0

i szereg jest zbiezny bezwzglednie,
(G) sp(f(A4)) = f(sp(A)),
(H) jezeli g € Hol(sp(f(A))), to
(I) mamy oszacowanie || f(A)||

NA) = g(f (Al))

(go
< Oy asup,e, | f(2)
DowOb:

(A) Jako v mozemy wziaé okrag 0K (0, R), gdzie R > ||Al|. Dla |z| > ||A|| mamy
(2l — A)t =377 2 R 1 AR i stad

1 1 & 1
— g — A Mde = — A’“}A —k-lq :—1}5 “ldz = 1g.
QTL}g,Y(Z 2 ) * 27TLkZ:0 ,YZ & o ,YZ i 2

(B) Jak w poprzednim punkcie,

1 1 & 1
— lo— A) 7 tade = — Ak}A —*q :—Ajg “dz = A.
27rLj£7(z A )7 adz 27 Z i * 27 i *

k=0 vy v

(C) Niech kontur 7, dla calki z funkcja g bedzie na zewnatrz konturu ~; dla calki z
funkcja f. Mamy

IO - A ;é g(w)(wla — A)~2dw
}g jlé f(z )(zlg — A) N wly — A) " dzdw
- ;5 F(2)gw) (w — 2) (z1a — A) " — (wly — A))dzduw

=P f(z)(zlyg — A)_ldz}é (w — 2) " 'g(w)dw

vf Yo

4 }5 g(w)(wla — A dwd f(2)(z —w)dz, (58)

V¥

gdzie korzystaliSmy z tozsamosci (42)
(z1g — A) Hwlg — A) 7' = (w—2)"H((z1g — A) 7! — (wlg — A)7Y).
Zauwazmy, ze

}5 g(w)(w — z)"'dw = 2mg(2), bo z € vy lezy wewnatrz konturu v,,
Vg

f(2)(z —w)"*dz =0, bo w € 7, lezy na zewnatrz konturu ~;,
Vs
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co konczy dowdd.

(D) Kladac f(2) = A—zig(z) = (A—2)"! mamy z (A) i (B) f(A) = Mg — A4, az
poprzedniego punktu iz (A) f(A)g(4) = 1q.

(E) Wystarczy skorzystaé z faktu, ze AB = BA implikuje (z1q—A)"'B = B(z1g—A)7!
dla z € rs(A). Byt on dowodzony w przypadku dowolnej algebry.

(F) Dla fn(z) = > a2z mamy f,(A) = > I, a;A". Poniewaz f, — f niemal jedno-
stajnie, to calka definiujaca f,(A) zbiega do calki definiujacej f(A), czyli f,(4) —
J(A). Wystarczy teraz pokazaé, ze szereg Y .o a; A" jest zbiezny bezwzglednie. Mamy
z zalozenia o funcji f, ze (limsup |a,|=)~! > sr(A), zatem

# limsup || A”||* = sr(A) limsup |a,|* < 1.

lim sup ||anA"||% < lim sup |ay,

Z kryterium Cauchy’ego dostajemy zbiezno$¢ szeregu.
(G) Pokazemy najpierw, ze

sp(f(A)) C f(sp(A)). (59)

Niech bowiem p ¢ f(sp(A)), czyli funkcja g: z — f(z) — u jest rézna od zera na sp(A)

i stad funkcja g7z — ﬁ jest holomorficzna w otoczeniu sp(A). Z (C) dostajemy
g(z

g (A)g(A) = (9 '9)(A) = 1a,

czyli g7 (A) = (f(A) — pla) ™t i i & sp(f(A)).

Teraz wykazemy zawieranie
sp(f(A4)) O f(sp(A)). (60)

Niech p ¢ sp(f(A)). Jezeli u ¢ im f, to réwniez u ¢ f(sp(A)). Niech wiec u = f(N),
czyli ze funkcje g: 2z — (f(2) — p)(2z — A)~! mozna przedtuzyé analitycznie do z = A,
g € Hol(sp(A)). Sprawdzamy, ze (f(A) — ply) 'g(A) jest elementem odwrotnym do
(A — Algy). Oczywiscie (A — Aly) = h(A), gdzie h(z) = z — A. Stad

(f(A)=pla) " g(A)(A=Aa) = (f(A)=pla) " (gh)(A) = (F(A)—pla) "' (f(A)—pla) = 1,

zatem A ¢ sp(4) i i ¢ f(sp(A)).
(H) Mamy

a(f(4)) = % g(w)(wla — F(A) \dw (61)

a poniewaz w ¢ sp(f(A)) = f(sp(A)), to funkcja (w — f(2))~! jest holomorficzna w
otoczeniu sp(A) i mamy, podobnie jak w punkcie (D),

(wla — F(A) ™ = —— b (w— f(2) (ela — 4)~Md, (62)

27 -

przy czym kontur 7, mozemy wybraé tak, by f(v.) lezal wewnatrz konturu -, i byl
wspolny dla wszystkich w € ~y,. Niech v bedzie takim konturem. Mamy wéwczas

1

ﬂﬂADZ(%mpﬁ%gwo(ﬁfw—f@»‘Wﬁm—AYﬁh>dw

_ 1 9(f(2))(z1a — A)~'dz = (g o f)(A).

2L oy

32



(I) Z nieréwnoéci (55) dostajemy, podobnie jak w zwyklej analizie zespolonej
1 _
1SN < 5-Iylsup [[f(2)(z1a — A) gl
7T z€Yy
1 _
< g hlsup|l(z1a — 4) Hisup|f(2)| = Cyasup |f(2)|
™ z€EY zEy z€y

|
5.6. Idempotenty spektralne. Niech D bedzie podzbiorem sp(A), otwartym i domknie-
tym w topologii na sp(A), indukowanej z C. Méwimy, ze D jest izolowany w sp(A). W
Hol(sp(A)) wybieramy element 1p, réwny 1 w otoczeniu D i 0 na otoczeniu dopelnienia
D w sp(A). Oczywiscie 14 = 1p, wiec element 1p(A) jest idempotentny. Nazywamy go
spektralnym idempotentem elementu A.
Zdefiniujmy zbiér Ap = 1p(A)A1p(A). Latwo sprawdzamy, ze jest to podalgebra algebry
2. Jednoscia tej podalgebry jest 1p(A). Wiemy, ze dla f, g € Hol(sp(A)) mamy f(A)g(A) =
g(A) f(A), wiec w szczegblnosci f(A)1p(A) = 1p(A)f(A) i w konsekwencji

1p(A)f(A)1p(A) = f(A)1p(A). (63)
STWIERDZENIE 11.
sPa, (Alp(A4)) = D. (64)
DowOD: Oczywiste, ze 1p(A) jest jednoécia w 2p i ze
1
1p(A) = —— lg — A7t
D) = g f (Pt = ) (65)

gdzie v jest konturem obejmujacym D, poza ktérym jest pozostala cze$é widma sp(A).
Jezeli z € 15(A), to (219 — A)~11p(A) jest elementem odwrotnym do (z1yq — A)1p(A). Dla
A € sp(A) \ D element algebry g(A), gdzie funkcja g jest dana wzorem

(A —2)"1, w otoczeniu D
g:z— (66)

0, w otoczeniu sp(A) \ D,

jest elementem odwrotnym do (Alg — A)1p(A) w Ap. Wystarczy zauwazyé, ze
(A= 2)1p(2)9(2) = 1p(2).

Zatem spy(A) \ D C rsy,(Alp). Teraz trzeba pokazaé, ze (Alg — A)1p(A) nie jest od-
wracalny dla A € D. Oznaczmy przez D’ dopelnienie D w sp(A). Jest to, podobnie jak D,
zbidr izolowany w sp(A). Zamieniajac rolami D i D’ dostajemy, ze (Alg — A)1p/(A) jest
odwracalny w Apr, czyli dla pewnego B’ € 2 mamy 1p/(A)(Alg — A)B'1p(A) = 1p/(A).
Gdyby (Alg — A)1p(A) byt odwracalny w Ap, to znaczy 1p(A)(Alg —A)Blp(A) = 1p(A)
dla pewnego B € 2, to mieliby$my

(L(A)B1p(4) + 15/ (A)B'1p/(4)) (Mg — A)
= (1p(A)B1p(A) + 1p/(A)B'1p/(A))((A — A)1p(A4) + (Ma — A)1p/(4))
= ID(A) + lD/(A) = lg,
gdzie korzystaliSmy z tego, ze 1p(A)1p/(A) = 0. Zatem (Alg — A) bylby odwracalny, co
jest sprzeczne z A € sp(A) istad X € spy, (Alp(A4)). ]

Co to wszystko oznacza, gdy 21 = B(X)? Idempotenty sa rzutami. Rzut 1p nazywany
jest rzutem spektralnym. Operator 1p(A)B1p(A) jest rzutem B na podprzestrzen 1p(A)X.
Zwiazki 1p(A)1p/(A) = 01 1p(A4) + 1p/(A) = 19 = idx oznaczaja, ze podprzestrze-
nie 1p(A)X i 1p/(A)X sa dopeliajacymi sie podprzestrzeniami w X i ze im1p(A) =
ker 1p/(A). Réwnosé 1p(A)f(A)1p(A) = f(A)1p(A) oznacza, ze podprzestrzen 1p(A)X
jest niezmiennicza podprzestrzenia dla f(A).
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5.7. Izolowane wartoSci wlasne. Niech A € C bedzie izolowanym punktem w sp(A).
Oznaczmy P :=1,(A) i N := (A — Alg)1x(A4) = (A — Mg P. Oczywiscie N = f(A), gdzie
f(z)=(z=XM1x(2) i PN = NP = N . Méwimy, ze \ jest pdiprostq wartoscig wlasng jezeli
N =0.

STWIERDZENIE 12. N jest elementem quasinilpotentnym (sp(N) = {0}) i
(2lg = A)'P=(z= NP+ > (z— AN (67)
j=1

Jezeli N jest nilpotentny stopnia n, to istnieja 6 > 0 i C' takie, ze
[(zlg — A) M < Clz = A\|™™ dla z € K(\,0). (68)

DowoD: Mamy N = f(A), gdzie f(2) = (2—\)1,(2), wiec sp(N) = f(sp(A)), ale 1,(2) =0
dla z € sp(A) \ {A}, czyli f(sp(A)) = {0}.

Funkcja operatorowa z +— (z1g — A)~! jest analityczna w otoczeniu A (Tw. 27), wiec
dla ¢ € A* funkcja z — @((z1y — A)~1) jest holomorficzna z rozwinieciem Laurenta w
otoczeniu A:

p((la =A™= Y eilz=N"
gdzie
1
o =5 e((Cla— A)THEC =T HC

~
iy jest brzegiem otoczenia A. Standardowe argumenty daja

2= ge (f (-7 =0 )

p((zla —A) H=¢ ( > ealz- A)") :

gdzie
1

n = Ly — A)7H ¢ =)l 69
o = gy . (Cla = AN (69)

Stad
(z— A1 = Z en(z =)™ (70)
Dla —n — 1 > 0 funkcja (¢ —X)™"~! jest holomorficzna, wiec ¢, = (A—X)""" 1P =N"""!
dlan < —11i¢, =P dlan = —1. Rozwiniecie (70) mamy w otoczeniu A, ale zastepujac ¢,

przez ¢, P dostajemy rozwiniecie (z1g — A)~1 P na calej plaszczyZnie zespolonej. Z faktu,
ze (g — A)~Y — 0 przy |z| — oo (Tw. 27) dostajemy, ze ¢, P = 0 dla n > 0. Istotnie,
wybierajac jako kontur v okrag K (A, R), mamy szacowanie

leaP| <R sup || (Cla — A)IP(C— N1
[(—X|=R

<R | P| sup H(Clgl—A)_l H—>0
¢—A=R

Szacowanie (68) dostajemy uwzgledniajac fakt, ze w szeregu (70) wyrazem dominujacym w
otoczeniu \ jest wyraz o najnizszej potedze. m

Warto tu zwrécié uwage na to, ze jezeli 2l C B(X), to stopien nilpotentnosci jest nie
wigkszy niz wymiar P(X). Istotnie, jezeli stopieni nilpotentnosci N jest n, to istnieje z € X
taki, ze N*(z) = 01 N""!(z) # 0. Potézmy z; = Pz, x; = N* "'z, i = 2,... n. Latwo
sprawdzamy, ze jest to uktad liniowo niezalezny.
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5.8. Przypadek skonczenie-wymiarowy. W przypadku algebry wymiaru skonczonego
wszystkie punkty widma sa izolowane sp(A) = {A1,...,A\,}. Niech d bedzie funkcja w
otoczeniu widma, réwna \; w otoczeniu ;. Inaczej méwiac, d = >, \j1y,. Stad d(A) =
> APy, gdzie P; = 1y,(A). Jak w poprzednim paragrafie, N; = (A — X;19) P; i definiujemy
N =3, N;. Oczywiécie N; = NP; i sa to elementy nilpotentne. Oznaczny m,; odpowiedni
stopien nilpotentnosci. Dla dowolnej funkcji f € Hol(sp(A4)) mamy zatem

1 _
fAP; = 5 . (z1g — A) 1f(z)dz
m;—1
= QLM ((Z X)) TP+ Y NF(z - )\j)k1> f(z)dz
RE k=1
m;—1
J 1
= f(AJ)PJ + kz: Ef(k)()‘J)Nk
=1
a stad
n m;—1 Nk
COED DD SR AICHES
j=1 k=0 ’

5.9. Przyklady. W ponizszych przyktadach algebry sa algebrami operatoréow. Przypo-
mnijmy, ze element widma A\ nazywamy wartoscig wlasng jezeli A\1g — A ma nietrywialne
jadro. Zbiér wartosci wlasnych nazywamy widmem punktowym (czysto punktowym) i ozna-
czamy sp,(A).

PrZYKEAD 6. Niech /P bedzie przestrzeniag Banacha ciagéw liczbowych, sumowalnych w
p-tej potedze, p € [1,00], A = B(¢P). Niech (a;) bedzie ograniczonym ciagiem liczbowym.
Operator A: P — (P definiujemy wzorem

Oczywiscie ||A| = sup|a;/, spp(A) ={a;} isp(4) = spp(A).

PRZYKEAD 7. W przestrzeni LP(Z) (ciagi numerowane od —oo do c0) definiujemy operator
U wzorem
(Uﬁ)l = Tj+1-

Oczywiscie ||U|| = 1, a warunek Uz = Az oznacza Ax; = x;11. Niezerowy ciag spelniajacy
ten warunek jest ograniczony tylko dla |[A| = 1. Stad |[A| = 1 jest wartoscia wlasna dla
p = 00, a dla p < oo operator U nie ma wartosci wlasnych. Réwnosé |U|| = 1 implikuje

zbieznodé szeregu > o0z " 1U™ dla |z| > 1 i szeregu Y o 2"U~""! dla |z| < 1. Oba te
szeregi sa rozwinieciami (z — U)™!, wigc o(U) C {z:|2| = 1}. Niech zatem |\ = 1 i dla
N € N definiujemy ciag vy wzorem

(UN)n = (2N+1)?

0 dla |n| > N.
Mamy dla tego ciagu

2 dla|n| < N,
(ANon)p =4 @N+DP

0 dla |n| > N.
oraz o N N
— an+1 <N,
(Uvy)p = { @N+1)7 | |
0 dla [n + 1| > N.
Stad
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*er dlan=—-N -1,

(2N+1)P
(A=U)vn)n = AT dlan = N,
(2N+1)?
0 dlan#-N-1,N—1.

H|A=TU)onllp = (2/(2N+1))%. Ale |lvx]|| = 1, wiec A — U nie jest odwracalny, A € sp(U).

PrzYKEAD 8. W przestrzeni ¢P rozpatrzmy operator przesuniecia w lewo (patrz Przy-
klad 2):
(Ll‘)l = Tj+1-

Oczywistym jest, ze | L|| = 1. Szukamy wartosci wlasnych:
L(z) = Az, 41 = Az, istad x, = 2 AL
Ciag taki nalezy do €7, p < oo jezeli |A| < 11 do € jezeli [A| < 1, czyli

-] =l <1} dlap=oo
P U {2zl < 1} dlap < oo

Poniewaz sr(L) < || L|| = 11 sp(L) jest zbiorem domknietym, dostajemy
sp(L) = {z:[]2]] < 1}

dla kazdego p.

PrRzYKEAD 9. Dla operatora przesuniecia w prawo R: /(P — (P

T dla i >
(R(x)); = { vodlarz2

0 dlas=1

mamy ||R| = 11iz warunku R(z) = Az dostajemy = = 0, czyli sp,(R) = (). Z kolei, jezeli
y=(z—R)z,toy = zz1 iy; = z; —x;—1 dlai > 1 astad, dla |z| <1, Yoo, 2"y, = 0.
Zatem (z — R) nie jest surjekcja 1 mamy

sp(R) = {z:[|z[| < 1}

PrzYKEAD 10. Niech (a;) bedzie ciagiem zbieznym do zera. Definiujemy operator

NP — (P,

(va); = {

ai_1x;_1, dlai>1
0, dlai=1.

Jak w poprzednim przyktadzie sp,(N) = ). Obliczymy promien spektralny korzystajac z
Twierdzenia 29. Mamy

A;—10;—2%5;_1, dla 7 > 2

(N21‘)i = { )
0, dlai=1,2

i |N?|| = sup|a;a;s1| i tak dalej dla wyzszych poteg N. Uporzadkujmy ciag (|a;|) w ciag
malejacy (b;). Dostajemy oczywiste nieréwnosci

|N|| = b1, [|[N?|| <biba, ..., |[N¥||<biby---by

i stad lim | N*||* = lim b, = 0. Wniosek: sr(N) = 0 i sp(N) = {0}.
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6. Twierdzenie spektralne dla operatoréw samosprzezonych w przestrzeni Hilberta.

6.1. Twierdzenie spektralne dla operatora samosprzezonego. Dla kazdego opera-
tora w przestrzeni Hiberta ma zastosowanie Holomorficzne Twierdzenie Spektralne 31. W
uzupelnieniu mozna pokazaé zwiazki

sp(AT) =sp(4),  f(A)T = f(AT), edde f(z) = f(2) (71)
dla funkcji f € Hol(sp(A)).
DowOD: Réwnoéé sp(AT) = sp(A) jest oczywista. Oczywistym tez jest, ze jezeli f jest

funkcja holomorficzna w otoczeniu sp(A), to funkcja f jest holomorficzna w otoczeniu sp(A).
Mamy

£4) = 5 f Gl = ) )z,

gdzie 7y jest tukiem otaczajacym sp(A). Stad tuk 7 otacza sp(A') = sp(A). Parametryzujac
~ odcinkiem [0, 1], mamy

T T
(FA) = — ( ﬁ 21y — A>1f<z>dz) - L ( /[ | G1a - A)lf(v(t))ﬁdt>

Com 2L

e GOl B U R CTOIE
™ J10,1)
1

= [ 601 - AN FG) i =~ (12— A ()
V¥ [0,1] T ) 5

5
= gm0 (1o = AN o)z = Al
Uwzgledniliémy tu fakt, ze parametryzacja t — (t) = 5(t) zadaje orientacje przeciwna do
kanonicznej tuku 7. [
Dla operatora samosprzezonego nieréwnosé (I) w Twierdzeniu 31 mozemy zastapié¢ réw-
noscia
1f (A= sup [f(2)]. (72)
z€sp(4)
DowoOD: Dla samosprzezonego B mamy(Twierdzenie 3) || B| = sr(B) = SUD,eqp(B) 2] Oraz
(Twierdzenie 1) sp(B) C R. Z (71) dostajemy, ze (f f)(A) jest operatorem samosprzezonym,
za$ z Twierdzenia Spektralnego i Twierdzenia 2, ze

IF AP =IF AT FA = I1F A A = I(FHA]
= sup e[ = sup |(ff)(2)]

zesp((F£)(A)) zesp(A)
= sup [f(2)]?=( sup [f(2)])%
z€sp(A) z€sp(A)

|

Roéwnosé (72) oznacza, ze odwzorowanie Hol(sp(A)) > f — f(A) € B(H) jest izometria,

jezeli wyposazy¢ Hol(sp(A)) w norme || f|| = sup,egy(a) [f(2)]- Mozna wige je przediuzy¢

przez ciagtoéé. Na osi rzeczywistej f(z) = m, wiec z twierdzenia Stone’a-Weierstrassa

dla funkeji o wartosciach zespolonych mamy, ze domknieciem Hol(sp(A)) wzgledem normy

jednostajnej jest cale C(sp(A)), wiec f(A) ma sens dla kazdej funkcji ciaglej na sp(A). W
szczegdlnodei, jezeli f >0, to f = g2 i

f(A) = g(A)g(A) = g(A)g(A)' > 0.

Podsumowujac, twierdzenie spektralne dla operatora samosprzezonego mozna sformutowaé
tak:

37



TWIERDZENIE 32. Niech A bedzie operatorem samosprzezonym. Istnieje jedyne liniowe
odwzorowanie

C(sp(A)) — B(H): f — f(A),
ktére na funkcjach holomorficznych jest réwne zdefiniowanemu poprzednio i posiada naste-

pujace wlasnosci:

(A) jezeli f =1 to f(A) = idy,

(B) jezeli f(x) ==z, to f(A) = A,

(C) (f9)(A) = f(A)g(A),

(D) (f(A)T = f(A),

(E) IF(A)] = supgespay 1f ()],

(F) jezeli AB = BA, to f(A)B = Bf(A),

(G) sp(f(A)) = f(sp(A)),

(H) jezeli g € C(sp(f(A))), to (g0 f)(A) = g(f(A)),
)

I

WNIOSEK 4. Jezeli D i D' sa rozlacznymi, izolowanymi podzbiorami sp(A), gdzie A jest
samosprzezony, to podprzestrzenie 1pH i 1p/H sa do siebie ortogonalne.

jezeli f >0, to f(A) >0

Dowo6D: 1plp =0, wiee 1p(A)1p/(A) =0iz 1p(A)T = 1p(A) mamy
0= (1p(A)1p(AH[H) = (1p/(A)H | 1p(A)H).

|
6.2. Uogollnienia twierdzen spektralnych.
Twierdzenie spektralne ma szereg wersji i uogélnien. W przypadku operatoréw samosprze-
zonych mozna rozszerzy¢ klase funkcji do zbioru funkcji borelowskich, ograniczonych na
sp(A). Traci si¢ przy tym réwnosci (E) i (G) i trzeba sie zadowolié¢ nieréwnoscig || f(A)] <
SUDgesp(a) |f(7)] i zawieraniem sp(f(A)) C f(sp(A)). Z drugiej strony, Twierdzenie 32
mozna uogélnié¢ na przypadek operatoréw normalnych, czyli spetniajacych warunek AAT =
At A. Trzeba jedynie réwnoéé (D) zastapié réwnoécia (f(A))T = f(AD).
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