Analiza Zespolona I, uzupelnienie

1. Zasada argumentu.
!

We wzorze na liczbe zer i biegunéw mamy calke z formy = dz. Zauwazmy, ze forma ta jest

rozniczka dlog f. Wprawdzie funkcja log f jest niejednoznaczna, to jej rézniczka juz jest. Z
definicji logarytmu mamy log f(z) = log | f(z)|+iarg f(z) istad dlog f = dlog|f|+id arg f.
Calka z pierwszego sktadnika po konturze zamknietym znika, a calka z drugiego jest réwna
przyrostowi argumentu f(z) wzdluz konturu. Stad wzér na liczbe zer i biegunéw mozemy
zinterpretowas jako

ZASADA ARGUMENTU. Niech f € M(Q) bedzie rézna od funkcji zerowej i niech Q bedzie
obszarem spéjnym. Jezeli D C ) jest zwartym obszarem z brzegiem takim, ze 0D nie
zawiera zer ani biegunow funkcji f, to réznica sumy krotnosci zer funkcji f lezacych w D
i sumy rzedéw biegunéw N, funkcji f lezacych w D, jest réwna zmianie argumentu f(z)
wzdtuz 0D.

2. Problemy Cousina.

Wiemy, ze kazdy wielomian w mozna przedstawi¢ jako iloczyn dwumianéw (z — a;), gdzie
a; jest pierwiastkiem w, oraz statej. Na stala nalezy patrzeé jak na wielomian, ktéry nigdzie
nie jest rowny zero. Z drugiej strony, kazda funkcja wymierna da sie przedstawic¢ jako suma
wielomianu i utamkéw prostych. Zwrdéémy uwage, ze w rozkladzie funkcji wymiernej na
utamki proste (wersja zespolona)
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skladnik Ele (w“j; 5 jest jest czedcia gléwna rozwiniecia Laurenta wokol a; - pozostale
sktadniki sg holomorficzne w a; i otoczeniu. Zajmiemy si¢ teraz podobnymi rozkladami dla
funkcji holomorficznych i meromorficznych. Poniewaz beda wystepowaly sumy i iloczyny
nieskonczone, trzeba najpierw uzupelni¢ nasza wiedze dotyczaca przestrzeni funkcji anali-
tycznych i meromorficznych.

2.1. Zupelnosé przestrzeni funkcji analitycznych. Twierdzenie Weierstrassa.
TWIERDZENIE 1 (WEIERSTRASS). Niech Q2 bedzie obszarem w C, a D C § zwartym ob-

szarem z brzegiem 0D. Jezeli ciag f, € A(Q) jest zbiezny jednostajnie na 0D, to jest tez
zbiezny jednostajnie na D i granica jest funkcja holomorficzna wewnatrz D.

Dowép: Niech f,, — f jednostajnie na dD. Funkcja f,, — fin jest holomorficzna w Q, wiec
sup,ep |fn(2) — fm(2)| jest osiagane na brzegu 0D. Zatem (f,) jest ciggiem Cauchy’ego w
metryce jednostajnej, wiec zbieznym do funcji ciaglej f. Oczywiscie f = f na dD. Wezmy
z € Int D. Z wzoru calkowego Cauchy’ego i ze zbieznosci jednostajnej (fy),
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Funkcja f jest wiec, wewnatrz D, zadana wzorem
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a zatem (rézniczkowanie pod znakiem calki) holomorficzna. Korzystajac jeszcze raz z wzoru

calkowego (dla pochodnych) dostajemy, ze fy(bk) — f®) niemal jednostajnie we wnetrzu D.
|



WNIOSEK 1. Jezeli ciag funkcji holomorficznych w € jest zbiezny niemal jednostajnie do f,
to funkcja f jest holomorficzna w () i zbieznosé jest niemal jednostajna wraz ze wszystkimi
pochodnymi.

Z twierdzenia o wartosci sredniej mamy nawet wiecej: wystarczy zbiezno$¢ w sensie catki
np. Lebesgue’a.
Podsumowanie:

(1) Przestrzen A(Q) jest zupelna ze wzgledu na zbiezno$é niemal jednostajna.
(2) Zbiezno$é niemal jednostajna jest réwnowazna zbieznosci niemal jednostajnej ze
wszystkimi pochodnymi.

Dla © = C funkcja holomorficzna ma rozwiniecie Taylora w zerze, wiec jest granica niemal
jednostajng wielomianéw. Dla jednospdjnego 2 mamy twierdzenie Rungego.

TWIERDZENIE 2 (RUNGE). Niech Q bedzie obszarem jednospéjnym i niech f € A(Q2). Dla
kazdego zbioru zwartego K C §) i kazdego € > 0 istnieje wielomian P taki, ze

sup [f(z) — P(z)] <e.
zeK

Uwaga! Twierdzenia Rungego nie nalezy myli¢ z Twierdzeniem Stone’a. W twierdzeniu
Stone’a (wersja dla funkcji o wartosciach zespolonych) mamy przyblizanie funkcji ciaglych
(wiec i holomorficznych) wielomianami, ale od z i z !

2.2. Rozklad na utamki proste. Pierwszy problem Cousina.

Rozpatrzmy najpierw taki problem (Pierwszy problem Cousina):
Niech Q bedzie obszarem w C i (a;) ciagiem réznych punktéw w Q, bez punktu skupienia
w Q. Czy istnieje funkcja meromorficzna w Q z biegunami w (a;) (i tylko tam), o zadanych
czedciach glownych
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rozwinieé¢ Laurenta.
Pozytywna odpowiedz daje twierdzenie Mittag-Lefllera.

2.3. Dowd6d twierdzenia Mittag-Leftera.

Dowo6D: Dowéd przeprowadzimy w przypadku § = C. Dla dowolnego obszary dowéd jest
ideowo taki sam, ale technicznie znacznie bardziej skomplikowany. Przypadek ciagu skon-
czonego jest trywialny: wystarczy wzia¢ sume Y . P;. Niech wiec (a;) bedzie ciagiem nieskon-
czonym. Mozemy tez zalozyé, ze |a;+1 > |a;| oraz |ai| # 0. W odréznieniu od przypadku
ciagu skoniczonego, suma Y P; moze by¢ rozbiezna, bedziemy wiec jej skladniki 'renorma-
lizowaé¢” wielomianami by otrzymaé szereg zbiezny. Funkcja P; jest holomorficzna poza a;,
wiec w kole |z| < 1]a;| ma rozwiniecie Taylora. Istnieje zatem wielomian W; taki, ze

sup |Wi(z) — Pi(2)] < —
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Pokazemy, ze szereg > (P; — W;) jest zbiezny niemal jednostajnie w C \ (a;). Niech K C
C\ (a;) bedzie zbiorem zwartym. Poniewaz |a;] —— oo, to istnieje N takie, ze dla i > N
1— 00

zbior K jest zawarty w kole |z] < 1]a;], wiec dla i > N

sup [Wi(2) — Pi(2)| < ~.
2€K ?
Stad jednostajna zbiezno$é¢ szeregu. Oznaczmy f(z) = > .(P;i(2) — Wi(z)). Z twierdzenia
Weierstrassa o zupelnosci przestrzeni funkeji holomorficznych f jest funkcja holomorficzna
poza ciggiem (a;). Dla kazdego a; funkcja f — 3, (P — W;) jest holomorficzna w a;, wiec
cze$¢ glowna rozwiniecia Laurenta funkcji f w a; jest réwna P;. [



WNIOSEK 2 (ROZKEAD MITTAG-LEFFLERA). Kazda funkcje meromorficzna f € M(C)
mozna przedstawi¢ w postaci sumy

f =g+Z(PZ- ~ W),

gdzie P; sg czeSciami gléwnym rozwinieé f, W; sa wielomianami a g funkcja catkowita.

Dowo6D: Uporzadkujmy bieguny f wedlug rosnacego modutu i niech P; bedzie czeécia
gléwna rozwiniecia w a;. Punkt z = 0 mozemy uznac za regularny, bo jesli f ma biegun w z =
0, to zastapimy f funkcja f — Py, gdzie Py jest czedcia gléwna rozwiniecia Laurenta w zerze.
Z dowodu twierdzenia Mittag Lefflera istniejg wielomiany W; takie, ze szereg > . (P; — Wj)
jest zbiezny i ze funkcja g = f — >, (P; — W;) jest calkowita. m
2.4. Przyktlady.

PrzYKEAD 1. Niech f(z) = 5- Jest to funkcja meromorficzna z biegunami drugiego

b
(sin z)

rzedu w punktach z = nw, n € Z. Czeécig gtéwna rozwiniecia Laurenta w nw jest ﬁ
z—nm

1
—— jest funkcja meromorficzng
nw

Suma czeéci gtéwnych jest zbiezna, wiee g(2) = >, <4 (
P

z czesciami gltéwnym rozwinigé Laurenta takimi samymi jak dla funkcji f. Funkcja f — g
jest zatem calkowita i okresowa o okresie m. Wezmy 2z = x + iy, gdzie z € [0,7]. Dla
n=1,2,3,... mamy

|z —nr|=vVy?*+ (x —nm)2 2 7(n—1)

adlan=-1,-2,-3,...
|z — nw| > |n|m.

Stad
FEN =S Z,m |z — nm|? mZH (n—1)2x2 "~

Pierwszy sktadnik dazy do zera przy y — co,wiec
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jako reszta sumy szeregu zbieznego. Z drugiej strony, | sin? z| = sin? z + sinh? y, wiec

1
—— —— 0 oraz f(2) —g(z) —— 0,
sin z y—oo y—oo

jednostajnie ze wzgledu na x € [0, 7]. f — g jest wiec funkcja calkowita, ograniczona, zatem
stala rowna zero.

1 1
(sin 2)2 - Z (z —nm)2’ (1)
A

PRzYKEAD 2. Funkcja meromorficzna f(z) = ctgz ma bieguny w punktach z = nw z

czedciami gléwnymi . Szereg czesci gtéwnych jest rozbiezny, ale mozna go 'renorma-
z—nmw

. . . . . 1 .
lizowaé’ (oprécz n = 0) wielomianami stopnia zerowego ——. Funkcja
nm

1 1 1
=ctgz— - — _
D Ml =t

nezZ\{0}
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jest funkcjg calkowita, a rézniczkujac wyraz po wyrazie widzimy (Przyklad 1), ze jej po-
chodna jest rowna zero. Jest to zatem funkcja stata w zerze rowna zero,

1 1 1
tgz = — — . 2
8z z+ Z (z—nﬂ+n7r) @

neZ\{0}

A

2.5. Rozklad na czynniki pierwsze. Drugi problem Cousina. Niech () bedzie obsza-
rem w C i (a;) ciagiem r6znych punktéw w , bez punktu skupienia w Q. Niech (p;) bedzie
ciggiem liczb naturalnych.

Drugi problem Cousina: czy istnieje funkcja holomorficzna w 2 taka, ze w punktach
a; (i tylko tam) ma zera krotnosci p;. Pozytywna odpowiedZ daje twierdzenie Weierstrassa,
ale najpierw troche o iloczynach nieskoniczonych.

2.6. Iloczyny nieskoiniczone.

Noczyn nieskonczony []°7 (1 + ¢,) nazywamy zbieznym, jezeli wszystkie jego czynniki sa
rozne od zera i ciag iloczynéw czesciowych P, = [[;_,(1 + ¢x) jest zbiezny do granicy
P #0. Piszemy P =[], (1+¢).

STWIERDZENIE 1. Iloczyn [, (1+¢,) jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taki
dobdr galezi logarytmu, ze szereg Y, log(1 + ¢,,) jest zbiezny.

DowODp: Jezeli szereg Y oo, log(1+¢;,) jest zbiezny do S, to ciag exp(d>_,_; log(1+ck)) =
[Ti— (1 + ck) jest zbiezny do €.

Jezeli iloczyn nieskoniczony jest zbiezny, to P, = [[;_, (1 + ¢x) — P # 0 i mozemy wybraé
(i wybieramy) galaz logarytmu tak, by log P,, byl zbiezny do log P. Kladziemy log(1+c¢;) =
log Py, galaZ log(1+ cz) dobieramy tak, by log(1+¢1)+1og(1+c¢1) = log Ps i.t.d. Dostajemy

n
Z log(1 + ¢x) = log P, — log P.
k=1

|
Ze stwierdzenia wynika, ze warynkiem koniecznym zbieznosci iloczynu jest zbieznosé do
zera ciagu (c¢,). Jezeli ¢, — 0, to dla duzych n mamy szacowanie |log(1l + ¢,) < 2|cg|.

Istotnie, niech |w| < 3 Z definicji logarytmu (jestesmy na galezi gléwnej logarytmu)

14w 1 1 1
log(1 = —-d¢ =
og(1+ w) /1 Cd( w/o 1+twdt

1
1
log(1 < —dt < 2|w|.
og(1 +0)] < ful [ —at < 2ful

i stad

Zatem ze zbieznosci szeregu >~ |¢,,| wynika zbiezno$¢ bezwzgledna szeregu >~ | log(1+
Cn).
2.7. Dowd6d twierdzenia Weierstrassa.

DowOD: Z twierdzenia Mittag-Lefflera istnieje funkcja meromorficzna h € M(Q) taka, ze
w a; ma biegun pierwszego rzedu z residuum p;. Definiujemy nowa funkcje

z
1) = [ hode,
20
gdzie droga catkowania taczy ustalony punkt 2 z z. Funkcja H jest niejednoznaczng funkcja,
holomorficzna poza (a;). Poniewaz residua funkcji h w punktach (a;) sa liczbami natural-
nymi, warto$ci H(z) na réznych galeziach réznia si¢ o wielokrotno$é 2mi. Zatem funkcja
f(2) = e jest jednoznaczna funkcjg holomorficzng poza (a;) i jest tam rézna od zera.
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Co si¢ dzieje w punkcie a;? Mamy w otoczeniu a;,

Pi
hz) = L+ 0.(2),

gdzie g; jest holomorficzna w otoczeniu a;. Calka

T = pilogle — ) ~log(zo — ) = pilog -
wiec
£(2) = exp(pi log ) exp Gi(2) = (2 — 4P ———— exp Ga(2)
= exp(p; gZO_ai PGy = i (Zo—ai)pi PGy )

gdzie G;(z) = fzzo g(z). Funkcja o am exp G;(z) jest rézna od zera w a; 1 holomorficzna
Zo — Q4 )7
w otoczeniu a;, wiec f ma w a; zero rzedu p;. [

Niech 2 = C. Konstruujac h jak w dowodzie twierdzenia Mittag-Lefllera mamy

h(z) = Z (Z fiai - Wi(z)> . (3)

Oznaczajac przez R; catke z W; z warunkiem R;(zp) = 0, mamy

r=T((5=%) ). @

WNIOSEK 3. Kazda funkcja meromorficzna f € M(C) jest ilorazem funkcji catkowitych.

DowOD: Niech (b;) beda biegunami funkcji f a (g;) ich rzedami. Z twierdzenia Weierstrassa
istnieje funkcja catkowita h z zerami rzedu ¢; w b;. Funkcja g = fh jest funkcja catkowita,

zatem f = % jest ilorazem funkcji catkowitych. [

WNIOSEK 4. Niech Q bedzie obszarem w C. Istnieje funkcja f € A(Q)) nie majaca przediu-
zenia analitycznego poza Q.

DowoD: Wybierzmy cigg a; € € taki, by nie mial on punktéw skupienia w Q, ale zeby
kazdy punkt z brzegu € byt jego punktem skupienia. Z twierdzenia Weierstrassa istnieje
funkcja holomorficzna w 2 z zerami w punktach a;. Gdyby funkcja f miata przedtuzenie
analityczne f , to pewien punkt b € 99 bylby w dziedzinie holomorficznosci f . Punkt ten
bytby tez punktem skupienia zer f , zatem f bytaby réwna tozsamosciowo zeru. [

Jezeli f € A(f) nia ma przedluzenia holomorficznego poza Q, to méwimy ze 2 jest
obszarem holomorficzno$ci funkcji f. Ostatni wniosek mozna wiec sformutowaé tak: kazdy
obszar w C jest obszarem holomorficznosci pewnej funkcji.
inz

2.8. Przyklad. Funkcja f(z) = i

{0} i kazde zero ma krotnosé jeden. Jak w dowodzie twierdzenia Weierstrassa konstruujemy
funkcje catkowita g(z) z zerami jak w funkeji f. W rozkladzie (4) wybierzmy zo = 0, wiec
Pn

jest funkcja calkowita z zerami w a, = nm, n € Z\

< Z 7 ln > =1 = . W iloczynie (4) wystepuje tez 1 + . wiee
20 — Gp nm nm



22

Szereg > W jest zbiezny bezwzglednie, wiec mozna przyjaé¢ R,, = 0. Zatem
nmw

1) =gt = ] (1 5. OF

gdzie h jest funkcja catkowita. Wezmy pochodne logarytmiczne stron réwnosei (5) :

d sin z 1 - 2z
—1 =ct —_—_= h/ —_—
3 o8 < . ) ctgz — — (2) + Z Py (6)

ale z rozkladu (2)

e lo Y (L L)y @
aerTL = z—nw  nm) — 22 — (nm)? ’

n€eZ\{0}

wiec poréwnujac (6) i (7) dostajemy h' = 0. Ale f(0) = 1 = "(0), wiec h = 0. Ostatecznie

2

sn;z:ﬁ@_(:ﬁ). ®)

3. Funkcja gamma Eulera.

Rozpatrzmy catke

oo oo 5
I'(z) :/ et ldt = 2/ et 2 dt. (9)
0 0
Dla z = z + iy mamy
- —1) log iy 1 - iyl -
+? 1_ e(z 1)logt _ ety ogtea: llogt — iy logtyx 17
wiec calka jest zbiezna niemal jednostajnie na obszarze x > 0. Z rézniczkowaniem mozemy

wej$¢ pod znak catki, wigc I' jest w obszarze = > 0 holomorficzna. Calkujac przez czesci
dostajemy, dla x > 0,

oo oo
I(z+1) = / e 't = —e 77| + z/ e~t*7ldt = 2T (2), (10)
0 0

1
Relacja I'(z) = —I'(z+ 1) pozwala zdefiniowa¢ I' w obszarze > —1, z # 0 i, indukcyjnie, w
z

C\{0,-1,-2,...}. Otrzymana funkcja jest holomorficzna, wiec jest jedynym przedtuzeniem
analitycznym ® z obszaru x > 0. Przy okazji,

r(1) = /OOO e tdt=1, 0(2)=10(1) =1, T(3) =20(2) =2, ..., T'(n) = (n— 1)!

co powoduje, ze funkcja I', zwana funkcja gamma Fulera, bywa uwazana za uogdlnienie silni.
Jaka osobliwo$¢ ma I' w —k? Przyblizajac funkcje wykladnicza wielomianami na odcinku
[0,1] mamy, przy Rez > 0

1 [e§]
I'(z) :/ e_ttz_ldt—i—/ e 7 dt
0 1

:/1 e—t—i(_ll)ktk tz—ldtjt/1 i(_ll)kt’“ tz—ldt+/ooe—ttz—1dt.
0 k- 0 O k- 1

0
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Ostatnia catka zadaje funkcje catkowita, pierwsza funkcje holomorficzna w obszarze = >
—n — 1, a srodkowa jest rozszerzeniem

N G LR W ~(-1F 1
A(zozk!tk>t dt =3, K 2+ k'

Zatem I' ma tam takie same osobliwosci jak

(-1)F
k!
oo dostajemy, ze I' jest funkcja meromorficzng na C z biegunami pierwszego rzedu w

—1)k
0, =1, =2, ... iz Res_;I' = (k')

zentacje catkows, analogiczng do (9):

czyli bieguny pierwszego rzedu z residuum

w —k. Przechodzac do granicy n —

. W obszarze —1 < = < 0 funkcja I' ma repre-

1 1 > —tyz—1 —t o 1 > —tyz—1 OO —t z—1
F(z):;lﬂ(z—i—l):f ; e P dt = (e7' 1) +- ; e~ dt = ; (e7"=1)t*~ dt

z zlo Ty
i ogblniej, w obszarze —1 —n <z < —n,
) n k
- (=1 1
I'(z) = / et — t*7dt.
3.1. Tozsamo$ci dla funkcji gamma.

STWIERDZENIE 2. Dla Rev > 0 i Reu > 0 mamy tozsamosé

F(U)F(U) _ ! u—1 _ p\v—1
7“””)_/01: (1—t)"dt. (1)

DowoD: Korzystajac z drugiej calki w definicji (9) mamy, uzywajac wspotrzednych biegu-
nowych,

P(u)l(v) = / e_t2t2“_1dt/ e 52 1ds
0 0

™

0 2
_ 4/ e—r2r2u+2v—1dr/ (COS QD)Qu_l(SiD @)QU_lde
0 0

z
=20 (u + v) / (cos )?* ™ (sin )?* " dyp
0

=T'(u+v) /01 t“ (1 — ) dt, (12)

przy czym ostatnig réwnosé dostaliémy podstawiajac ¢ = cos? . [

STWIERDZENIE 3. Zachodzi tozsamosé

1
I'(z)I(1—z) = w szczegdlnosci F(i) = /. (13)

sin(mz)’

DowOD: Wystarczy wykazaé pierwsza réwnoéé na obszarze 1 > Rez > 0. Z poprzedniego
stwierdzenia, mamy w tym obszarze réwnosé

T(2)0(1 - 2) = I'(1) /1 11 — t)"*dt = T(1) /01 <t> Lat

o 1—t) ¢
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Calka po prawej stronie moze by¢ obliczona metoda standardowa (kontur ’dziurki od klu-

t z

cza’). Jezeli na gérnej 'kladce’ mamy (175) przy wyborze galtezi gléwnej logarytmu, to
1—t 1

nica funkcji podcatkowej w oo jest réwna zeru, wiec jej residuum w oo jest réwne granicy

funkcji wymnozonej przez —t, zatem jest réwne —e™*"*. Stad

, t \* t \* ,
na dolnej mamy e~ 2*7 () , a granica (t) przy t — oo jest rowna e~ *"". Gra-

1
(1-— e*%’”')/ 2711 — t)72dt = 2mie” "™,
0

czyli
1
™
1=t = .
/0 ( ) sin(mz)
|
STWIERDZENIE 4 (WZOR LEGENDRE’A O PODWAJANIU).
1
222D ()T (2 + 5) = /7(22). (14)
DowOD: Ze Stwierdzenia 2
L(T() _ / 711 —t)*tdt = 2/ 2711 —t)*de.
I'(2z) 0 0
Podstawiamy s = 4¢(1 — t) i otrzymujemy
1 1
I'(z)l'(2) _ 2172z/ (1 — s)’%ds —gl-2z F(Z)F(lz)
F(QZ) 0 F(Z + 5)
, 1
a stad dowodzony wzdr, bo F(§) = /. m

Funkcja gamma nie ma zer, wiec jej odwrotno$é jest funkcja caltkowita z zerami pierwszego
rzedu w 0,—1,-2,.... Mozna wiec (Twierdzenie Weierstrassa, wzor (4)) przedstawi¢ £ w
postaci iloczynu ze9) [ (1+ £) exp(—Z2). Okazuje sig, ze funkcja g jest funkcja liniowa.

STWIERDZENIE 5 (WZOR WEIERSTRASSA).

1
I'(z)

= ze'*?

2

(14 ) exp(—),

n=1

v = lim ( —logn).
n—oo
k=1

4. Funkcje i calki eliptyczne.

gdzie

el

4.1. Okresy funkcji zespolonej. Funkcje f na C nazywamy okresowq o okresie w € C,
jezeli f(z + w) = f(z) dla kazdego z. Jezeli w jest okresem, to wielokrotnosé¢ w tez jest
okresem. Ogolniej: kombinacja liniowa okreséw, o wspélczynnikach calkowitych, tez jest
okresem. Z kolei suma, iloraz, iloczyn i pochodna funkcji o okresie w sg tez funkcjami o
okresie w. Funkcja wykladnicza i pochodzace od niej funkcje trygonometryczne, hiperbo-
liczne sa przykladami holomorficznych funkcji okresowych na C.

Uwaga! W dalszym ciggu stowo funkcja oznaczaé bedzie funkcja holomorficzng z izo-
lowanymi punktami osobliwymi.



STWIERDZENIE 6. Jezeli okresy funkcji f maja punkt skupienia, to f jest funkcja stala.

DowOD: Jezeli w,, sa okresami f i wy, — w, to w tez jest okresem f:

fz+w)= lim f(z4w,) = f(2),
n—oo

wiec zero tez jest punktem skupienia okreséw w, —w. Przyjmijmy zatem, ze w,, — 0. Jezeli
20 jest punktem regularnym, to funkcja f(z) — f(z0) jest réwna zero na ciagu zg + wy,. Zera
tej funkcji maja punkt skupienia, wiec funkcja jest réwna zero. [

Okres w funkcji f nazywamy fundamentalnym jezeli kazdy okres f jest wielokrotnoscia w
lub —w. Funkcje posiadajace okres fundamentalny nazywamy jednookresowymi. Przykla-
dem funkcji jednookresowej jest funkcja wykltadnicza.
Uktad okreséw (w1, ...,w,) funkeji f nazywamy fundamentalnym, jezeli

(1) kazdy okres funkcji f jest catkowitoliczbowa kombinacja (wy, .. .,ws),
(2) uklad ten jest minimalny, to znaczy zaden wladciwy pozbiér (wy,...,w,) nie spelnia
warunku (1).

Wybér okreséow fundamentalnych nie jest jednoznaczny. Dla funkcji jednookresowej, jezeli w
jest okresem fundamentalnym, to réwniez —w jest okresem fundamentalnym. Z kolei, jezeli
para (w,w’) jest fundamentalnym uktadem okreséw, to jest nim réwniez para (aw—+bw’, cw+
dw'), gdzie a,b, ¢, d sa liczbami calkowitymi i ad — be = +1.

TWIERDZENIE 3 (JACOBIEGO). Warunkiem koniecznym, by uklad (ws,...,w,) byl funda-
mentalnym uktadem ukreséw jest

(1) n=11Iubn =2,

(2) dlan =2 iloraz @1 nie jest liczba rzeczywista.
w2

DowOD: Niech P C C bedzie zbiorem okreséw funkcji f i niech 0 # w € P. Wielokrotnogéci
w leza na pewnej prostej L i mamy dwie mozliwosci:

(1) wszystkie okresy funkeji f leza na prostej L,
(2) nie wszystkie okresy funkcji f leza na prostej L.

W pierwszym przypadku wszystkie okresy sa postaci tw, gdzie t € R. Poniewaz okresy nie
maja punktu skupienia, istnieje okres o najmniejszym module. Mozemy przyjaé, ze w jest
takim okresem, czyli |t| > 1. Przypusémy, ze (m + r)w, gdzie m jest liczba calkowita i
|r] < 1, jest okresem. Zatem okresem jest tez (m + r)jw — mw = rw. Ale [rw| < |wl|, wiec
r = 0. zw jest jedynym okresem fundamentalnym, funkcja jest jednookresowa.

Niech teraz w,w’ beda okresami i w’' ¢ L. W tréjkacie o wierzchotkach w 0,w,w’ mamy
skoniczong liczbe okreséw. Jezeli sg to tylko zw i zw’, to tworzg one fundamentalny uklad
okreséw. Niech wiec wy bedzie réznym od w,w’ okresem. Mozemy przyjaé, ze w1 # L (w
przeciwnym razie zamieniami rolami w i zw’). W tréjkacie 0, w, w; mamy mniej okreséw niz
w tréjkacie 0, w, w’. Powtarzamy powyzsza procedure dla trojkata 0, w, w; itd. Po skoficzonej
liczbie krokéw dostajemy trojkat, w ktérym jedynymi okresami sa wierzchotki. Tworza one
fundamentalny uktad okreséw. [

Funkcje z nietrywialnym okresem moga wiec by¢ albo jednookresowe albo dwuokresowe.
Meromorficzne funkcje dwuokresowe nazywane sa funkcjami eliptycznymi. Funkcja dwu-
okresowa jest wyznaczona jednoznacznie przez swoje wartoéci w dowolnym réwnolegtoboku
okresowym, tj. rownolegtoboku postaci

{z:z2=20ttw+sw', 0<s,t<1}

TWIERDZENIE 4 (LIOUVILLE’A).

(1) Funkcja eliptyczna ma bieguny.



(2) Funkcja eliptyczna ma zera.
(3) Niech f bedzie funkcja eliptyczna i D domknieciem jej réwnolegloboku okresowego,
bez biegunéw na 0D. Wowczas

fdz=0.
oD

(4) W kazdym réwnolegloboku okresowym liczba zer (liczonych z krotnosciami) jest
réwna liczbie biegunéw (liczonych z krotnosciami).

(5) Suma residuéw funkcji eliptycznej w dowolnym réwnolegloboku okresowym jest réwna
ZETO.

(6) Niech f ma w punkcie z rzad m., tzn. m, jest rzedem zera (bieguna) w punkcie z.
Wowczas ), zm, € P, gdzie sumowanie jest po punktach réwnolegloboku okreso-
wego.

DowODb:

(1) Dwuokresowa funkcja catkowita jest ograniczona, wiec stala.

) Odwrotno$¢ funkeji eliptycznej jest funkcja eliptyczna, wiec ma bieguny.

) Z okresowosci f calki po przeciwleglych bokach zeruja sie.

) Wybierzmy réwnoleglobok okresowy D tak, by na jego brzegu nie bylo zer i biegunéw.
7 wzoru na liczbe zer i biegunéw, w obszarze D

2mi(N, — N,) = /a J}/dz,

ale funkcja = jest tez eliptyczna o okresach takich jak f, wiec na mocy poprzednigo

punktu calka jest réwna zero.
(5) Calkaz fdz po dD jest, z jednej strony, réwna zero, a z drugiej strony sumie residuéw
w D.

(6) Zauwamy, ze funkcja z*— ma bieguny pierwszego rzedu tam, gdzie f ma zera i bieguny

/!

i residuum w z jest réwne zm,.Zatem
1 I
g M, = — z—dz,
- 2t Jop  f

ale z okresowosci f

zZo+w f/ %+w+w/ / m+w‘ﬁ zo+w
/ 2 dz — / 2dz = fw'/ —dz = fw'/ dlog f = 2mikw’,
20 f zotw’ f 1) f z0

gdzie k jest liczba calkowita, bo f(z20) = f(z0 + w), wiec wartosci logarytmu réznia
sie o wielokrotno$¢ 2mi. Podobnie mamy dla drugiej pary bokdéw réwnolegltoboku i
stad teza.

|
Z punktu (3) wynika natychmiast, ze w obszarze D nie moze byé pojedyficzego bieguna
rzedu pierwszego. Liczba biegunéw, liczona z rzedami, musi byé wieksza od 1.

4.2. Przyklady funkcji eliptycznych. Niech w,w’ bedg takie, ze % nie jest liczba rzeczy-

wistg. Oznaczmy przez P zbiér wszystkich catkowitoliczbowych kombinacji w i w’. Funkcja
Weierstrassa zdefiniowana jest wzorem

1 1 1
== ——— . 15
o0)=5+ ¥ (o) (19
0AweP
STWIERDZENIE 7. Funkcja Weierstrassa jest funkcja eliptyczna z fundamentalnym ukladem

okreséw (w,w’).
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Dow6D: Mamy dla |w| > 2|z| nieréwno$é |w — z| > ||w| — |2|| = $|w| i stad

1 1]

(z—w?  w?|

22w — z)

_ 4fal(fz]+ 2fu]) _ 10[2
w?(z —w)?

|wl* T wfP

Szereg Yo pep ﬁ jest zbiezny. Istotnie, poniewaz 0, w,w’ nie sa wspétliniowe, to istnieje
a > 0 takie, ze nw+n'w’ > a(|n|+|n’|) dla wszystkich n,n’. Par (n,n’) takich, ze |n|+|n/| =

m jest 4m, wiec
1 o0
2 : -3 } : -2
0#weP 1

Zatem szereg (15) jest zbiezny bezwzglednie i niemal jednostajnie ze wzgledu na z. Funkcja
p jest dobrze okreslona i, jak tatwo zauwazyé, parzysta: p(—z) = p(2). Pozostaje wykazaé
jej okresowo$¢. Mamy

) 1 2 2
R D e N

0AweP weP

a suma po prawe] stronie jest oczywiscie funkcja dwuokresowa z okresami w,w’. Zatem
P (z+w) — p'(2) oraz p'(z + ') — p'(z) sa réwne zero, czyli funkcje z — p(z + w) — 7(2)
iz p(z+w) — p(z) sa stale. Z parzystosci p pierwsza funkcja w —%, a druga w 7%’
przyjmuja wartosé zero. [
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