Wyktady, dziesigty tydzien.

EKSTREMA LOKALNE

Wiemy juz, ze warunkiem koniecznym istnienia ekstremum w punkcie, w ktorym funkcja jest
rozniczkowalna, jest zerowanie si¢ pochodnej. Poszukiwanie warunku dostatecznego zaczynamy
od nastepujacego stwierdzenia.

Twierdzenie 1. Jezeli f'(x) > 0, to istnieje 6 > 0 takie, Ze dla 0 < h < 6 mamy

flx+h)> f(x), flx—h)<fla)
Jezeli f'(x) < 0, to istnieje 6 > 0 takie, Ze dla 0 < h < & mamy
fle+h) < flx), flx—h)>f(2)
Dowdéd. Wystarczy udowodnié pierwsza cze$é Stwierdzenia. Niech wiec f'(x) > 0. Z definicji

pochodnej f(xz + h) — f(x) = f'(x)h + r(z, h), gdzie r(@ h) P20 0. Istnieje zatem & > 0
takie, ze |r(x,h)| < f'(x)|h| dla |h| < 0. Stad f(x + h) — f(x) = f'(x)h — |r(z,h)] > 0 i

flx—=h)— f(z) < —f(x)h+ |r(z,—h)| < 0dla0< h <51

Twierdzenie 2. Zaldzmy, ze funkcja f jest ciggla na I i rézniczkowalna na I\ {z}.

Jezeli istnieje § > 0 takie ze f'(x +h) > 01 f'(x —h) <0 dla 0 < h < 0, to funkcja f ma
minimum w .

Jezeli istnieje § > 0 takie Ze f'(x +h) < 01 f'(x —h) > 0 dla 0 < h < 0, to funkcja f ma
maksimum w x.

Twierdzenie 3. JeZeli funkcja f jest dwukrotnie rézniczkowalna w z i f'(x) =0, f"(z) # 0,
to f ma w x ekstremum lokalne. Minimum gdy f"(x) > 0 i maksimum gdy f"(x) < 0.

Twierdzenie 4. Niech f®)(x) = 0 dla k = 1,...,n — 1 i niech f™(x) # 0. Jezeli n jest
nieparzyste, to [ jest monotoniczna w punkcie x. Jezeli n jest parzyste, to funkcja f ma w x
ekstremum (minimum dla f™(x) > 0 i maksimum dla f™(z) <0).

Powyzsze stwierdzenie nie wyczerpuje wszystkich mozliwosci. Moze sie bowiem zdarzy¢, ze
wszystkie pochodne w = sa réwne zeru i badajac je nie jestedSmy w stanie stwierdzi¢, czy funkcja
f ma w punkcie x ekstremum lokalne.

FUNKCJE WYPUKLE

Funkcje f: |a, b[— R nazywamy wypukiq na |a, b, jezeli dla dowolnych z, 2" €la,b[i 6 € [0, 1]
mamy
fOz+ (1 —0)2") <Of(x) + (1 —0)f(2),
zas$ wklestq, jezeli
fOz+(1—0)2") = 0f(x) + (1 - 0)f(2).
Natychmiastowy wniosek z tych definicji: funkcja f jest wypukta wtedy i tylko wtedy, gdy
funkcja — f jet wklesta. Wystarczy wiec zajaé sie¢ w dalszym ciggu tylko funkcjami wypuktymi.

Twierdzenie 5. Funkcja f jest wypukia na ]a,b] wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego,
skoriczonego podzbioru {zy,xs,...x,} Cla,b[ i dla dowolnej rodziny liczb 0 < 6; < 1, 1 =
1,...,n takiej, ze > . 0; = 1, mamy

f(z Oixi) < Z@f(xz)

Twierdzenie 6. (1) Funkcja f jest wypukla na la,b] wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych
punktow xy < xe < x3 2 )a,b] mamy nieréwnosé

f(l'2) - f(ﬁl) < f(1’2) - f(x?))
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(2) Funkcja f jest wypukla na |a,b] wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych punktow x; <
Ty < x3 2 |a,b] mamy nieréwnosé
Fles) = Fw) _ Jas) ~ f(2)
I3 — T h T3 — T2 '
(3) Funkcja f jest wypukla na |a,b] wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych punktow x; <
Ty < x3 2 |a,b] mamy nierdwnosé
f(z2) — f(z1) < flz3) — flz1)

~
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Whiosek 1. Jezeli funkcja f jest wypukta na Ja, b], to istnieja granice (lewo- i prawostronne

pochodne):
p_ o St = @), L et h) — f(2)
fom i T s T

Ponadto f% > f".

Wystarczy zauwazy¢, ze funkcja h — w jest monotoniczna i ograniczona, a stad
(podobnie jak dla ciagéw) wynika istnienie granicy (kres gérny wartosci).

Whiosek 2. Funkcja wypukta na odcinku otwartym jest ciggta. Zaltozenie otwartosci odcinka
jest istotne. Funkcja wypukta na odcinku domknigtym moze by¢ nieciggla na jego brzegu.

W przypadku funkcji rozniczkowalnej mamy proste kryterium wypuktosci.

Twierdzenie 7. (1) Funkcja rézniczkowalna na |a, b| jest wypukla wtedy i tylko wtedy, gdy
jej pochodna jest funkcjqg niemalejgcg.
(2) Funkcja dwukrotnie rézniczkowalna na la,b| jest wypukta wtedy i tylko wtedy, gdy jej
druga pochodna jest nieujemna.



