Wyklady, drugi tydzien.

Liczby naturalne N: Definicje jak na Algebrze (patrz materialy dostepne na stronie P. M.
Hajaca). W uzupelnieniu Zasada Indukcji:

Fakt 1. Jezeli A C N taki, ze 1 € A i mamy wynikanie (k€ A) = (k+1€ A),to A=N.

Fakt ten stosowany jest w dowodach indukcyjnych:

Jezeli p: n — p(n) jest funkcja zdaniowa na N, (1) jest prawda i ¢(k) = ¢(k+ 1), to ¢(n)
jest prawda dla kazdego n € N.
liczby wymierne Q: Definicja i podstawowe wtasnosci jak na algebrze. Méwiac po ludzku
zbidr liczb wymiernych jest zbiorem wszystkich utamkow zwyktych. Opiszmy teraz strukture
tego zbioru:

(1) W zbiorze Q okreslone jest dodawanie i mnozenie. (i) Dodawanie jest przemienne p+q =
q+p, taczne (p+q) +r = p+ (¢+7), ma element neutralny 0 taki, ze p+0 = p i kazdy
element ¢ ma element przeciwny p taki, ze p + ¢ = 0, p oznaczamy —q. Wszystkie te
warunki dotyczace dodawania mozna zapisa¢ w skrécie (Q, +) jest grupa przemienna.
(ii) Mnozenie tez jest przemienne pq = ¢p, taczne (pq)r = p(gr), ma element neutralny
1 taki, ze 1p = p i kazdy rézny od zera element ¢ € Q ma odwrotnos$é, tzn istnieje p
takie, ze pg = 1. Takie p oznaczamy p~!, albo ]l). Innymi stowy (Q \ {0},-) jest grupa
przemienna. (iii) Dzialania dodawania i mnozenia sa zgodne, tzn. zachodzi warunek
rozdzielno$ci mnozenia wzgledem dodawania.

plg+r) =pq+pr

(iv) Ponadto 1 # 0. Warunki i-iv oznaczaja, ze Q jest ciatem.
(2) Zbiér Q jest zbiorem uporzadkowanym liniowo, tzn. mamy relacje ,,<” o nastepujacych

wilasnosciach (i) kazde dwa elementy sa poréwnywalne, (ii) jesli p < qig<ptop=gq.
(3) Dodawanie i mnozenie sg zgodne z porzadkiem, tzn (i) dla dowolnego ¢ € Q jesli p < r

to p+ q < p+r, ponadto (ii) dla nieujemnych p i g zachodzi pq > 0.
(4) Speiony jest aksjomat Archimedesa:

Va>0Vb>0 dneN: b<na.

Powyzsze cztery wtasnosci ma takze zbior liczb rzeczywistych R. Jest jednak istotna réznica
miedzy tymi zbiorami: Q jest dziurawe:

Fakt 2. Nie istnieje liczba wymierna p taka, ze p? = 2.

W miejscu przeznaczonym na rozwiazanie tego réwnania jest istotna dziura! Definiujemy dwa
zbiory

A={qeQ: ¢>0i ¢ <2}u{geQ: ¢<0}, B={qeQ:q¢>0iq¢>2}
Zbiory te sg rozlaczne, a ich suma daje cate Q: ANB =0, AUB = Q.
Definicja 1. Zbior X C Q nazywamy ograniczonym z gory (z dotu) jesli istnieje liczba wymierna
M (m) taka, Ze dla kazdego p € X zachodzi p < M (p > m). Liczbe M (m) nazywamy
ograniczeniem gornym (ograniczeniem dolnym) zbioru X. Zbior, ktory jest ograniczony z gory
1 z dotu nazywamy ograniczonym.

Zbioér A jest ograniczony z gory, a zbiér B z dotu. Ponadto kazdy element zbioru A jest
ograniczeniem dolnym B i odwrotnie kazdy element zbioru B jest ograniczeniem géornym A.

Fakt 3. W A nie ma elementu najwiekszego, w B nie ma elementu najmniejszego.

Oznacza to, ze miedzy zbiorami A i B jest istotna dziura. Wypelnienie tych dziur to istota
konstrukcji zbioru R.

Definicja 2. Podzbior D zbioru liczb wymiernych nazywamy przekrojem (Dedekinda), jesli
(1) D#0iD #Q;
(2) jeslipe D iqg<ptoqe Dy
(3) w D nie ma elementu najwiekszego
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Jesli D jest postaci D = {p € Q : p < 1o} dla pewnego 1o € Q to D nazywamy przekrojem
gtownym i oznaczamy D,,.

A jest przekrojem, ale nie gtownym. W zbiorze wszystkich przekrojéw wprowadzamy relacje
porzadku i operacje dodawania i mnozenia w nastepujacy sposob:

Definicja 3. Niech Dy, Dy bedq przekrojami, jesli istnieje liczba wymierna q taka, ze ¢ € Do i
q ¢ Dy, to méwimy, zZe Dy < Dy. Piszemy Dy < Dy jesli Dy < Dy lub Dy = Ds.

Niech teraz
D1+D2:{p€(@i p:a+bia€D1,b€D2}

Nalezy pokazac¢, ze Dy + D, jest przekrojem oraz, ze tak wprowadzone dodawanie spetnia
wszystkie potrzebne warunki.

Dla D; > 0, dy > 0 definiujemy zbo6r
DiDy={peQ: p<0}u{peQ:p=ab,a€ Dy,a>0,be Dy,b>0}

Nalezy pokazaé, ze af jest przekrojem. Definicja mnozenia przekrojow réznego znaku wymaga
nieco wiecej pracy.

Zbior przekrojow zbioru liczb wymiernych wyposazony w dodawanie i mnozenie oznaczamy R
i nazywamy zbiorem liczb rzeczywistych. W tym zbiorze nie ma juz takich dziur. Np. A = /2.

Witasno$ci zbioru liczb rzeczywistych R:
(1) R jest ciatem;
(2) Istnieje relacja porzadkujac <;
(3) Relacja < jest zgodna z dziataniami dodawania i mnozenia (tak jak dla liczb wymiernych).

Teraz podstawowe twierdzenie:
Twierdzenie 1. Kazdy przekroj zbioru liczb rzeczywistych jest gtowny.

Dowdéd: Niech a bedzie przekrojem zbioru liczb rzeczywistych. Przypomnijmy sobie, ze kazda
liczba rzeczywista jest przekrojem zbioru liczb wymiernych. Uméwmy sie, ze liczbe rzeczywista
x bedziemy oznacza¢ na dwa sposoby: x gdy traktujemy ja jak liczbe a & gdy traktujemy ja
jak przekrdj zbioru liczb wymiernych, czyli jako pewien zbiér. Liczby wymierne odpowiadaja
przekrojom gtéwnym liczb wymiernych a liczby niewymierne przekrojom nie-gtéwnym. Czyli
w szczegolnosei jesli ¢ € Q to
§={preQ: p<gqg}
Oznaczmy og zbiér o N Q. Pokazemy najpierw, ze zbiér o jest przekrojem zbioru Q.
(1) Uzasadniamy, ze ag jest niepusty: zbidr a jest niepusty, wiec zawiera jaka$ liczbe x
a wraz z nig wszystkie mniejsze od niej, wsréd tych mniejszych jest cate mnostwo

wymiernych. Uzasadniamy, ze nie ag jest on calym zbiorem Q: a jest ograniczony z
gory, zatem o tez jest ograniczony z gory.

(2) Drugi warunek w definicji przekroju liczb wymiernych méwi, ze jesli p nalezy do przekroju,
to takze kazda liczba wymierna mniejsza od p tez do niego nalezy. Sprawdzmy czy tak
jest w przypadku agq: Niech p bedzie liczbg wymierng nalezaca do aq, i niech ¢ € Q i
q < p. Wtedy ¢ € a (bo « jest przekrojem), a skoro g € Q to takze ¢ € ag.

(3) Pokazemy teraz, ze w ag nie ma elementu najwickszego. Zatézmy ad absurdum, ze po
jest najwiekszym elementem ag. Oczywiscie py € «, zatem istnieje liczba rzeczywista x
taka, ze x > py 1 * € . Pamigtajmy, ze x jest liczbg rzeczywista czyli przekrojem liczb
wymiernych. Poniewaz py < = to pg € x. Z wlasnosci liczby x jako przekroju wynika,
ze istnieje ¢ € Q takie, ze ¢ > pg i ¢ € T, bo w T nie ma elementu najwiekszego. Skoro
q € T (x jako przekrdj) to takze ¢ < = (z jako liczba) i zatem ¢ € «. Znalezli$my wiec
w przekroju « liczbe wymierna wieksza od pg. Jest to sprzeczne z zatozeniem, ze py jest
najwieksza liczba w ag.
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Udowodnilidmy, ze ag jest przekrojem. Jako przekrdj zbioru liczb wymiernych definiuje on
pewng liczbe rzeczywista. Oznaczmy te liczbe rzeczywista xg. Pokazemy, ze

a={reR: x<ux}.

Niech x bedzie dowolnym elementem «. Jako liczba rzeczywista x jest reprezentowany przekro-
jem liczb wymiernych. T zawarty jest w g zatem jako liczby x < xy. Czy moze by¢ = = (7
Nie, bo wtedy x¢ bytoby najwiekszym elementem . Istotnie, jesli y > z¢ iy € « to (traktujemy
xo 1y jako przekroje liczb wymiernych) istnieje wymierne ¢ takie, ze ¢ € § 1 ¢ € Zo. Ale skoro
Yy € atoy C ag, zatem y < xy. Mamy wiec sprzecznosc.

W ten spos6b pokazaliSmy, ze kazda liczba rzeczywista nalezaca do « jest ostro mniejsza niz
Zg. L]

Wtasnosci 1-3 oraz powyzsze twierdzenie mozna przyjac¢ jako aksjomaty liczb rzeczywistych.
Trzeba tylko wyjasnic, jaka jest istota relacji <.

Definicja 4. Zbiér A wraz z relacjg < nazywamy zbiorem uporzgdkowanym, jezeli spelnione
sg nastepujace warunki

(1) a < a dla kazdego a € A (zwrotnosé),

(2) jezelia < bib=atoa=0> (antysymetria),

(3) jezelia <bib = ctoa = c (przechodniodé),

(4) dla dowolnych a,b € A mamy a < b lub b < a (lub jedno i drugie).

Majac relacje porzadkujaca mozemy zdefiniowa¢ przekroje Dedekinda.
Przekrojem Dedekinda zbioru uporzadkowanego (A, <) nazywamy niepusty podzbiér D zbioru
A taki, ze
(1) jezelia€e Dib=<a,tobe D,
(2) D nie ma elementu maksymalnego.
Kazdy element z € A wyznacza przekrdj Dedekinda zbioru A:

D,={a€ A:a =<z}



