Wyktady, trzeci tydzien.

Definicja 1. Zbiér X C R nazywamy ograniczonym z gory (z dotu) jesli istnieje liczba rzeczy-
wista M (m) taka, Ze dla kaZdego x € X zachodzi x < M (x > m). Liczbe M (m) nazywamy
ograniczeniem gornym. (ograniczeniem dolnym) zbioru X. Zbor, ktory jest ograniczony z gory i
z dotu nazywamy ograniczonym.

Definicja 2. Kresem gdrnym (dolnym) zbioru X C R ograniczonego z gory nazywamy najm-
niejsze (najwicksze) ograniczenie gérne (dolne).

Twierdzenie 1. KaZdy niepusty ograniczony z gory (z dotu) podzbior zbioru liczb rzeczywistych
ma kres gorny (dolny).

Dowdd: Dowodzimy istnienia kresu gornego zbioru ograniczonego z géry. Dowdd dla przypadku
,dolnego” jest analogoczny. Niech A C R bedzie ograniczony z goéry. Niech D, oznacza zbiér
wszystkich ograniczen gérnych zbioru A natomiast D_ = R\ D, . Warunek x € D_ zapisujemy
stowami: ,x nie jest ograniczeniem goérnym zbioru A”, co jest rownowazne sformutowaniu:
Jstnieje a € A takie, ze a > 2. Pokazemy, ze D_ jest przekrojem zbioru R:

(1) A jest niepusty, wezmy zatem dowolny element a € A. Wszystkie liczby x < a nie sa
ograniczeniami gornymi A zatem nalezg do D_. Zbior u_ jest wiec niepusty. Zbiér D_
nie jest tez rowny R, bo A ma przynajmniej jedno ograniczenie gérne;

(2) Jesli x € D_, to innymi slowy x nie jest ograniczeniem gérnym A. Kazda liczba y < z
takze nie jest ograniczeniem gérnym A zatem y € D_;

(3) zatézmy, ze w D_ jest element najwiekszy, oznaczmy go xg. Skoro zg nie jest ogranicze-
niem gérnym A to istnieje a € A takie, ze o < a. Wowczas liczba mOTJra jest mniejsza

od a zatem nie jest ograniczeniem gérnym A i jednoczesnie jest wicksza od xg, czyli z

nie jest najwigkszym elementem D_.

Kazdy przekrdj R jest gtéwny zatem D_ jest postaci {x € R : z < My} i My ¢ D_. Zatem
My € D, i My jest najmniejszym elementem D, , czyli kresem gérnym A.C

Definicja 3. Ciggiem o wartosciach w zbiorze A nazywamy odwzorowanie r : N — A.

Dla ciagéw obowiazuje nieco inna notacja niz dla pozostatych odwzorowar. Zamiast pisaé z(n)
piszemy z,,. Samo zas odwzorowanie x oznaczamy (z,)5, lub po prostu (z,). W dalszym ciagu
rozwaza¢ bedziemy ciggi o wartodciach rzeczywistych.

Definicja 4. Cigg liczbowy (x,,) nazywamy zbieznym do g € R jesli
Ve>0 3INeN: Vn>N |z,—g|<e
Piszemy

g = lim x,

n—oo

Liczbe g nazywamy granicg ciggu.
Fakt 1. Cigg zbieiny ma dokladnie jedng granice, tzn. jesli g i ¢’ sq granicami ciggu x, to
9=49"
Fakt 2. Liczba g jest granicg ciggu (x,) wtedy i tylko wtedy, kiedy w kazdym odcinku otwartym
zawierajgeym g sq prawie wszystkie wyrazy ciggu (,).
,Prawie wszystkie” oznacza ,wszystkie poza (by¢ moze) skoniczona liczba”.
Fakt 3. Zbior wyrazow ciggu zbieznego jest ograniczony.
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Fakt 4. Operacje na ciggach zbieznych: niech xo = hm Tn, Yo = hm Yn

1
Tim (cxy) = cxg dla c € R;

2
n—oo

( ) hm (xn + yn) = To + Yo;
(2)
(3) hm TnYn = ToYo,
(4)
(5)

4) jesli dla wszystkich n x, #0 i x9 # 0 to lim Yo _ @-

n—oo I x

5) jesli dla wystarczajgco duzych n x, < c to :cz < c0 dla ¢ € R, ponadto jesli nawet
nierownosé x,, < c jest ostra, to nierownosé dla granicy musi bycé nieostra;

(6) jesli dla wystarczajgco duzych n x, <y, to xy < yo, ponadto przechodzenie do granicy
Ltagodzi” nierownos$é, tzn. jesli x,, <y, to takie ry < yo.

Twierdzenie 2. (O trzech ciggach) Jesli (z,,), (yn), (a,) beda ciggami takimi, Ze

lim z, = «a, lim y, = «

n—oo n—oo

oraz istnieje N € N takie, ze dla wszystkich n > N zachodzi
Tp < Ap < Yy

to
lim a, = .

n—oo

Definicja 5. Cigg x, nazywamy rosngcym jesli dla wszystkich n zachodzi x,.1 > x,. Jesl
nierownos$é jest ostra to cigg nazywamy Scisle rosngeym. Cigg x, nazywamy malejgcym jesli dla
wszystkich n zachodzi 1 < x,. Jesli nieréwnos¢ jest ostra to cigg nazywamy scisle malejgcym.
Cliggi rosngce i ciqggi malejgce okreslamy wspdlnie jako monotoniczne.

Twierdzenie 3. (O ciggach monotonicznych i ograniczonych) Jesli cigg (x,,) jest od pewnego
miejsca rosngcy i ograniczony z gory to jest zbieiny. Jesli cigg (x,) jest od pewnego miejsca
malejgcy 1 ograniczony z dotu to jest zbiezny.

Dowody powyzszych faktow i twierdzen znajdziecie w ’zielonej ksigzeczce’ ” Analiza 17.

Przykladowe ciagi:

Cwiczenie: Zbadaé zbieznosé i znalezé granice ciagu x, = {/n. Funkcja x — {/x jest rosnaca,
zatem z nieréwnosci 1 < n wynika 1 = /1 < {/n. Oznaczmy y, = , — 1, wtedy 4, > 0.
Mamy wigc dla n > 2:

n

n=x2=(1+yn)”=1+nyn+(Z)?ﬁﬁ(3>yi+---

7 powyzszego rozwiniecia bierzemy tylko trzeci wyraz:

n 2 n! o nn—1) ,
> P — i S

Co po przeksztalceniach daje

2
n—1
Ostatecznie dla ciagu x,, i n > 2 mamy nier6wnos¢:

Yn <

n

Z twierdzenia o trzech ciggach wynika wiec lim /n = 1.

Cwiczenie: Zbadaé zbieznosé i znalezé granice ciagu a, = Wa dla a > 0. Zaczynamy od a > 1.
Mamy wtedy a,, > 1 i dla wystarczajaco duzych n

a<n zatem takze a, = {/a < /n



i z twierdzenia o trzech ciggach dostajemy
1<a,<¥Yn = lima,=1.

n—oo

1 1
lim = lim % =1
n—oo /a n—oo a

lim Va=1

n—oo

Jeélia<1to%>1i

Zatem takze

n
Cwiczenie: Zbadaé zbiezno$c¢ i znalezé granice ciagu e, = (1 + —) . Pokazemy najpierw, ze
n

ciag e, jest rosnacy.
Niech a,, = (1 + 2)™. Ze wzoru na potege dwumianu

n  n(n—1) nn—1)---(n—k+1) 1
1 R T S 2 AR e —
(1) a +n+ 2In? Tt klnk * +n”
1 1 1 1 2 k—1 1
1l (1= Vet — (1= V1= (1= oy —
* +2!( n)+ +k!( n)( n) ( n )+ +n”
1 1 1 1 2 k—1 1
141+ —(1— e (] — 1 (1 — T
* +2!( n—l)jL +k!< n—1>( n—l) ( n—1)+ +(n—1)”‘1
= Qp-1
Ciag (ay) jest wiec rosnacy. Ze wzoru na potege dwumianu mamy réwniez, ze
141 1 1 1 141 1 1 1 3
a, < 14 +§+"'—|—H+"'+a< + —|—§+"'+?+"'+2n71< .

Korzystali$my tu z nieréwnosci k! > 2¥~1. Ciag jest zatem ograniczony i rosnacy, wiec zbiezny.
Jego granice oznacza si¢ symbolem e i nazywana podstawgq logarytmoéw naturalnych. e jest liczba
niewymierng. Jej warto$¢ w przyblizeniu to e ~ 2, 7182818284590 . ..

Ciagi Cauchy’ego. Ciag liczbowy (a,) nazywamy ciggiem Cauchy’ego, jezeli
Ve>03n Vnm>ne |a, — an| <e.

Jak wida¢ z definicji, pojecie ciagu Cauchy’ego odwotuje sie tylko do odlegtosci miedzy
wyrazami ciggu. Przypomnijmy, ze w definicji zbieznosci wystepowal punkt graniczny g, na
og6t nie nalezacy do ciagu.

(1) Ciag zbiezny jest ciagiem Cauchy’ego.

(2) Pokazuje sie, ze kazdy ciag Cauchy’ego w zbiorze liczb rzeczywistych R jest zbiezny.

(3) W zbiorze liczb wymiernych Q, nie kazdy ciag Cauchy’ego jest zbiezny.

(4) Poniewaz kazda liczba rzeczywista jest granica ciagu liczb wymiernych, mozemy liczby
rzeczywiste definiowaé jeko klasy rownowaznosci ciggdéw Cauchy’ego liczb wymiernych.



