Wyklady, czwarty tydzien.

Definicja 1. Liczbe g € R nazywamy punktem skupienia ciggu (x,,) jesli
Ve>0VNeN: dn>N |z,—g|<e

Inaczej méwige, w przedziale |g — €, g + €] mamy nieskonczenie wiele wyrazéw ciggu.
Fakt 1. Cigg zbiezny ma dokladnie jeden punkt skupienia. Jest nim granica ciggu.

Definicja 2. Podciggiem ciggu (x,) nazywamy cigg (yn), gdzie Y = Tymy) @ odwzorowanie
v: N — N jest injekcjq zachowujgca porzadek, tzn. dla m > n mamy p(m) > @(n).

Fakt 2. Liczba g jest punktem skupienia ciggu (x,) wtedy i tylko wtedy, gdy jest granicg pewnego
podciggu ciggu ().

Fakt 3. Dla ciggu ograniczonego zbior punktow skupienia jest tez ograniczony.

Definicja 3. Kres gdrny (dolny) zbioru punktow skupienia ciggu ograniczonego nazywamy
granicg gorng (dolng) ciggu.

Granice gérna ciagu (z,) oznaczaé bedziemy lim z,, lub lim sup z,,. Granice dolng ciggu (z,,)
oznacza¢ bedziemy lim x,, lub liminf x,,.

Twierdzenie 1. Dla granic gornej i dolne mamy wzory
limz, = limb,, gdzie b, = sup{x,, Tpi1,Tnio,. .-},
limz, = lime,, gdzie ¢, = inf{z,, x,41, Tnio,. .. }.

7 wzorow tych wynika, ze
(1) granica dolna i granica gérna sa granicami podciagéw, czyli sa punktami skupienia

ciagu;
(2) zbiér punktéow skupiania ciagu (ograniczonego) jest niepusty.

Jeszcze kilka faktow o ciggach.

Twierdzenie 2. (Stolza) Niech (b,) bedzie ciggiem $cisle rosnacym i nieograniczonym. Niech
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(an) bedzie ciggiem takim, Ze cigg T jest ciggiem zbieznym do g.
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Wowczas cigg (b ) jest ciggiem zbieinym do g.

n

Przyktady:
(1) Srednie arpytmegyczne ciggu zbieznego daza do tej samej granicy;
(2) Granica =554 jest réwna 5
(3) Niech (a,) bedzie zbiezny do g # 0 i niech a,, # 0. Ciag Srednich arytmetycznych tez

jest zbiezny do g. Ciag (—) jest zbiezny do —, wiec ciag Srednich harmonicznych
an g
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jest zbiezny do g. Ze znanej nier6wnosci
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i z twierdzenia o trzech ciggach dostajemy, ze ciag srednich geometrycznych
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jest zbiezny do g.



