Wryktady, piaty tydzien.

W definicjach granicy ciggu, ciagu Cauchy’ego, punkty skupienia ciagu istotna byta tylko
‘odlegto$¢’ miedzy wartosciami ciggu, czyli miedzy liczbami. Sensownie jest wiec rozpatrywaé
sytuacje ogdlna, gdy wartosci ciggu nalezg do przestrzeni, w ktorej mozemy mowi¢ o odlegtosci
miedzy punktami.

Definicja 1. Metryka na zbiorze X nazywamy funkcje p: X x X — R o nastepujgcych wias-
nosciach:

(1) p(x,y) = 0 dla wszystkich z,y € X,
(2) p(z,y) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x =y,
(3) p(x,y) (y,x) dla wszystkich z,y € X,

(4) p(x,y) < p(x,2) + p(z,y) dla wszystkich x,y,z € X ("nieréwnos¢ tréjkgta”).

Pryktad metryki: X =R i p(z,y) = |z — y|.
Korzystajac z tej metryki, mozemy wprowadzi¢ metryke w R? na rézne sposoby:

po((z,), () = V(& —2) + (y — ¥)2,

po((x,y), (2", y) = |z — 2| + |y = ¥/],

pol(z,y), (2", y)) = max{|z — 2'[, |y — o/[}.
Metryki te sg rownowazne w nastepujacym sensie:
Definicja 2. Dwie metryki p i o na przestrzeni X nazywamy rownowaznymi, jezeli istniejq
liczby c @ d takie, Ze
plz,2") < co(z,2") oraz o(x,2') <dp(x,x)
dla wszystkich par (x,2') € X x X.
Definicje granicy ciagu, ciggu Cauchy’ego i punktu skupienia ciagu wygladaja jak w przy-
padku ciggéw liczbowych:
Definicja 3. Cigg (z,) nazywamy zbieznym do g € X jesli
Ve>0 3dINeN: Vn>N p(z,,g) <e

Piszemy
g = lim z,
Ciag (z,) nazywamy ciggiem Cauchy’ego, jezeli
Ve>0dnVn,m>ne p(xy,Tn) <Ee
Definicja 4. = € R nazywamy punktem skupienia ciggu (x,) jesli

Ve>0VNeN: In>N p(x,,g) <e
Fakt 1. Cligg zbiezny ma dokladnie jeden punkt skupienia. Jest nim granica ciggu.
Przestrzen metryczna nazywamy zupetng, jezeli kazdy ciag Cauchy’ego jest zbiezny.
Fakt 2. Liczba g jest punktem skupienia ciggu (x,,) wtedy i tylko wtedy, gdy jest granicg pewnego
podciggu ciggu ().

Oczywistym jest, ze w rownowaznych metrykach ciagi zbiezne, ciagi Cauchy’ego, punkty
skupienia itp sg takie same.

Podobnie, jak w przypadku R?, wprowadzamy metryki (réwnowazne) w iloczynie kartez-
janskim dwéch przestrzeni metrycznych (X, p) i (Y, 0):

po((z,y), (@', 9) = Vp(z,2)> + o(y,y)?

po((l‘, y)> (I,7 y,)) :1 p(l’, :L‘/) + U(y7 y/)a



po((@,y), (2',y)) = max{p(z,2'), o (y, y)}.
Definicja 5. Kula (otwartg) o $rodku w x € X i promieniu r nazywamy zbior
K(zg,7) ={z € X: p(xg,x) <1}
Definicja 6. Kula domknieta o srodku w x € X 1 promieniu r nazywamy zbior
K(xo,7) = {z € X: p(xo,x) <1}

Definicja 7. Punkt x € A nazywamy punktem wewnetrznym zbioru A C X, jezeli istnieje
r > 0 takie, Ze K(z,r) C A. Podzbior punktow wewnetrznych zbioru A nazywamy wnetrzem A
i oznaczamy Int A.

Jezeli A = Int A, to méwimy, ze zbiér A jest otwarty w X.

Twierdzenie 1.
(1) Zbiér pusty O i cala przestrzeni X sq zbiorami otwartymi.
) Kula otwarta jest zbiorem otwartym.
) Wnetrze dowolnego zbioru jest zbiorem otwartym.
) Jezeli O i U sq zbiorami otwartymi, to réwniez O NU jest zbiorem otwartym.
) Dla dowolnej rodziny (O,).er zbioréw otwartych suma \J,c; O, jest zbiorem otwartym.
) Zbidr jest otwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jest sumg mnogosciowq kul (otwartych).
) Int A jest najwickszym zbiorem otwartym, zawartym w A.
(8) Int A jest sumq wszystkich zbioréw otwartych, zawartych w A.
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Definicja 8. Punkt v € X nazywamy punktem skupienia zbioru A C X, jezeli dla kaZdego
r > 0 istnieje punkt x, € K(x,r) taki, Ze x # x, i v, € A. Zbior punktow skupienia zbioru A
oznaczaé bedziemy A?.

Przyktad: W przestrzeni dyskretnej (odlegto$é ma wartosé 0 albo 1) zbiér punktéw skupienia
kazdego zbioru jest pusty.

Definicja 9. Zbior A w przestrzeni metrycznej (X, p) nazywamy domknietym, jezeli zawiera
swoje punkty skupienia: A C A.

Z tej definicji wynika, ze jezeli A jest zbiorem domknietym i x € X \ A, to x jest punktem
wewnetrznym X \ A. Stad wniosek, ze A jest domkniety wtedy i tylko wtedy, gdy X \ A jest
otwarty.

Twierdzenie 2.
(1) Zbidr pusty O i cala przestrzen X sq zbiorami domknietymi.
(2) Kula domknicta jest zbiorem domknietym.
(3) (AuB)t = AlU A,.
(4) Jezeli A i B sq zbiorami domknietymi, to réwniez AU B jest zbiorem otwartym.
(5) Dla dowolnej rodziny (A,),cr zbioréw domknietych przeciecie (),o; A, jest zbiorem domknie-
tym.

el

Zbior AU A nazywamy domknieciem zbioru A i oznaczamy A.
Uwaga: bywa, ze domkniecie kuli otwartej jest mniejsze od kuli domknietej o tym samym
promieniu.

Twierdzenie 3.
(1) Zbiér A jest domkniety wtedy i tylko wtedy, gdu A = A.
(2) Kula domknicta jest zbiorem domknietym.
(3) (AuB)Y = AdU A,.
(4) Jezeli AC B, AC B.
(5) Dla dowolnejgo zbioru A jego domkniccie A jest zbiorem domknietym.
(6) A jest nagmniejszym zbiorem domknietym, zawierajgcym A.
(7) A jest przecieciem wszystkich zbioréw domknigtych, zawierajgcych A.
(8) A jest zbiorem granic ciggéw o wyrazach w A.
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(9) Zbior A jest domkniety wtedy i tylko wtedy, gdy zawiera wszystkie granice ciggéw o
wyrazach w A.

I jeszcze wazna uwaga. Jezeli p i 0 sa dwiema réwnowaznymi metrykami na X, to zbiory
otwarte (domkniete) wzgledem jednej metryki sa otwarte (domknigte) wzgledem drugiej. Nie
jest prawda stwierdzenie przeciwne. W X = {1, %, ceey %, ...} metryka indukowana z R i me-
tryka dyskretna (zero-jedynkowa) nie sa réwnowazne, ale daja te same zbiory otwarte (kazdy
podzbiér X jest otwarty).

Definicja 10. Zbior A w przestrzeni metrycznej (X, p) nazywamy ograniczonym, jezeli
VeeX IR>r, >0 takie, Ze A C K(x,7,).

W powyzszej definicji kwantyfikator V mozna zastapi¢ kwantyfikatorem 3. Istotnie, jezeli dla
pewnego zo € X i pewnego r mamy A C K(zg,7), to dla dowolnych z € X i a € A mamy z
nierownosci trojkata

p(x,a) < p(x, x0) + p(2o, a) < p(x, xo) + 7.
Zatem a € K(x,r,), r, = p(x,z) + r 1 w konsekwencji, A C K(z,r,).



