Wyklady, szosty tydzien.

Definicja 1. Zbior A C X nazywamy otoczeniem punktu x € X w przestrzeni metrycznej
(X, p), jezeli istnieje r > 0 takie, ze A D K(x,r), tzn. jezeli x jest punktem wewnetrznym
zbioru A.

Zwroémy uwage, ze w tej definicji otoczenie punktu nie musi by¢ otwarte. W szczegdlnosci
kule domkniete sa otoczeniami $rodka kuli. Rodzine wszystkich otoczen punktu x oznaczaé
bedziemy 2A(x). Z definicji otoczenia wynika natychmiast, ze jezeli A € A(x) i A C B, to
B € 24(z). Ponadto przeciecie skoficzonej liczby otoczen punktu z jest otoczeniem tego punktu.

Twierdzenie 1. Niech f: X — Y bedzie odwzorowaniem przestrzeni metrycznej (X, p) w
przestrzen metryczng (Y, 0) i niech xy € X. PoniZzsze cztery warunki sq réwnowazne:

(1) YVe>036>0 takie, /ze (p(z,x0) < 0) = (o(f(x), f(x0)) <€),

(2) VU € A(f(x0)) 3 O € U(xy) takie, ze f(O) C U,

(3) VU € A(f(x0)) f7'(U) € Ulwo),

(4) dla dowolnego ciggu (x,,) zbieznego do xq cigg (f(xy)) jest zbiezny do f(xo).

Definicja 2. Odwzorowanie f: X — Y jest ciagle w xy jezeli zachodzi jeden z warunkow
wymaenionych w Twierdzeniu.

Odwzorowanie f jest ciggle na zbiorze A C X jezeli jest ciaglte w kazdym = € A.
W przypadku A = X mamy wazna charakterystyke odwzorowan ciaglych.

Twierdzenie 2. Odwzorowanie f jest ciggle na X wtedy i tylko wtedy, gdy przeciwobraz kazdego
zbioru otwartego jest zbiorem otwartym.

Fakt 1. Niech f: X — Y bedzie ciggle w xo i niech g: Y — Z bedzie ciggle w f(xy). Wowczas
odwzorowanie go f: X — Z jest ciggle w xy.

Przyktady odwzorowan ciggtych.

(1) Niech a € Y. Odwzorowanie state f: X — Y : x — a jest ciagle.
(2) Odwzorowanie tozsamosciowe f: X — X: z — x jest ciagte.
(3) W iloczynie kartezja/nskim X x Y wprowadzamy standardowo metryke. Odwzorowania
(a) prx: X xY — X: (z,y) — z,
(b) pry: X xY = Y: (x,y) — y,
sg ciggle.
(4) W przypadku X =Y odwzorowanie diagonali Ay
Ax: X - X x X: x+— (z,x) jest ciagle.
(5) Metryka, czyli odwzorowanie p: X x X — R jest ciagte.
Dziatania arytmetyczne w R sa ciagte, a stad wynika, ze suma, iloczyn, iloraz funkcji ciagtych
jest funkcja ciggta. W szczegdlnosci, funkcje wymierne na R sa ciggte tam, gdzie sg okreslone.

Definicja 3. Punkt y € Y nazywamy granicag odwzorowania f w punkcie xq € X, jezeli
Ve>036>0 takie, Ze f(K(xp,0)\{z0}) C K(y,e).
Piszemy y = lim f(x).
r—x0

Fakt 2. Odwzorowanie f: X —'Y jest ciggle w xy wtedy 1 tylko wtedy, gdy f ma granice w x
i Tim f(2) = f(w).

W przypadku, gdy X jest otwartym podzbiorem R: X = () C R, to dla dostatecznie matych
d zbi/or K(x0,0) \ {zo} sktada si¢ z dwoch odcinkéow otwartych: |zo — 0, zo[ 1 |xo, o + [ Jest
wiec sens mowic o granicach jednostronnych odwzorowania w punkcie. Méwimy, ze y € Y jest
granicq lewostronng odwzorowania f w punkcie z, jezeli

Ve>03d>0 takie, ze f(Jzg— 9, x0[) C K(y,e€)

1 piszemy y = m_l}igl_o f(z). Podobnie, y € Y jest granicqg prawostronng ziigfgio f(z) odwzorowa-

nia f w punkcie xg, jezeli

Ve>036d>0 takie, ze f(Jzg,zo+ d]) C K(y,e).
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Odwzorowanie f: R D ) — Y ma granice w xg, jezeli ma w tym punkcie réwne sobie granice
lewo- i prawostronng.

Definicja 4. Zbior K nazywamy zwartym, gdy kazdy cigg o wartosciach w K ma punkt skupi-
enta zawarty w K.

Twierdzenie 3.
(1) Zbior zwarty jest ograniczony.
(2) Zbior zwarty jest domkniety.

(3) Podzbior domkniety zbioru zwartego jest zbiorem zwartym.

(4) Skonczona suma zbioréw zwartych jest zbiorem zwartym.

(5) Iloczyn kartezjanski zbioréw zwartych jest zbiorem zwartym.

(6) Jezeli K CY C X i0 = plyxy, to K jest zwarty w (X, p) wtedy i tylko wtedy, gdy jest
zwarty w (Y, o).

Pokazemy, ze odcinek domkniety [a,b] C R jest zwarty. Istotnie, ciag o wyrazach w [a, b]
jest ograniczony, wigc ma punkt skupienia w R. Odcinek [a,b] jest zbiorem domknigtym w
R, wiec punkt skupienia nalezy do [a,b]. Z Twierdzenia mamy, ze iloczyn kartezjanski od-
cinkow domknietych jest zbiorem zwarty. Kazdy zbior ograniczony w R™ zawarty jest w pewnym
iloczynie kartezjanskim odcinkéw domknietych. Mamy wigc wazny

Fakt 3. Zbior K C R" jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jest ograniczony i domkniety.

Uwaga. Twierdzenie, ze odcinek [a, b] jest zbiorem zwartym znane jest w literaturze jako
Twierdzenie Bolzano-Weierstrassa.



