Wyktady, siodmy tydzien.

WELASNOSCI ODWZOROWAN CIAGEYCH NA ZBIORACH ZWARTYCH.

Twierdzenie 1. Niech ¢: X — Y bedzie odwzorowaniem ciggtym na X i niech K C X bedzie
zbiorem zwartym. Wowczas jego obraz o(K) tez jest zwarty.

Stad natychmiastowy wniosek:
Fakt 1. Funkcja ciggla f: X — R na przestrzeni zwartej jest ograniczona i osigga swoje kresy.

Twierdzenie 2. Niech (X,p) bedzie przestrzeniq zwartq i niech ¢: X — Y bedzie odw-
zorowaniem cigglym i bijekcjg. Wowcezas =11 Y — X jest odwzorowaniem cigglym (méwimy,
Ze @ jest homeomorfizmem,).

DOWOD. Mamy pokazaé, ze obraz ¢(U) zbioru otwartego U C X jest zbiorem otwartym.
Poniewaz zbidr jest otwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jego dopetnienie jest domkniete, wystarczy
pokazacc, ze obraz zbioru domknietego jest domkniety. Ale zbiér domkniety D w przestrzeni
zwartej jest zwarty, a obraz zbioru zwartego przy odwzorowaniu cigglym jest zwarty, zatem
(D) jest zbiorem zwartym, wiec domknietym. [J

Ponizszy przyktad ilustruje istotnosé zatozenia zwartosci w tym stwierdzeniu.

Przyktad. Niech X = [0,27[ 1Y = S' = {(z,y) € R?: 2? 4+ y* = 1}. Odwzorowanie

[0,27[> t +— (cost,sint) € S*
jest ciagla bijekcja, ale nie homeomorfizmem, bo dla z,, = 27 — % mamy ¢(z,) — ¢(0).

Definicja 1. Odwzorowanie p: X — Y nazywamy jednostajnie ciggtym na zbiorze A C X,
jezeli¥V e >0 3 > 0 takie, Ze V x € A oraz

Va'e X (p(x,2") <) = (a(p(x), () <e).

Twierdzenie 3. Niech p: X — Y bedzie odwzorowaniem, ciggltym na zbiorze zwartym K C X.
Wowczas ¢ jest jednostagnie ciggte na K.

DOWOD. Przypusémy, ze ¢ nie jest jednostajnie ciggle na K, czyli istnieje € > 0 takie, ze
Vo>03dxe K, 2 € X takie, ze p(z,2') < 0 oraz o(p(x), p(z')) > €.

Istnieja wiee ciagi (z,,), (2),), gdzie z,, € K, z), € X, takie, ze p(x,, x),) < * oraz o(p(z,), p(z,)) =
€. Ze zwartosci K ciag (z,) ma punkt skupienia x € K, wiec i ciag (z!,) ma w x punkt skupienia.
Znaczy to ze oba ciagi maja podciagi (z,,) i (77, ), zbiezne do x. Z ciggtodci ¢ dostajemy, ze

ciagi ¢(wn,) 1 (1, ) sa zbiezne do (). Sprzecznosé, bo o(p(wy,), ¢(ry,,)) > € i podciagi te
nie moga mie¢ wspolnej granicy. [

ZBIORY (PRZESTRZENIE)SPOJNE

Definicja 2. Zbior A w przestrzeni metrycznej (X, p) jest niespojny, jezeli istniejq niepuste
zbiory Ay, Ay takie, Ze

(1) A=A4UA,

(2) AN Ay =A1NAy =0.
Zbior nazywamy spojnym, jezeli nie jest niespojny.
Fakt 2. Niech A CY C X i niech 0 = plyxy. Zbior A jest niespojny w (X, p) wtedy i tylko
wtedy, gdy jest niespojny w (Y, 0).

W szczegblnosci mozemy wzial Y = A.

Twierdzenie 4.
Przestrzen (X, p) jest niespojna wtedy i tylko wtedy, gdy istniejg niepuste zbiory otwarte
Xl,XQ takie, ze X = X1 UXQ 1 X1 OXQ = @

DOWOD.



(1) "==" Niech X = X; U X,, gdzie zbiory X1, X, sa niepuste i niech X; N X5 = 0, czyli
X, = X\ X;. Ale zbi/or X; jest domkniety, wiec X, = X \ X jest zbiorem otwartym.
Podobnie zbiér X jest otwarty.

(2) 7<=" Niech X = X;UXy, gdzie X;, X3 sa zbiorami otwartymi. Zbiér X; = X\ X5 jest
tez domkniety, czyli X1 = X; i X1NX, = X1NX, = (. Podobnie XoNX; = XoNX; = 0.
d

Twierdzenie 5. A C R jest zbiorem spojnym wtedy i tylko wtedy, gdy A jest przedziatem.

DOWOD.

— (Lemat Darboux)
Niech a < ¢ < b i niech a,b € A. Pokazemy, ze ¢ € A. Gdyby bowiem ¢ ¢ A, to zbiory
A ={x e Arx < c}i Ay = {x € A: x > ¢} dawalyby rozklad A = A, U A, taki, ze
A NAy=A, N Ay, = 0. Poniewaz A; i Ay sa niepuste (a € A1,b € Ay) oznaczaloby to, ze A
jest niespOjny. Zatem ¢ € A, czyli A jest przedzialem.

P—
Niech A bedzie przedziatem i niech A = A; U Ay bedzie rozkladem takim, ze A; # () # Ao i
AN Ay =0. Niech a € Ay, b € Ay. Przypusémy, ze a < b. Zdefiniujmy

c=sup{z e R: b=z, x € A}

Oczywiscie c¢ E_A_1 oraz ¢ € A_g._PoniewaZ [a,b] C A (A jest przedzialem), wiec ¢ € Ay lub
ce€ Ay astad Ay N Ay # 0 lub Ay N Ay # 0. A nie jest niespdjny. [

Twierdzenie 6. Niech A C X bedzie zbiorem spojnym i niech p: X — Y bedzie odw-
zorowaniem cigglym. Wowczas p(A) jest tez zbiorem spojnym.

Whioski:

(1) Niech X = Y = R. Z twierdzenia mamy, ze obraz przedzialu przy odwzorowaniu
ciggtym jest przedzialem. Poniewaz obraz zbioru zwartego jest zwarty, to obraz odcinka
domknietego jest odcinkiem domknietym, a obraz dowolnego odcinka odcinkiem.

(2) Wtasnosé Darboux funkeji ciagtych.

Niech Y = R i niech liczby a < ¢ < b beda takie, ze a,b € ¢(A). Wowczas istnieje
punkt x € A taki, /ze ¢(x) = ¢ (funkcja ciagta na zbiorze spéjnym przyjmuje wartosci
posrednie. )

(3) Niech funkcja f: ]a,b] — e, d[ bedzie ciagla bijekcja. Wowezas f~! jest tez funkcja
ciggly.

ZASADA BANACHA

Definicja 3. Odwzorowanie ¢: X — X nazywamy zblizajacym, jezeli istnieje liczba q¢ < 1
taka, Ze p(@(x), o(y)) < qp(x,y) dla wszystkich x,y € X.

Oczywiste, ze q jest liczba nieujemna i ze odwzorowanie zblizajace jest ciagte.

Twierdzenie 7. (zasada Banacha) Odwzorowanie zblizajgce w przestrzeni zupetnej ma doklad-
nie jeden punkt staly, tzn. dokladnie jeden punkt xo taki, Ze p(zo) = xo.

DOWOD.
Niech x; b/edzie dowolnym punktem w X. Konstruujemy ciag (z,) indukcyjnie, ktadac
Tn = p(rn_1). Mamy stad i z nieréwnosci trojkata
(1) p(@n, Tnsr) < " plan, mrn) < @7 p(21, 22) + plwg, 23) + -+ 4 plag, Thia))
1—¢* 1 p(1, 72)
< gt A2
1_qp($1;$2)\q 1—¢

czyli ciag (z,) jest ciagiem Cauchy’ego, wiec jest zbiezny (przestrzen jest zupelna). Oznaczmy
xo = lim x,,. Z ciagtosci lim ¢(x,,) = ¢(x0), ale ¢(x,) = x,11, wijec lim p(x,) = zo. p(x0) = 0.

< ¢ p(r,z) 1+ g+ ¢+ + ¢ ) =gt
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Zat6zmy, ze réwniez dla punktu yo mamy ¢(yo) = yo. Zatem

p(0,y0) = p(#(20), v(¥0)) < ap(zo, Yo),
a stad p(xo,y0) = 01 29 = yo.U
Zasada Banacha stanowi potezne narzedzie przy dowodzeniu istnienia rozwigzan rownan.
W semestrze drugim zastosujemy ja przy dowodzie twierdzenia o istnieniu rozwiazan réwnan
rozniczkowych.



