Wyktady, 6smy tydzien.

RACHUNEK ROZNICZKOWY
Niech I bedzie otwartym przedziatem w R i niech f: I — R.

Definicja 1. Mowimy, ze funkcja f jest rozniczkowalna w x €, jezeli istnieje liczba a € R taka,
ze

flx+h)=f(x)+a-h+r(zh),
re(x, h)

h
w zerze 1 ta granica jest rowna zero.

r(x,h)

= 0. Inaczej mowige, funkcja h — — ma granice

gdzie ry¢ spetnia warunek limy,_

Jezeli liczba a, o ktorej mowi definicja istnieje, to jest ona wyznaczona jednoznacznie. Ter-
minologia:

(1) ”-” a nazywamy pochodng funkcji f w punkcie x i oznaczamy f'(z),
(2) 7= r(x, h) nazywamy reszta. Ogolnie, resztq nazywamy funkcje w(h) taka, ze
h

tim L)

h—0
(3) 7-” ah nazywamy wartoscig rézniczki funkeji f dla przyrostu argumentu h i oznaczamy

czesto df (x; h) lub df(z)h.

(4) 7-7 Jezeli funkcja f jest rozniczkowalna w kazdym punkcie x € A C I, to méwimy, ze f

jest rozniczkowalna na A.
Twierdzenie 1. Funkcja rézniczkowalna w punkcie x jest ciggta w tym punkcie.

Twierdzenie 2. Funkcja f jest rozniczkowalna w punkcie x wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje

granica
f(x+h) - f(x)
Y :

lim
h—0
Granica ta jest réwna pochodnej f'(x).

REGULY ROZNICZKOWANIA
Niech f i g beda funkcjami rézniczkowalnymi w punkcie x. Wowczas

(1) Suma funkeji f + g jest rézniczkowalna w x i (f + g)'(x) = f'(x) + ¢'(x).
(2) Tloczyn funkcji fg jest rézniczkowalny w x i

(f9)'(z) = f(2)g () + f'(x)g(x).
Wzér ten znany jest pod nazwa reguly Leibniza.

(3) Jezeli f(y) #0dlay € I, to 7 jest funkcjg rézniczkowalng w x i

(7) 0 =-F

(4) Jezeli funkcja f jest rézniczkowalna w x i funkcja g jest rézniczkowalna w f(z), to
funkcja g o f jest rézniczkowalna w x i

(go f)(x) =g (f(x))- f(x).
PODSTAWOWE TWIERDZENIA

Definicja 2. Mowimy, Ze funkcja f: X — R na przestrzeni metrycznej (X, p) ma w punkcie
ekstremum lokalne, jezeli istnieje r > 0 takie, zeV y € K(x,r) f(x) = f(y) (maksimum lokalne
)bV ye K(z,r) f(z) < fly) (minimum lokalne).

Twierdzenie 3. Jezeli f: I — R jest rézniczkowalna w punkcie x © ma w x ekstremum lokalne,
to f'(z) = 0.
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Twierdzenie 4. (Darboux) Jezeli f jest rézniczkowalna na [a,b] C I i f'(a) # f'(b), to dla
kazdej liczby o zawartej miedzy f'(a) i f'(b), istnieje ¢ €la, b takie, ze f'(c) = a.

Wiasnoséé, o ktérej méwi twierdzenie (funkcja na odcinku przyjmuje wszystkie wartosci
posrednie) nosi nazwe wtasno$ci Darboux. Méwimy, ze pochodna ma wtasno$¢ Darboux. Wtas-
nos¢ taka majg rowniez funkcje ciggte

Twierdzenie 5. (Rolle’a) Niech funkcja f bedzie ciggla na odcinku [a,b] i rézniczkowalna w
la,b[. Je/zeli f(a) = f(b), to istnieje c €]a, b takie, Ze f'(c) = 0.
Twierdzenie 6. (Lagrange’a) Niech funkcja f bedzie ciggla na odcinku [a,b] i rézniczkowalna
w la, b. Istnieje ¢ €]a, b takie, Ze
f(0) = fla) = f(c)(b—a).

Twierdzenie 7. (o funkcji odwrotnej) Jezeli f: ]Ja,b[— R jest rézniczkowalna i dla kazdego
x €la,b] mamy f'(x) # 0, to istnieje réiniczkowalna funkcja odwrotna = i (f~1)(f(z)) =

1
f(x)
Twierdzenie 8. (wzér Cauchy’ego) Niech f, g bedg funkcjami cigglymi na [a, b] i rézniczkowal-
nymi na |a, b|. Istnieje ¢ €|a, b takie, Ze

(f(0) = f(a))g'(c) = (9(b) — g(a)) f'(0).



