Wyktady, dziewiaty tydzien.

WZOR TAYLORA

Zbior funkcji rozniczkowalnych £ razy na I i takich, ze k-ta pochodna jest funkcja ciagta na
I oznaczamy C*(I). Jeeli f € C*(I), to méwimy ze funkcja f jest k-krotnie rézniczkowalna w
sposob ciagly na I lub, ze jest klasy C* na I.

Niech f € C""'(I) i zatézmy, ze f™ istnieje na odcinku |a, b[, gdzie a,b € I (przypomnijmy,
ze I jest przedzialem). Zdefiniujmy funkcj/e ¢: I — R wzorem

bh— bh— 2 bh— n—1
o) = 10) = o) = T @) - C - = G )
Funkcja ta jest ciagla na [a, b] i r6zniczkowalna na |a, b[ oraz
/ (b _ x)n—l n
¢'(z) = —Wf( )(33)-

Wynika stad, ze dla dowolnego naturalnego k funkcja

Du() = o) — 2D oyt

(b—a)*
spetnia zalzenia twierdzenia Rolla dla odcinka [a, b] 1 w konsekwencji istnieje & €]a, b takie, ze
b—"! ke(a) -
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Ktadac x = a i h = b — a dostajemy wzoér Taylora
hnfl
(n—1)!

Pl h) = (@) 4 hf (@) 4 o (@) 4 o D) 4 R ),

gdzie
k

Roa(z,h) = (@ +h =" ()

k(n—1)
jest resztq w postaci Schlémlicha. Czesto zapisuje sie tez & w postaci £ = x + 6h, 0 €]0, 1].
Szczegodlne przypadki:

Dla k = n dostajemy

R, 1(z,h) = Hf(n)(f),

reszte w postaci Lagrange’a.
Dla k = 1 dostajemy
(1 — )1
R, h)=—+——
w12, h) = =2
reszte w postaci Cauchy’ego.
Przyktad. Rozpatrzmy funkcje f(x) = 2, gdzie o € R. Wz6r Taylora dla x = 1 wyglada

tak
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. . Zapisujac reszte w postaci Lagrange’a mamy

Ro_1(1,h) = (Z‘) (1f0h)n(1+eh)a.

REGULY de 'HOSPITALA

Twierdzenia, o ktorych teraz bedzie mowa sg wykorzystywane przy obliczaniu granic funkcji.

Tradycyjnie twierdzenia te zwane sg regutami.
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gdzie (
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Twierdzenie 1. (pierwsza reguta dla odcinka) Niech f, g bedq funkcjami rézniczkowalnymi na
la, b[ i niech

i, ) =0 o).
Zalézmy ponadto, ze ¢'(x) # 0 dla x €|a, b|. Jezeli istnieje granica
/
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(L moze byc¢ réwne +£00), to istnieje granica lim 1 jest rowna L.

o g(2)

Twierdzenie 2. (pierwsza regula dla przedziatlu nieskoriczonego) Niech f,g bedq funkcjami
réniczkowalnymi na |a, oo 1 niech

lim f(z) =0= lim g(x).

Zalozimy ponadto, ze ¢'(x) # 0 dla x €|a, co[. Jezeli istnieje granica
!/
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z—o0 g(T

Twierdzenie 3. (druga regula dla odcinka) Zaldzmy, zZe funkcje f,g sq rézniczkowalne na
la,bl i ¢'(x) #£0, x €a,b]. Niech ponadto

Jim f(z) = +oo = lim g(z).

1 jest rowna L.

Jezeli istnieje granica
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Mamy tez, podobnie jak w przypadku pierwszej reguty, druga regute dla przedziatu nieskonc-
zonego

to istnieje granica lim, ., g 1 jest rowna L.



