Wyktad pierwszy.

CIAGI I SZEREGI FUNKCYJNE

Niech X bedzie dowolnym zbiorem i niech (Y, o) bedzie przestrzenia metryczna. Ciag (7))
odzorowani, T,,: X — Y, jest zbiezny punktowo do odwzorowania T, T 2 T, jezeli ciag T, (z)
jest zbiezny do T'(z) dla kazdego = € X:

VaxVe>03n,, takie, ze n > n, = o(T,(x),T(z)) <e.

Ciag (1)) odzorowan, T,,: X — Y, jest zbieiny jednostajnie do odwzorowania T', T' ER T, jezeli

Ve > 0dn, takie, ze n > n. = o(T,(z), T(x)) < eV x.

Inaczej mowiac, T ER T, jezeli ciag liczbowy

n 2161)13 o(T,(z), T(x))

jest zbiezny do zera. Oczywistym jest, ze ze zbieznosci jednostajnej wynika zbieznosé punktowa.
Przyktad. Ciag funkcji f,,(x) = 2", x € [0, 1], jest zbiezny punktowo do funkcji f(z) =0, x €
[0,1], f(1) = 1, ale nie jednostajnie.

Twierdzenie 1. Niech (f,) bedzie ciggiem funkcji catkowalnych w sensie Riemanna na |a,b],
zbieznym jednostajnie do funkcji f. Wowczas [ jest funkcjq catkowalng 1

f = lim fn-
[a.b] "0 Janb]

DOWOD. Niech n, bedzie takie, ze sup | f,,(z)— f(z)| < e dlan > n.. Dla dowolnego podziatu
7 przedziatu [a, b] i dla n > n, mamy nieréwnosci

sup f(2) < sup fule) + e, inf f(2) > inf fule) — e,
z€P; zEP; S xEP;

i stad B B
S, fu) + (b —a) 2 S(m, f) =2 S(7, f) 2 S(x, fn) — (b —a).

Z tych nieréwnosci i z catkowalnosci f, dostajemy

h+@—®>/‘f>/ fe [ f-cb-a
0] @t Ly Jlad]

W konsekwencji

[ -] s<e-a
[a,] 2 Ja,b]

dla dowolnego ¢, czyli f jest catkowalna. Z nieréwnosci

h+@—@>/)f> fo— (b~ a)

[a,b] [a,b] [a,b]

mamy réwnosé
f = lim fu. O

[a,t] "0 Janb]

Twierdzenie 2. Niech (f,) bedzie ciggiem funkcji rozniczkowalnych w sposdéb ciggly na |a, bl
i miech cigg pochodnych (f)) bedzie zbieznym jednostajnie do funkcji g. Jezeli istnieje xq € [a, b]
takie, ze ciag gn(xo) jest zbiezny, to cigg (gn) jest zbieiny jednostajnie do funkcji rézniczkowalnej
gig =1/

DOWOD.

7 twierdzenia podstawowego rachunku rézniczkowego i catkowego mamy

nm=/ﬁmmw+nm>
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i, na mocy poprzedniego twierdzenia, (f,,) jest zbiezny jednostajnie do funkcji

fla) = [ gty -+ im f (o).

x0
Funkcja f jest granica jednostajng funkcji cigglych, wiec jest ciggta. Z twierdzenia podsta-
wowego wynika rézniczkowalnosé g i réwnosé ¢/ = f. O

Poniewaz funkcje o wartosciach liczbowych (i ogélniej — wektorowych) mozna dodawaé, jest
sens mowi¢ o szeregach funkcyjnych i o zbieznosci takich szeregow: jednostajnej i punktowej,
zwyktej i bezwzglednej. Tak wiec szeregiem funkcyjnym na przestrzeni X jest para ((f,), (Sn)),
gdzie (f,,) jest ciagiem funkcji, za$ (S,) jest ciagiem sum czesciowych (.S, jest tez funkcja na
X)

Salz) =) ful).

Szereg jest zbiezny jednostajnie (punktowo), jezeli ciag (funkcyjny) sum czesciowych (S,,) jest
zbiezny jednostajnie (punktowo). Wiele twierdzen dotyczacych szeregéw liczbowych ma swoje
odpowiedniki dla szeregdéw funkcyjnych.

Twierdzenie 3. (Kryterium Weierstrassa) Niech )" f, bedzie szeregiem funkcyjnym na przestrzeni
X. Jezeli istnieje zbieiny szereg liczbowy > a,, taki, ze

sup | fn ()| < an,
zeX

to szereq Y f, jest zbieiny bezwzglednie i jednostagnie.

DOWOD.
Mamy
n+m n n+m n+m
Do fula) =D @) < D0 @) <Y an.
1 1 n+1 n+1

Ze zbieznosci szeregu Y a, wynika wiec zbiezno$¢ jednostajna ciagu sum czesciowych szeregu
ofn. O
SZEREGI POTEGOWE

Wazna klase szeregéw funkcyjnych na R i C stanowig szeregi potegowe, to znaczy szeregi
Yoo [fu, dla ktorych f,(2) = cn(z — 2)", gdzie c,, 2y € C.
Oznaczmy
li \ !
imsup v/|c,| = 7
(R = oo jezeli limsup {/|c,| = 0). Z kryterium Cauchy’ego dla szeregéw o wyrazach dodatnich
dostajemy, ze szereg
Yoo lenllz — 20|™ jest zbiezny dla |z — z| < R i rozbiezny dla |z — 29| > R (dla |z — 2| = R
bywa réznie).
Twierdzenie 4. Jezeli szereq Y o ¢, (2 — 29)" jest zbieiny dla z = a, to szereg ten jest zbiezny

bezwzglednie i jednostajnie w kole |z — zo| < r < |a — 2p|.

DOWOD.
Ze zbieznosci szeregu » o c,(a — zp)" wynika, ze ciag wyrazow tego szeregu jest ograniczony,
tzn. istnieje liczba M taka, ze dla kazdego n zachodzi nieréwnosé |c,|la — zo| < M 1 stad

len| < PR Jezeli wiec |z — zp] < 7 < |a — %], to
— 2
M rm ro|"
) < |t M =
‘Cn(z ZO) ‘ |CL— Zo‘"|z ZO' X ’a_ Zo‘n a— 2




Poniewaz

< 1, szereg

a — 2o
r n

a — 2o

(o)
> M
n=0
jest zbiezny. Z kryterium Weierstrassa szereg > ¢,(z — 20)" jest zbiezny jednostajnie w kole
|z — 2| <r. O
Podsumowanie:
o Szereg Y cn(a — 2zg)™ jest rozbiezny dla |z — 29| > R.

e W kole K(zg,7),r < R szereg jest zbiezny bezwzglednie i jednostajnie.

Definicja 1. Liczbe R zdefintowang przez rownosé

1 ) .

B lim sup /ey
nazywamy promieniem zbieznosci szeregu Y o cn(z — 20)", a kolo |z — 2| < R jego kolem
zbieznosci.
Twierdzenie 5. Promieri zbieznosci szeregu Y ne, (z—20)" 1 jest réwny promieniowi zbieznosci
szeregu Yo" cn(z — 20)".

Proof. Zauwazmy najpierw, ze szereg »_ 1 ncn,(z — 29)" ' jest zbiezny wtedy i tylko wtedy,
gdy szereg > " ncn(z — 20)" = (2 — 20) D, nca(z — 20)" ! jest zbiezny. Zatem ich promienie
zbieznosci sg rowne.

Mamy
lim sup {/nlc,| = lim /nlimsup {/|c,| = limsup /|c,|

i stad wynika teza. O

Whiosek. Funkcja f zadana suma szeregu potegowego

[e.9]

flx) = enlw —m)"

0

jest rézniczkowalna wewnatrz kota (raczej odcinka) zbieznosci i jej pochodna jest zadana sze-
regiem potegowym

f(z) = Z nep(z — 20)" .
1
Stad dostajemy
Twierdzenie 6. Funkcja zmiennej rzeczywistej zadana szeregiem potegowym jest klasy C*.
Pozostaje do wyjasnienia, co si¢ dzieje na brzegu kota zbieznodci.

Twierdzenie 7. (pierwsze Abela) Jezeli szereq > c,(a — z9)" jest zbiezny dla a lezgeego na
brzegu kola zbieinosci, tzn. |a — 29| = R, to szereg ten jest zbieiny jednostajnie na promieniu
20, a].

Whniosek. Funkcja
2z ch(z — 20)",
0

ograniczona do promienia [z, a], jest ciagta jako granica jednostajna ciagu funkcji ciaghych.
Inaczej méwiac, suma szeregu dla z = a jest granica (przy z — a) sum szeregdw na promieniu
20, al.

Przyklad. Jako zastosowanie powyzszego twierdzenia obliczymy sume szeregu anharmon-

1
icznego. Rozpatrzmy funkcje f: x +— log(1 + x). Jej pochodna f'(z) = T jest na odcinku
x

|z| < 1 suma szeregu potegowego

> (=1,

0
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Mamy zatem
o0

:L,TL
log(1 =) (-)*t= <1
oB(1+2)= D1
Z twierdzenia Abela szereg ten jest zbiezny jednostajnie na odcinku [0, 1] do funkcji ciagtej.
Poniewaz log tez jest funkcja ciggla mamy réwnosé obu stron réwniez dla x = 1, czyli
. 1
log2 =log(14+1)= Y (-1)" '
g2 = log(1 +1) ;( -
Obliczylismy w ten sposob, korzystajac z Pierwszego Twierdzenia Abela, sume szeregu anhar-
monicznego!



