Wyklad drugi, trzeci ...

PRZESTRZENIE WEKTOROWE Z NORMA
Normg w przestrzeni wektorowej V' nad ciatlem R nazywamy odwzorowanie
[-:V—-R
spetniajace nastepujace warunki:
o |z >0,
o || x| =0 wtedy i tylko wtedy, gdy = = 0,
o |[Ax|=|Nz] dlaxeV, XeR,
e lz+yll <zl +lyll dazyeV.

Przestrzen z norma nazywamy przestrzenia unormowang. W przestrzeni unormowanej mozemy
zdefiniowac metryke d wzorem

d(z,y) = |z —yll.
Sprawdzamy nieréwnosc tréjkata:
dz,z) =z —y+y—z<|z -yl +ly -zl = dlz,y) +dy, 2)
Pozostate aksjomaty metryki sg spelnione w sposéb oczywisty. Mowi sie, ze metryka d jest
metryka normowa. Wykazemy teraz stwierdzenie pokazujace zgodnosc metryki ze struktura
algebraiczng przestrzeni wektorowej. Przypomnijmy najpierw, ze dla dwoch podzbioréw A, B C
V' sumg algebraiczng A + B nazywamy obraz podzbioru A x B C V x V wzgledem relacji
dodawania w V. Innymi stowy,
A+B={reV:z=v+w, ve A we B}
Podobnie, dla r € R
rA={zeV:z=r, veA}

Twierdzenie 1. Dla kul w przestrzeni z metrykg normowq mamy:

(1) K(z,r) = 2+ K(0,7),

(2) K(z,r) jest zbiorem wypukiym,

(3) K(0,r) =7rK(0,1),

(4) kula domknieta K (x,r) jest domknieciem kuli otwartej K(x,r).

DOWOD.
(1) d(z,y) = [lz =yl = [[(x —y) = 0|l = d(z —y,0). Stad
d(x,y) < r jest rtéwnowazne d(z — y,0) < r
i w konsekwencji mamy rownowaznosci
ye K(z,r) < y—2€ K(0,r) < ye€ K(0,r) + .

(2) Mamy pokazac, ze jesli v,y € K(x,r), to [y,vy'] C K(z,r), tzn. dla 0 < A < 1 réwniez

Ay + (1 =Ny € K(z,r). Istotnie,

Ay + 1 =Ny —z[[ <Ay —2) [+ A -NE —2) | =
=AMy—z|+ A =Ny —z|| <X+ (1=XNr=r.

(3) Oczywisty jest ciag réwnowaznosci

1
lz||<r <= —|z| <1 <= HEH<1 = EEK(O,l).
T T T

(4) Wiadomo, ze K (x,r) C K(z,r). Niech teraz y € K(z,r)\ K(x,r), to znaczy ||y — x| =
r. Potézmy vy, =y — —(y — z). Mamy
n
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czyli y, € K(z,r). Z drugiej strony

1
d(y,ya) = lyn —yll = ~lly =z,
wiec ¥, — y 1 y nalezy do domkniecia K (0, 7).
Niech teraz y € K(x,r), tzn. istnieje ciag y, — vy, gdzie y, € K(z,r). Mamy
Tyl <Ny —yall+ [Tyl
dla kazdego n, czyli ||y || < r + € dla kazdego € > 0. Stad ||y || <r. O

Jezeli mamy dwie przestrzenie unormowane (V, || -||) oraz (W, ||-]|"), to w iloczynie kartez-
janskim wprowadzamy normy na trzy rézne sposoby:
(v, w) g =max(|v ], [lwl),
v, w) lls = llv Il + lw],

I (v, w) |, = \/|| ol + el
Pokazemy, normy te nie r6znia si¢ w sposob istotny.
Podobnie, jak w przypadku metryk pokazujemy, ze normy || (v,w) ||, || (v,w)|l,, || (v,w) |,
sg rOwnowazne.

Jestesmy teraz przygotowani do innego stwierdzenia o zgodnosci normy ze struktura przestrzeni
wektorowe;j.

Twierdzenie 2. Norma i dzialania algebraiczne w przestrzeni wektorowej unormowanej sq
odwzorowaniami cigglyms.

DOWOD.
Ciaglosc normy wynika z oszacowania
[zl =1yl <z =yl = d(z,y).
Dowdd tej nieréwnosci jest analogiczny do dowodu podobnej nieréwnosci dla liczb zespolonych:

lzll <le—yl+lyll, lyl<ly—zl+I[=z],
a stad
lzll =Nyl <llz=wll, lyl=lzll<lz-yl.
Ciagtosc dodawania +: V' x V — V wynika z oszacowania
[(@+2) = +y) I <lz—yl+l2" =y =1(z2) = (5.9,
Ciaglosc mnozenia -: R x V' — V wynika z oszacowania
Az = Na' | < A= N[z | + [Nl —2"]]. O

PRZESTRZENIE WYMIARU SKONCZONEGO

Twierdzenie 3. W przestrzenit wymiaru skonczonego wszystkie normy sg rownowazne.

DOWOD.
Niech e = (ey, ..., e,) bedzie baza w przestrzeni unormowanej (V, || - ||) wymiaru skoficzonego.
Baza zadaje izomorfizm przestrzeni wektorowych

T:R" —V:(2',...,2") — 2le; + -+ 2",.

Zdefiniujmy nowa norme || - ||, na V' wzorem
|aler+ -t ate, |, = 2t 4+ 2" = || @)
Odwzorowanie T': R™ — (V, || - ||,) jest oczywiscie ciggte.

Mamy oszacowanie wynikajgce z nieréwnosci trojkata

lzll=[lz'er + -+ || <lz'|lexll+ -+ 2" en ]

<SK(a |+ + ") =K =],
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gdzie K = max; || ¢; ||. Z oszacowania tego wnioskujemy ze norma || - || jest funkcja ciagla na
przestrzeni unormowanej (V. || -||,):
(1) el =Myl <z -yl <Klz-yl.-

Zbior opisany réwnaniem |zt +- - -+ |2"| = 1 jest domknigty i ograniczony w R, wiec zwarty.
Odwzorowanie T przeprowadza ten zbiér na sfere jednostkowa (zbiér wszystkich wektoréw o
normie 1) w (V. ||-]],). T jest odwzorowaniem ciggltym, wiec sfera ta jest zwarta jako obraz
zbioru zwartego. Zatem funkcja ciaggta || - || osiaga na niej swoj kres dolny o, a = || zo || > 0 dla
pewnego o, gdzie ||z ||, = 1. Dla kazdego wektora x € V' mamy wiec

1
(2) H || xH > a, co jest réwnowazne nieréwnosci — ||z || = ||z ||, .
x|, a
Nieréwnosci 11 2 oznaczaja, ze normy || - || i ]| - ||, sa réwnowazne. Zatem dowolne dwie normy
tez sg rownowazne. [

Whnioski.

(1) W przestrzeni wymiaru skoniczonego kula domknieta jest zwarta.

(2) W przestrzeni wymiaru skonczonego zbior jest zwarty wtedy i tylko wtedy, kiedy jest
domknigty i ograniczony.

(3) Przestrzen wymiaru skoriczonego jest zupelna.

Istotnie, ze stwierdzenia wynika istnienie liniowego homeomorfizmu przestrzeni wymiaru
skonczonego i R™. Liniowy homeomorfizm przeprowadza zbiory domkniete w domkniete, zwarte
w zwarte i ograniczone w ograniczone. Podobnie ciggi zbiezne w ciagi zbiezne, a ciggi Cauchy’ego
w ciggi Cauchy’ego. Wtasnosci o ktorych mowa we wniosku wynikaja z odpowiednich wtasnosci
przestrzeni R™.

Wtasnose (1) i rownowazna jej wlasnosc (2) w powyzszych wnioskach charakteryzuja skon-
czenie-wymiarowe przestrzenie z norma.

Twierdzenie 4. (Riesza) Jezeli kula domknieta w przestrzeni z normg jest zwarta, to przestrzen
jest wymiaru skoriczonego.

ODWZOROWANIA LINIOWE I CIAGLE

Niech (V,||-]|) i (W,||-||") beda przestrzeniami unormowanymi i niech F': V — W bedzie
odwzorowaniem liniowym to znaczy takim, ze dla dowolnych wektoréw vy, vo i dowolnych liczb
AL A% mamy

F(Alvl + )\2?,72) = )\1F(U1) + )\QF('UQ).

Twierdzenie 5. Nastepujgce warunki sq rownowazne:

(1) F przeprowadza ciggi zbiezne w ograniczone.

(2) F jest ciggle w zerze (zero moze byc zastgpione przez dowolny punkt).
(3) Istnieje liczba a > 0 taka, ze || Fx || < al| x| dla wszystkich x € V.
(4) F jest odwzorowaniem cigglym.

DOWOD.
(1)=-(2) Wezmy ciag (v,) zbiezny do zera i zdefiniujmy nowy ciag (w,,) wzorem
0 gdy v, =0,
o |
Mamy ||wy, || = /||va ]| — 0, wiec ciag (w,) jest zbiezny do zera. Jego obraz (F(w,)) jest

zatem ciggiem ograniczonym:
/
[ (wn,) " < a
dla pewnego a i stad

| F@a) I = | F(/ToaTlwn)

/
‘ = Vlva [ 1 F@n) " < a/l va [
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czyli ciag F(v,) jest zbiezny do zera. F' jest odwzorowaniem ciaglym w zerze.
(2)=(3) Ciagtosc w zerze oznacza, ze

Ve>039>0taka, ze ||[v]|<é=||Fv| <e

Mamy stad dla dowolnego v # 01 a = g

v "o e
iror =7 (Z) [ 5 < Shon=aton
(3)=(4) Niech v, — v. Mamy
| i — Foll = | Fo, ~) [ <allv, — v =0

(4)=-(1) Jezeli odwzorowanie F jest ciagte, to przeprowadza ciagi zbiezne w ciagi zbiezne, a te
sg ograniczone. [

Twierdzenie 6. Odwzorowanie liniowe F': V' — W przestrzeni unormowanych nazywamy
ograniczonym, jezeli istnieje a > 0 takie, ze Vv € V mamy || Fv |’ < a v ||

Réwnowaznosc punktéw (3) 1 (4) w Stwierdzeniu 5 mozna zatem sformulowac tak: odw-
zorowanie lintowe miedzy przestrzeniami unormowanymi jest ciggle wtedy i tylko wtedy, gdy
jest ograniczone.

7 definicji liniowego odwzorowania ograniczonego dostajemy natychmiast

Twierdzenie 7. Odwzorowanie liniowe przestrzeni z normq jest ograniczone wtedy 1 tylko
wtedy, gdy obraz kazdego zbioru ograniczonego jest ograniczony.

Twierdzenie 8. Kazde odwzorowanie lintowe przestrzeni skonczenie-wymiarowych jest ciggle.

DOWOD.

Wiemy, ze kazde odwzorowanie liniowe R™ — R™ jest zadane przez macierz i jest ciagte.
Poniewaz w przestrzeni skoniczenie-wymiarowej wszystkie normy sa rownowazne izomorfizm lin-
iowy jest odwzorowaniem ciggtym. Korzystajac z bazy w przestrzeniach argumentow i wartosci
przedstawiamy dowolne odwzorowanie liniowe jako ztozenie izomorfizméw liniowych i odw-
zorowania liniowego R" — R™. U

NORMA W PRZESTRZENI ODWZOROWAN

Uwaga! Od tego miejsca normy we wszystkich przestrzeniach bedziemy oznaczac
tym samym symbolem || - ||.

Wiadomo z algebry, ze odwzorowania liniowe tworza przestrzen wektorowa, a poniewaz dzi-
atania algebraiczne w przestrzeni z norma sa ciagte, odwzorowania liniowe i ciagte tworza
jej podprzestrzen wektorowa. Oznaczamy ta podprzestrzen L(V;W). Odwzorowania liniowe i
ciagle sa ograniczone, wiec ponizsza definicja ma sens dla F' € L(V;W):

[ F[:= inf{a: Vo [| Fol| <alv]}.
Bezposrednio z tej definicji wynika
Twierdzenie 9. Jezeli F € L(V;W) i He L(W;Z), to Ho F € L(V;Z) i
[HoF|<I[HI-[FI.

DOWOD.
Mamy dla v € V:

[HoF)| = HE@)I<THI-TFE@II<[HI]-[F]lel. O
Twierdzenie 10. Dia F' € L(V; W) zachodzq réwnosci

|F||= sup ||Fv||= sup ||Fv| = sup || Fv|.
o<t lofl<1 lof|l=1



DOWOD.
Domkniecie kuli otwartej jest kulg domknieta, wiec

sup || Fvl|| = sup || Fvl|.

l|v]l<1 lvll<1
Oczywistym jest tez, ze

sup || Fvl|| = sup || Fvl.

lvll<1 [lv]=1

Dla dowolnego v € V mamy || Fv | < || F || ||v ]| istad

sup || Foll <[ F].
o=t

Z drugiej strony,

F(v) v
1= ot o | =1en |7 (20| < et suw 17w
[wll=1
stad
HslﬁlleFUH > || F
i zadana réwnosc. [
Twierdzenie 11. (L(V; W), || -||) jest przestrzenig unormowang.

DOWOD.

Sprawdzamy warunki, jakie musi spetniac norma
o Oczywiste, ze || F'|| > 0.

‘ (FL) ” =0,czyli || Fvl| =

e 7 || F'|| = 0 wynika, ze dla dowolnego wektora v mamy o]
v
0.

|
0. Zatem dla kazdego v mamy F'v = 0. Inaczej méwiac, F' =
e Mamy oczywisty cigg réwnosci

IAF = sup [[(AF)v|[ = sup [[A(Fv)[| =

Jol=1 Jol=1
= [Al Sup [ Eoll=AE-

e Nieréwnoéc trojkatas
[ Fi+ Fa || = sup [|[(Fy+ F2)oll < sup (|| Fivl + || Fao ) <
llv]l=1 llv]l=1

< sup | Ffl+ sup [Pyl =Byl + ([ Bzl O
= o=t



