Wyktad czwarty, piaty

ROZNICZKOWANIE ODWZOROWAN

Niech X i Y beda przestrzeniami unormowanymi (wymiaru skonczonego) i niech 7: X D
U — Y bedzie odwzorowaniem, gdzie U jest otwartym podzbiorem V.

Definicja 1. Odwzorowanie T jest rdozniczkowalne w xy € U, jezeli istnieje odwzorowanie
liniowe i ciagle F' € L(X;Y) takie, ze odwzorowanie

r(xo;h) =T (xo + h) — T(zo) — Fh

ma wilasnosc
)|

1 = 0.
thi—o0 || Al

Odwzorowanie F' nazywamy pochodng mocng lub pochodng Frécheta odwzorowania T' w punkcie
xo 1 oznaczamy T"(xq). Odwzorowanie r(xo; h) nazywamy resztq.

Twierdzenie 1. Pochodna odwzorowania w punkcie jest wyznaczona jednoznacznie.

DOWOD. Zalézmy, ze odwzorowania F i F' nalezg do L(X;Y) i ze odpowiednie odwzorowa-
nia r(xo;-), r'(zo;-) spelniaja warunek reszty. Mamy wéwczas

Fh — F'h =1"(xo; h) — r(x0; h),

i dla kazdej liczby € > 0 istnieje 0 > 0 takie, ze spelniona jest nieréwnosé
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I
= <e€
7]
dla || A || < d. Z dowolnosci € wynika, ze (F' — F”)(v) = 0 dla wektoréw o dlugosci jeden, a wiec
i dla wszystkich v € X. [J
Oczywistym wnioskiem z definicji r6zniczkowalnosci jest

Twierdzenie 2. Odwzorowanie rézniczkowalne w xq jest ciggle w xg.

DOWOD. Reszta jest odwzorowaniem cigglym w zerze. F' jest odwzorowaniem liniowym,
wiec ciggtym. Zatem h — T'(xo+h) jest tez odwzorowaniem ciagtym w zerze. Stad T jest ciagle
W Zg. O

FORMALNE PRAWA ROZNICZKOWANIA

(1) Jezeli odwzorowania S,T: X D U — Y sa rézniczkowalne w 2o € U i a,b € R, to
odwzorowanie a1 + bS tez jest rézniczkowalne w xg i

(aT 4 bS) (xg) = aT"(z0) + bT"' ().
(2) Jezeli T: X D U — Y, S:Y D O — Z, T jest rézniczkowalne w zy i S jest
rozniczkowalne w T'(xg) € O, to S o T jest rézniczkowalne w zg i
(S oT) (wg) = S"(T(w0)) o T" (o).

(3) Dwéch odwzorowan na ogél nie mozemy mnozyc, ale zawsze mozemy pomnozyc odw-
zorowanie przez funkcje o wartosciach rzeczywistych:

(fT)(z) = f(2)T(x),
gdzie f: U - R, T: X DU — Y. Jezeli f,T sa rézniczkowalne w xg € U, to fT tez
jest rézniczkowalna w xg i
(fT) (o) = f'(wo)T (o) + f(20)T" (o),

tzn.

(fT) (wo)h = (f'(z0)h)T (o) + f (x0)(T"(x0)h).
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Jezeli T jest rézniczkowalne w kazdym punkcie z € U, to odwzorowanie
T:U— L(X;Y): x— T'(x)

nazywamy pochodng odwzorowania T'. Jezeli odwzorowanie 1" jest ciggle, to méwimy, ze odw-
zorowanie 1" jest rozniczkowalne w sposob ciggly.

POCHODNE KIERUNKOWE

W definicji pochodnej odwzorowania mowa jest o istnieniu odwzorowania F' € L(X;Y). Na
0g6t sprawdzanie, ze cos istnieje nie jest zadaniem prostym. Sytuacja bytaby znacznie prostsza,
gdybysmy mogli wskazac jednego mozliwego kandydata na pochodna w punkcie. Okazuje sie,
ze jest to mozliwe.

Definicja 2. Pochodng kierunkowqg odwzorowania T w punkcie zg € U i w kierunku h € X
nazywamy granice
T th) =T
lim (o + t) (o)

,teR
i oznaczamy ja VT (o).

Twierdzenie 3. Jezeli odwzorowanie T jest rozniczkowalne w xg, to w punkcie tym ma pochodng
kierunkowq dla kazdego h € V' (we wszystkich kierunkach) i

th(xo) = T/(.To)h
DOWOD. Mamy
T(xg+th) — T(xo) = T'(x0)(th) + r(xo; th) = tT'(x)(h) + r(xo; th)
i stad
T(xo+th) — T(xo) r(zo;th)
t t
Nie jest prawdziwe twierdzenie, ze z istnienia pochodnych kierunkowych wynika rézniczkowal-
nosc. Fakt ten ilustruje ponizszy przyktad.
Niech f: R? — R zadane bedzie wzorem
0 dla (z,y) = (0,0)
f(ili', y) = ZE2 — y2
x
2?2 + y?

= T/(Zlfo)h + :(; T,(ZL'Q)h ]

Mamy
h? — h2
T —h 2
v(hhhz) ((O’ 0)) 1 h% T hg?
wiec pochodna kierunkowa nie jest liniowa ze wzgledu na h, zatem nie moze byc rowna wartosci
pochodnej dla przyrostu h.

Niech T bedzie r6zniczkowalne w o € U C X. Niech e = (ey,...,e,) bedzie baza w X za$
f="(fi,..., fm) baza w Y. Mamy T'(z) = >, T"(x)f; i podobnie, r(z;h) = > /" r'(z;h)f;,
T'(xo)h = F'(h) f;. Latwo sprawdzic, ze

T'(xg +h) — T'(x0) — F'h
jest reszta dla kazdego ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy reszta jest
T(xo+ h) — T(xg) — T'(z0)h.

Zatem odwzorowanie T jest rézniczkowalne wtedy i tylko wtedy, gdy funkcje T sg rézniczkowalne.
Mamy tez réwnosc F' = T%. Z kolei

T (o) () hie) =D W'V, T (xp).
i=1 =1

Zatem oznaczajac
OT" ge ,
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Dostajemy stad reprezentacje macierzowa pochodnej T"(x¢) w wybranych bazach
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Macierz pochodnej odwzorowania nazywana jest macierzg Jacobiego.

Widac stad, ze dla znalezienia jedynego kandydata na pochodng wystarczy zrézniczkowac
n - m funkcji jednej zmiennej rzeczywistej.

Niech T': X D U — Y bedzie odwzorowaniem i niech xg € U.

Definicja 3. Jezeli odwzorowanie 7" ma w xy pochodne kierunkowe we wszystkich kierunkach
i przyporzadkowanie

Voe—-VT(xg) €W (%)
jest odwzorowaniem liniowym i ciggtym, to méwimy ze odwzorowanie 1" jest stabo rézniczkowalne

w xo. Odwzorowanie (x) nazywamy sfabg pochodng (pochodng Gateauz) w punkcie xy i 0z-
naczamy je VT'(xg).

Oczywiscie odwzorowanie rézniczkowalne mocno jest rozniczkowalne stabo i zachodzi rownosc
VT (zy) = T'(xo). Jak pokazuje ponizszy przyktad, wynikanie w druga strone¢ nie zachodzi.
Rozpatrzmy funkcje f na R? dang wzorem

0 dla (z,y) = (0,0)

flz,y) = 2% :
$4%_y2 (ﬂa(x7y)#:aho)
Latwo sprawdzic, ze V. f((0,0)) = 0 dla kazdego e, czyli funkcja f jest w zerze stabo rézniczko-
h5
walna. Z drugiej jednak strony r(0; (h, h?)) = ol = h, zatem r(0; -) nie jest reszta. Funkcja f

nie jest rézniczkowalna mimo, ze ma w zerze, a nawet w kazdym punkcie, staba pochodng. Co
wiecej, funkcja stabo rézniczkowalna w punkcie nie musi byc ciggta w tym punkcie. Przyktadem
jest funkcja

0 dla (z,y) = (0,0)
flz,y) =40 dlay%f"
1 dlay=2% z#0,
ktora posiada w zerze pochodna staba rowna zero, ale nie jest ciagta w zerze.

TWIERDZENIA O WARTOSCI SREDNIEJ

Twierdzenie o wartosci $redniej rachunku rézniczkowego (twierdzenie Lagrange’a) mowi, ze
wartosé srednia funkeji rézniczkowalnej f: [a, b] — R jest réwna pochodnej funkeji f w pewnym
punkcie odcinka ]a, b[:

fO)—fla) _
IO p (o)
Analogcznie sfomutowane twierdzenie dla funkcji o warosciach w R? nie jest prawdziwe. Niech
bowiem f = (f1, f2): [a,b] — R?, to stosujac twierdzenie Lagrange’a do f; i f» mamy

BN _ fi(e,), POZLO_ g

Na ogol ¢; # ¢y, nie istnieje wiec ¢ takie, ze zachodzi wzor (xx). Jako przyktad wezmy a =

0,b=1, fi(z) =221 fo(x) = 2% Tutaj ¢; = 3, 2 = 3.



Pokazemy, ze mimo to istnieje odpowiednie twierdzenie o wartosci sredniej dla odwzorowan.
Zamiast rownosci pojawia sie jednak tylko pewne szacowania.
Rozpatrzmy odwzorowanie okre$lone na odcinku domknietym w R,

FiI=lab— W

Twierdzenie 4. Zalézmy, ze odwzorowanie f jest ciggle na |a,b] i réiniczkowalne na la,b|.
Niech p: I — R bedzie funkcjq ciggla na |a, b] i rézniczkowalng na la,b[. Jezeli || f'(t) || < ¢'(t)

dla t €]a,b], to
1 f(a) = f(0) | < ¢(b) — ¢(a).
Whiosek. Jezeli || f/(t) || < M, to biorac ¢(t) = M(t — a) dostajemy
[ f(a) = FO) | < M(b—a). (x*x)
Wynikaja z tego wniosku dwa wazne twierdzenia.

Twierdzenie 5. (Pierwsze twierdzenie o wartosci éredniej) Niech T:V D U — W i niech T
bedzie stabo rozniczkowalne na U O I = {x;x = xo + th, t €]0,1[} ¢ ciggle na 1. Wowczas

1T (x0 + h) = T(xo) [| < [| 2] sup || VT (xo+th)||
0<t<1

DOWOD. Zdefiniujmy odwzorowanie f: [0,1] — W wzorem
f(t) =T(xo+ th).
Spekia ono zalozenia Stwierdzenia 4 i
f'(t) = ViT(xo + th).

Kladac w (x * x)
M = sup || Vi T(zo +th) |,

0<t<1
dostajemy nieréwnosc

IT(@o+ 1) = T(o) || < sup || VaT(wo +th) || < [[ ]| sup || VT (zo+th)[|.
<t<

0<t<1

Twierdzenie 6. (Drugie twierdzenie o wartosci sredniej) Niech bedg spetnione zaloZenia pier-
wszego twierdzenia o warto$ci Sredniej © niech F € L(V;W). Wowczas

7o+ 1) = Two) = P | < |[ ]| sup || VT (o +th) = F|
<<

DOWOD. Zdefiniujmy odwzorowanie S: U — W wzorem
S(x)=T(z) — Fux.
S spehia zalozenia pierwszego twierdzenia o wartosci sredniej i
VS(x) =VT(x)— F.

7 tezy pierwszego twierdzenia wynika teza drugiego twierdzenia. [l



