Wyktad szésty, siodmy i 6smy

ROZNICZKOWANIE ODWZOROWAN cd

7 Drugiego Twierdzenia o Wartosci Sredniej wynika inne, bardzo wazne twierdzenie.

Twierdzenie 1. Jezeli T' jest stabo réziniczkowalne na U i staba pochodna
Usz— VT(z) e L(V; W)

jest ciggta, to T jest rozniczkowalna w sposéb ciggty na U.

DOWOD. 7Z Drugiego Twierdzenia o Wartoéci Sredniej mamy, ktadac F = VT (1),

[ T(xo +h) = T(xo) = VI (zo)h[| < [[ 1] Sup | VT (o + th) — VT () || .

Stad i z cigglosci stabej pochodnej lewa strona jest resztg. [
Dla wymiaru skonczonego rzecz si¢ bardzo upraszcza.

Twierdzenie 2. Niech bedzie T: R" D U — R™. Jezeli dla kazdej pary (i, j) istnieje pochodna
oT"

J

DOWOD. W skrypcie. O

Zwrocmy uwage na fakt, ze nie zaktadalismy liniowej zaleznosci pochodnej kierunkowej od

1 jest ciggla, to odwzorowanie T jest rozniczkowalne w sposob ciggly na U.

kierunku. Zaleznos¢ taka jest kosekwencja cigglosci pochodnych :
Ly
Zalozmy, ze X = X; x X (iloczyn kartezjanski przestrzeni Banacha) i niech 7: X DU — Y.
Dla wygody przyjmijmy, ze U = U; x Us.

Definicja 1. Pochodng czgstkowg T w punkcie (xg,v0) € U w kierunku podprzestrzeni X;
nazywamy pochodng w xy odwzorowania

XiDU — Xz T(z,y).
Oznaczamy ja T, (%o, yo)-

Podobnie definiujemy pochodng czgstkowa w kierunku X5. Oczywiste jest nastepujace twierdze-
nie.

Twierdzenie 3. Jezeli odwzorowanie T jest rézniczkowalne w (xo,%o), to ma tam pochodne
czgstkowe 1

T' (20, Yo) (h1, ha) = T, (0, yo)h1 + T'x, (%o, Yo) ha-
7 kolei ponizsze twierdzenie jest odpowiednikiem Twierdzenia 2.
Twierdzenie 4. Odwzorowanie T jest rozniczkowalne w sposéb ciggly na U wtedy i tylko wtedy,
kiedy istniejg pochodne czqstkowe T, i =1,2 i sq ciggle na U.
ODWZOROWANIA WIELOLINIOWE
Niech Vi,...,Vj beda przestrzeniami wektorowymi z norma.

Definicja 2. Odwzorowanie
FI%X"~XV]€—>W
nazywamy k-lintowym, jezeli dla kazdego i
F(U17"' ,CZ’UZ‘—Fb'UZ/-,"' 7vk) :aF(/Uh'“ y Uiy o 7Uk)+bF(U17"' 71}1/'7"' 7vk)

tzn. F' jest liniowe ze wzgledu na kazdy z argumentéw.

Oczywistym jest, ze odwzorowania k-liniowe z V; x- - - x V), do W tworzg przestrzen wektorowa
(podprzestrzen przestrzeni wektorowej wszystkich odwzorowan na Vi X - - - x V. o wartosciach w
W). Przestrzen ciagtych odwzorowan k-liniowych oznaczamy L(Vi,..., Vi; W). W przypadku
Vi =--- =V, =V bedziemy réwniez pisa¢ Ly(V; W).

1



2

Twierdzenie 5. Nastepujgce warunki sq rownowazne dla odwzorowania
k-liniowego F': Vi X ++- X V), — W
(1) F jest odwzorowaniem cigglym,
(2) F jest ciggle w zerze,
(3) F jest odwzorowaniem ograniczonym, tzn. istnieje liczba a > 0 taka, zZe dla wszystkich
ciggow (vy,...,vx) zachodzi nieréwnosé

[E (v, soe) [ < afo ]l o]l

DOWOD.
1 = 2 Oczywiste.
2 = 3 Ciaglo$¢ w zerze oznacza, ze dla kazdego € > 0 istnieje 0 > 0 takie, ze

Ihill <6i=1,....k = || F(h1,.... k)| <e.

Zatem dla dowolnych h; mamy

| F(h h)HHF( ° J h)H(Q)kuhn THE
1y /0K 2Hh1|| 1772||hk|| k 5 1 k X

2 k
<e(3) tmlnm.

3 =1 Mamy z wieloliniowosci

(1) F(Ul—i—hl,...,vk—i—hk)—F(vl,...,vk):

k
= ZF(Ub' .- 7Ul—17hlavl+1 +hl+17 T, Uk + hk)
=1

i dalej proste szacowanie korzystajace z ograniczonosci odwzorowania F'. [
Podobnie jak dla odwzorowan liniowych i ciggltych wprowadzamy norme odwzorowania wielolin-
iowego i ciggtego:

I F | = inf{a; || For, ... o) | < allon |- o [} = ”8_11H131|!F(vl7---’vk) |
Twierdzenie 6. Odwzorowania wieloliniowe i ciggle sq rézniczkowalne i dla F € L(Vy, ..., Vi; W)

zachodzi wzor

F/<U)h = ZF(Ul, ey Ui, hiavi+17 Ce ,’Uk>.

DOWOD. Dla k = 2:
F(Ul + hl,UQ + hg) - F(’Ul,’UQ) — F(Ul,hg) - F(hl,'U2> = F(hl, hg),
ale
IEhy ho) | < NEN TR B2 < TE L Rl [ R2 1)

Odwzorowanie (hy, he) — F'(hy, ho) jest wiec reszta. [

Odwzorowania wieloliniowe mozna utozsamia¢ z iteracja odwzorowan liniowych. Doktadniej,
istnieje naturalne odwzorowanie

: L(Vi; L(Va; .. L(Vig W) -+ ) — L(Vi, .. Vig W)
zadane wzorem
O(F)(vy,v9, ... v) = (-« ((Fup)va) . .. Ug—1) V.

Twierdzenie 7. Odzorowanie ® jest izomorfizmem izometrycznym, to znaczy jest izomor-
fizmem przestrzeni wektorowych i || ®(F) || = || F||.

DOWOD. Dla k = 2.
Oczywistym jest, ze odwzorowanie @ jest liniowe. Niech T € L(Vy, Vo; W).
Definiujemy F' € L(Viy; L(Va; W) wzorem

F(Ul)vg = T(Ul, ’Ug).



3

Mamy ®(F') = T, zatem ® jest surjekcja. Dowodzimy teraz izometrycznosci (z ktérej wynika
injektywnosé i ciaglosé).
2) [[eF) ] = Sup | ©(F)(v1,02) || = Sup sup | F(v1)vs ||

v; [|[=1 v ||[=1 || v2 ||=1

= sup [[F(uv)[=[F[. 0O

[[ v [|=1

POCHODNE WYZSZYCH RZEDOW

Poniewaz pochodna w punkcie, pochodna kierunkowa w punkcie i pochodna czgstkowa w
punkcie sa elementami przestrzeni unormowanej (odwzorowan w pierwszym i trzecim przy-
padku) mozemy zdefiniowaé¢ pochodne wyzszych rzedéw indukcyjnie. Dla przyktadu: Jezeli
odwzorowanie T: X D U — Y jest rézniczkowalne na catym U i odwzorowanie

T:U— L(X;Y): x— T'(x)
jest rézniczkowalne w g, to (T")(xo) € L(X; L(X;Y)) nazywamy druga pochodna T' w zq i
oznaczamy 1" (zo).
W ogdélnosci, pochodna k-tego rzedu w punkcie zq jest elementem przestrzeni
L(Xy; L(Xe;. . s L(X;Y)-4) (X7 = Xo = -+ = X}, = X) ktora, jak juz wiemy, mozemy
utozsamic¢ z przestrzenia L(X;, Xo,..., Xg; V).

Twierdzenie 8. Druga pochodna w punkcie jest odwzorowaniem dwulintiowym symetrycznym,
tzn.
T"(x0) (v, w) = T" (x0) (w, v).

W przypadku V' = R", W = R"™ mamy proste kryterium ciagtej rozniczkowalnosci rzedu k:

Twierdzenie 9. Odwzorowanie T: R" D U — W jest k-krotnie rozniczkowalne w sposob ciggly
na U wtedy 1 tylko wtedy, gdy istniejq wszystkie pochodne

ak
—F—T
Ox;, - - 0x;,
1 sq ciggle.
TWIERDZENIE O RESZCIE I NIEROWNOSC TAYLORA
Uwaga! Dla uproszczenia notacji bedziemy pisaé¢ h* zamiast (h,...,h) € V.

Twierdzenie 10. Niech T:V D U — W bedzie odwzorowaniem rézniczkowalnym (p — 1)-
krotnie na U 1 posiadajecym p-tg pochodng w xo € U. Wowczas

1
Tp(LCO; h) = T(.I'O + h) - T(LC()) — T/(.I'())h — = HT(p)(.Io)(h, R ,h)
jest resztq p-tego rzedu, to znaczy
rp(xo; ) .
A" h—o

DOWOD  Indukeyjny ze wzgledu na p.
Dla p=1 twierdzenie jest prawdziwe (definicja pochodnej).

Zalézmy prawdziwo$é¢ twierdzenia dla p — 1, p > 1. Mozemy zdefiniowa¢ odwzorowanie
f:V D> U — W, na pewnym otoczeniu zera U’

1

f(h) = T(QJO -+ h) — T(.ﬁ(]o) — TI(QZ())h — e — HT(p) (Qlo)hp = Tp(SL’O; h)
Odwzorowanie f jest p-krotnie rézniczkowalne w h =0 i
1
10 = T'(ao + ) = T'(ao) = T"(w)h = - = o5 T (o)

(korzystamy ze wzoru na pochodng funkcji wieloliniowej i z faktu, ze pochodne sa odwzorowa-
niami wieloliniowymi symetrycznymi). Podobnie



1
(p—2)!

f(p)(h) — T(p)<x0 +h) — T(p)(%)‘
We wzorach tych wyrazenie T*(z)h! oznacza odwzorowanie (k — [)-liniowe:
TH(x)h vy, .. opsy) = TF(@) (R, .. by .. vpy).
Odwzorowanie f’ jest (p — 1)-krotnie rézniczkowalne w zerze, wiec z zatozenia indukcyjnego
[0 = PO = (YO ) o
Ale f(0) =0, f/(0)=0, ..., f®(0) =0, wiec (x) wyglada tak:

1 ,
W!\f(h)\!mo

/ tej wtasnosci i z pierwszego twierdzenia o wartosci Sredniej wynika, ze

1
(3) Hth I F(r) [l = Hth I F(h) = F(O) ] <W\IhH sup || f'(sh) |

0<s<1

f”(h) = T”(QZO + h) — T”(Qlo) — T”/<I0)h — = T(p) (xo)hp72

itd., az do

— 0. (%)

h—0

wp LRI

S o2ent [[sh|T o

O
Uwaga: Istnienie rozktadu, jak w powyzszym twierdzeniu, dla pewnego odwzorowania p-
liniowego F (zamiast T?)) z wlasnoécia reszty nie gwarantuje istnienia p-tej pochodnej w g:

f(q;)—{o o dlaxz =0

Pt sin - dla @ # 0

jest funkcja rozniczkowalna i

iy = [0 dlaz=0
(p + 1>xp sin p1+1 - 1%1 xp1+1 dla x # 0

Funkcja f’ nie jest cigglta w zerze, wiec f nie ma drugiej pochodnej w zerze, ale

@,

P h—0

Dla funkcji jednej zmiennej mieliSmy rowniez wzory na reszte przy zatozeniu istnienia pochod-
nej wyzszego rzedu — p-ta reszta wyrazata sie poprzez pochodng (p + 1)-go rzedu. Proste argu-
menty pokazuja, ze juz w przypadku dwuwymiarowego W nie ma odpowiednikéw tych wzorow.
Mozemy jednak réwnodci zastapi¢ szacowaniami, czego przyktadem jest ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 11. Niech T: X D U — Y bedzie odwzorowaniem rézniczkowalnym (p — 1)-
krotnie na U 1 posiadajecym p-tg pochodng w xog € U. Wowczas

1
rp(xo; h) = T(xg +h) — T(xg) — T'(wo)h — -+ — HT(p)(xo)(h, ..., h)
jest resztq p-tego rzedu, to znaczy
rp(x0; ) R
IR ]f" o

Zatozmy, ze T: X D U — Y jest p-krotnie rézniczkowalne i na |xg, zo + h[C U istnieje
pochodna rzedu (p + 1). Wéwcezas

[ 7p(zos h) || < CES] ) | AP+ sup | TP+ (g + sh) || -



