Wyktad dziewigty i dziesiaty

EKSTREMA FUNKCJI WIELU ZMIENNYCH

Badanie funkcji wielu zmiennych jest znacznie bardziej skomplikowane niz w przypadku jed-
nej zmiennej. Juz dla dwéch zmiennych (np. X = R?) intuicje, ktére wypracowalismy analizujac
funkcje jednej zmiennej staja sie zwodnicze i lepiej o nich zapomnie¢. Zajmiemy sie na poczatek
problemem istnienia lokalnych ekstremow. Zobaczymy, jak bardzo wszystko si¢ komplikuje, w
porownaniu z przypadkiem jednej zmiennej, juz dla dwéch zmiennych.

Rozpatrujemy funkcje okreslong na otwartym podzbiorze U przestrzeni Banacha V'

f: XDU—-R

Przypomnijmy, ze funkcja f ma w o € U minimum (maksimum) lokalne, jezeli istnieje liczba

d > 0 taka, ze f(x) > f(xo) ( f(z) < f(x)) dla kazdego = € K(xg,9).

Twierdzenie 1. Jezeli funkcja f jest stabo rozniczkowalna w xg @ w punkcie tym posiada lokalne
ekstremum, to V f(xo) = 0.

DOWOD. Dla kazdego h € X funkcja
t— f(!l?() + th)

jest okreslona w otoczeniu zera, w zerze za$ jest rézniczkowalna i ma tam ekstremum lokalne.
Pochodna tej funkcji w zerze jest zatem zero, z drugiej zas strony jest ona réwna V f(xg)h. O

Ponizszy przyktad pokazuje, ze istnienie dla kazdego h minimum (nawet Scistego) w zerze
funkcji t — f(x¢ + th), nie gwarantuje istnienia minimum lokalnego funkcji f w punkcie z.
Funkcja

fiR = R: (2,y) = (y — 2%)(y — 32%)
przyjmuje dla x = thy, y = thy warto$¢ t?(hy — th?)(hy — 3th?) i jest dodatnia dla matych ¢.
Jezeli zad y = 222, to jej warto$é wynosi —z* < 0.
Zanim przejdziemy do warunkéw dostatecznych istnienia ekstremum udowodnimy istotny

fakt.

Twierdzenie 2. Odwzorowanie k-liniowe, symetryczne, F' € Li(V; W) jest jednoznacznie wyz-
naczone przez swoje wartosci na ciggach postaci h* = (h,h, ..., h).

DOWOD. W skrypcie. O

Ponizsze twierdzenie daje warunki dostateczne na istnienie ekstremum lokalnego.

Twierdzenie 3. Zaloimy, ze funkcja f: X D U — R jest p-krotnie rézniczkowalna w xqg i
f® ) (zg) =0dlak=1,...,p—1. Niech tez P (zy) # 0, wéwczas
(1) jezeli f ma w xog maksimum (minimum), to p jest parzyste i f® (zo)h? <0 (f®)(20)hP >
0) dla kazdego h € V;
(2) jezeli istnieje & > 0 takie, ze f®(zg)h? < =6 <0 (fP(z)h? =6 >0) dla |h]| =1,
to funkcja f ma w xg maksimum (minimum).

W przypadku skoficzonego wymiaru przestrzeni X warunek f®h? > § > 0 upraszcza sie, bo
domknieta kula jednostkowa jest zbiorem zwartym i wystarcza, by f®h? > 0 dla ||| = 1.
Jako 0 mozemy w tym przypadku przyja¢ min =1 f () pp.

Dla p = 2i wymiaru skoficzonego przestrzeni V warunek f(h, h) > 0 oznacza, ze odpowiada-
jaca drugiej pochodnej forma kwadratowa jest dodatnio okreslona. Istnieje proste kryterium
(Sylvestera) dodatniej okreslonosci form kwadratowych. Widaé tez istotna réznice miedzy
przypadkiem wymiaru jeden i wymiaru wyzszego niz jeden. Dla wymiaru jeden zerowanie sie
pierwszej pochodnej w punkcie zy i warunek f”(xg) # 0 oznacza, ze w punkcie tym mamy
ekstremum lokalne. W wiekszym wymiarze nieosobliwo$¢ drugiej pochodnej (przy zerowaniu
sie pierwszej) nie gwarantuje istnienia ekstremum. Na ogbé! mamy do czynienia z punktem
stodtowym: w pewnych kierunkach mamy minimum, a w innych maksimum.



ISTNIENIE ODWZOROWANIA UWIKLEANEGO
Niech G bedzie odwzorowaniem

G: XxYD0— Z.

Definicja 1. Méwimy, ze odwzorowanie T: X D U — Y jest zadane w sposéb vwikiany przez
odwzorowanie G, jezeli zadany jest jego wykres poprzez rownanie G(z,y) = 0, tzn. y = T'(x)
jest réwnowazne G(x,y) = 0.

Podstawa dowodu twierdzenie o istnieniu odwzorowania zadanego w sposob uwiktany (méwimy
tez — odwzorowania uwiklanego) jest zasada Banacha w wersji z parametrem:

Twierdzenie 4. Niech A bedzie przestrzeniq topologiczng a (X, d) zupelng przestrzenig me-
tryczng. Dane jest odwzorowania ciggle p: A x X — X i liczba rzeczywista q < 1 taka, Ze dla

kazdego A € A
d(e(A, @), (A, y)) < qd(z,y).
Wowezas dla kazdego A € A istnieje jeden punkt staty x(\) odwzorowania p(X, ) © odwzorowanie
A= x(A)
jest ciggte.

Mozemy teraz udowodni¢

Twierdzenie 5. Zatozmy, ze odwzorowanie
G:VxW>0—Z

jest rozniczkowalne w sposob ciggly. Zalozimy tez, ze w punkcie (xo,y0) € O, spelniajacym
warunek G(xo,y0) = 0 pochodna czgstkowa Gy, (xg, yo) jest odwracalna.

Wowczas istnieje otwarte otoczenie V- DO U 3 xq 1 jedyne odwzorowanie ciggte T': U — W takie,
Ze T(xo) = yo 1 G(x, T(x)) = 0. Ponadto T jest réiniczkowalne w sposdb ciggly i

T'(z) = =(Gy (2, T(2))) " o Gy (2, T(x)) .

DOWOD. W skrypcie.
O

Ze wzoru na pochodng funkcji uwiktanej widaé¢, ze do odpowiedzi na pytania o wyzsze
pochodne potrzebna jest wiedza, ze

(1) ztozenie odwzorowan rézniczkowalnych jest odwzorowaniem rézniczkowalnym,
(2) odwzorowanie (F, H) — F o H jest rozniczkowalne,
(3) odwzorowanie F +— F~! jest rézniczkowalne

wynika stad, ze jezeli G jest p-krotnie rézniczkowalna, to T' tez jest p-krotnie rézniczkowalna.
Dwa pierwsze fakty sg juz znane. Zajmijmy sie trzecim.

Twierdzenie 6. Odwzorowanie
O: L(V;W)DU — LW;V): Frs F!
jest rozniczkowalne 1
(F)H=—F'oHoF ' HeLV;W).

DOWOD. Zauwazmy najpierw, ze jezeli S € L(V) = L(V;V) i || S|| < 1, to istnieje
(id —S)~!. Istotnie, rozpatrzmy szereg

id+S+ 5%+ 5"+
Jest on zbiezny w L(V'), bo

S5
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Korzystalismy tu z nieréwnoéci || S?|| < || S||'. Prostym przeliczeniem sprawdzamy, ze suma
szeregu jest odwzorowaniem odwrotnym do (id —S). Dla odwzorowan H takich, ze || H | <
T —1 ] amy
[E-]
(F+H)'—F'=({d+F'H)' —id)F!

(F+H) '~ F '+ F'HF ' = (d+F'H)' —id+F'H)F .
Stad dostajemy
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Oznacza to, ze wyrazenie po lewej stronie jest reszta. [
Nastepujace, bardzo wazne twierdzenie o lokalnej odwracalnosci jest prostym wnioskiem z
twierdzenia o funkcji uwiktane;j.

Twierdzenie 7. Zalézmy, ze odwzorowanie T': X D U — Y jest rozniczkowalne w sposob
ciggly w otoczeniu xy i T'(xq) jest izomorfizmem. Istnieje otoczenie U C U takie, Ze T obciete
do U jest odwracalne, odwzorowanie odwrotne T~ jest réiniczkowalne i

(TH)(T(x)) = (T"(x))
DOWOD  Zdefiniujmy odwzorowanie:
G:UXY —=Y:(x,y)—T(z)—y.

Réwnanie G(z,y) = 0 jest rébwnowazne réwnaniu y = T'(z), wiec opisuje ono wykres odw-
zorowania T. Jezeli zatem T~! istnieje, to jego wykres jest opisany tym samym réwnaniem.
Poniewaz

G'x (w0, y) = T"(2)
jest izomorfizmem, to z twierdzenia o funkcji uwiklanej istnieje otoczenie O > yo = T(xp)
takie, ze zbior {X x O 3 (z,y): G(z,y) = 0} jest wykresem odwzorowania T-': O — X i jego
pochodna jest rowna

(T (T(x)) = (T'(x)) .
O

Twierdzenie 8. (o stalym rzedzie) Zakladamy, Ze wymiary przestrzeni X 1Y sq skoriczone
i ze odwzorowanie S: X D U — Y jest rozniczkowalne w sposob ciggly, a rzqd pochodnej
jest staty. Wowczas dla kazdego x € U istnieje otoczenie U takie, Ze S(ﬁ) jest wykresem, to
znaczy istniejq podprzestrzenie V., W przestrzeni Y takie, ze Y =V & W i S(l:j) jest wykresem

odwzorowania T:V D O — W, gdzie O jest rzutem S(U) na V.

Twierdzenia o funkcji uwiktanej i o stalym rzedzie daja narzedzia do sprawdzania, czy
podzbidr iloczynu kartezjanskiego jest (lokalnie) wykresem odwzorowania.



