Wyktady ....

EKSTREMA FUNKCJI NA POWIERZCHNI

Niech X bedzie przestrzenia wektorowa (nad ciatem liczb rzeczywistych) wymiaru skon-
czonego. Zbior M C X jest gladkqg powierzchniq, jezeli dla kazdego punktu p € M istnieja
podprzestrzenie wektorowe V,, W, C X takie, ze X = V, & W, (wigc przestrzen X mozna
utozsamic¢ z iloczynem kartezjanskim V, x W,,), oraz zbiory otwarte Oy C V,, Oy C W, takie,
ze p € Oy X Oy a zbior M N(Oy x Oy ) jest wykresem odwzorowania gladkiego (posiadajacego
pochodne wszystkich rzedéw)

wp: Oy — Oy
Innymi stowy: M jest powierzchnia, jezeli lokalnie jest wykresem odwzorowania gladkiego. Jest
oczywistym, ze jezeli X = V, & W, jest rozkladem o ktérym moéwi definicja powierzchni, to
dla ¢ € Oy x Ow mozemy przyjac¢ V, =V, oraz W, = V,,. Wymiarem powierzchni nazywamy
wymiar przestrzeni V.

Uwaga: jezeli w definicji powierzchni warunek gtadkosci zastapimy warunkiem k-krotnej
rézniczkowalnoéei, to méwimy o powierzchni klasy C*.

Mozemy teraz przeformutowaé twierdzenie o funkcji uwiktanej w sposoéb nastepujacy:

Twierdzenie 1. Zalozmy, ze odwzorowanie
G: XD>U—-Y

miedzy przestrzeniami wektorowymi wymiaru skonczonego jest gtadkie i zZe dla kazdego p €
U, G(p) = 0 pochodna G'(p) jest surjekcjq.
Wéwczas zbiér M = G=1(0) C U C X jest powierzchnig wymiaru dim X — dim Y.

DOWOD. Dla wybranego p € M ktadziemy V, = ker G'(p) i W, réwne dowolnej pod-
przestrzeni dopetniajacej V, w X. Z twierdzenia o funkcji uwiklanej wynika istnienie otoczei
Oy C V,,Ow C W, i odwzorowania ¢, o ktorych mowa w definicji powierzchni. [J

Teraz wersja 'geometryczna’ twierdzenia o statym rzedzie:

Twierdzenie 2. Zalézmy, ze odwzorowanie S:Y D U — X jest gladkie, a rzqd pochodnej
jest staty, rowny m. Wowczas dla kazdego x € U istnieje otoczenie U takie, ze S(U) jest
powierzchnig w X wymiaru m.

Zwrocmy uwage na istotng roznice w znaczeniu tych twierdzen. twierdzenie pierwsze mowi,
ze caly zbior M = G71(0) jest powierzchnia, natomiast twierdzenie drugie méwi tylko, ze S(U)
jest powierzchnia. Méwimy, ze S(U) jest lokalnie powierzchnia. O tym, czy caly zbiér S(U)
jest powierzchnig decyduja globalne, nie do uchwycenia poprzez analize wytacznie pochodnej,
wlasnosci odwzorowania S (patrz przyklady ponizej).

Przyktady:

(1) Podzbiér otwarty O C R" jest powierzchnia wymiaru n.
(2) Zbiér jednopunktowy {m} jest powierzchnia wymiaru zero.
(3) Sfera S? w R? jest powierzchnia. S? jest dana jako ¢ ~1(0), gdzie
0: R =R (m,y,2) — 2+ + 2% — 1
7 twierdzenia o funkcji uwiktanej jest to powierzchnia.
(4) Rzad pochodnej odwzorowania
11

©: ] 2[><]R—>]R3

danego wzorem
1 1 . !
pla,y) = (1 +wsin(zy)) cosy, (1 + zsin(5y)) siny, zsin(5y))
jest w kazdym punkcie rowny 2. Jego obraz jest powierzchnig (lokalnie) na mocy twierdzenia

o stalym rzedzie. Latwo pokazaé, ze jest réwniez powierzchnig globalnie. Powierzchnia

ta nazywana jest wstegqg Mdbiusa.
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(5) Podzbiér R?* zadany réwnaniem xy = 0 nie jest powierzchnia. Jest to para przecina-
jacych sie prostych (osi wspodlrzednych). Dla zadnego otoczenia zera (punkt przeciecia
prostych) i dla zadnego rozktadu R? na dwie podprzestrzenie (jednowymiarowe) przeci-
najace sie proste nie sg wykresem odwzorowania.

(6) Rzad pochodnej odwzorowania

©: R — R*: t +— (cos(t),sin(2t))

jest w kazdym punkcie réwny 1, wiec jego obraz jest lokalnie (wzgledem argumentu t)
powierzchnia. Ale przeciecie kuli K(0,¢) z ¢(R) sklada sie, dla € < %, z dwoch tukéw,
przecinajacych sie w zerze. Argumenty jak w poprzednim przyktadzie pokazujg, ze tuki

te nie tworzg powierzchni.

Funkcje na powierzchni M, f: M — R nazwiemy rézniczkowalng, jezeli jest obcieciem funkcji
F, rézniczkowalnej w otoczeniu M,

F: XD>D0—-R, ODM, f=F|u

Bedziemy sie zajmowa¢ znajdowaniem i badaniem punktéw podejrzanych o ekstrema dla
funkcji f. W przypadku M = O C X punkty podejrzane o ekstrema znajdujemy badajac
funkcje f na prostej t — xq+tx. Warunkiem koniecznym ekstremum funkcji f na tej prostej, w
punkcie g, jest znikanie pochodnej, czyli V. f(x¢) = 0 dla wszystkich x € X. Jezeli M jest nie
jest otwartym podzbiorem X (jak np. sfera w R3), to proste zaczynajace si¢ w zo € M nie lezg
w M i powyzsze rozumowanie trzeba zmodyfikowa¢ zastepujac prosta dowolnymi krzywymi w
M, tzn. odwzorowaniami rézniczkowalnymi v: R D I — M C X z warunkiem ~(0) = xq. Jezeli
funkcja f ma ekstremum w xg, to pochodna funkcji f o~y w t =0 jest zero.

WEKTORY STYCZNE DO POWIERZCHNI

Definicja 1. Wektor v € X nazywamy stycznym do powierzchni M D U w punkcie p € M,
jezeli istnieje odwzorowanie v: R — M C X (czyli krzywa) takie, ze v(0) = p i §(0) = v.

4 oznacza pochodna odwzorowania 7, interpretowana jako wektor z X (pochodna, jako odw-
zorowanie liniowe z R do X jest zadana przez swoja wartos¢ na jedynce). Zbiér wektoréw
stycznych do M w punkcie p oznaczamy T,M. Jest to podprzestrzen wektorowa przestrzeni X.
Jezeli f = F|u, to dla v € T,M mamy F'(p)v = $(F 0~)(0) gdzie v: R — M i 4(0) = v.
Wynika stad, ze F'(p)v zalezy tylko od wartosci F'na M, czyli od f. F’ ograniczone do wektorow
stycznych do M oznacza¢ bedziemy df, a ograniczone do T,M przez d,f.

Stad warunek konieczny na ekstremum f w punkcie p jest taki: d,f = 0.

Jezeli M = G1(0) i G spelnia zalozenia twierdzenia o odwzorowaniach uwiktanych (wersja
‘geometryczna’) to mamy

T,M =kerG'(p) ={ve X: G(p)v=0}
METODA MNOZNIKOW LAGRANGE’A

Aby znalezé¢ punktu podejrzane o ekstrema, nalezy wiec, w pierwszej kolejnosci, znalezé
przestrzenie styczne i nastepnie oblicza¢ df. Istnieje, cate szczedcie, alternatywna metoda
mnoznikow Lagrange’a

Twierdzenie 3. Niech M = G71(0), gdzie G: X — Y spelnia zaloZenia twierdzenia o funkcji
uwiktanej w punkcie p (tzn. jej pochodna jest surjekcig w tym punkcie — mowimy tez, ze p
jest punktem regularnym odwzorowania G). Jezeli d,f = 0, to istnieje odwzorowanie liniowe
A:Y — R takie, Ze

d,F = Ao G'(p).

A nazywa sie funkcjonatem (mnoznikiem) Lagrange’a. Z powyzszego twierdzenia widaé, ze
dla znalezienia miejsc podejrzanych o ekstrema mozna, zamiast funkcji f, bada¢ miejsca zerowe
pochodnej (rézniczki) funkeji F' — A o G znajdujace sie na powierzchni M (pochodna A o G w
q jest rowna A o G'(q)). Mamy tez warunek dostateczny istnienia ekstremum.



Twierdzenie 4. Niech bedg spelnione zatozenia poprzedniego twierdzenia i niech
d,F — Ao G'(p) =0.
Jezeli dla 0 # h € T,M
(F"(p) = Ao G"(p))(h, h) > 0 (< 0),
to w punkcie p funkcja f ma minimum (maksimum) lokalne.

DOWOD. W skrypcie.
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