Wyktady ....

CALKOWANIE FUNKCJI WIELU ZMIENNYCH

Zaczniemy od konstrukcji calki na przedziale domknietym. Konstrukcja ta jest, w gruncie
rzeczy, powtorzeniem definicji catki na odcinku domknietym w R!.
Przedziatem domknietym w R nazywamy zbior D postaci

D = [(ll,bl] X+ X [am,bm].
Przypomnijmy, ze podziatem odcinka I = [a, b] nazywamy rodzine (FP;)!_; odcinkéow domknie-
tych takich, ze
(2) Int PN Int P; =0 dla i # j.
Niech m; € II([a;, b;]) bedzie podzialem odcinka [a;, b;) dlai = 1,...,m. Clag m = (71,...,Tpm)
okresla podzial przedziatu D, ktérego elementami sg przedziaty P, X --- x P,,, gdzie P; € ;.
Oznaczmy przez I1(D) rodzine takich podziatow. W II(D) wprowadzamy relacje skierowania

=7 jezeli m = m dla kazdegoi=1,...m
Miarg m(D) przedziatu D nazywamy liczbe

m
=1

Dla ograniczonej funkcji f: D — R i dla podzialu 7 = (Dy,) definiujemy sume gérna i sume
dolng

_Orf)—'Ej (Dy) sup f(x)

€Dy,

Zka inf f(x).

rEDy

Ciag uogdlniony 7 +— S(m, f) jest malejadcy i ograniczony (podobnie jak w przypadku jed-
nowymiarowym), wiec zbiezny. Podobnie ciag sum dolnych jest zbiezny. Granice tych ciagéw

7 f=1limS(x, f)= inf S(m f)
D -

w€ell(D)
/ f=lmS(m, )= sup S(m.f),
D ~ nell(D)

nazywamy odpowiednio catkg gérng i catks dolng.
Funkcje ograniczona na D nazywamy catkowalng w sensie Riemanna, jezeli

L=l =1

Zbiér funkcji catkowalnych na D oznaczamy R(D).

Twierdzenie 1. Podstawowe wtasnosci catki Riemanna, wynikajgce bezposrednio z definicji:

(1) Funkcja stala jest calkowalna i jesli f(x) = ¢, to

/f—cm

(2) Jesli f € R(D) i c€R, tocf € R(D

/D<cf>=c/Df.

(3) Jesli f,g € R(D), to f +g € R(D) i

Lu+m=4f+ég
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(4) Jesli f,g € R(D) i f < g, to

/Dfé/Dg-

DOWOD. Dowody tych wlasnoéci catki sa powtérzeniem dowodéw odpowiednich wlasnosci
w przypadku catki na I C R. O

UzZyteczna jest inna, rownowazna definicjae catki Riemanna (odnosi sie to takze do przypadku

m = 1). Zamiast sumy gornej i sumy dolnej bierzemy sume
S(ﬂ-7 (51)7 f) = Z m(Dk‘)f(gk’)v
k
gdzie & € D; jest dowolnym wyborem punktu. W zbiorze par (m, (§;)) wprowadzamy relacje
(7, (&)) > (7, (5;)) jezeli 7 = 7.

Catka jest granica sum ze wzgledu na ta relacje. Istnienie tej granicy mozemy przyja¢ jako
definicje catkowalnosci, a sama granice jako definicje wartosci catki. Taka definicja nie wymaga

operowania supremum i infimum w zbiorze wartosci funkcji podcatkowej, wiec nadaje sie do
definicji caltki z funkcji o warto$ciach w przestrzeni Banacha.

TWIERDZENIE LEBESGUE’A

W dalszym ciagu bedzie mowa o wtasnosciach caltki, ktore mozna by dowodzi¢ analogicznie
jak w przypadku jednowymiarowym. Jednak zamiast tego, postuzymy sie waznym twierdzeniem
Lebesque’a o kryterium catkowalnosci.

Definicja 1. Zbior £ € R™ ma muare Lebesque’a zero, jezeli dla kazdego € > 0 istnieje ciag
przedziatow (D;);en taki, ze E C U;D; 1 ), m(D;) < e.
Whioski.

(1) Jezeli E jest miary Lebesgue’a zeroi A C E, to A jest tez miary Lebesque’a zero.
(2) Jezeli E;i = 1,2,... sa miary Lebesgue’a zero i A = U2 | E;, to A jest tez miary
Lebesque’a zero.
DOWOD. Dowodu wymaga tylko punkt drugi. Zbiér E; jest miary Lebesgue’a zero, wiec dla

€
kazdego € > 0 istnieja przedziaty D;; takie, ze i C U;D;; i >, m(D;;) < ;. Oczywiscie

20
mamy A C U, ;D;; i
€
> m(Diy) =Y > m(Dy) < 5 =&
g

irj i
A jest miary Lebesgue’a zero. [J
Przyktad. Brzeg przedziatu domknietego jest miary Lebesgue’a zero.

Twierdzenie 2. (Lebesgue’a) Niech f bedzie funkcjq ograniczong na przedziale domknietym D.
f € R(D) wtedy i tylko wtedy, gdy zbior punktéw niecigglosci funkcji f jest miary Lebesque’a
zero.

CALKA PO DOWOLNYM ZBIORZE OGRANICZONYM
Przypomnijmy definicje funkcji charakterystycznej x4 zbioru A C R™:
(2) = 1, dlaze A
M0, dlaxg A

Definicja 2. Niech A € D C R™ i niech f: D — R. Calke fAf z funkcji f po zbiorze A
definiujemy wzorem (o ile prawa strona ma sens)

/Afszfo.

Jezeli catka ma sens, to méwimy, ze f jest catkowalna na A i piszemy f € R(A).
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Uwaga. Funkcja f nie musi by¢ okreslona na caltym D. Wystarczy, jezeli jest okreslona na

A. Wowczas ktadziemy
A A

- {f(m) dlaze A

gdzie

T@ =30 dazga
Oczywiscie x Af: f

Twierdzenie 3. Niech A C D. Calka [, f istnieje dla kazdej funkcji f € R(D) wtedy i tylko
wtedy, gdy brzeg 0A = A\ Int A jest miary Lebesgue’a zero.

DOWOD. 7 definicji brzegu wynika, ze zbiér A jest réwny zbiorowi punktéw nieciaglosci
funkcji x4 wiec z istnienia calki z jednos$ci wynika, ze brzeg ma miare Lebesgue’a zero. Z kolei
zbior punktéw niecigglosci iloczynu fyxa zawarty jest w sumie zbioru punktow nieciggtosci
f 1 zbioru punktéw nieciggtosci y 4. Suma dwoéch zbiorow miary Lebesgue’a zero jest miary
Lebesgue’a zero, wiec zbior punktéw nieciggloscei iloczynu fxa jest miary Lebesgue’a zero i z
Twierdzenia Lebesgue’a wynika catkowalnosé¢ fya. O

Powyzsze twierdzenie usprawiedliwia nastepujaca definicje:

Definicja 3. Zbior A C D C R™ nazywamy jordanowsko mierzalnym (J-mierzalnym), jezeli
jego brzeg jest miary Lebesgue’a zero lub réwnowaznie, jezeli jego funkcja charakterystyczna
x4 jest calkowalna na D w sensie Riemanna. Catke f p XA nazywamy miarg Jordana zbioru A
i oznaczamy m(A).

Twierdzenie 4. Jezeli zbiory Ay, As sq J-mierzalne, to

(1) Ay N Ay jest J-mierzalny,
(2) Ay U Ay jest J-mierzalny i jesli Ay N Ay =0, to m(A; U Ag) = m(A;) + m(As),
(3) Ay \ Ay jest J-mierzalny i m(A; \ A2) = m(A;) — m(A; N Ay).

DOWOD. Z definicji wnetrza zbioru (Int A jest najwiekszym zbiorem otwartym, zawartym
w A) mamy Int(A; U Ay) D Int (A;) UInt (As) oraz Int (A; N As) = Int (A;) NInt (Ay). Z kolei

dla domknie¢ mamy relacje A; U Ay = Ay U Ay oraz Ay N Ay C Ay N Ay. 7 definiciji brzegu
mamy wiec

O(A; U Ay) C (A7 UAZ) \ (Int (Ay) Unt (Ay)) C 9(A;) U I(Ay).
Podobnie
O(A; N Ay) C (AN Ay)\ (Int (A}) NInt (Ay)) =
= ((A1N'Ay) \ Int (4;)) U ((A1 N A3) \ Int (43)) C (A1) UI(A,).

Brzegi zbioréw A; U Ay i A; N As sa wigc miary Lebesgue’a zero. UdowodniliSmy dwa pierwsze
punkty. Podobnie dostajemy mierzalnosé A; \ As.

Dla dowolnych zbior6w A; i As mamy x4, + X4, = Xa,04, + XA1n4,- Jezeli wiec Ay N Ay = 0,
t0 XA;u4; = XA, T X4, 1

m(AUAD) = [ Goa ) = [+ [ v = m(d) + m(4a)
D D D
gdzie D D A; U Ay. W szczegdlnodcei dostajemy
m(A1 \ Ag) = m(Al) - Hl(Al N AQ)
O

Twierdzenie 5. Jezeli brzeg zbioru A jest lokalnie wykresem odwzorowania cigglego, to A jest
J-mierzalny.



DOWOD. Wrystarczy pokazaé, ze jezeli mamy odwzorowanie ciggle
F:R™™>D — R",

gdzie D' jest przedzialem domknietym, to jego wykres jest miary Lebesgue’a zero. D’ (zbiér
domkniety i ograniczony w R™~") jest zbiorem zwartym, wiec odwzorowanie F jest jednostajnie
ciagte. Dla kazdego e > 0 istnieje zatem 6 > 0 takie, ze dla kazdego = = (x1,...,Zp_m)
mamy F([z — 6,2+ d]) C [F(z) — ¢, F(z) + ¢, gdzie [x — 0,2 + 6] =[xy — §,x1 + 0] X -+ X
[Zp—m — O, Tp_m + 0]. Zatem wykres F' nad przedziatem [z — 0, x + J] jest zawarty w przedziale
[z — 0,2+ 0] x [F(x)—e€, F(x)+ €], ktérego miara wynosi (26)™ " (2¢)™. Stad wykres F' zawarty
jest w sumie przedzialow, ktérych suma miar jest mniejsza od m(D’) - (2¢)”. O

Mozemy teraz wymieni¢ najwazniejsze wtasnodci catki Riemanna na zbiorach J-mierzalnych.

Twierdzenie 6. Niech zbiory A, A1, A2 C D C R™ bedg J-mierzalne i niech f,g € R(A).
Wowczas

(1) Jezeli Ay C A, to f € R(A;).
(2) Jezeli m(A) =0, to [, f=0.
(3) Jezeli A= Ay U Ay i wnetrza Ay oraz As nie majg wspolnego punktu, to

Jr=]7+ 1
(4) Dla c € R mamy

Jusa=[1+[o [en=c]s
(5) f-g € R(A).

(6) Jezeli | < g, to S f< /.9
(7) [fl € R(A) i

</UL
(8) Jezeli g >0, m =inf,ca f(x) i M = sup,c4 f(x), to dla pewnego p € [m, M| mamy
Jygo=nf

Jezeli ponadto funkcja f jest ciggla na D i zbior A jest spojny, to istnieje punkt € € A

taki, ze
/Afng(ﬁ)/Ag

DOWOD. Niech tak jak poprzednio,

~ f(z), dlaxze A
o, dlaz & A.

(1) Punkty nieciagtosci funkeji fi X4, tworza zbiory miary Lebesgue’a zero. To samo mozna
wigc powiedzie¢ o ich iloczynie.

(2) Mamy inf,.ca f(z)xa XAf < sup,eq f(x)xa, a stad

0=/lnff T)Xa < /f /Dilelgf z)xa = 0.

) Z zatozen wynika, ze m(A; N Ag) = 0, wiec z poprzedniego punktu i z Twierdzenia 1

/Aler/A2 /fXA1+XA2 /fXAluAQ /fXAmA2 /fXAlqu
/fl(f+9)=/1;f+g:/l)f+/1)g:/j4f+/f‘g

Podobnie dowodzimy drugg rownosc.
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(5) Punkty nieciagtosci funkcji f i g tworza zbiory miary Lebesgue’a zero. To samo mozna
wigc powiedzie¢ o ich iloczynie.

(6) Jezeli f < g, to réwniez f < g i korzystamy z Twierdzenia 1.

(7) |f] = |f|, wiec |f] jest calkowalna na D, a poniewaz —|f| < f < |f|, dostajemy z
poprzedniego punktu zgdang nierownos¢.

(8) Mamy mg < fg < Mg, wiec z poprzednio udowodnionych whasnosci wynika, ze

m/gg/fgéM/g-
A A A

Jezeli ¢ = [, g = 0, to z nieréwnosci tej [, fg = 0 i zadana réwnos¢ zachodzi dla
1

dowolnego p. Jezeli ¢ # 0, to ktadac p= - [ 4 fg dostajemy tezg¢. W przypadku funkcji
c

cigglej (na calym D) jej kresy sa osiagane w A. Ze spojnosci A (wiec i A) oraz z wlasnosci
Darboux wynika istnienie &.

TWIERDZENIE FUBINIEGO T O ZAMIANIE ZMIENNYCH

Rozpatrywane dotychczas wtasnosci catki Riemanna nie przyblizaja nas do praktyki liczenia
calek wielokrotnych. Mozna z powodzeniem przyjaé teze, ze potrafimy liczy¢ jedynie calki na
R! oraz sprowadzajace sie do nich. Dowodzone ponizej twierdzenie pokazuje, jak liczenie catek
wielokrotnych sprowadza sie do liczenia wielokrotnego calek jednokrotnych (méwi sie o calce
iterowaney).

Twierdzenie 7. (Fubiniego) Niech Dy C R™, Dy C R" bedg przedziatami i niech D = Dy X Ds.
Dla funkcji f € R(D) zdefiniujmy funkcje ¢: D1 — R i1: Dy — R wzorami

o(z) = / f@). v = [ fao).

Jo= he= 1t

W ten sposéb liczenie calek wielokrotnych sprowadza sie do liczenia calek iterowanych.
Musimy jednak z géry wiedzie¢, ze catka istnieje, tzn. ze funkcja f jest catkowalna.

Wowczas v, € R(Dy) i

Twierdzenie 8. (o zamianie zmiennych) Niech O, O bedg ograniczonymi obszarami w R™,
niech K C O bedzie dziedzing skoriczong a odwzorowanie V: O — O diffeomorfizmem klasy
Ct. Woéwczas dla funkeji cigglej f: K — R mamy

f= [ foWU.|detW|,
[ 1= [ sow-jaaw
gdzie K' = V7Y(K).

CALKI NIEWLASCIWE

Calka niewtasciwa (na zbiorze niezwartym) w przypadku wielowymiarowym rozni sie istotnie
od omawianego w semestrze pierwszym przypadku jednowymiarowego.

Niech U bedzie obszarem niezwartym. Rodzina obszaréw zwartych K, zawartych w U jest
skierowana relacja zawierania. Przypusémy, ze funkcja f: U — R jest catkowalna na kazdym
K. Mozemy zdefiniowaé catke po U jako granice ciggu uogélnionego

K[

Roéznica miedzy przypadkiem jedno- i wielowymiarowym polega na tym, ze w przypadku jed-
nowymiarowym ograniczaliSmy sie do specjalnych zbioréw zwartych — przedziatow domknie-
tych. Rezultatem takiego ograniczenia ciggu uogélnionego jest istnienie funkcji catkowalnych
na przedziale niezwartym, ktorych wartosci bezwzgledne nie sa catkowalne. W przypadku
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wielowymiarowym ograniczenie ciagu do przedzialéw zwartych nie jest mozliwe (nie mozna
nimi na ogét wyczerpaé obszaru niezwartego). W efekcie catkowalno$é funkeji pociaga za soba
jej bezwzgledng catkowalnosc.

To samo mielibySmy w przypadku jednowymiarowym, gdyby brac¢ granice catek ze wzgledu
nie tylko na przedzialy zwarte, ale i na sumy skonczone przedziatéw zwartych.



