Wyklady ostatnie

CALKA LEBESGUE’A

Zasadnicza réznica koncepcyjna miedzy catks Riemanna i catka Lebesgue’a polega na zamianie
rol przestrzeni wartosci i przestrzeni argumentow przy konstrukcji sum goérnych i dolnych. W
calce Riemanna suma gorna (dolna) byta zwiazana z podziatem obszaru catkowania na przedzi-
aly, a otrzymywaliSmy ja sumujac objetosci przedzialéw wymnozone przez supremum (infimum)
wartosci funkcji na tym przedziale. W calce Lebesgue’a dzielimy na odcinki przedzial wartosci
funkcji, a sume dolng dostajemy mnozac wartosé¢ dolng odcinka podziatu przez ,,objetos¢” prze-
ciwobrazu tego odcinka. Problem polega na tym, ze przeciwobraz ten moze by¢ bardzo odlegty
ksztaltem od przedziatu. Musimy sie wiec nauczy¢ liczenia objetosci takich zbioréw. Wprowad-
zona w poprzednim rozdziale miara Jordana nie jest tutaj odpowiednia. Tylko skonczone sumy
zbioréw J-mierzalnych sa J-mierzalne i tylko dla skonczonych rodzin zbioréw miara jest addy-
tywna. Przetomowa idea w teorii Lebesgue’a polega na zadaniu, by przeliczalna suma zbiorow
mierzalnych byta zbiorem mierzalnym i by miara byta przeliczalnie addytywna.

Rodzine P podzbioréw przestrzeni X nazywamy o - algebrg, jezeli dla A, B € P

(1) AUB e P,
(2) AnNB e P,
(3) A\BeP,
(4) X € P.
(5) U, An € P, gdzie A, € P, n=1,2,....
(Wtasnosci te nie sg niezalezne, np. wlasno$¢ (2) wynika z pozostatych.)
Jezeli spetnione sa tylko warunki 1-4, to mowimy o algebrze zbiorow.
7 definicji tej wynika, ze zbior pusty nalezy do algebry, skonczone sumy i przeciecia zbioréw
z algebry tez naleza do algebry. Jezeli mamy o-algebre, to przeciecia przeliczalnych rodzin
zbioréw z algebry naleza do algebry.
W dalszym ciggu symbolem A LI B oznacza¢ bedziemy sume AU B z warunkiem AN B = (),
a symbolem R, oznacza¢ bedziemy R, U {+oc} = [0, co[U{+00} z rozszerzonym dziataniem
dodawania:
a+ (+00) = (+00) + a = +00, (4+00) + (+00) = (+00)
Funkcje ¢: P — R, na rodzinie zbioréw P nazywamy addytywng, jezeli
p(AU B) = ¢(A) + ¢(B),

dla A, B, AU B € P. Funkcje addytywna nazywamy o-addytywng, jezeli

2 <|_| An) = ZSO(A">'

Symbol UA,, oznacza, ze zbiory A, sa parami roztaczne, czyli A; N A; = () dla ¢ # j. Funkcje
o-addytywna na o-algebrze P nazywamy miarg na P.

Naszym celem jest konstrukcja g-algebry zbiorow, zawierajacej przedziaty, i miary na niej,
ktora na przedziatach jest miara Jordana.

KONSTRUKCJA 0-ALGEBRY ZBIOROW I MIARY.

Zaczynamy od zbioréw elementarnych, czyli zbioréw postaci A = | |} D;, tzn. A jest suma
roztaczng skonczonej liczby przedzialéw. Rodzine wszystkich zbioréw elementarnych oznaczamy

E.

Miarg zbioru elementarnego A = | || D; definiujemy wzorem

m(A) = Z m(D;).

Pokazuje sie, ze miara m(A) nie zalezy od przedstawienia zbioru jako sumy przedzialéow i ze
jest o-addytywna.
Nastepnym krokiem jest wprowadzenie miary zewnetrznej p*(E) dowolnego zbioru E C R™:
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p(E) = (lf)z m(A;),

gdzie inf bierze sie po wszystkich ciggach (A;) otwartych zbioréw elementarnych takich, ze
E C Y, A

Twierdzenie 1. Jezeli A € €, to p*(A) = m(A).
Ponadto, p* jest subaddytywna funkcja zbiorow, tzn.

W (U En) <Y u(By)
n=1 n=1

Wprowadzamy teraz ’odleglos¢’” miedzy zbiorami:

Odlegloscig miedzy zbiorami A i B nazywamy liczbe

p(A, B) = i ((A\ B) U (B\ A)).
Funkcja p posiada nastepujace wtasnosci:
(1) p(A,A) =

) p(A, B) = p(B A) (symetria),
) p(A, B) < p(A,C) + p(C, B) (nier6wnos¢ trojkata),
) P(Al U Ay, BiU Bs) < p(A1, Bi) + p(Ag, Ba),
) p(A1 N Az, By N By) < p(A1, Br) + p(As, B),
(6) p(A1\ Az, Bi\ By) < p(Ay, Br) + p(Az, Ba).

Rodzing M zbioréw ograniczonych © mierzalnych w sensie Lebesgue’a nazywamy domkniecie
rodziny & w sensie odleglosci p, tzn.,

A € Mg jezeli istnieje ciag (A,) taki, ze A, € £1 lim p(A,, A) = 0.
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Rodzing 91 podzbiorow R™, mierzalnych w sensie Lebesgue’a, nazywamy rodzine przeliczalnych
sum zbiorow ograniczonych i mierzalnych

M={A: A=A, A, €M}
n=1
Miare zewnetrzna p* ograniczong do rodziny 9 nazywamy miarg Lebesgue’a i oznaczamy L.

Z definicji Mp wynika ze p(A) < oo dla A € M.

Twierdzenie 2. Rodzina M jest o-algebrq, a funkcja p jest o — addytywna (jest wiec miarg).
Twierdzenie 3. Niech A € M, wowczas A € Mp wtedy i tylko witedy, gdy u(A) < co.
Twierdzenie 4. Niech bedzie T: R" D U — R™. Jezeli dla kazdej pary (i, j) istnieje pochodna

7
833']‘

Ponizej wymienione sa najwazniesze klasy zbiorow mierzalnych w sensie Lebesgue’a.

1 jest ciggta, to odwzorowanie T jest rozniczkowalne w sposob ciggty na U.

(1) Zbiory otwarte sa mierzalne.

(2) Zbiory domkniete sa mierzalne.

(3) Zbiory borelowskie sa mierzalne.

(4) Zbiory miary Lebesgue’a zero sa mierzalne i ich miara jest rowna zero.

(5) Zbibr, ktérego miara zewnetrzna jest zero jest mierzalny i jest miary Lebesgue’a zero.

FUNKCJE MIERZALNE.

Definicja 1. Funkcje f: R™ — R nazywamy mierzalng (w sensie Lebesgue’a), jezeli dla
kazdego a € R zbior {x € R™: f(x) > a} jest mierzalny (w sensie Lebesgue’a).

Przyktadem funkcji mierzalnej jest funkcja ciagla (przeciwobraz zbioru otwartego jest ot-
warty). Oczywiste tez, ze zbiér F jest mierzalny wtedy i tylko wtedy, gdy jego funkcja charak-
terystyczna xg jest mierzalna.



Twierdzenie 5. Jezeli funkcja f ma jedng z ponizszych wilasnos$ci:
e dla kazdego a € R zbior {z: f(x) < a} jest mierzalny,
o dla kazdego a € R zbior {z: f(x) > a} jest mierzalny,
e dla kazdego a € R zbior {z: f(x) < a} jest mierzalny,

to jest mierzalna

Twierdzenie 6. Jezeli funkcje fi,...,f. sq¢ mierzalne i F: R¥ — R jest odwzorowaniem
ciggltym, to
h=Fo(fi,...,fs): R" =R

jest funkcjg mierzalng.

Whioski. Jezeli funkcje f, g sa mierzalne, to
(1) funkcja |f]| jest mierzalna,

(2) funkcje f+g, f-g, S sa mierzalne,
g

(3) funkcja
SN g:a— min(f(z),g(z))
jest mierzalna,
(4) funkcja
fU gz x— max(f(z),g(x))
jest mierzalna.
(5) Jezeli pu*({x: f(x) #0}) =0, to funkcja f jest mierzalna.
(6)

Twierdzenie 7. Jezeli [ jest mierzalna i f = g p.w. (prawie wszedzie), tzn. p*({x: g(x) #
f(z)}) =0, to g jest tez mierzalna.

CALKA LEBESGUE’A

Niech f bedzie dodatnia funkcja mierzalna. Niech 7 € II([0, 0o[) bedzie podziatem zadanym
przedziatami [a;, a; 4], przy czym ap = 0, i = 0,1,2,.... Dla takiego podziatu tworzymy sume
(dolng) S(m, f):

S(m, f) =Y ap{z: a; < f(w) < ai}).
i=1
Oczywiste, ze dla m = @’ mamy S(m, f) > S(«', f).

Definicja 2. Funkcje f > 0 nazywamy calkowalng wzgledem miary u ( w sensie Lebesque’a),
jezeli ciag uogélniony m — S(m, f) jest ograniczony (wiec zbiezny). Granice oznaczamy [ fdu
i nazywamy calkq wzgledem miary p (calkq Lebesgue’a) funkceji f.

Dowolng funkcje f nazywamy calkowalng, jezeli jej czeéci - dodatnia f* i ujemna f~ sa
catkowalne. Catke definiujemy formuta

/fduz/ﬁdu—/fdu.

Definicja 3. Funkcja f jest catkowalna na zbiorze E, jezeli funkcja f - xg jest mierzalna i
catkowalna. Calka z f na zbiorze E nazywaé bedziemy liczbe

/EfdMZ/f-XEdu

Rodzine funkcji catkowalnych na E wzgledem miary p oznaczaé¢ bedziemy L(E, ) (dla catki
Lebesgue’a réwniez L(F)).

Do caltkowalnosci funkcji f na F wystarczy mierzalno$c, ograniczono$¢ f oraz ograniczonosé
(w sensie miary) zbioru E:

Twierdzenie 8. Funkcja f mierzalna i ograniczona na zbiorze E miary skoriczonej (u(E) <
o0) jest catkowalna na E.
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Twierdzenie 9. Jezeli funkcja f jest catkowalna, to odwzorowanie

M> E— / fdu
E
jest o-addytywne.

Whioski.
(1) Jezeli funkcje f, g sa catkowalne na E i f < g, to

/fdu</gdu-
E E

(2) Jezeli f jest nieujemna funkcja mierzalna i f < g, przy czym funkcja g jest catkowalna,
to funkcja f tez jest catkowalna.

(3) Jezeli funkcja f jest catkowalna na A i B, to jest tez calkowalna na AU B.

(4) Funkcja mierzalna f jest catkowalna na F wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja |f]| jest
catkowalna na F.

()

Twierdzenie 10. Jezeli f, g sq catkowalne na E, to f + g jest catkowalna na E i

/E(f+g)du=/Efdu+/Egdu-

PODSTAWOWE TWIERDZENIA
Fundamentalnym twierdzeniem w teorii (i praktyce) catki Lebesgue’a jest twiedzenie o zbieznosci
majoryzowanej.
Méwimy, ze ciag funkeji (f,) jest zbiezny do funkcji f p-prawie wszedzie,

fo == 1,

jezeli

p{z: fulz) £ f(2)}) = 0.
Ogolnie méwimy, ze jakas wlasno$é zachodzi prawie wszedzie (p-prawie wszedzie), jezeli nie
zachodzi tylko na zbiorze miary zero.
Twierdzenie 11. (Lebesque’a o zbieznosci majoryzowanej)
Niech (f,) bedzie ciggiem funkcji catkowalnych takich, ze f, P2 f i niech dla pewnej funkcji
catkowalnej g oraz dla kazdego n zachodzi prawie wszedzie nieréwnosé | f,(z)| < g(z). Wowczas

f jest tez catkowalna i
/fdM: lim /fndu.

Twierdzenie 12. (O ciaglosci calki z parametrem.)
Niech (A, p) bedzie przestrzenig metryczng i niech
fiAXR™ =R

bedzie funkcjg o nastepujgcych wtasnosciach:

(1) funkcja a — f(a,x) jest ciggla w ag dla prawie wszystkich x,

(2) dla wszystkich a funkcje x — f,(z) = f(a,z) sq calkowalne,

(3) istnieje funkcja calkowalna g i otoczenie O > ay takie, Ze |f(a,z)| < g(z) dlaa € O i

prawie wszystkich x.

Wowczas funkcja

F:A—>R:al—>/fadu
jest ciggla w ag

Twierdzenie 13. (O rézniczkowaniu pod znakiem catki.) Niech A bedzie otwartym podzbiorem
przestrzeni unormowanej i niech f: A X R™ — R bedzie funkcjg o nastepujgcych wlasnosciach:

(1) funkcja a — f(a,x) posiada ciggle pochodng kierunkowq w kierunku e dla wszystkich a
1 dla prawie wszystkich x,



(2) dla wszystkich a funkcje v — f,(z) = f(a,z) sq calkowalne,
(3) istnieje funkcja catkowalna g taka, ze |V.f(a,r)| < g(z) dla a € A i prawie wszystkich
.

Wowczas funkcja
F:A—>R:al—>/fadu

jest rézniczkowalna w kierunku e, funkcje Vef(a,-) sq catkowalne, i
V.F(a) = /Vef(a, -)du.

Twierdzenie 14. (Fubiniego dla calki Lebesgue’a.)  Niech f: R™ x R™ — R bedzie funkcjg
mierzalng, nieujemng lub catkowalng. Wowczas

(1) dla prawie kazdego y € R™ funkcja R™ 3 x — f(x,y) jest mierzalna,
(2) dla prawie kazdego x € R™ funkcja R" > y — f(x,y) jest mierzalna,
(3) funkcja x — [ f(x,y)du, jest mierzalna, okreslona prawie wszedzie,
(4) funkcjay — [ f(x,y)du, jest mierzalna, okreslona prawie wszedzie.

POTLadtO
? d — ’ d d x — ﬂ:, d/ix d Y

tzn. jezeli istnieje jedna z tych calek, to istniejq pozostate i sq rowne.

Twierdzenie 15. (O zamianie zmiennych.) Niech O i O bedg otwartymi podzbiorami w R™
i niech W: O — O bedzie dyfeomorfizmem klasy C1. Jezeli suppf C O, to

/ fd,u:/fdp: foW|det V' |du = f o W|det ¥'|du,
m O (o4 Rm

tzn. jezeli istnieje jedna catka, to istniejg obie i sq rowne.



