TWIERDZENIE COHENA O FAKTORYZACIJI
Jan Kisynski

A = algebra unormowana , /= zbidr skierowany
ograniczona lewostronna jednos¢ aproksymatywna jest to sie¢ (net)
(e).e; elementow algebry A taka, ze

supllell, =M <o
tel

lim ||e,a — al|,=0
L

Przypusémy, ze A jest przestrzenig liniowg unormowang, X jest przestrzenia
Banachai1 T jest algebraicznie liniowym odwzorowaniem 4 w L(X).
Z twierdzenia Banacha-Steinhausa wynika, ze jesli
dla kazdego x € X odwzorowanie A > a—T(a)x€EX jest ciggle
to
odwzorowanie 43 a—T(a)eL(X) jestciaglte w sensie topologii
normowej w L(X) .
Wobec tego ciagla reprezentacja algebry unormowanej 4 na przestrzeni

Banacha X jest ciaglym homomorfizmem algebry unormowanej A w

algebre L(X).



3. LEMAT 1. Jesli A jest algebrq unormowang z ograniczong lewostronng
Jjednosciq aproksymatywng (e.).e; oraz T jest ciggla reprezentacjq algebry
A na przestrzeni Banacha X , to
li{n [T(e)y = ylle=0 g4 kazdego y € spanT(A)X .
Wobec tego

spanT (A)X =T(A)X |

awiec T(A)X jest domknietq podprzestrzeniq liniowq przestrzeni X .

DOWOD. Sie¢ operatorow (7 (e,)).c; jest ograniczona w sensie normy L(X)

ijesi yeT(4)X , y=T(a)x ,to T(e)y—y=T(ea—a)x =0 gdy
t >0 . Wobectego T(e)y — y dlakazdego y € spanT(A)X

(skoficzone kombinacje liniowe) . Poniewaz sie¢ operatorow (7 (e,)),e; jest

ograniczona, wiec takze 7'(e,)y — » dlakazdego y€spanT (A4)X .

Moja $wiadomos¢ byta na poziomie powyzszego Lematu, kiedy W.Chojnacki

zwrocit mi uwagg na istnienie twierdzenia faktoryzacyjnego Cohena-Hewitta.



4. Twierdzenie Cohena-Hewitta powiada, ze jesli przy zatozeniach Lematu
A jest algebra Banacha ,to T(A4)X =spanT(A)X ,tj. T(A)X jest
domknieta podprzestrzenig liniowg przestrzeni X . Twierdzenie C-H zawiera
ponadto dodatkowe tezy dotyczace faktoryzacji elementu y € T(4)X |, t,j.
dotyczace istnienia elementow a € A 1 x € X spetiajacych réwnos¢

y =T (a)x imajacych jeszcze dodatkowe wiasnosci.

Przyciskany przez Chojnackiego przeanalizowalem szereg dowodow
twierdzenia C-H 1 doszedtem do wniosku, ze wszystkie one polegaja w istocie na tym
samym. To znaczy nikt istotnie nie zmienit gtdwnej linii argumentacji Cohena, ani tez
tej argumentacji radykalnie nie uproscit. (Inna sprawa to klarownos¢.) Moje
osiggni¢cia polegajg na uzyskaniu interesujacej recenzji w Mathematical Reviews 1
na odkryciu istnienia twierdzenia Dixmiera 1 Malliavina o stabej faktoryzacji. Dla
tego ostatniego, po odpowiednim (nie catkiem trywialnym) dostosowaniu, znalaztem

zastosowanie w zakresie teorii potgrup-dystrybucii.



5. W Mathematical Reviews recenzent mojej pracy, matematyk australijski
George A.Willis pisze o twierdzeniu Cohena : The proofis difficult. One of the
authors cited in the paper under review once remarked to me, "l used to think

that I understood Cohen's factorization theorem but now I'm not so sure."”

6. Twierdzenie Cohena. Zatozmy, ze A jest algebrg Banacha z ograniczong

lewostronng jednoscig aproksymatywng (e).; ,orazze T jest cigglg
reprezentacjq algebry A na przestrzeni Banacha X . Wowczas T(A)X jest
domknigtq podprzestrzeniqg liniowq przestrzeni X . Ponadto dla kazdego

y €T (A)X ikazdego € >0 istniejgelementy a €A i x€ X o
nastepujgcych wltasnosciach:
@ y=Tla)x,
Gy llx-yli=e
(i) xeT(4)y,

(1iv) istnieje taki cigg indeksow U, L,,... nalezqgcych do zbioru

skierowanego 1 i taki cigqg P, P,...- liczb scisle dodatnich, ze

2p.=1 a=2pneln.
n=1 n=1

[1] P.Cohen, Factorization in group algebras ,Duke Math. J. 26 (1959) 199-205 .
[2] J.Kisynski, On Cohen's proof of the factorization theorem, Ann.Polon.Math.
75.2 (2000) 177-192. MR 1821164 (2000b : 46082) .

Obszerna bibliografia podana jest w pracy [2] 1 jest uzupelniona w recenzji w

Mathematical Reviews.



2.
3.

WNIOSEK OPARTY NA WARUNKU (iv). (Cohen). Jesli G jest grupg
zwartgi yE€C(G) jest funkcjqg $cisle dodatnig, to istniejq funkcja Scisle
dodatnia xeC(G) ifunkcja dodatnia a € L'(G) takie, Ze essgnfa >0
oraz y = axx .

Cohen udowodnil, ze nie mozna tu Scistej dodatniosci zastapi¢ przez

nieujemnosc.

UNITYZACJA A, ALGEBRY BANACHA 4 . Dowdd twierdzenia Cohena
oparty jest na unityzacji 4, algebry A . Unityzacja jest przy tym potrzebna
rowniez wtedy, gdy A4 jest algebrg z jednoscig (ktoraw A4, przestaje by¢

jednoscig) .

Unityzacja 4, algebry Banacha A4 jest to nastgpujaca algebra Banacha :

. jako przestrzen liniowa A, jest sumg prostg A,=K+A przy czym K jest

ciatem skalarow dla A4 ,
IA+all, =Al+llall, dlakazdego AcK i aed ,
mnozenie w A, jest okreslone przez wzor

(At+a)(u+b)=Au+(pa+Ab+ab) , A, ueK , a,bed .



Jednoscig algebry Banacha A4, jest 1=1+0¢e K+ A .Reprezentacja T
algebry 4 na przestrzeni Banacha X ma "kanoniczne" przedtuzenie 7 do

reprezentacji algebry A4, na przestrzeni X okres$lone przez wzor

~

T(A+a)x =Ax+T(a)x .
Przez ¢ i m oznaczamy projektory ¢.A4, - K , m:A4,- A
okreslone przez rozktad na sume prosta A4, = K+A4 . Projektor ¢ jest
funkcjonatlem multiplikatywnym na 4, . Algebra A jest ideatem

maksymalnym w algebrze 4, .

DOWOD TWIERDZENIA COHENA . Niech M = st pllells  powolnie

ustalamy
1
0, :
yel M+1 |
Dla n=1,2,... definiuyjemy
p.=y(l-y)"

Wowczas

2. p,=1

n=1



LEMAT 2. Dla kazdego yespanT (A)X ikazdego €>0 istnieje cigg
indeksow U, ,,... nalezgcych do zbioru skierowanego 1 taki, ze cigg
ay,a,,... elementow algebry A, okreslony wzorami a,=1 |
a,=(1-y)'+ye +y(l-yle +..+y(l —y)"fletn
= (I-p;—=py—..—p,)+tpie,tpe +..+p,e. dla n=1,2,...

ma nastepujgce wltasnosci :

(1) ag,a,,... sqodwracalnymi elementami algebry A, ,

Q) x,=Tla,)yeT(A)y dla n=0,1,.. , przyczym X,=y ,
€

(3) ||xn—xn,1||xs§ dla n=1,2,... .

Z (1) 1 (3) wynika natychmiast, ze
@) N, =yl =2 llx—x ]l <e
k=1

) y=Tl(a,)x,

TWIERDZENIE COHENA WYNIKA NATYCHMIAST Z LEMATU 2.
WYSTARCZY ZAUWAZYC , ZE ISTNIEJA GRANICE

a:=lima,=) p,e €A

n— o n=1

b

x:=limx,=y+> (x,~x, ,)€T(4)y
n=1

n— o

ORAZ SKORZYSTAC Z (5), (4)i (2).



DOWOD LEMATU 2. a,=1 jestjednoscig algebry 4, ,a wiec jest jej
elementem odwracalnym. Poniewaz yespanT (4)X , wigc, na mocy
Lematul, *o=V = h{n T(e)yeT(A)y . Ponadto wzor okreslajacy a,
rOwnowazny jest temu, ze
Ay =a,+p,ale, —1)=a,+y(1-y)' (e, -1) dla »n=0,1,.. .
Wobec powyzszego dla dowowdu Lematu 2 wystarczy wykazac, ze jesli
n=0,1,... i a,€ A, jestelementem odwracalnym takim, ze
¢(a,) =(1-y)" ,toistnieje indeks ¢ € I , dla ktérego
I. element a,,,-=a,+y(1-y)'(e~1) algebry A, jest odwracalny,
L ¢la,.)=1-y)"",
. x,.:=T(a,)yeTd)y,

€ ~
IV. ||xn+l_xn||xSF , przy czym x,: :T(anl)y .

Warunek II jest spelniony niezaleznie od wyboru indeksu e/ :
bla,.,)=dla,)—y(l-y) =(1-y)-y(l-y) =(1-y)"" .
Jesli element a,,, algebry A, jest odwracalny, to
x ., =Tla,.)y=@a, )y+T(ma,.,)ye T(A)y namocy Lematu .
Pozostaje wiec udowodnié, ze istnieje (el , dla ktorego spelnione sg warunki
I i IV. W tym celu dla kazdego (€l okreSlony element b, algebry A, za

pomocg rdwnosci

b=y(l-y)(e~1)a,' .



Woweczas dla elementu a,,; € 4, okre§lonego w I mamy

©  a,,=(+b)a, .

Poniewaz ¢(a,)=(1-y)" i ¢ jest funkcjonatem multiplikatywnym, wigc
(7) b,=yle— 1)+y(1—y)"(elrra;l—rra;1)

i stad

@) bl =y(M+1)+y(l-y)'|ema, -ma,'|l, .

Przyjmijmy

o) :%+ly(M+1) _

2
Poniewaz y(M+1)<1 ,wigc y(M+1)<® <1 1inamocy nierownosci (8)
istnieje (,€/ takie, zejesli el i (>, ,to
9 b, <06 .
Z odracalnosci a, 1 z (1) poprzez zastosowanie szeregu C.Neumanna

wynika, ze jesSli (>, ,toelement a,,, algebry A, jestodwracalny i

-1

Ayt = a;1<1+kZl (=6)") . a wiec, wobec (9),

10)  lla il <lla,'ll, (1-0)" .



Dowdd Lematu 2 bedzie zakonczony jesli wykazemy istnienie €/ takiego,
ze >ty 1jesli > ,towarunek IV jest spelniony. W tym celu
zauwazmy, ze jesli > (, , to, wobec (7),

-1 -1

-1 -1 -1
a =a, (a—a, )a =-a b

n+l” Y%n n+1 n+1 =t

a
= —ya, (e~1)-y(l-y)a, (ema,'~-ma,) ,
a wiec
%= %, ==y (@, )| T (e) y=y+(1-y/'T(e,ma, ~ma, )y .
Stad i z nieréwnosci (10) wynika, ze jesli > (, ,to
() M=l < KT (e)y =yl + LIy llera, = ma, ',
przy czym

b

K = }’||T||L(AM,L(X))||G;1||A“(1—@)71

L= (I_Y)nK”T“L(A;L(X)) .
Z nierownosci (11) na mocy Lematu 1 wynika istnienie takiego (€1 |, Ze

4>ty 1jesli > , tonierowno$¢ IV jest spetniona.
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