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. E 2 +/ Opochodzeniu zasad wariacyjnychs
i darwinistow.

Olsztyn, 17.02.2005 — p. 2/26



Witodzimierz M. Tulczyjew
(Camerino, Neapol),

Franco Cardin (Padwa),
Pawet Urbaski (Warszawa).



B

g’
E

AN

- e &

[ et

Wiodzimierz M. TULCZYJEW
"The Origin of Variational Principles”

Banach Center Publications 59, "Classical and
Quantum Integrability”, Warszawa 2003
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Galileusz: znaleztaka krzywa taczaca punkty i B,
by czas staczania sie po niej] masy punktowej, pod
wplywem sily ciezk&ci, byt najkrotszy.

Galilel, Galileo (1564-1642) "Discorsi e
dimostrazioni matematiche : intorno a due nuove
sclenze attenenti alla mecanica & 1 movimenti locali”
In Leida : Appresso gli Elsevirii, 1638.
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Galileusz: znaleztaka krzywa taczaca punkty i B,
by czas staczania sie po niej] masy punktowej, pod
wplywem sily ciezk&ci, byt najkrotszy.

Galilel, Galileo (1564-1642) "Discorsi e
dimostrazioni matematiche : intorno a due nuove
sclenze attenenti alla mecanica & 1 movimenti locali”
In Leida : Appresso gli Elsevirii, 1638.

Brachistochrona oo - krotki i -czas
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4 Zagadnienie sprowadza sie do znalezienia minimum
funkcjonatu

i /\/29?/:6)

Rozwiazanie (Jakub Bernoulli, Leibniz, Newton):
szukana krzywa (brachistochrona) jest fragmentem
cykloidy.




Stad dla matematyka

g dziatrme atykr,
%1 znajdowaniu ekstremow

=4 funkcjonatow.
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. Zasada wariacyjna -

- \Wspolnym zrodtem dla zasad wariacyjnych

¢ E

fizyki jest znana ze statyki

x
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Statyka (w ogolnsci - mechanika)
jest tym miejscem, gdzie ksztattuja
sie podstawowe Intuicje fizyczne I ich
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. Statyka (w ogolnsci - mechanika)
jest tym miejscem, gdzie ksztattuja
sie podstawowe Intuicje fizyczne I ich

a potem rozumujemy
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Konfiguracjag, jest punktem
rownowag|, jezell kazda proba
wyprowadzenia z niej jest

Ukryte zatozenia:



+ Konfiguracjag, Jest punktem
rownowag|, jezell kazda proba
wyprowadzenia z niej jest

v/ mozemy oddziatywana uktad

! i Ukryte zalozenia:
I Zmieniajac jego konfiguracje,



. Konfiguracjag, jest punktem
rownowag|, jezell kazda proba
wyprowadzenia z niej jest

E ¢ E

v/ mozemy oddziatywana uktad

R i Ukryte zatozenia:
I Zmieniajac jego konfiguracje,

v/ umiemy liczyc koszt (n.p. wtozona
prace) tego oddziatywania.
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Sktadniki matematyczne

Y brzegiem
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Sktadniki matematyczne

Ty Zzorientowane 1-wymiarowe podrozmesto z
SN brzegiem
- v/ rodzina dopuszczalnych procesGw
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4/ - przestrza konfiguracji -

v/ procesy wirtualne - tuki z kecami w() -

.
i I v/ rodzina dopuszczalnych proceséw

v/ koszt procesowWwl’: C — R
v/ Zaktadamy: addytywnst procesow, kosztow, itp



Kryteria rownowagi
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'I Na kazdym tuku wychodzacymg funkcja kosztu
(pracy) jest niemalejaca .

Pierwsza nieznikajaca pochodna funkcji kosztow jest
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E dodatnia
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Na kazdym tuku wychodzacymg funkcja kosztu
(pracy) jest niemalejaca .

Pierwsza nieznikajaca pochodna funkcji kosztow jest
dodatnia

Kryterium rzeduk - badamy pochodne do rzedu
Standardowa = 1.



Najprostszy przypadek
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Najprostszy przypadek
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.+ funkcja kosztu jest zadana prze:z
funkcje na wektorach stycznych da

v: TQ — R, ¥(av) = avd(v), dlaa > 0.

c I
E i Koszt procesu

Kryterium rdwnowagi w punkcie:

J(v) = 0 dlav zaczepionych vy, v e T,Q.
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Przyktady

| na przyktad sprezynk8(q) = qu — qolI*-

Olsztyn, 17.02.2005 — p. 15/26



Przyktady

N | naprzyklad sprezynké (q) = 5 g — qol*.
§° . ukiad z tarciem

d(v) = ollv|l.

Olsztyn, 17.02.2005 — p. 15/26



Podsumowanie pierwsze
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+ Opls wariacyjny jest opisem ukitadu z punktu
widzenia jego oddziatywania z innymi uktadami:

Dwa sprzezone ukfady), ¥;) 1 (Q,¥2) 0 tym samym
() opisywane sa suma, + v

J
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+ Opls wariacyjny jest opisem ukitadu z punktu
4 widzenia jego oddziatywania z innymi uktadami:

Dwa sprzezone ukfady), ¥;) 1 (Q,¥2) 0 tym samym
| () opisywane sa suma, + v

Ne

.
E W szczegolnsci jeden z uktadow, npQ, 9,) moze
I i by€ potencjalny.



+ Opls wariacyjny jest opisem ukitadu z punktu

widzenia jego oddziatywania z innymi uktadami:

Dwa sprzezone ukfady), ¥;) 1 (Q,¥2) 0 tym samym

() opisywane sa suma, + v

I W szczegolnsci jeden z uktadow, npQ, 9,) moze
byC potencjalny.

Uktad potencjalny reprezentu;2 - matematycznie
kowektor, zaczepiony w jakimpunkcie:f = —d,U.



+ Opls wariacyjny jest opisem ukitadu z punktu
widzenia jego oddziatywania z innymi uktadami:
Dwa sprzezone ukfady), ¥;) 1 (Q,¥2) 0 tym samym
() opisywane sa suma, + v
I W szczegolnsci jeden z uktadow, npQ, 9,) moze
byC potencjalny.
Uktad potencjalny reprezentu;2 - matematycznie
kowektor, zaczepiony w jakimpunkcie:f = —d,U.

qo Jest punktem rownowagi uktadu, jezeli w tym
punkcie jest w rownowadze z sita zero.
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Opis dualny: lista sit, z ktorymi uktad jest w
rownowadze

Zbior S nazywany |st zbioren-
uktadu.

Matematycznie - transformacja Legendre’a analizy
wypukite].
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Opis dualny: lista sit, z ktorymi uktad jest w
rownowadze

Zbior S nazywany |st zbioren-
uktadu.

Matematycznie - transformacja Legendre’a analizy
wypukite].

Kryterium réwnowagi: dwa uktady sa w rownowadze
W qo, jezeli istnieja sityf; € S1, fo € Sy, zaczepione
W qq | bilansujace sief; + f = 0.



Przyktady
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Przyktady

v ' arclemv(v) = ofjv||,

1y S={(0.): IfIl <o
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.« QOgraniczenia na procesy (przesniecia wirtualne), na
ogot w wersji infinitezymalne]

ClcTO.

E ¢ E

Wynikaja z tego ograniczenia na konfiguracje

CY = 7o(CY C Q.



.« QOgraniczenia na procesy (przesniecia wirtualne), na
I 0g6t w wersji infinitezymalnej
g

ClcTO.

Wynikaja z tego ograniczenia na konfiguracje
C’ = 1o(C) C Q.
= TC"Y, to wiezy



4 Ograniczenia na procesy (przesniecia wirtualne), na
0got w wersji infinitezymalnej
.

ClcTO.

Wynikaja z tego ograniczenia na konfiguracje
C’ = 1o(C) C Q.
Ct =TC", to wiezy

Cl ¢ TCY, to wiezy
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v/ Rozpatrywa uktady, dla ktérych koszt procesu
zalezy (infinitezymalnie) nie tylko od jego
kierunku, ale od jego ksztattu, np. od krzywizny.



¢ 4/ Rozpatrywa uktady, dla ktorych koszt procesu
zalezy (infinitezymalnie) nie tylko od jego
kierunku, ale od jego ksztattu, np. od krzywizny.

c I
E i v/ Stosowa kryteria rownowagi wyzszych rzedow.



+ 4/ Rozpatrywa uktady, dla ktérych koszt procesu
zalezy (infinitezymalnie) nie tylko od jego
kierunku, ale od jego ksztattu, np. od krzywizny.

i v/ Stosowa kryteria rownowagi wyzszych rzedow.

Prowadzi to do innych reprezentacji Sit | do sit
Wyzszego rzedu.
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¢ 4/ Rozpatrywa uktady, dla ktérych koszt procesu
zalezy (infinitezymalnie) nie tylko od jego
kierunku, ale od jego ksztattu, np. od krzywizny.

Prowadzi to do innych reprezentacji Sit | do sit
Wyzszego rzedu.

Stad raczej , a nie site nalezy przyf@jako
pojecie pierwotne.

E i v/ Stosowa kryteria rownowagi wyzszych rzedow.



Podsumowanie drugie
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Podsumowanie drugie
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5 Opis jest opisem oddziatywania z uktadem
| uktadow miedzy soba.

Jest to przeciwiestwo opiswbserwacyjnego

! I
E i Inacze] moéwiac, jest to opis , W opozyc]i
i do opisumorfologicznego



Dynamika
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czyli statyka w czasoprzestrzeni (konfiguracje sa
jednowymiarowymi obiektami w (czaso) przestrzeni
M, sparametryzowanymi (na przyktad czasem)).
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czyli statyka w czasoprzestrzeni (konfiguracje sa
jednowymiarowymi obiektami w (czaso) przestrzeni
M, sparametryzowanymi (na przyktad czasem)).

Skanczony odcinek parametrow - przestnze
konfiguracji wymiary nieskoczonego.
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czyli statyka w czasoprzestrzeni (konfiguracje sa
jednowymiarowymi obiektami w (czaso) przestrzeni
M, sparametryzowanymi (na przyktad czasem)).

Skanczony odcinek parametrow - przestnze
konfiguracji wymiary nieskoczonego.

Infinitezymalny odcinek parametrow - przesinze
konfiguracji jestT M (potozenia i predksci).



« czyli statyka w czasoprzestrzeni (konfiguracje sa
4 jednowymiarowymi obiektami w (czaso) przestrzeni
M, sparametryzowanymi (na przyktad czasem)).

7 Skanczony odcinek parametrow - przestnze
I konfiguraciji wymiary nieskoczonego.

Infinitezymalny odcinek parametrow - przesinze
konfiguracji jestT M (potozenia i predksci).

Uktady ,tzn opisywane funkcja na
konfiguracjach.



Dziatanie 1 sity
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Dziatanie 1 sity
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'+ Potencjat = dziatanie, dziatanie na konfiguracjach
Infinitezymalnych - Lagranzjan

!I L: TM — R.
E i Sita = rézniczka potencjatu (dziatania)



L)

LS T

AW

[ et

Potencjat = dziatanie, dziatanie na konfiguracjach
Infinitezymalnych - Lagranzjan

L: TM — R.
Sita = r0zniczka potencjatu (dziatania)
w punkciey: [a,b] — M jest trojka
(pm f7 pb)7

gdziep, € T )M, py € T, M, to pedy -
poczatkowy | kmmcowy, af jest polem kowektorow
wzdtuz~,

f = E(v) — operator Eulera-Lagrange’a



.+ Sktadowaf reprezentuje sity pochodzace od uktadow
"zewnetrznych",

a pedy sa naprezeniami miedzy przeseia,
przysz’fc’scia, a terazniejsaaia.

E ¢ E

x



Co sie zazwyczaj robi?
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tylko operator E-L. W dodatku ktadzie sfe= 0,
A czyli traktuje sie uktad jak izolowany!!
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Zapomina sie o brzegu, czyli o pedach | pozostaje
tylko operator E-L. W dodatku ktadzie sfe= 0,
czyli traktuje sie uktad jak izolowany!!

. Zapomina sie o wnetrzu odcinka, b| (znowu uktad

Izolowany!), a pozostawia tylko pedy.



Uwagi koncowe
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Opis wariacyjnynie pasuje do uktadow izolowanych,

jest opisem przez oddziatywanie (mechanika
kwantowall), nie ma w nim miejsca nenserwable
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Opis wariacyjnynie pasuje do uktadow izolowanych,

jest opisem przez oddziatywanie (mechanika
kwantowa”) nie ma w nim miejsca nenserwable

jest w opozycji do opis@ewolucyjnegenp.

namiltonowskiego!
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