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1. Wstep.

Réwnania rézniczkowe na pewien obiekt geometryczny sa warunkami na infinitezymalne
(cokolwiek mialoby to znaczy¢) ’czeéci’ obiektu. Na ogdl obiektami tymi sa odwzorowania.
Wezmy dla przyktadu odwzorowania v:R — M, gdzie M jest rozmaitoécia rézniczkowa.
Infinitezymalnym kawalkiem krzywej jest wektor styczny jakiego$ rzedu. Zatem réwnaniem
rézniczkowym rzedu k na krzywe jest podzbiér D k-tej wiazki stycznej TF M. Krzywa v jest
rozwiazaniem réwnania, jezeli dla kazdego t € R k-ty wektor styczny krzywej t*~(t) nalezy
do D. Standardowe réwnanie dostajemy, jezeli D = G~1(0) dla pewnej funkcji G: T"M — R.
Zamiast krzywych, mozemy rozpatrywaé¢ odwzorowania z jednowymiarowej rozmaitoéci N w
M, lub po prostu jednowymiarowe podrozmaitosci w M. Trzeba tylko wyjasnié, co oznacza
‘infinitezymalny kawalek’. Réwnania, ktére wymieniliSmy sa rownaniami rézniczkowymi na
obiekty jednowymiarowe. Takie réwnania rézniczkowe nazywamy zwyczajnymi (ODE).

Réwnania rézniczkowe czastkowe (PDE) sa réwnaniami na obiekty wielowymiarowe, na
przyklad na odwzorowania f: N — M. W dalszej czesci zajmowaé sie bedziemy przypadkiem
M =R, czyli réwnaniami na funkcje.

2. R6éwnania pierwszego rzedu.

2.1. Bez wartosci. Niech @ bedzie rozmaitoscia rézniczkowa. Pierwsze pochodne funkcji
na @, z pominieciem wartosci, sktadaja si¢ na rézniczke funkcji. Zbiér wszystkich rézniczek
stanowi wigzke kostyczna T*(Q. Zatem réwnanie rézniczkowe czastkowe pierwszego rzedu na
funkcje na M, nie zawierajace wartoéci funkcji, mozna interpretowac jako pozbiér K C T*Q.
Funkcje f € C*(Q) nazywamy rozwiazaniem réwnania, jezeli df(Q) C K. W dalszym ciagu
zajmowac sie bedziemy przypadkiem, gdy K jest podrozmaito$cia kowymiaru 1, poziomica
h(p) = e pewnej funkcji rézniczkowalnej h: Q — R. Réwnanie przyjmuje wigc znana z
mechaniki analitycznej postaé¢ réwnania Hamiltona-Jacobiego h(df) = e.

Opowie$é¢ geometryczng o takim réwnaniu zaczne od rozpoznania struktury wiazki ko-
stycznej mo: T*Q — Q. Na T*Q mamy kanoniczna 1-forme 6g zadane wzorem

(0q,v) = (TTQu, TmQ), (1)
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gdzie 7¢: TQ — @ jest kanonicznym rzutowaniem. Forma 6g nazywana jest formg Lio-
uville’a. Mozna ja zdefiniowaé troche inaczej, wskazujac funkcje na T*Q reprezentujaca
0(p) dla p € T*Q. Niech para (g, f) reprezentuje p, tzn. p = d, f. Wowczas

0q(p) = dymgy f. (2)
W lokalnym uktadzie wspélrzednych forma Liouville’a zapisuje si¢ wzorem
9@ = pﬁdiﬂﬁ (3)
(sumowanie po k).
Forma Liouville’a charakteryzowana jest przez nastepujaca swoja wlasnosc.
STWIERDZENIE 1. Dla kazdej jednoformy a: @Q — T*Q mamy réwnosé a*HQ = a.

DowoOD: Niech v € T,Q, wowezas Ta(v) € To)THQ i
(@®0g,v) = (0, Ta(v)) = (e(q), Trar(Te(v))) = {(e(q),v).

|
Rézniczke zewnetrzna dfg formy Liouville’a nazywamy kanoniczng formq symplektyczng
i oznaczamy wg. W lokalnym ukladzie wspétrzednych mamy

wo = dp, Adz”. (4)

W kazdym punkcie wiazki kostycznej p € T*Q forma wq wyznacza (tak jak kazda forma
dwuliniowa) odwzorowanie

So(p):T,T'Q — TiT*Q (5)
(B (p)v, w) = wo(v, w). (6)

W adaptowanym uktadzie wspdlrzednych

x 0 ) 0
v=z (U)% +p>‘(v)87p,\ (7)
i z wyrazenia (4) dostajemy
Ba(p)v = pa(v)de? — " (v)dps. (8)

Z wzoru tego wynika, ze Wg(p) jest izomorfizmem przestrzeni wektorowych, a Og: TT*Q —
T*T*Q izomorfizmem wiazek wektorowych.

Niech V' C T,T*Q bedzie podprzestrzenia wektorowa. Przez V° C T*T*P oznaczamy
anihilator V' (zbiér kowektoréw zerujacych sie na podprzestrzeni V).

DEFINICJA 1. Polarg symplektyczng V¥ podprzestrzeni V nazywamy podprzestrzen 5)51 (V°)

przestrzeni T, T*Q.

Ze wzgledu na usytuowanie V¥ wzgledem V wyrézniamy nastepujace rodzaje podprze-
strzeni:

(1) V jest izotropowa jezeli V& DV,

(2) V jest koizotropowa jezeli VS C V,

(3) V jest lagranfowska jezeli V¥ =V,

(4) V jest symplektyczna jezeli VENV = {0}.
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Podrozmaitoéé N rozmaitosci T*Q nazywamy odpowiednio izotropowa, koizotropows,
lagranzowska lub symplektyczna, jezeli w kazdym punkcie jej przestrzen styczna jest izo-
tropowa, koizotropowa, lagranzowska lub symplektyczna.

Bezposrednio z definicji wynika, ze jezeli m = dim Q, to:

(1) dim N < m gdy N jest izotropowa,

(2) dim N > m gdy N jest koizotropowa,

(3) dim N =m gdy N jest lagranzowska,

(4) dim N jest liczba parzysta gdy N jest symplektyczna.

Zauwazmy, ze podrozmaitos¢ lagranzowska jest jednoczeénie izotropowa i koizotropowa, a
podrozmaito$¢ wymiaru jeden jest zawsze izotropowa.

STWIERDZENIE 2. Podrozmaitos¢ N kowymiaru 1 jest zawsze koizotropowa.

DowéDp: Mamy pokazaé, ze (T,N)$ C T,N. Przypuéémy, ze tak nie jest. Poniewaz N jest
kowymiaru 1, to (T,N)® jest wymiaru 1. Niech v bedzie niezerowym wektorem z (T,N)8.
Oznacza to, ze w(v,w) = 0 dla kazdego wektora w € T,N. Ale w(v,v) = 0, wigc w(v, w) =0
dla kazdego w € T, P, co oznacza, ze w(p) = 0. Sprzecznos¢. m

Podstawowy przyklad podrozmaitosci lagranzowskiej wynika z nastepujacego stwierdze-
nia:

STWIERDZENIE 3. Obraz jednoformy o: Q — T*Q jest podrozmaitoscig lagranzowska wtedy
i tylko wtedy, gdy « jest forma zamknieta, tzn. da = 0.

DowoD: Ze Stwierdzenia 1 mamy a®0g = a, a z przemiennosci transportu formy z réz-
niczkowaniem zewnetrznym
a*wg = a*dfg = da. (9

)

Z drugiej strony, a(Q) jest podrozmaitoscia lagranzowska jedli a*wg = 0, bo wymiar a(Q)
jest rowny wymiarowi Q. [
Zajmijmy sie teraz jednym réwnaniem, wiec zadanym podrozmaitoécia K C T*Q o
ko-wymiarze 1. Na mocy ostatniego stwierdzenia rozwiazanie rownania zadaje podrozma-
itos¢ lagranzowska, zawarta w K. Rozwiazywanie réwnania mozemy podzieli¢ na dwa etapy:

(a) znajdowanie podrozmaiosci lagranzowskiej L, zawartej w K,
(b) szukanie 'potencjatu’ dla L.

Zajmijmy sie etapem pierwszym. Podrozmaito$é K jest koizotropowa (Stwierdzenie 2),
wiec (TK)S tworzy na K dystrybucje jednowymiarows. Lokalnie jest ona rozpieta przez
gladkie pole wektorowe, wszedzie rézne od zera, wiec trajektorie tego pola zadaja (lokal-
nie) foliacje K jednowymiarowymi podrozmaito$ciami zwanymi charaktarystykami K. Niech
teraz L C K bedzie podrozmaitoécia lagranzowska. Mamy dla p € L

T,L = (T,L)® > (T, K)S,

wiec dystrybucja charakterystyczna K jest, na L, styczna do L. Stad charakterystyka K,
przechodzaca przez p € L, jest zawarta w L. Mozemy powiedzieé, ze L jest 'utkana’ z charak-
terystyk K. Podpowiada to nastepujaca konstrukcje rozwiazania: Jezeli mamy podrozma-
itos¢ izotropowa C' C K wymiaru m—1 i transwersalng do charakterystyk, to podrozmaitosé
L mozemy dostaé¢ wypuszczajac z kazdego punktu C' charakterystyke K.

Uwaga terminologiczna. Matematycy czesto charakterystyki K nazywaja bicharakte-
rystykami, a charakterystykami ich rzuty na Q). My nazywaé je bedziemy Q-charakterystykami
rownania. @Q-charakterystyki pochodzace od jednej podrozmaitosci lagranzowskiej daja ro-
dzine zwana polem charakterystyk (np. polem geodezyjnym). Bywa, ze rodzina ta daje
foliacje Q.

Typowe zagadnienie: znalezé¢ rozwigzanie takie, ze na zadanej podrozmaitosci N C @ jest
zadang funkcja g: N — R.



Rozwiazanie: Mamy kanoniczne rzutowanie ThQ — T*N i szukamy podrozmaitosci izo-
tropowej C' C K o wymiarze m — 1 rzutujacej sie na N. Nastepnie, metoda charakterystyk,
uzupelniamy ja do podrozmaitosci lagranzowskiej L, a potem znajdujemy na niej potencjal,
na przyklad poprzez odcatkowanie formy 0g wzdluz charakterystyk, z warunkiem poczat-
kowym ¢ na C.

Rozpatrzmy dwie, najczesciej rozpatrywane sytuacje przy ogdlnym zalozeniu, ze kano-
niczne rzutowanie mg: K — @ jest surjektywna submersja, czyli rozwléknieniem. Widkno
tego rozwldknienia w g € @, czyli przeciecie K N TZ‘Q jest podrozmaitoscia wymiaru m — 1.

(1) dim N = m — 1 i wlékno rzutowania TxQ — T*N ma wymiar 1, zatem, w ogblnym
polozeniu, dg(N) podnosi si¢ jednoznacznie do C' C K.

(2) N = {q} jest jednym punktem, wiec Cy = K N T:;Q. Pole Q-charakterystyk otrzy-
mane z charakterystyk K wychodzacych z C; nazywane jest polem centralnym.

Rozwigzaniem zupelnym nazywamy rodzine rozwiazan zadajacych foliacje K podrozma-
itosciami lagranzowskimi.

PRzZYKEAD 1.

2.2. Z wartos$ciami. Pierwsze pochodne funkcji f na @, z uwzglednieniem wartosci, skta-
daja si¢ na element kontaktowy, ktéry mozemy uwazaé za pare: rézniczke funkcji dyf w
punkcie ¢ i jej wartosé f(q). Element kontaktowy funkcji f w punkcie g oznaczaé bedziemy
cqf. Zbiér wszystkich elementéw kontaktowych tworzy wiazke kontaktowa T*Q x R. Zatem
rOwnanie rozniczkowe czastkowe pierwszego rzedu na funkcje na @, zawierajace wartosci
funkcji, mozna interpretowaé jako pozbiér K C T*Q x R. Funkcje f € C(Q) nazywamy
rozwiazaniem réwnania, jezeli ¢f(Q) C K. W dalszym ciagu zajmowaé sie bedziemy przy-
padkiem, gdy K jest podrozmaitoscia kowymiaru 1, poziomica h(p) = 0 pewnej funkcji
rézniczkowalnej h: — M.

Podobnie jak poprzednio, mozna scharakteryzowaé podrozmaitosci T*Q x R, bedace ob-
razami c¢f(Q). Niech r oznacza wspéhrzedng w R. Na T*Q x R mamy kanoniczng 1-forme
H_Q =dr — 0g, zwang formq kontaktowg.

STWIERDZENIE 4. Cigcie &: Q — T* xR jest postaci cf wtedy i tylko wtedy, gdy (@)*0g =
0.

DowoOD: Jezeli & = cf, czyli @ = (df, f), to (Stwierdzenie 1)
(@)%0g =df — (df)*0g =df —df = 0.
Z drugiej strony, niech @ = («, f) i niech (a)*6¢g = 0. Mamy wéwczas (Stwierdzenie 1)
0= (a)"0g =df —a*0g =df — a.

|

Forme fg mozna uwazaé za forme powiazanie na rozwléknieniu T*Q x R — T*Q. W tej

interpretacji, powyzsze Stwierdzenie méwi, ze & = cf dla pewnej funkcji f wtedy i tylko

wtedy, gdy @(Q) jest horyzontalnym podniesieniem podrozmaitosci lagranzowskiej w T*Q.

Oznaczmy przez H( przestrzen wektoréw horyzontalnych w punkcie (p,7) € T*Q x R,
to znaczy

D,T)
Hppy ={v € T (T*Q x R): (6, v) = 0}

W sytuacji typowej, rzut podprzestrzeni T, . K N H, ) na T,T*Q jest podprzestrze-
nia kowymiaru 1. Zalézmy, ze jest tak dla kazdego (p,r) € K. Polara symplektyczna tej
podprzestrzeni jest jej jednowymiarowa podprzestrzenia. Jej podniesienie horyzontalne do
(p, ) nalezy oczywiscie do T, .y K N H, . W ten sposéb dostajemy na K jednowymiarowsa
dystrybucje - dystrybucje charakterystyczng K. Podrozmaitosci catkowe tej dystrybucji na-
zywamy charakterystykami rownania K. Jak i w przypadku ’bez wartosci’ pokazujemy, ze
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jezeli cf(Q) C K, to dystrybucja charakterystyczna jest styczna do ¢f(Q), czyli rozwiazanie
jest 'utkane’ z charakterystyk.
Jak te konstrukcje wygladaja w przypadku K = h=1(0)? Niech (p,7) € K, to

T K = {(v,7): (dh, (v,7)) =0}, Hipry = {(v,7):7 = (p, Tro(v))}

i stad
TnEKNHg = {(v,7):(dh, (v,7)) =0, 7= (p, Trg(v))}.

Zatem rzut W przecigcia T, . K N H, ) na TpT*Q jest podprzestrzenia

W= {veT,T"Q: (dh, (v, {p, Tmq(v)))) = 0}

oh oh
={veT,TQ: (a—p,v> + E@’ Trg(v)) =0}
oh  Oh
= T,T5°Q: (— + —6 =0}.
{UE p Q<6p+87’ Q7U> }
i . , . oh  Oh i
Anihilatorem W jest podprzestrzen rozpieta kowektorem a—p + EQQ ktéremu, poprzez
h
forme symplektyczna, odpowieda pole X, + %ET*Q, gdzie ET*Q jest polem Eulera wiazki
r

(T*Q (wyjaénienie ponizej).
Polem Eulera wiazki wektorowej 7: F' — M nazywamy pole, ktérego wartos¢ w punkcie
f € F jest wektorem stycznym, reprezentowanym krzywa ¢t — f +tf. W lokalnym ukladzie

wsp6lrzednych (z¢, f*), zgodnym ze struktura wiazki, Ep = Y, f¢ af

Zatem, podniesiony poziomo wektor X + %ET* 0 dany jest wzorem

_ Oh 0
Xn(p,r) = Xy + EET*Q + (p, TWQXh>$.

We wspotrzednych,

G WO oo oh o on D
T ap; 0gt T Oqt dp; or Pt Op; 8pipl or

i stad rownanie charakterystyk

d¢'  0h

dt — Op;

dp; _ Oh  Oh
a ~og ol
dr  0h

ar _3Toipi'

3. Twierdzenie Cauchy-Kowalewskiej.

3.1. Oznaczenia i podstawowe relacje. Uzywacé bedziemy standardowych oznaczen dla
wielowskaznikéw i operatoréow:

a:(ao,al,...,an), |a|:a0+al+...+an
al = aglag!. .. ap! Y =gpogrt .o
. 0
D™ = DgoDS ... D% | gdzie D; =
8131'



W powyzszych i ponizszych wzorach x = (zo,21,...,2,), & = (&,&1,...,&,) € RPFL
Zachodza wzory, bedace tatwymi uogdlnieniami znanych wzoréw z Analizy I:

Bty=a
|
2) D(f-g)= Y DDy,
By=a it

m!
(4) Z axa =(wo+a1+-+x,)"
o=
(5) > e o 1 przy [ao] + fo1] + -+ |@al < 1
al l—mp—21 — Ty 0 " ’
|a]=m
Zagadnienie do rozwigzania: Znalezé funkcje u = (uy,...,uy) na R" ™! o wartoéciach
w RY taka, ze

Lu = Z AgD% =10, gdzie A,(z) sa macierzami N x N,

laf<m

i spelniajaca warunki poczatkowe na powierzni n-wymiarowej S. Oznacza to, ze dane sg

ou om— 1 U

wartosci pochodnych normalnych w, do powierzchni S.

57 ceey 61/’]17,71
Jezeli S = »~1(0) dla regularnej funkcji ¢, to k-ta pochodna normalna dana jest wzorem
0*u _ k' o e . Op
E = > 1 Du, gdde m; = 0z, (10)
la|=k

Idea rozwiazania:

(1) pokazuje sie, ze majac dane poczatkowe mozna wyznaczyé na S wszystkie pochodne
funkcji spelniajacej rownanie,

(2) z pochodnych tworzymy formalny szereg Taylora dla funkcji u,

(3) dowodzimy zbieznosci szeregu,

(4) pokazujemy, ze otrzymana funkcja jest rozwiazaniem.

3.2. Rozwigzania formalne. Pokazemy najpierw, ze dla funkcji zerujacej sie na S wraz
k
z pochodnymi rzedu < k, pochodna rzedu k jest wyznaczona przez Y
v
Niech zatem D% = 0 na S = ¢~ 1(0), dla |a| < k. Oznacza to, ze u mozna zapisaé w
postaci u(x) = ¢*(x)y(x). Stad, dla x € S i |a| = k mamy

Dou(z) = Wi (2)(x) (11)
> @)D () = 1(2) Y S )
la|l=k la|l=k
— (@) + -+ (@) ()
— ) (). (12)
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Poréwnujac to wyrazenie z wzorem (10) na pochodna normalna, dostajemy

ku
n@)F(e) = 1 0 a), (13)
co, razem z (11), daje zwiazek
@ gk,
D*u(e) = K (on(o) = (onte)) G ilo) (1)

na powierzchni S.

WNIOSEK 1. Dla gladkiej funkcji uw wszystkie jej pochodne rzedu < k na S sa wyznaczone
jednoznacznie przez pochodne normalne rzedu < k.

DowOD: Dla s = 0 jest to fakt oczywisty. Zalézmy, ze jest to prawda dla k — 1. Jezeli
U1, uz maja te same pochodne normalne rzedu < k£ — 1, to maja, z zalozenia indukcyjnego,
te same wszystkie pochodne rzedu < k — 1. Zatem D*(u; — uz) = 0 na S i dla |a] < k.
Zatem, z udowodnionego powyzej wzoru (14), mamy dla |a| = k

N 1 \" ok
D(uy — ug) = mn W(ul —ug) = 0.

|

Majac wiec dane poczatkowe (dane Cauchy’ego) na powierzchni S dostaniemy informacje

o pochodnych rzedu m na S, jezeli z warunku L(u) = 0 wyznaczymy pochodna normalng
rzedu m.

DEFINICJA 2. Powierzchnie S nazywamy swobodng w x, jezeli warunek Lu = 0 wraz z
. . omu . : . :
danymi poczatkowymi wyznacza W(l’) W przeciwnym razie powierzchnie nazywamy
v

charakterystyczng w x. Powierzchnia jest swobodna(charakterystyczna), jezeli jest swobodna
(charakterystyczna) w kazdym punkcie.

Jak rozstrzygnaé, czy powierzchnia jest swobodna?
Wprowadzmy macierz N x N

i jej wyznacznik
P(z,€) = det Az, &),

zwany formq charakterystyczng operatora L.

STWIERDZENIE 5. Powierzchnia S jest charakterystyczna w x wtedy i tylko wtedy, gdy
P(z,n(x)) = 0.

DowoOD: Jezeli u i v maja te same dane poczatkowe i L(u) = L(v), to u — v = @™ i, na
mocy (14),

Jezeli S jest swobodna w z, to L(u) — L(v) = 0 implikuje

k k
0= () — ~o(e) = miln|” (@) (),

czyli v(x) = 0, co jest réwnowazne det A(z,n(x)) = P(z,n(x)) # 0. m
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Wazna uwaga: Jezeli v i v maja te same dana poczatkowe na S, to v =u+ @™y i
L(v) = L(u) + Az, n)7. (15)

Jezeli wigc S jest swobodna, to dla kazdego L(v) mozna dobraé¢ odpowiednie «y. Dane po-
czatkowe 1 warto$é L na S sa niezalezne. Jezeli S jest charakterystyczna, to A(x,n) nie jest
surjekcja, wiec wartosci L(u) 1 L(v) nie sa niezalezne na S.

Podsumowujac: na powierzchni swobodnej mamy, z danych Cauchy’ego, informacje o
wszystkich pochodnych do rzedu m funkcji spelniajacej réwnanie L(u) = b.

Zastapmy teraz operator L operatorem D}'CL. Forma charakterystyczna dla tego operatora
jest rowna

det &g A(z, &) = &N P(x,€).

Jezeli zatem ni(z) # 01 S jest swobodna dla L w punkcie z, to S jest tez swobodna w x
dla D} L. Ale dane poczatkowe (Cauchy’ego) dla D L wynikaja z danych poczatkowych dla
D}C_lL iz Dj L(u) = 0 itd., dane poczatkowe dla Dy L wynikaja z danych poczatkowych dla
L iz L(u) = 0. Zatem dane poczatkowe na S i L(u) = 0 wyznaczaja wszystkie pochodne
wszystkich rzedow w punkcie, w ktorym S jest swobodna.

Uwaga. Powyzsze rozwazania byly przeprowadzane przy zalozeniu, ze L jest operato-

rem liniowym. Dla wiekszoéci wnioskéw nie jest to konieczne. Wystarczy quasi-liniowosc,
to znaczy wspotezynniki przy pochodnych rzedu m zaleze¢ moga od pochodnych u rzedu
mniejszego. Réznica polega na tym, ze komplikuje sie pojecie powierzchni swobodnej. To,
czy powierzchnia jest swobodna moze zaleze¢ od danych poczatkowych.
3.3. Twierdzenie Cauchy-Kowalewskiej. Poniewaz rozwiazanie formalne jest szere-
giem, jego zbieznos¢ daje funkcje analityczna. Trudno oczekiwaé, by funkcja analityczna
byla rozwiazaniem zagadnienia z danymi (wspo6lczynniki L, dane poczatkowe), ktére nie sa
analityczne. Stad w twierdzeniu, do ktérego zmierzamy, zatozenia analitycznosci.

Zalézmy wiec, ze wspdlczynniki operatora L sg analityczne, powierzchnia S jest dana
réwnaniem S = {z : g = ¢¥(x1,...,2,)}, gdzie ¢ jest funkcja analityczna i ze dane po-
czatkowe sa funkcjami analitycznymi. Dokonujac analitycznej zamiany zmiennych zj =
xg — Y(x1,...,x,), sprowadzamy zagadnienie do przypadku S = {z:x9 = 0}. Traktujac
pochodne rzedu < m jako zmienne niezalezne, sprowadzamy uktad do formy standardowej

ou

- ou
o = ;Ai(z,u)a—mi + B(z,u). (16)

Jezeli powierzchnia S jest swodna dla L, to jest tez swobodna dla (16) i dane poczatkowe
dla L wyznaczaja dane poczatkowe dla (16). Dane poczatkowe mozna rozszerzy¢ do funkcji
analitycznej f. Mozemy teraz zastapi¢ réwnanie na u réwnaniem na u— f z zerowymi danymi
poczatkowymi. Niech wiec w(0,21 ...) = 0 dla réwnania (16) zapisanego we wspdlrzednych

8Uj n N 8uk
a_ — 17 ) a b; ) ) 1
e = 2o 2 corle ) g () (1)

gdzie a;;i, b; sa funkcjami analitycznymi. Zerowe dane poczatkowe implikuja, ze na S (D
jest rézniczkowaniem po x, § po u)

D%uy = P (D76% a1, DV5%b)), (18)

gdzie P, ; sa wielomianami o dodatnich wspétczynnikach. Dla przyktadu: na S

n N N
Dou; = by, D(Q)ul = Z Z a1 Dib + Dby + deblbk.
1=1 k=1 k=1



Mamy formalne rozwiazanie w punkcie z =0

1
() =Y 1 (D%u(0))z". (19)
(a7
Pierwsze pytanie o zbieznosé szeregu. By ja wykazaé, potrzebne jest szacowanie wyrazow
szeregu.
Podstawowa obserwacja: jezeli w rownaniu (17) wspétczynniki a;;r, b; zastapimy innymi,
np. dij.’m bj i takimi, ze
|D76%a;;1,(0)| < DV6%a;;1,(0), |DY6Pb;| < DV6Pb; (20)
to, poniewaz wspdlczynniki wielomianéw P, ; sa dodatnie, dostajemy szacowanie

|D*uy(0)] = | Pay (D767 a;5(0), D76°b;(0))]
< Poy(D76%a;41(0), DY6Pb;(0)) = D@ (0) (21)

i ze zbieznodci szeregu > (D*@;(0))xz™ wnioskujemy o zbieznosci szeregu (19). Szu-

a a ~
kamy wiec odpowiednich a;jr, b;. Najpierw ogélna uwaga. Jezeli mamy szereg zbiezny
F(xz) =", cax®, to z jednostajnej ograniczonosci wyrazéw szeregu w kuli || < r wynika
szacowanie |
all
leo| < Mr~lol < QMF‘@' (22)
al

Stad
Myrtt

(r—axo)(r—ax1) - (r—xzp)

F« ZM?*‘“':CO‘ =

! M
<2 I el - . (23)

T—Xop— X1 — Tp

gdzie relacja Y cax® <K > Cqx® oznacza \ca| Cq dla wszystkich a.
Biorac jako F szeregi funkcji ai;r i b; dostajemy, ze dla pewnych M i r zachodzg w
obszarze |z| < r, |u| < r nieréwnosci

(2,0) < Mr?
aiik(T,u
R (r—zo)(r—m — —xp —up — - —un)
Mnyr?
(r—=zo)(r—az1—-—xp—u —+—un)
zatem zagadnienie poczatkowe dla réwnania (17) majoryzuje sie przez zagadnienie
a’l)j o J\J’I"2 Z Z a’Uk
org  (r—axo)(r—a — - —xp —v1 — - —UN) llklaxz
z warunkiem poczatkowym v;(0,...) = 0. Ma ono rozwiagzanie postaci
1 .
V] =Vg = =0UN = N(w(s,t)—s), gdzie s=x1 +x9+ -+ x,, t = 0,
a funkcja w spelnia rownanie
ow Mr’nN  Ow
=—————  w(s0)=s. (25)

ot (r—w)(r—t) ds
Roéwnanie (25) rozwiazuje sie explicite, np. metoda charakterystyk, i pokazuje sig, ze
rozwiazanie jest funkcjg analityczna. Pozostaje do sprawdzenia, ze funkcja dana szeregiem
(19) jest rozwiazaniem, co sprawdza sie bezposrednim, acz ucigzliwym, rachunkiem.

4. Twierdzenie o jednoznaczno$ci Holmgrena.

Udowodnimy podstawowe twierdzenie o jednoznacznosci. Oczywiscie, z Twierdzenia Ca-
uchy-Kowalewskiej wynika jednoznaczno$é¢ analitycznego rozwiagzania zagadnienie poczat-
kowego w otoczeniu powierzchni swobodnej. Tu pokazemy, ze nie ma innych rozwigzan
rézniczkowalnych w przypadku réwnan liniowych.
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TWIERDZENIE 1 (HOLMGREN). Zagadnienie Cauchy’ego dla liniowego ukladu réwnan ze
wspolczynnikami analitycznymi i gladkimi danymi poczatkowymi na swobodnej powierzchni
analitycznej S ma nie wiegcej niz jedno rozwiazanie w otoczeniu S.

Przypomnienie z analizy funkcjonalnej. Jezeli mamy odwzorowanie liniowe, ciagle
F: X — Y, to (ker F)° jest réwne domknigciu obrazu odwzorowania sprzezonego F*: Y* —
X*. Zatem, by stwierdzi¢ trywialnosé jadra F, wystarczy pokazaé, ze dla gestego podzbioru
w X* réwnanie F*(x) = f ma rozwiazanie.

Zastosujemy ten mechanizm do dowodu jednoznacznosSci rozwiazania zagadnienia po-
czatkowego. Niech L = Z|a\<m A (z)D%, gdzie A, sa macierzami N X N z analitycznymi,
rzeczywistymi, elementami macierzowymi. Formalnie sprzezonym operatorem nazywamy
operator

L* = > (=)D Al(x).

laf<m

Niech teraz Q C R™*! bedzie ograniczonym obszarem ze zwartym brzegiem 0. Zalézmy,
ze O = S'US", gdzie S’, S” sg spéjnei $'NS" = 0S5 = 95”. Niech X bedzie przestrzenig
funkcji na € z zerowymi danymi poczatkowymina S’, a Y z zerowymi danymi poczatkowymi
na S”. Calkujac przez czesci, dostajemy dlaue X iveY

/Q(v | L) :/Q(L*v | ). (26)

Jezeli wiec zbiér {L*v} jest gesty w L2(9), to réwnosé L(u) = 0 implikuje

0:/Q(11|L(u)):/Q(L (v) |u) istad uw=0.

SprowadziliSmy wiec problem jednoznacznosci zagadnienia poczatkowego w €2 z danymi na
S’ do problemu istnienia w zagadnieniu poczatkowym dla L* z zerowymi danymi na S”
(problem sprzezony). Do dyspozycji mamy tylko twierdzenie Cauchy-Kowalewskiej, ktére
ma charakter lokalny. Wynika z niego, ze dla zwartej powierzchni swobodnej istnieje jej
otoczenie, w ktérym istnieje rozwiazanie dla konkretnego (analitycznego) zagadnienia po-
czatkowego. Otoczenie to a priori zalezy od powierzchni i od danych Cauchy’ego.
Z tym problemem radzimy sobie w spos6b nastepujacy:

Najpierw ogélna uwaga: wielomian charakterystyczny dla L jest réwny wielomianowi cha-
rakterystycznemu dla L*, wiec powierzchnia swobodna dla L jest powierzchnia swobodng
dla L*. Zalézmy teraz, ze powierzchnie S’ S” sa swobodne i ze mozemy w sposéb ana-
lityczny zdeformowaé (zachowujac brzeg) jedna w druga. Oznacza to, ze istnieje funkcja
analityczna ¢ od argumentéw z i A € [0, a] taka, ze Sy = {z: ¢(x, A) = 0} jest powierzchnia
swobodng dla kazdego A\, Sp = S’ 1 §” = S,. Przypu$émy, ze udowodniliémy nastepujacy
lemat:

LEMAT 1. Istnieje € > 0 takie, ze dla kazdej pary \, u spelniajacej warunek 0 < A\ < p < a,
p— A < e zagadnienie L*v = w w Qy,, (obszar, ktérego brzegiem jest S\ U S,,) z zerowymi
danymi Cauchy’ego na S, i w ze zbioru gestego w przestrzeni funkcji ciaglych na §y,, ma
rozwiazanie.

Z lematu tego wynika, ze jezeli L(u) = 0 w Q, to u = 0 w obszarze Qy,, gdzie \; <
€. Zatem u ma zerowe dane poczatkowe na Sy,. Powtarzajac to rozumowanie dla 2y, »,
dostajemy, ze u = 0 réwniez w 2, »,. Po skonczonej liczbie krokéw dostaniemy, ze u = 0
w calym Q. Wystarczy zatem udowodni¢ lemat.

DowOD LEMATU: Zalézmy, ze mamy rodzine funkcji {w}, rozpinajaca zbiér gesty i para-
metryzowana zbiorem zwartym parametréw (£o, ..., &), |€] < 1. Réwnanie L™ v = w(-,€)
traktujemy jako réwnanie na funkcje od 2n + 3 zmiennych (x, A, €). Nie zawiera ono réz-
niczkowan po £ i A\, wiec powierzchnia ¢(x, \) = 0 jest swobodna, bo kazda S jest swo-
bodna dla L*. Zbiér § = {z € Sy,0 < A < a,[|¢] < 1} jest zwarty, wiec z twierdzenia
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Cauchy-Kowalewskiej istnieje rozwigzanie w otoczeniu S, czyli istnieje § > 0 takie, ze dla
dowolnych 0 < A < a i |¢] < 1 mamy rozwiazanie v(z, A, £) zagadnienia L*v(z) = w(x, &) z
jednorodnymi danymi poczatkowymi na Sy, w d-otoczeniu Sy. Stad wynika istnienie . Po-
zostaje wskazaé rodzine {w}. Wiemy, ze wielomiany tworza zbidr gesty w Q, wiec wystarczy
umieé przyblizaé jednomiany kombinacja funkcji z rodziny {w}. Wybierzmy w(z, &) = e*¢.
Tloczyn funkcji z tej rodziny, dla malych parametréw £ tez do niej nalezy, wiec funkcja

ﬁ <e£krk _ 1)0‘

o &k

nalezy do przestrzeni rozpietej przez {w} dla matych &. Mamy granice

n Eezi _ 1\
e
= lim <> ,
0520 &

czyli jednomiany leza w domknieciu podprzestrzeni rozpietej przez {w}. To koficzy dowdd.
|

5. Rozchodzenie sie niecigglosci.

Jak i w poprzedniej sekcji, zajmujemy sie operatorem liniowym

L= Y Au(x)D"

lor|<m

w obszarze €. Niech S = »~1(0) bedzie regularna powierzchnia, dzielaca obszar 2 na dwie
czedci 1 Q.

5.1. Pomocnicze operacje. Zdefiniujmy ciag operatoréw (¢ traktujemy jak operator
zerowego rzedu: u — pu):

LO =,
LW =[L,¢] = Lo — oL
L¥H) = [L®), g] = 1" — pL®) (27)

Jezeli L jest operatorem rzedu m, to [L, ¢] jest rzedu m — 1, wiec L(™) jest rzedu zerowego
i L0m+1) = 0. Latwo sprawdzi¢ (np indukeyjnie), ze mamy réwnosci:

k
k!
L(k‘) _ 1) Tr, k—r
;)( ) T!(k—r)!(p L
LQDk _ i k! (pker(r)
—rl(k—r)! ’
k ol .
(L)Y =3 e (%)

r=

W szczegdlnoscei, jezeli L; jest rzedu my;, to

b my + ma)! L
(L Ly)tmtma) — (T T ma)! nil!m;) L™ g (29)
i ogolnie,
|
(LiLy- - Ly)mtmatetm) _ (1 T n:kmk)'Lﬁm“Lém” L™ (30)
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Jeeli zastosujemy ostatni wzér do operatora D* = Dg® - -- D@, to dostaniemy

(D)D) = [afi(D§Y)o0 - (DMWY = |aftnge - -nn = |a|n®,

n n

gdzie n; = D;p, i stad

LM = 3" Aa (D) = Y7 Ag(DM)™ =m! Y Aun® = Aw,n(z)).  (31)

lal<m lal=m lal=m

5.2. Nieciagglosci. Przypusémy, ze mamy w Q dwie funkcje uq, us, spelniajace Lu; = 0. Z
tych funkcji budujemy trzecig funkcja u, ktadac u = u; na €2;. Pytamy sie o mozliwe niecia-
glosci tak zbudowanej funkcji. Doktadniej: zaktada¢ bedziemy, ze u; i us maja takie same
dane Cauchy’ego na S, wigc niecigglo$¢ moze si¢ pojawi¢ w pochodnych rzedu m. Gdyby
S byla powierznia swobodna, to dane Cauchy’ego wyznaczalyby wszystkie pochodne, wiec
nieciaglosc jest mozliwa tylko w przypadku powierzchni charakterystycznej. S jest charak-
terystyczna, jezeli na S macierz charakterystyczne A(z,n(z)) jest osobliwa (Stwierdzenie
5). Zakladaé¢ bedziemy, ze jej rzad jest, na calym S, réwny N — 1.

Poniewaz u; i ug maja na S te same pochodne do rzedu m — 1, to u; —us = ™ (7 jest
funkcja o wartoéciach w RY) i na S mamy réwnosé (dla |a| = m)

D%uy — D%us = mIn®y

0= L(ur) = L(uz) = Az, n(x))y(x).

Poniewaz A(z,n(x)) ma rzad N —1, jego jadro jest, w kazdym punkcie S, wymiaru 1. Niech
C(z) bedzie wektorem bazowym jadra macierzy A(z,n(z)). Mamy zatem ~y(z) = A(z)C(z)
na S i przedtuzmy C, A na otoczenie S. Réwnosé v — A\C' = 0 na S implikuje v — A\C = ¢F.
Zatem

up —ug = @"AC + ™M E (32)

w otoczeniu S. Znajomosé funkcji rzeczywistej A na S oznacza znajomos$é skoku pochodnych
rzedu m wzdluz S. Szukamy zatem réwnania, jakie winna spelnia¢ na S funkcja A\. Mamy
z (32), dla kazdego 1,

Korzystajac z wzoréw (28), dostajemy na S

D;Le™ = (D;L)™,  D;Le™* = (D;L)m+Y

0= (D;L)"™(AC) + (D;L)™HD(E)
= D,L™(AC) + mDY LD (AC) + (m + 1)DV L™ (E)
= D; L™ (A\C) + mn; LD (A\C) + (m + 1), L™ (E). (34)

Macierz A(z,n(z)) ma rzad N — 1, wiec jej transponowana tez. Mozemy wybraé¢ funkcje T
na S taka, ze T'(z) jest wektorem bazowym jadra macierzy (A(x,n(z)))T, czyli TTL(™ = 0.
Mamy stad

0="> nITD;L(AC) +m(>_ nf)TTLm D (AC). (35)
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jest to rownanie liniowe pierwszego rzedu na A, ale tylko na S. Wystarczy teraz sprawdzic,
ze zawiera tylko pochodne w kierunku stycznym do S, co mozemy zrobi¢ wykazujac, ze
funkcja ¢ spelnia na S réwnanie (35). Istotnie,

DT TDLI (C) +m(y_nf)TT LD (eC)
= 2 nI Dy (A (@) (@) + m( T (K7€) + oLV 00))

= Z T T A (e, 1(2)(C) + Z 0oL T Di( Az, n(2)(C) +m (Y nf)LT (A (x, 1(2))(O)

%

=0 (36)

6. Roéwnanie falowe.

6.1. Jednowymiarowe réwnanie falowe. Dla jednowymiarowej przestrzeni operator fa-

lowy wyglada tak:
0? , 02 0 g.,,0 0

72 52 = 5 G T o)

Stad réwnoscé

oznacza, ze

u(z,t) = a(z + ct) + Bz — ct), (37)

gdzie «,f sa dowolnymi funkcjami, dwukrotnie rézniczkowalnymi. Szukamy rozwiazania,
spetniajacego warunki poczatkowe

w(z,0) = f(x), u(z,0)= %(m,O) = g(x),
czyli

a(z) + B(z) = f(z), cd(z)—cB'(x) = g(z).
Stad

1(f(erct) + flz —ct)) + —

t) =
u(@,t) = 3 90

x+ct
/ g(z)dz. (38)

Niech teraz punkty A, B,C,D beda wierzchotkami réownolegloboku utworzonego przez
charakterystyki réwnania, czyli

rpA —ctp=xp —ctpra+cty =z +ctp
rp —ctp = xc — ctcxo +ctc = xp + ctp.

Jezeli funkcja u jest postaci (37), to dostajemy tozsamosé
u(A) + u(C) = u(B) = u(D). (39)

I na odwroét, jezeli u spelnia (39) dla kazdego réwnolegloboku charakterystycznego i jest
dwukrotnie rézniczkowalna, to spelnia tez rownanie falowe. Zatem funkcje, ktéra nie jest
dwukrotnie rézniczkowalna, ale spelnia (39) moze byé uwazana za uogdlnione (stabe) roz-
wigzanie réwnania falowego.
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Tozsamo$é¢ réwnolegltoboku (39) pozwala latwo rozwiazywaé zagadnienie mieszane:

0? 0
(8152_6232)”:0 wobszarze 0 <z <L, t>0
T

z warunkami brzegowo-poczatkowymi
u(z,0) = f(x), ue(x,0) =g(z) dla 0 <z <L, u(0,t) =a(t), u(L,0) =b(t).
Zaltozy¢ nalezy zgodnos$é tych warunkéw, czyli
a(0) = f(0), b(0) = f(L), a’(0) = g(0), b'(0) = g(L).

W obszarze I zdefiniowanym nieréwnosciami 0 < t < 2L ct <L — ct stosujemy wzér (38).
W obszarze 11 zdefiniowanym nieréwnosciami 0 < z < % <tg L —* stosujemy najpierw
tozsamos¢ réwnolegloboku A = (z,t), B = (&5, 2Ly, (=5, =2ty D = (0, <=2):

z
c

2c ) 2c
T rx+ct x+ct ct—x ct—=x
u(e,t) = a(t — ) puPEL TEA) (AT AT
a nastepnie wzor (38)
T+ct x+ct 1 1 [Etet
WG S5t )+ fO) + 5 [ glaar
—xr+ct —x+ct 1 1 [oetet
W T et e fO) 45 [ sl
a stad
1 1 x+ct
W@ t) = ~(f(x + ct) — f(—z + ct)) + / g(z)de
2 26 —x+ct

i podobnie dla pozostalych obszaréw ograniczonych przez charakterystyki.
6.2. Metoda $rednich sferycznych. Dla funkcji h: R™ — R definiujemy nowsa funkcje
My, srednich sferycznych:

1

wprn—1

/ h(y)dS, = — / h(@ + r€)dSe (40)
ly—ol=r wn Jig=1

My (z,7) =

Druga catka w (40) ma sens dla dowolnego, nie tylko dodatniego, r, wiec zadaje funkcje
na catym R™ x R!. Funkcja ta jest parzysta od argumentu r: My, (x, —1) = My (x,7). Jezeli
h jest klasy C*, to réwniez M, jest klasy C* (twierdzenie o rézniczkowaniu pod znakiem
calki). Mamy (tw. Gaussa)

0 1
th(x r) = Jn /|€|=1 ; o, (@ + Tf)‘fz‘dsﬁ

=2 | A+ re)de
€11
,rl—n
= h(y)dy

ly—z|<r

1n
= /dP/ Sy
ywlp

7"1 n

= Ax/ Wnp" My, (z, p)dp (41)
Wn, 0
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i stad

0 0
ar (r"_l(%Mh(xm)) = A r" My, (1), (42)
czyli $rednie sferyczne dowolnej funkcji h spelniaja rownanie
0% n-10
—+ —— | M, = A, M, 4
(87“2 T m) w(@) = BaMa(w,r), (43)

s,
z warunkami poczatkowymi Mp,(x,0) = h(x), EM}L (z,0) = 0 (funkcja My, jest parzysta).

Niech h(x) = u(w, ), gdzie funkcja u: R — R spelnia réwnanie falowe
Ou=uy — Au=0

z danymi poczatkowymi u(x,0) = f(x), us(z,0) = g(z). Z réwnania (43) dostajemy

”? n—-10
AL M, =|l=—=+—=—| M 44
(o) = (g + ) Mlorio) (a4)
a z réwnania falowego
1
A My (z,r,t) = —/ Agu(z + 1€, t)dSe
“n Jigl=1

Wn

16% (1 1 0°
= —=—— | — t)dsS. :*7Mu ) 7t ) 45
S ( JRCER g> S Malen ), (45)
zatem M, jest rozwiazaniem réwnania Fulera-Poisson’a-Darboux

0? o, [0 n—-120
oz =¢ (67«2+r87") M 46)

0
z danymi poczatkowymi M, (z,r,0) = Ms(x,r), EMU(LU,T‘, 0) = My(z,r). Dla nieparzy-
stych n réwnanie daje si¢ sprowadzi¢ do jednowymiarowego réwnania falowego. Dla n = 3
jest to wyjatkowo proste: réwnanie (46) wymnazamy stronami przez r i dostajemy

0? 02 0 02
w(’r’Mu) = 02 (T’r =+ 27’) Mu = CQﬁ(TMu),

czyli funkcja (r,t) — rM,(z,rt) spelnia jednowymiarowe réwnanie falowe z danymi po-
czatkowymi

rMy(z,r,0) =rM¢(z,r), %(7‘Mu)(ac7r7 0) =rMy(z,r).

Wiemy z poprzedniej sekcji, ze rozwiazanie dane jest wzorem

1 r4ct
[(r+ct)Ms(x,r +ct) + (r —ct)My(z,r — ct)] + 7/ pMy(z, p)dp

(rMy)(x,rt) = 5 ),
) (47)

N |

i stad (Srednia sferyczna jest funkcja parzysta r)

1 r+ct
Ma(w,7,) = oo [(r 4+ )My, + ) + (r = ct) My (a,r = )] + 5 /  oMy(zp)dp

1 ct
= — [My(z,r +ct) + My(x,r — ct)] + o

5 [My(z,r + ct) — My(z,ct — )]
T
ct+r ct—r
+ o U ng(ﬂc,p)dp—/ ng(w»p)dP} - (48)
rc 0 0
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Przechodzac do granicy r — 0 dostajemy wzor Kirchhoffa

u(z,t) = tMg(x,ct) + My(z, ct) + t%Mf(x, ct)

=tMy(z,ct) + % (tMy(z,ct))

1 0 1
- /|H|—ctg(y)d5y o (MC% /M_ct f(y)dSy) S 9)

Dla wyzszych, nieparzystych wymiaréw przestrzennych mamy podobny wynik: dla n =
2k + 1 funkcja

<i;)k1 (r** " M (z, 7, 1)) (50)

spelnia jednowymiarowe réwnanie falowe i stad uogélnienie wzoru Kirchhoffa

_ o raoNT (s LN (s
u(x’t)f% l6t<t5t> <t /yxl_ctf(y)dsy>+<tat> (t /ya:|_ctg(y)dsy>‘|7

(51)
gdzie v, =1-3-5---(n—2).
6.3. Wtasnosci rozwigzan. Z formuty (51) wnioskujemy, ze jezeli f jest klasy C*+3 a g
klasy C**2 to u jest klasy C**2. W odréznieniu od przypadku jednowymiarowego, istotna
jest pochodna f, czyli mala zmiana wartoéci f moze powodowaé duze zmiany u. Zeby
zobaczy¢ to bardziej bezpoérednio, przyjrzyjmy sie rozwiazaniu sferycznie symetrycznemu,
czyli postaci
a|z] + ct) + B(lz| — ct)

u(z,t) = 37l ,

(52)

gdzie a, B sa funkcjami klasy C2. A priori, rozwigzanie moze mieé¢ osobliwoéé w zerze.
Wybierajac a(r) = B(r) = rp(r), gdzie ¢ jest funkcja parzysta, (52) przyjmuje postaé

1 o]+ ct) — o] — ct)
w(a ) = 5 (plet + |z]) + plct — |z|) 4 ct o] dlaz#0 63

o(ct) + et (ct) dlaxz=0

0
Dane poczatkowe: u(x,0) = ¢(|z|), —1;

5 (2,0) =0 (¢’ jest funkcja nieparzysta). Stad widad,
ze male zmiany wartosci poczatkowych moga powodowaé duze zmiany wartosci rozwiazania
w pewnym punkcie.

6.4. Zasada Huygensa. Innym wnioskiem z formuly (51)jest to, ze rozwiazanie w punkcie
(z,t) zalezy tylko od danych poczatkowych w infinitezymalnym otoczeniu sfery |y — x| = ct.
W druga strone: zaburzenie w & w chwili £ = 0 ma wplyw na rozwigzanie w chwili ¢ tylko
w infinitezymalnym otoczeniu sfery |y — x| = ct. Jest to zasada Huygensa, stuszna dla
nieparzystych wymiaréw przestrzennych, wiekszych od 1. Zobaczymy, ze w przypadkach
parzystowymiarowch mamy sytuacje dramatycznie odmienna.

Zasada Huygensa moze by¢ zaburzona obecnoscig przeszkody. Dla przyktadu, jezeli mamy
przeszkode w postaci sfery |z| = 1, to brak 'przeplywu’ przez nia oznacza, ze pochodna
normalna rozwiazania u znika na niej. Dla sferycznie symetrycznych rozwiazan (52) oznacza
to, ze

ad(l+ct)+6'(1—-ct)—a(l+ct)—B(1—ct)=0.
Wprowadzajac nowa zmienna s = 1 — ¢t i rozwigzujac réwnanie na J dostajemy ze,
1

B(s) =a(2—s)+ 2/ S T a(r)dr (54)

2—s
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jest jego rozwiazaniem dla dowolnego . Jezeli nosnik « jest w przedziale [1, 5], to 5(s) =0
1

dla s > 1 i warunek poczatkowy u(z,0) = W(a(m) + B(x)) jest zero dla |z| > S, podobnie
x

u¢(z,0). Zasada Huygensa implikuje, Ze na |z| = 1 rozwiazanie jest zerowe dla dostatecznie
duzych ¢. Tymezasem z (52) i (54), dla |z| =1,

1+4ct
u(x,t) = 2a(l + ct) — 26_1_Ct/ e"a(r)dr.
1

6.5. Rownanie falowe w parzystych wymiarach przestrzennych. W parzystych wy-
miarach nie da si¢ przez proste podstawienie rozwiazaé¢ rownania Eulera-Poisson’a-Darboux.
Rozwiazanie rownania falowego mozna dosta¢ metodg spadku Hadamarda. Zilustruje ja
na przykladzie n = 2. Rozwiazanie zagadnienia dwuwymiarowego traktuje sie jak szcze-
gélne (niezalezne od w3) rozwiazanie zagadnienia trojwymiarowego. Niech u(x1,z2,0) =
f(z1,22), ur(x1,22,0) = g(x1,22) beda danymi poczatkowymi. Rozszerzamy funkcje f,g
na cate R kladac f(:z:l, x9,x3) = f(x1,22) 1 §(x1, 22, 23) = g(21, 22). Z wzoréw Kirchhoffa
widaé, ze rozwiazanie @ tréjwymiarowego réwnania falowego z danymi poczatkowymi f ;g
nie zalezy od z3 (jest stale na wléknach rzutowania (1, za, x3) — (21, 22)), wiec rzutuje sie
na rozwiazanie dwuwymiarowego réwnania falowego u. W szczegdlnoséi, dla x = (z1, z2,0)
mamy

- 1 R 0 1 ~
(1, w2) = u(x1,22,0) = Anc2t /lym_ctg(y)dsy + ot <47Tcgt /ya:|—ct f(y)d5y> :

Parametryzujac pétsfery ich rzutami na dyski dwuwymiarowe

(Y1, 22) — (Z/hyz, Ve2t2 — (yr — a1)? — (y2 — 962)2)

dostajemy

oy \>  [Oy3\? ct

dS, =4/1+ (yg) + (y3> dy1dys = —dy1dys

oy 0y 3]

i
1 9(y1,92) 1 3/ f (1, v2)

u(zry, o, t) = — dy1dys+—— dy1d
(120 QWc/ly—rKct e —Jy—aP T2t Sy e OO Ty —aP

(55)
7 tego wzoru widaé, ze zasada Huygensa nie jest spelniona: zaburzenie jest ’odczuwalne’
przez dowolnie dtugi czas.

6.6. Zagadnienie niejednorodne. Catka Duhamela. Zajmijmy si¢ zagadnieniem

Ou(x,t) = w(x,t), u(z,0)= f(z), ulz,0)=g(z). (56)
Pierwszy krok polega na sprowadzenia zagadnienia do jednorodnego ze wzgledu na dane
poczatkowe. Niech v bedzie funkcja taka,ze v(z,0) = f(z), vi(z,0) = g(x), na przyklad
v(z,t) = f(x) + tg(x). Polézmy & = v — v. Dostajemy z (56)

Da(x,t) = w(z,t) — Du(x,t), a(xz,0) =0, u(z,0)=0.

Przyjmijmy wiec, ze w (56) f = g = 0. Rozwiazanie znajdziemy metoda analogiczna do
stosowanej dla réwnan liniowych zwyczajnych. Niech U (z, t, s) bedzie rozwiazaniem zagad-
nienia poczatkowego

OU(x,t,s) =0, U(x,s,s) =0, Uix,s,s)=w(z,s).
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Rozwiazanie zagadnienia (56) z jednorodnymi danymi poczatkowymi dostaniemy poprzez
catke Duhamela

u(x,t):/o U(z,t,s)ds. (57)

Istotnie, mamy dla tak zdefiniowanego u

¢ ¢
ug(x,t) =Ul(z,t,1) —|—/ Ui(z,t,s)ds = / Ui(z,t,s)ds
0 0

t t
uge(x,t) = Up(x, t,t) + / Uy (z,t,8)ds = w(x, t) + / Uit (z,t, s)ds,
0 0

a stad
t
Ou(z,t) = w(z,t) —|—/ QU (z,t, s)ds = w(z,t), wu(z,0) =0, u(z,0)=0.
0

Aby skorzystaé z wzoru Kirchoffa (49) (dla danych poczatkowych na powierzchni ¢ = 0)
zauwazmy, ze funkcja (x,t) — V(z,t,s) := U(x,t + s,s) jest rozwigzaniem zagadnienia
Ov =0, V(z,0,s) =0, Vi(z,0,s) = w(x, s), wiec z wzoru Kirchhoffa

1
V(z,t,5) = —5= ds
(:E7 7S> 47TC2t /y—a:|=ctw(y78) Yy

t
u(z,t) = / V(z,t —s,s)ds
0
1

t 1 /
=— w(y, s)dS, | ds
47“32/0 t—s ( ly—zl=c(t—s) !

w(y.t— 2=y (58)

=),
w2 ly—z|<ct |y - .’E‘

6.7. Zagadnienie poczatkowe na dowolnej powierzchni swobodnej. Szukamy roz-
wigzania zagadnienia poczatkowego Du(z,t) = w(z,t), u(z, p(z)) = f(z), w(xp(z) = g(x)
w obszarze t > ¢(x). Taktyka w rozwiazywaniu tego zagadnienia jest nastepujaca: niech
S = {t = p(z)} bedzie powierzchnia danych poczatkowych. Dla prostoty przyjmijmy, ze
o(x) > 0. Przedluzmy w sposéb regularny funkeje w do funkcji @ na obszarze {t < ¢(z)}
tak, by odpowiednie zagadnienie poczatkowe na {t = 0} z prawa stronag w odtwarzalo na
S wyjsciowe dane poczatkowe. Najlepiej wiec szukaé przedtuzenia wsréd funkeji postaci
Ov, gdzie v spelnia warunki poczatkowe na S. Z wzoru (58) wynika, ze, aby mieé¢ zagwa-
rantowana dwukrotna rézniczkowalnoéé rozwiazania, funkcja w winna byé klasy C2. Zatem
przedtuzona funkcja @ ma byé tez klasy C?, wiec funkcja v ma spetniaé¢ nastepujace warunki

na S:
2

0 0
v=f, =9, Ov—w=0, a(vaw)zo, @(vaw):o. (59)

Funkcji v szukamy postaci

(e, t) =) ai(@)(t - e(2))’,

=0
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gdzie a; spelniaja uklad réwnan wynikajacy z (59):

a=f, a1=g,

2¢(x)as(z) + *(Alar () p(x) — ao(@)) — p(a)Aai (z)) = w(z, p(2)),
6v(2)as(z) + (A(2az(2)p(2) - a1(2)) — 2p(x) Aaz () = wi(

249(x)as(w) + ¢*(A(6az(2)p(z) — 2az(x)) — 6p(x)Aas(w)) = wa(

=
—
-

&

9\ 2
gdzie ¥(z) =1 -2 (af) . Uklad ma rozwigzanie, bo S jest powierzchnig swobodna,
czyli ¥ (z) # 0. Podsumowujac, funkcja

w(x,t) dla ¢
Ov(z,t) dlat

()

e = | (x)

2
<o
jest klasy C?, wiec istnieje rozwiazanie % zagadnienia (i = @, u(z,0) = v(z,0), @ (z,0) =
ve(x,0) 1 z jednoznaczosci u(x,t) = v(x,t) w obszarze {t < ¢(z)}. Zatem u(x,p(x)) =
f(x), t(z,p(x)) = g(x) 1 funkcja a, obcieta do {t > ¢(x)} jest rozwiazaniem wyjéciowego
zagadnienia.

6.8. Ro6wnosci i nieré6wnosci energetyczne. Podstawowym narzedziem w rozwiazywa-
niu problemow istnienia rozwiazan dla bardziej skomplikowanych zagadnien sa szacowania
dla (potencjalnych) rozwigzan. Nie mozna, w ogdlnosci, liczy¢ na istnienie jawnych formul
typu wzoru Kirchhoffa. Punktem wyjscia sa tozsamosci catkowe, wynikajace z twierdzenia
Stokesa. Dla operatora falowego (n=3) wyglada to tak: mamy tozsamosé

10 0
uu = 20t <02 ; (Ux)2 + ; (Ut)2> —c ; oz, (upug,)
ktéra oznacza, ze forma w;Cudt A dzq A dog A dos jest rézniczka zewnetrzna 3-formy

o = Edxi Adas Adxs +c2utu11dt/\dx2 Adxs +c2utuw2dx1 AdtAdxs +02utu$3dm1 Adxo Adt

gdzie
)

Z twierdzenia Stokes’a, catke z u;Ju po obszarze Q = {¢;1(z) < t < p2(z), * € R C R3}
zamieniamy na caltke po brzegu

N ={t=pi(x),xr € R}U{t = pa(x),x € R}U{p1 <t < v2(z),z € IR}

z formy «. Z otrzymanej tozsamosci wyprowadza sie szacowanie calki z o po powierzchni
{t = pa(x),z € R} (zwanej normg energetyczng) przez wartosci w = Du i norme energe-
tyczna na {t = p1(z),z € R}.

Jak to funkcjonuje, zobaczmy na przykladzie ¢1(z) = 0, po(x) = T. Zaczyna si¢ od
wyeliminowania caltki po {¢1 < t < ¢a(z),2 € OR}. My po prostu przyjmiemy, ze R =
R? i ze funkcje w, f, g maja zwarty nosnik. Ponadto, standardowa metoda sprowadzamy
zagadnienie do jednorodnego ze wzgledu na dane poczatkowe (f = g = 0 i stad E(z,0) = 0)
Réwnosé [, usOu = [, o oznacza w tym przypadku

/ wOu = /E(x,T)dx. (60)
0<t<T
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Lews strone szacujemy korzystajac z nieréwnoéci Schwarza

1 1 1 1

2 2 2 2
/ ““"<</ “2> (/ “’2) <(/ QE) (/ w2> )
0<t<T 0<t<T 0<t<T 0<t<T 0<t<T

X

a dla prawej mamy réwnosé

7 (] )
E(x,T)dx = — E(x,t)dxdt ) .
/ ( ) dr < 0<t<T (1)

Funkcja E jest dodatnia, wiec razem daje to nieréwnosé

1 1
d 2 2
( / 2E(x,t)dmdt> < ( / w2) (62)
dT" \ Jo<i<r 0<t<T

> T 3 T 3 3
</ 2E(x,t)d:cdt> < / (/ w2) ds < / </ w2> =T (/ w2> .
0<t<T 0 0<t<s 0 0<i<T 0<t<T

Ostatecznie, z (60), (61) i (63)
(/ w2> <T (/ w2> . (64)
0<t<T 0<t<T

/E(x’T)dx S (/ogtsT 2E>

Mamy wigc szacowanie pochodnych funkcji v przez wartosci funkcji w. Szacowanie samych
wartosci funkeji przebiega tak: dla dowolnej funkcji h jednej zmiennej takiej, ze h(0) = 0
mamy

i stad

Nl

2 2

R3(t) = (/Oths(s)ds) < ((/Ot 1)é (/Othz(s)ds>é> :t/othg.

kladac h(s) = u(x, s) dostajemy

T T
/u2(x,T)da: < / <T/ ufdt)> dt < 2T/ (/ E(m,t)dt)) dt
0 0
T T
< 2T/ (t/ w2> dt < 2T/ <t/ w2) dt:T3/ w?. (65)
0 0<s<t 0 0<s<T 0<t<T

Podobnie dostajemy szacowania dla wyzszych pochodnych funkcji u. Powyzsze oszacowania
stuza przy rozwiazywaniu bardziej zlozonych zagadnien. Przyklad w nastepnej sekcji.

6.9. Przyklad zastosowania. Zajmijmy si¢ zagadnieniem
DUZN(U)+U), U(CL',O) :f(x)’ ut<x30) :g(l'), (66)
gdzie
N(u) = Z AUy, + agus + au.
i

a,a;i, ag sa funkcjami od x,t, dla uproszczenia o zwartym nosniku. Definiujemy ciag kolej-
nych przyblizen

u’(z,t) = f(x) +tg(x)
Ou'(z,t) = N(u®) +w, u'(z,0) = f(x), uf(z,0) = g(x)

Ouf (@, t) = N(u*) + w, «**(2,0) = (), uf ™ (2,0) = g(a)
(67)
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Pokazemy, ze ten ciag jest zbiezny do rozwiazania. Najpierw pokazemy zbieznosé¢ w prze-
strzeniach Hilberta funkcji catkowalnych z kwadratem(wraz z pochodnymi).
Funkcja u**1 — u* jest rozwiazaniem réwnania

O(urtt —uP) = N(uf — w1

z zerowymi danymi poczatkowymi. Wprowadzmy oznaczenia dla dowolnej funkcji v

H(v(-t)) = /U2(a:,t)d33
K(v(-,1)) = max{H (v(-, 1)), H(va, (- 1)), H(v: (-, 1)) } (68)

7 poprzedniej sekcji mamy oszacowanie dla Uu = w z zerowymi danymi poczatkowymi,
t
K(u(-,t)) < C'(t)/ H(w(-,s))ds gdzie C(t)=max(t3,2c7>t,2t).

W szczegdlnosci, dla pewnej (dodatniej) funkcji A(t) (zaleznej od wspdlczynnikéw N)

T
K(@ —ub)(,T)) < C(T) / H(N(u — a5 Y)(- )t

T
<C(T) ; A K ((u*—uf=1) (-, 1)dt < Or<nta<xT(C(t) OIE&XT (A(t)) / K((uF=u*1) (., t))dt
< OO i A0 [ =
< (OIE&XT(C(t))OIg&XT (A(t)) / / / K(( 3 (-, t3))dtzdtadty

< (s (C(0)) o (A(1) A / / (U — u0) (-, )t - - - dtdlty

< (max (C(t)) max (A(t))F max K((u; — uo)( / /tl /tk 1 - dtadty

0<t<T 0<t<T 0<t<T

25 (C(0) masx (AO))* mass K (s — wo)( t>>% (69)

Oznaczmy

Jnax (C(1) max (A(1)) = B(T),  max K((u1 —uo)(-,1)) = D(T).

Zauwazmy, ze H (v +v2) < 2(H (v1)+ H(v2)), co wynika z nieréwnosci (a+b)? < 2(a?+b?).
W konsekwencji, K (v + v2) < 2(K(v1) + K(v2)). Z oszacowania (69) dostajemy zatem

Kur —o®) = K((uh — o) 4+ (Wb — uk)) <2K (0P — o) 4 2K (WP — ub)

, BFT® B’“Tk ,
2K (uf 9 — k) 42 D <2 D +4K(u FHT 2 AR (WP — WY
Bka Bk+1Tk+1 )
<2=——D+4———— D+ 4K uF — "2
g DA P AR — e
Bka Bk+1Tk+1 ) Bk+j—1Tk+j—1 Bka
<2 D+4 D+... 42712~ DK De2BT 0
T ey Ot k+j—1) iR~
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Podobnie wykazujemy zbieznos¢ dla pochodnych u korzystajac z przemiennosci D%y =
D*Ou, a stad wnioskuje sie (na podstawie nieréwnosci Sobolewa, o ktérych nie byto mowy)
o zbieznoéci niemal jednostajnej, wraz z pochodnymi, ciagu (u*).

7. Réwnania hiperboliczne. Warunek Gardinga.

Zajmiemy sie jednym réwnaniem liniowym o stalych wspdlczynnikach

P(D,7)u(z,t) = w(z,t), 7™u(z,0) = fu(z), k=0,1,...,m—1, (70)
0
8 81'1 ’ o
% Zaktadamy, ze powierzchnia {t = 0} jest swobodna, czyli ze P(0,1) # 0. Przyjmijmy
P(0,1) =1.

Pokazemy najpierw, ze zagadnienie (70) z jednorodnymi danymi poczatkowymi mozna
sprowadzi¢ do zagadnienia standardowego

gdzie P jest wielomianem n + 1 zmiennych, stopnia m, D = (Dy,...,D,,), D; =

P(D,7)u(z,t) =0, 7"u(z,0)=0, k=0,1,...,m—2, 7" u(z,0) = g(x). (71)
Oznaczmy przez U(z,t, s) rozwiazanie zagadnienia
P(D,7)U(x,t,5) =0, 7°U(x,t,t) =0, k=0,1,...,m—=2, 7™ WU (x,t,t) = w(z,t)) (72)

Rozwiazanie zagadnienia (70) z jednorodnymi danymi poczatkowymi dane jest catka Du-
hamela

u(m,t):/o U(x,t,s)ds.

Sprawdzamy:
t t
Tu(z,t) = / TU(x,t,8)ds + Uz, t,t) = / TU(x,t, s)ds
0 0
i stad
t
Tku(:mt) = / TkU({Lt,S)dS dla k=0,1,...,m—1
0
oraz

¢ ¢ ¢
T"u(z,t) = 7'/ T (2,1, 8)ds = / U (2, t, 8)ds+7" U (2,1, 1) = / U (z,t, s)ds+w(z,t).
0 0 0

Zatem .
P(D,m)u(z,t) = / P(D,7)U(z,t,s)ds +w(x,t) = w(x,t).
0
Z kolei, rozwiazanie zagadnienia (70) z w = 0 dane jest przez
U =Un_1+ (7 + Pi(D))Un—2+ (7> + TP1(D) + P2(D))Up 3
+ (P P(D)T T 4+ Py (D)) U

gdzie U; jest rozwiazaniem zadania standardowego (71) z g = f; a wielomiany P; pochodza
z rozkladu
P(D,7)=7"+ P (D)t '+ + Pp_1(D)T + Py(D). (73)

Sprawdzamy:

u(z,0) = 7" Uy (z,0) = fo(x)
ru(z,0) = 7" U (2,0) + 7(7™ 7 + Py(D)T™ 2 + -« + Pp_1(D))Up(z,0)
:fl+P<D77—)U<x70)_Pm(D)UO('TvO):fl (74>

itd.
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7.1. Zagadnienie standardowe. Warunek Gardinga. Zadanie standardowe rozwiazu-
jemy metoda transformat Fouriera w zmiennych przestrzennych. Przyjmujemy konwencje
fz(f) = [e 2@ h(z)dx. Zalézmy, ze wszystkie operacje ponizej sa wykonalne (lub trak-
tujmy je formalnie).

Jezeli u(z,t) = [ > 84 (¢, t)d¢ jest rozwiazaniem zadania standardowego, to

0= P(D, r)u(z,t) = / 2 P(omic, )i(E, 1) de

Jerrirerkag, 0)dg =0 dla k=0,...,m -2

k —
T ’U/(.TL',O) - { f627riw$7_m71,&(£70)d5 — f€2ﬂ—i$€7—k§](£)df dla k=m—1

i stad 4 jest rozwiazaniem réwnania rézniczkowego zwyczajnego

0 dla £=0,...,m—2

9(&)  dla k=m-—1. (75)

P(2ri€, T)u(E,t) =0, TFa(€,0) = {

Rozwiazanie to mozna zapisaé¢ w postaci @(&,t) = §(£)Z(&,t), gdzie
627ri)\t

2(64) = /F P(2rie, 2m’A)dA

i kontur ' obejmuje wszystkie pierwiastki wielomianu P(2mi, 2mi\) (€ jest tutaj ustalonym
parametrem).
Sprawdzamy:

2mINE D (D€ DI
Plami T)il6.0) = 3(6) | o

d\ = §(&) / 2™ AN = 0
T

(catka po konturze zamknigtym z funkcji caltkowite;j).

(2miN)k (2miN)*

k
Z(&,0)= | =————F——=d\= dA
T Z(&,0) /F P(2mi€, 2miN) /F (2miN)™ + Py (2mi€) (2miA) ™1 + - --
i biorac jako kontur okrag |A\| = R dostajemy, przechodzac do granicy R — oo,
0 dla k<m-1
260 - {
1 dla k=m-1
istad
0 dla k<m—1
T’fa(g,o)z{ i asme
g(¢) dla k=m-—1
Mozemy teraz wypisa¢ formalny wzér na rozwiazanie
u(wt) = [ g 2(6 00 (76)

Pytanie: kiedy ten wzér okresla funkcje klasy C™7 7 wlasnosci transformaty Fouriera wiemy,
ze jest tak, jezeli funkcje £%g(€)TFZ(&,t) sa catkowalne w sposéb ciagly wzgledem ¢ dla
|a] + & < m. Dla tego wystarcza ograniczonosé¢ funkcji

(L4 [N e* g9 2 (&, )] dla €eR™, 0<t<T.
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Pokazemy ze funkcje te sa ograniczone, jezeli spelniony jest warunek Gardinga:

istnieje ¢ € R takie, ze P(2mwi&, 2miA) # 0 dla £ € R™ i A € C takich,zZe Im A < —c.
Warunek ten oznacza, ze wszystkie pierwiastki wielomiandéw P(2wi€, 2wi)) leza w pél-

plaszczyznie Im A > —c. Zaczynamy od oszacowanie z géry pierwiastkéw wielomianu P.

Mamy

P(2mi€, 2mi)) = (2mi\)™ + Py (2mi€)(2miN)™ " + Py(2mi€) (2miN)™ 2 4 - - - + Py (2mi€)

i wielomiany Pj, maja szacowanie |Py(27i&)| < M (1 + €))% dla ¢ € R™ i dla pewnego M.
Jezeli wige P(2mi&, 2mi\) = 0, to

m—1

A <MY (1) R
k=0
i stad
—1 k
Al )m < ( Al )
_— <M — ) .
() <X (%
A

Jezeli 0 := 1+||§| >1,t0 0™ < Mmf™ ! istad § < Mm. Ogdlnie zatem mamy nieréwnosé

6 <14 Mm, czyli szacowanie dla pierwiastkéw wielomianu P(27i€, 2mi)):
Al < (1 4+ Mm)(1 + [£]). (77)
Niech A1(§),. .., Am (&) beda pierwiastkami, wiec P(2mi, 2mi)) = (27i)™ [[(A — A(€)).

Wybierzmy teraz, przy ustalonym &, jako kontur I' brzeg obszaru |J, K(\;,1). Mamy
oczywiste szacowanie dtugosci konturu |T'| < 2rm. Dla A € T mamy |A — Ag| > 1 i stad

|P(2mi¢, 2miN)| = 2m)™ [T I = A = (2m)™.

Poniewaz kazdy punkt A € I' jest w odlegtosci 1 od pewnego pierwiastka, to z warunku
Gardinga Im A > —c¢ — 1, a z nieréwnosci (77)

Af< T+ 1+ Mm)(1+[§]) < (24 Mm)(1 +[£]).

Stad
|e2‘n’i/\t| < 627r(1+c)t dla t>0
i
2TiAt -\ \ k
k € (2miN) k—m k k _2m(1+¢)T
Z(& )| = ———————d)\| <2 2 24+ M 1 .
72601 = | | pramie aminy | < 2rm(Ent @+ Mm) (14 [e])e

Widzimy stad, ze
(1+ [ g2 g 2 (&, 1))

jest na pewno ograniczone, jezeli (1 + |£])"F1HeIF#|g(£)| jest ograniczone, czyli jezeli g jest
klasy Ctm+l,

Podsumowujac: jezeli spelniony jest warunek Gardinga, to zagadnienie standardowe ma
rozwigzanie klasy C™ jezeli dane poczatkowe sg klasy C7tm+!

7.2. Hiperboliczno$é.

DEFINICJA 3. Wielomian P(D, 7) nazywamy hiperbolicznym, jezeli spelnia warunek Gardinga.
Moéwimy tez, ze odpowiednie réwnanie jest hiperboliczne.
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W przypadku, gdy wielomian P jest jednorodny, warunek Gardinga oznacza, ze pier-
wiastki sa rzeczywiste. Jezeli bowiem A jest pierwiastkiem dla € i a € R, to a) jest pier-
wiastkiem dla a&. Pierwiastki uktadajg si¢ wiec w linie proste na plaszczyznie zespolonej.
Niech

P(DaT) = pm(DaT) +pm—1(DaT) + .- +pO(A7T)
bedzie rozkladem na wielomiany jednorodne, gdzie py jest wielomianem stopnie k.

STWIERDZENIE 6. Jezeli P spelnia warunek Gardinga, to spelnia go réwniez p,,.
Jezeli p,, spelnia warunek Gardinga (tj. pierwiastki sa rzeczywiste) i pierwiastki sa jedno-
krotne dla € # 0, to P tez go spelnia,

DowOD: Niech p = [£], czyli & = pn, gdzie |n| = 1. Niech A = pu dla p # 0. Réwnanie
P(2mig, 2miA) = 0 traktujemy jak réwnanie na ||, parametryzowane przez p i 7. Zapiszmy
je w postaci . .

P (0, 1) + %pm—l(mu) ot Wpo(n,u) =0. (78)
Poniewaz pierwiastki wielomianu zaleza w sposob ciagly od wspdlczynnikéw (przyjmujemy
bez dowodu), to pierwiastki réwnania (78) daza, przy p — oo do pierwiastkéw réwnania
pm(n, ) = 0. Gdyby istnial pierwiastek g, dla pewnego 79, z niezerowa czecia urojona
(mozna przyjaé, ze ujemna, bo —pug byloby pierwiastkiem dla —np), to dla kazdego, dosta-
tecznie duzego p istnialby pierwiastek u, dla ktérego Im p < %Im o- Stad Im A < %p,uo,
czyli cze$¢ urojona pierwiastkow P nie jest ograniczona od dotu. Sprzecznosé.
W druga strone. Korzystamy z faktu, ze pierwiastki zaleza rézniczkowalnie (a nawet anali-
tycznie) od wspdlczynnikéw w obszarach, w ktérych pierwiastki sa jednokrotne. Oznacza to,
ze pierwiastek, jako funkcja parametru réwnania, jest lipschitzowska w kazdym zwartym ob-
szarze. Oznacza to, ze rdznica miedzy pierwiastkiem réwnania (78) a réwnania p,, (1, 1) = 0

1
jest rzedu —, jednostajnie ze wzgledu na 7. Stad, dla duzych p, pierwiastki réwnania (78)
p
maja czesé urojona rzedu %. Stad ograniczonos¢ czesci urojonej dla wszystkich p. m
Jezeli p,, spelnia warunek Gardinga i pierwiastki sa jednokrotne, to méwimy, ze p,, jest
silnie hiperboliczny. Zatem silna hiperboliczno$é czesci gléwnej wielomianu implikuje jego
hiperboliczno$¢.
7.3. Hiperboliczno$é a zagadnienie Cauchy’ego. Zagadnienie: znalez¢ 'rozwiazanie’
u spelniajace ’dane’ g nazywamy dobrze postawionym, jezeli:
(1) w istnieje dla 'kazdego’ g,
(2) wu jest okreslone jednoznacznie przez g,
(3) w zalezy od g w ’sposéb ciagly’.

Wyniki poprzednich sekcji pokazuja, ze dla réwnania o stalych wspélczynnikach, spelnia-
jacego warunek Gardinga, zagadnienie Cauchy’ego na S = {t = 0} jest dobrze postawione.
Ponizszy przyktad pokaze, ze jezeli warunek Gardinga nie jest spelniony, to zagadnienie
Cauchy’ego jest zle postawione. Mozna wiec powiedzieé

hiperboliczno$é¢ = zagadnienie Cauchy’ego jest dobrze postawione.

PRZYKELAD 2. Zal6zmy, Ze istnieja 19 1 po takie, ze pm(no, o) = 0, |nol = 11 Impo =
—v < 0. Dla kazdego £ = pny wezmy

u(x,t) = (1+|¢)) 5~ me?m @D | odzie P(2mi, 2mi)) = 0.

Jak poprzednio, niech A = pu. Dla dostatecznie duzych p znajdujemy A, dla ktérego |pu —
po| < 37 (patrz dowéd Stwierdzenia 6) , czyli

1 1
Al < (ol + 57)p, ImA < —5p.
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Mamy wiec dlat =0, |a| <s, 0<k<m
1
(D7) = (14 )= 2mA @)l 2] < (14 )7 (2m) =¥ (] 4+ Lyyplet,

podczas, gdy _
|u(x,t)\ _ (1 _|_p)—s—m ’627r1>\t| > (1 +p)—s—meﬂ’ypt.

Dane poczatkowe i ich pochodne do rzedu s sa jednostajnie ograniczone na R™, podczas

gdy
u(0,t) —— oo dla kazdego t > 0.

p—00

u nie zalezy 'w sposéb ciagly’ od danych poczatkowych. Zagadnienie Cauchy’ego nie jest
dobrze postawione.
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8. Réwnanie przewodnictwa cieplnego.

Zajmiemy sie zagadnieniem

up = Au, u(x,0) = f(x), gdzie u, = %, x € R". (79)

Zauwazmy, ze powierzchnia {t = 0} jest charakterystyczna, wigc nie maja zastosowania
klasyczne, znane z poprzednich rozdziatéw twierdzenia o istnieniu i jednoznacznosci. For-
malnych rozwigzan szukaé bedziemy metoda transformaty Fouriera wzgledem zmiennej x.

1. Metoda transformacji Fouriera. Zakladajac, ze wszystkie, wystepujace ponizej
calki maja sens, mamy

f(l‘) _ /e%ilgf(f)dé u(w,t) = / 2mizé (e, t) €.
Réwnosé¢ u; = Au implikuje rownoséé transformat

(€, t) = —An?|EPa(E 1), (€, 0) = f(x).

Jest to zagadnienie poczatkowe dla réwnania rézniczkowego zwyczajnego z rozwiazaniem

g, t) = e T IER fg),

Mamy wiec

u(et) = [ @i ndg = [ minte I (g)ag

_ /6271_”&6_471_2‘5‘% (/ 6—27Tiy5f(y)dy> d£

/Kx% y)dy, (80)

gdzie
K(z,y,t) = /627”9356*4772\5\2t672m’y£d£ _ /ezm(zfy)g747r2|g|2td£.
Liczymy:
2)¢)2 ; D2 4 9 (z—y)? (z—y)?
—Ar?|€)ft + 2mi(z — y) = (27m§\/£) +2mié(z —y) + m _ o
: 1 (z —y)?
= (2 \/£+ —(x — 2_ = J
(2mig 2\/{( Y)) o
i stad
K(z,y,t) = /6*4W2\£\2t+2ﬂi(mfy)5d§ _ eJ’”;f)z /e(QTrif\/z+ﬁﬁ(w—y))2d€
:e*(miif)z /6(27”'5\/5)2(15
Tz—y 2
(47Tt)77 4 4t> . (81)

Bezpoérednio z konstrukeji wynikaja nastgpujace wtasnosci K:

(a) K € C®(R" x R* x Ry) (t > 0),
(b) K(z,y,t) = K(y,,1),

(c) 2K —AK=0dlat>0,
(d)fK:ry, t)dy = 1.
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Zapiszmy funkcje K w postaci

1\" z- 1 e
K(x,y,t)z(g) g(zgy), gdzie g(z):ﬁe*z ie=2Vt

Zatem K (x,-,t) — 0, w sensie dystrybucji i stad u(zx,t) — f(x) przy zalozeniu ciaglo-

$ci f. Rozwiazanie zadane wzorem (80) jest, w obszarze t > 0, funkcja gtadka (twierdzenie o
rézniczkowaniu pod znakiem calki), niezaleznie od gladkosci f. Wystarczy, by f byla funkcja
mierzalnag, o temperowanym wzroscie, tzn. dla pewnego a i pewnego M mamy nieréwnosé
[f(x)] < M %" zachodzaca prawie wszedzie. Ponadto, mamy oszacowania wynikajace z
dodatniosci funkcji K

ue) = [ Kwt) f)dy < sup £2) [ Kepot)dy = sup f2),
i podobnie u(z,t) > inf, f(z). Mamy zatem
inf £(2) < u(,1) < sup £(2) (52)

i jezeli dla pewnego (z,t) jedna z nieréwnosci jest réwnoscia i f jest funkcja ciagta, to f jest
funkcja stala. Istotnie, inf, f(z) = u(z,t) = [ K(z,y,t) f(y)dy implikuje [ K(z,y,t)(f(y)—
inf, f(z))dy = 0. Z dodatniosci K i ciaglosci f wynika f(y) —inf, f(2)) = 0.
8.2. Inne rozwigzania. Poniewaz S = {t = 0} jest powierzchnia charakterystyczna, nie
mozna oczekiwa¢ jednoznacznosci rozwiagzan. Ponize] mamy przyklad niezerowego rozwia-
zania z zerowymi danymi poczatkowymi.

Niech n = 1 i niech g bedzie funkcja klasy C*°(R) taka, ze g(t) =0 dlat <01ig(t) >0
dla ¢ > 0. Szukamy rozwiazania réwnania

o 82 > > .
— — = |u=0 postaci u(z,t) = Zgj(t)xj.
<8t Ox? =

7 réwnania wynika wzor rekurencyjny

95 =0 +2)( + 1)gjre

Kladac go = g, g1 = 0 dostajemy

(k)
9 () o
u(z,t) = Z )] . (83)
k=0
Udowodnimy zbieznos¢ tego szeregu dla funkcji

et dlat>0
g(t) = , a>1
0 dlat <0

Dla t > 0 funkcja jest analityczna, wiec ¢®*) mozna przedstawié¢ caltka

g0 = o [ SR, en

T 2mi

gdzie kontur T' jest okregiem o $rodku w ¢ i promieniu 0, 0 < 6 < 1, a 2% jest na gatezi
odpowiadajacej wartosci gtéwnej logarytmu.
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Dla z € I’ mamy z = t(1 + 0e'¥) i stad
Re(—27%) = —t~®Re(1 4 fe'¥) .

Mozemy wybraé 6 tak, by

) 1
Re(146e)™> > (1+6)" > 3 VER
. 1
Dla takiego # mamy Re(—z"%) < —gt_", zatem z (84)
k! 1
(k) ‘ P exp(—=t
[P0 < e e(=5t7)

i dostajemy szacowanie szeregu (83)

>

k=0

g(k) (t) 2k
2k) "

S P L 1,
< v _z
<2 e e Pt )
2 Jz)?k 1 1, 1/x? 1,
< 2 exp(—=t—%) = L (A ,
< gyt =ee (1 (T -5t

Dla kazdego x funkcja po prawej stronie dazy do zera przy t — 0, zatem szereg (83) jest
rozwigzaniem zagadnienia poczatkowego z zerowymi danymi poczatkowymi.

8.3. Zasada maximum. Niech D bedzie ograniczonym obszarem w R” z brzegiem 0D.

Ustalmy 7' > 0 i niech Q = {(z,t):z € ﬁ, 0 < t < T}. Brzeg 09 rozkladamy na sume
00 =9'QU 9", gdzie

IU={(z,t):t=0ixeDlub0<t<TixedD}
"0V ={(z,t):t=Tix e D}

TWIERDZENIE 2 (ZASADA MAXIMUM). Niech u bedzie funkcja ciagla w Q i rézniczkowalna
w Q (odpowiednia iloS¢ razy) i niech uy — Au < 0 w Q. Wowczas

max u(x,t) = max u(x,t). 85
(m)eﬁ( ) (m)ea,ﬂ( ) (85)

DowoD: Wykazemy najpierw prawdziwoéé twierdzenia gdy u; — Au < 0 i dla obszaru
Q. ={(z,t) € 2:0<t<T— e}, tzn udowodnimy réwnosé

max u(r,t) = max wu(x,t). %6
(azt)eﬁg( ) (r,t)ea/ﬂs( ) (86)

Jezeli (z,t) € Q, to warunek konieczny lokalnego maximum, us(z,t) = 0, Au(z,t) < 0
jest sprzeczny z ui(z,t) — Au(x,t) < 0. Jezeli (z,t) € 9", to warunek konieczny lokal-
nego maximum, w(x,t) > 0, Au(x,t) < 0 tez jest sprzeczny z ui(x,t) — Au(z,t) < 0
(wykorzystujemy rézniczkowalnosé w ). Z cigglosci u na Q dostajemy twierdzenie dla €
w przypadku ostrej nieréwnosci u; — Au < 0.

Niech teraz u; — Au < 0. Kladac v(z,t) = u(x,t) — kt, k > 0 dostajemy v, — Av =
uy — Au — k < 0, wiec mamy

max v(x,t) = max v(x,t
(z,t)eR (1) (z,t)€0'Q (1)
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i stad

max_u(x,t) = max (v(z,t) + kt) < max v(x,t) + kT

(z.t)€Q (z,t)€Q (z,t)€Q
= max o(z,t)+ kT < max u(z,t)+ kT.
(z,t)€0’'Q (z,t)€0’Q2

W granicy k — 0 dostajemy

max u(z,t) < max wu(x,t).
(z,0)€Q (z,t)€d'Q

|
7 twierdzenia tego wynika jednoznacznosé rozwiazania zagadnienia poczatkowo-brzegowego,
tzn. z zadang wartoScia na (). Pozostaje pytanie o istnienie rozwigzan.

8.4. Jednoznaczno$é rozwigzania. Metoda, jakiej uzyliSmy rozwiazujac réwnanie po-
przez transformate Fouriera, stwarzala pozory jednoznacznosci. PodaliSmy tez przykltad nie-
zerowego rozwiazania dla zerowych danych poczatkowych. Sprawe lepiej wyjasnia ponizsze
twierdzenie.

TWIERDZENIE 3. Niech u bedzie funkcja ciagla dla x € R, 0 < t < T i rézniczkowalna
w sposob ciagly odpowiednia ilosé razy dla x € R", 0 < t < T. Niech us — Au < 0 dla
0<t<T, ulxt) < Medlel” dla pewnych stalych a, M 1 0 < t < T. Ponadto, niech
u(z,0) = f(x). Wéwczas

u(z,t) < sup f(z), 0<t<T. (87)

zER

Dow6D: Wystarczy rozpatrzeé przypadek ograniczonej funkcji f i wystarczy wykazaé nie-
réwnosé (87) dla dowolnie malego T'. Mozna bowiem, korzystajac z niezmienniczosci ope-
ratora J; — A wzgledem przesunieé¢ w czasie, otrzymaé, poprzez iterowanie, teze dla catego
przedziatu [0, T). Niech wiec 8aT < 11 niech & > 0 bedzie takie, ze 8a(T'+¢) < 1. Dla u > 0
zdefiniujmy funkcje v, wzorem

(x,t) — pK (iz, iy, T + ¢ —t)

U/A(w7t> )
1) = (4n(T + ¢ — 1)) expl(z — 5)2/AT +& 1),

=u
=u(z
Mamy 0yv,, — Av, = u; — Au < 0, wigc na mocy Twierdzenia 2, dla
Q={(z,t): |Jr—y| <p, 0<t<T} (y jest ustalone),
< .
vu(y,t) < X Vu (88)

Szacujemy v, na 0'Q: v, (z,0) < u(x,0) <sup, f(z)idla|z—y|=p

Ml — p(4n(T + & — 1)) "% exp((z — y)2 /AT + & — 1))
Mealyl+p)? _ (4 (T 4 €)) ™% exp(p? /A(T + ¢)).

v#(x,t) <
<

|y
V2 -1

. Stad prawa strona dazy do —oo przy p — oco. Mamy wiec z (88)

Poniewaz 8a(T +¢) < 1, to p?/4a(T +¢) >2p? idlap > R = mamy a(|y| + p)? <

02

AT +¢)

va(@,t) = u(z,t) — p(dn(T +e — 1)) % exp((z — y)* /4T +e 1)) < sup f(2)

dla kazdego u. Przechodzac do granicy p — 0 dostajemy teze twierdzenia. m
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7Z twierdzenia tego wynika, ze jedynym rozwiazaniem réwnania przewodnictwa cieplnego,
2
speliajacym nieréwnosé |u(x,t)] < M e?l*l” przy ograniczonych danych poczatkowych, jest
rozwigzanie zadane formula catkowa

u(ir, 1) = / K(z,y.0)f(4)dy, ¢ >0, (89)

Wystarczy zauwazy¢, ze jezeli dwie funkcje u, @ speniaja réwnanie z tymi samymi danymi
poczatkowymi i majace powyzsze oszacowanie, to roznice u—u, u—u te spelniaja réwnanie,
ale z zerowymi danymi poczatkowymi i tez sa podobnie szacowane.

7 jednoznacznosci rozwiazania dostajemy, ze

u(z,t+s) = /K(z,y,t)u(:c,s)dy istad K(z,y,t+s) = /K(x,z,t)K(z,y,s)dz, t,s > 0.

Jest to wlasnoé¢ potgrupowa jadra K. Mozna ja tez sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem.
Wzor catkowy (89) daje nam funkcje u w obszarze t > 0. Pokazywalismy, ze dla funk-
cji ciaglej f mamy zbieznosé u(x,t) 0 f(z). Powstaje pytanie o wlasnosci funkcji u

rozszerzonej do t > 0

[ K(z,y,t)f(y)dy, dlat>0

ul,t) = { (@) dlat = 0.

Proste szacowanie pokazuje, ze u jest ciaglta w t > 0:
) = u(w. )| = fu(a,t) = 1) < [ Ko z,0)11() = S(w)ld:
=/ K(x7z7t)|f($)—f(y)|dz+/ K(z,z,t)|f(z) — f(y)|dz
|lz—z|<é

|z—z|>d
<2l [ K@endt s (£ f0)] [ Kz
z |z—z|>6 r—z|<d
= 2sup|f(2) K(z,z,t)dz+ sup |[f(2)— f(y)|
z |z—2|>8 |z—z|<6

Z ciaglodci f wynika, ze dla ¢ > 0 moge znalez¢ takie 0, ze supj,_, <5 |f(2) — f(y)| < e
dla |z — y| < J. Z wlasnosci jadra K wiemy, ze dla dostatecznie malych ¢ calka w pierw-
szym sktadniku jest dowolnie mata, wiec pierwszy sktadnik, dla dostatecznie matych ¢, jest
mniejszy od €.
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9. Réwnania Laplace’a i Poissona klasycznie.

Z kursu analizy znane sa tozsamosci Greena dla obszaru 2 C R™ z dostatecznie regular-
nym brzegiem i dla funkcji u,v € C2(£2):

= ou
/Zumvz :—/vAu—l— v,
Q7 Q oo On

ou v
vAu = / uwAv —|—/ (v — u) , 90
‘/Q Q a0 87’1 3n ( )

gdzie a—an oznacza pochodnag w kierunku normalnym zewnetrznym na 992. W szczegdlnodci,

ktadac v = u, dostajemy
n
ou
2
Ug, )" = — uAu+/ Ue—.
/in:( =) /Q oo On

Wynika stad, ze rozwiazanie zagadnienia Dirichleta:

znaleZé u w Q o zadanych wartosciach Au w i u na brzegu OS2

jest okreslone jednoznacznie. Podobnie, rozwigzanie zagadnienia Neumanna:

znalezé u w Q o zadanych wartosciach Au w § i pochodnej normalnej u na brzegu OS2
jest okreslone z dokladoécia do stalej. Zakladamy tu spdjnosé €.

9.1. Rozwigzanie podstawowe. Z kursu analizy wiemy, ze funkcja 1) na R", zdefiniowana

wzorem )
a) = 5- log || dla n=2
mm%" dla n>2
7T.71/2
(wn = 2m jest objetoscia sfery jednostkowej w R™) ma wlasnosé Ay = 4y, gdzie
n

rézniczkowanie jest w sensie dystrybucji. Zatem Ay ¢ (x —y) = 0, i stad, dla funkeji prébnej
p € Co(Q) iz e Q mamy p(x) = [¢(r — y)Ap(y)dy. Jezeli zamiast funkcji probne;j
wezmiemy dowolng funkcje u klasy C2(2), to odpowiedni wzér wyglada tak:

we) = [ Kepsuty+ [ (a0 - Keagiw). o

ony

gdzie przyjeliSmy wygodne oznaczenie K (z,y) = ¥ (x — y). Jezeli Au = 0, czyli funkcja u

jest harmoniczna, to
0K (z,y) Ou
= ——= - K — .
uw) = [ (u o K g

Ze wzoru tego wynika, ze funkcja u jest gladka (calka z parametrem), a nawet analityczna
w Q.

Dla laplasjanu kazda powierzchnia jest swobodna (np. brzeg obszaru), wiec ma zastoso-
wanie twierdzenie Cauchy-Kowalewskiej dla analitycznych danych. Z drugiej strony, jedno-
znaczno$¢ rozwiazania mamy zadajac warto$¢ w na 9€). Ponizsze rozumowanie pokazuje,
dlaczego zagadnienie Cauchy’ego dla laplasjanu nie ma, w ogélnosci, rozwiazania, nawet
lokalnego. Zadajmy na powierzchni S = {x,, = 0} dane poczatkowe u = 0, u,, = g. Niech
x € S iniech BT (z,r) bedzie pétkulg o §rodku w z, lezaca w potprzestrzeni {z, > 0}.
Wiemy, ze funkcja harmoniczna w BT (z,r) jest tam analityczna. Przedtuzmy teraz u, spet-
niajace dane poczatkowe, do calej kuli B(z,r) ktadac

w(xy, o, ..., xy) = —u(x1,22,...,—x,) dla xz, <O0.

Tak otrzymana funkcja jest klasy C2 w B(z,r) i tam harmoniczna. Zatem g tez jest funkcja
analityczna. Zagadnienie poczatkowe ma rozwiazanie tylko dla danych analitycznych.
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Dystrybucje T o wlasnoéci AT = §y nazywamy rozwigzaniem podstawowym (fundamen-
talnym) operatora Laplace’a. Latwo widaé, ze do T mozna dodaé¢ dowolna funkeje harmo-
niczna. We wzorze (91) jadro K (x, y) mozemy zastapié¢ przez G(z,y) = K(z,y)+w(y), gdzie
w jest funkcja harmoniczna w otoczeniu Q. Biorac Q = B(xz, p) i w(y) = —¥(vo), |vo| = p)
(funkcja stala, wiec harmoniczna) mamy dla y € 9Q

oG 1
Clry) = K(w,) ~ 90) = vl —y) — () = 0, 2 gy = L i
Yy n
i formuta (91) przyjmuje postaé
1
= —x)— Aud _— .
s = [y —v)duy s — [ )

Dla funkcji harmonicznej Au = 0 dostajemy twierdzenie Gaussa o Srednich:
@)= [ (93)
u(x) = u.
wnp" lz—yl=p

Stowami: dla funkcji u, harmonicznej w Q, warto$¢ w punkcie x € Q jest rowna Sredniej
wartoéci u na sferze domknietej kuli o $rodku w x, zawierajgcej sie w €.

I na odwrét,

STWIERDZENIE 7. Jezeli réwnosé (93) zachodzi dla kazdej kuli zawartej w Q I funkcja u
jest klasy C2(Q), to u jest funkcja harmoniczna w 2.

DowoOD: Jezeli Au(z) # 0 dla pewnego z € (2, dla ustalenia uwagi niech Au(z) > 0, to
rowniez w otoczeniu = zachodzi ta nieréwnosé. Mamy zatem, dla dostatecznie matego p,

1 1
= —x)— A .
o) /as—yKP(w(y %) = Vi) Audy + wpp" ! ~/|w—y_Pu = wpp" ! ~/|w—y_Pu

Ostatnia nieréwno$¢ wynika z monotonicznosci funkeji ¢: ¥(y — ) —1(yo) < 0 w wyrazeniu
podcatkowym w pierwszej calce. [

Jezeli Au > 0, to z monotonicznosci 1 (jest malejaca) dostajemy

u(z) < 1/_ _ u. (94)

wnpn—l
Funkcje ciagla o tej wlasnoéci nazywamy subharmoniczng. Dokladniej: funkcja ciagta u jest
subharmoniczna w € jezeli dla kazdego = € () istnieje r > 0 takie, ze dla kazdego 0 < p < 7
mamy nieréwnosé (94). Funkcja u klasy C? jest subharmoniczna, jezeli Au > 0.

Pozostaje jeszcze do wykazania, ze funkcja zadana wzorem u(z) = fQ G(z,y)f(y) jest,
przy odpowiednich zalozeniach dotyczacych funkcji f, rozwiazaniem réwnania Poissona
Au = f.

Zatézmy, ze f € C2(2). Dla ustalonego x € 2, niech ¢ € C*°(£2) bedzie funkcja réwna jeden
w otoczeniu z. Mamy f = ¢f + (1 — ) f, wiec

Au(z) = A /Q G, 1) [ (W) p(y)dy + A /Q G, 1) () (1 — (y))dy.

W pierwszej calce funkcje fo mozemy przedtuzyé zerem do R™ i korzystajac ze znanych
wzorow dla splotu

A [ G ey =5 | Giemi
=AW (fo)) = (M) x (fp) = do * (fo) = fo
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W drugiej calce mozemy przejs¢ z rézniczkowaniem pod znak calki, a poniewaz poza x =y
funkcja G jest harmoniczna, druga catka jest réwna zeru. Mamy wiec

9.2. Zasada maximum. Podobnie jak dla réwnania przewodnictwa cieplnego, dla réwna-
nia Laplace’a mamy zasade maximum. Przypomnijmy, ze istotna byla nieré6wnos$é u; — Au <
0. Podobnie mamy tutaj: wystarczy subharmonicznos¢ funkcji. Dowod zasady maximum
przeprowadze w dwoch wersjach: dla funkcji rézniczkowalnych, a nastepnie dla ciaglych
funkcji subharmonicznych.

TWIERDZENIE 4 (ZASADA MAXIMUM). Niech u € C3(Q) i u € C(Q) oraz niech Au > 0.
Woéwczas
max u = max u. (95)
Q [2}9]
DowOD: Przyjmijny najpierw silniejsze zatozenie Au > 0 na €. Warunek ten jest sprzeczny
z warunkiem koniecznym maximum lokalnego. Jezeli teraz Au > 0, to dla funkcji v(z) =
u + ¢|z|? mamy Av > 0, zatem
max v = maxuv
Y I9)

Q
i stad
maxu +eminv < maxv = maxv < maxu + £ maxv.
Q Q Q o0 Q Q
W granicy € — 0 dostajemy (95). m

TWIERDZENIE 5 (ZASADA MAXIMUM). Niech u € C(f) bedzie funkcja podharmoniczna,
wowczas
max u = max u. (96)
Q a0
DowOD: Zalézmy najpierw, ze nieréwno$é (94) jest ostra. Jest to sprzeczne z warunkiem
koniecznym lokalnego maximum: u(z) > - pl f lo—y|=p U Jezeli teraz nier6wnos¢ nie jest
ostra dla u, to staje si¢ ostra dla v(z) = u(x) + ¢|x|?. Dalej jak w poprzednim twierdzeniu.
|
Zasada maximum ma tez swoja silniejsza wersje

TWIERDZENIE 6 (ZASADA MAXIMUM). Niech u € C(2) bedzie funkcja podharmoniczna na
spéjnym obszarze €}, wowczas albo u jest stala albo

u(z) < sgp u. (97)

DowOD: Niech M = supg, u. Zdefiniujmy zbiory Q; = {z € Q:u(z) = M} i Qy = {z €
Q:u(x) < 0}. Oczywiscie Q = Q1 U Qg 1 zbidr Qs jest otwarty bo u jest ciagla. Pokazemy,
ze réwniez () jest zbiorem otwartym. Niech bowiem = € {2, wigc subharmonicznosé¢ u daje,
dla wszystkich dostatecznie malych p, nieréwnosé

0< /|H_p U — wnp V() = /Hl_p(u ~ufa)) = /Iryl—p(u Y

Funkcja © — u(x) — M jest ciagla i niedodatnia, wigc réwna zero na kazdej, dostatecznie
malej, sferze o srodku w z. Zatem u(y) = M w otoczeniu x. Zbiér £ jest otwarty, Q jest
spojny, wiec Q1 = Q lub Q1 = 0. m

9.3. Zagadnienie Dirichleta. Funkcje Greena. Jezeli w formule

0G(x,y) ou
(w50 e ).

on,

u(z) :/QG(x,y)Audy+/

7]

34



funkcja G jest tak dobrana, ze G(z,y) = 0 dla y € 99, to dostajemy reprezentacje u
poprzez wartos¢ laplasjanu Awu i wartosé brzegowa u. Jezeli wiec funkcja u jest rozwiazaniem
zagadnienia Dirichleta

Au= fna Q, u=g na 09,

to ma ona reprezentacje

G (z,y)

ue) = [ Glepsway+ [ o5 (98)

Rozwigzywanie zagadnienia Dirichleta sprowadza si¢ do znalezienia jadra G nazywanego
funkcjq Greena zagadnienia Dirichleta.. Pamietajac, ze G(z,y) = K(z,y) + w,(y), gdzie w,
jest funkcja harmoniczna, szukanie G sprowadza sie do rozwiazania zagadnienia Dirichleta

Aw, =0na Q, w,(y)=—-K(z,y) =—¢(x—y) na 0.

Podobnie, dla zagadnienia Neumanna szukamy G spelniajacego odpowiednie warunki brze-
gowe Neumanna. W szczegdlnych przypadkach daje sie znalezé funkcje Greena poprzez
analize geometrii zbioru (2, bez potrzeby rozwiazywania réwnania Laplace’a. Zilustrujemy
to dwoma przyktadami: potprzestrzeni i kuli.

Pétprzestrzen R} = {z = (21,...,2,) : , > 0}.

Dla punktu z = (z1,...,2,) € R} niech 2* = (z1,...,,2,_1,—2,) bedzie jego punktem
sprzezonym. Zauwazmy, ze dla y € OR’}, mamy K (z,y) = K(z*,y), mozemy wigc polozy¢
G(z,y) = K(z,y) — K(z*,y). Poniewaz z* ¢ R, drugi skladnik w tej sumie jest, dla
kazdego x, funkcja harmoniczng ze wzgledu na y. Mamy wiec reprezentacje (zakladamy
istnienie calek)

uo) = [ G+ [ G,

N N 8%
RY ORZ Y

Obliczmy %:

Ty

any Yn on,  wn

lz—yl*  J2*—yln)’
codlay e aRf daje
0G(z,y) 1 2z,

Iny - CTn |z —y[n (99)

Funkcja ta nazywana jest jgdrem Poissona dla Rf, a wzor

u(z) = /8 L 2T o) (100)

o —_ n
RY Wn |£L’ y|
dla rozwiazania zagadnienia Dirichleta
Au=0na R}, u=g na OR",

wzorem Poissona. Pozostaje do pokazania, ze funkcja zdefiniowana wzorem

u(@) = | Gla.y)Af(y)dy + / o 2C @),

RY ORY Iny
jest rozwiazaniem zagadnienia Dirichleta (przy odpowiednich zalozeniach dotyczacych funk-
cit f,9)

Au= fna Q, u=g na 0.
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Zadanie to zostawiam czytelnikowi.
Kula B(0,a).

2
Niech z € B(0,a) i 2* = ﬁ?x. Korzystamy z faktu, ze sfera 0B(0,a) jest miejscem
x
geometrycznym punktéw dla ktérych iloraz odlegtoéci od * i od x jest staly i wynosi |a—|.
x

Mamy dla n > 2

*

K(z,y) = le —y|>™", K(z*,y) = 2* —yP7",

1 1
(2 —n)wy (2 —n)wy

a stad, dla y € 9B(0,a),
a

K(z*,y) = ( )2_nK(w7y)-

||

Poniewaz x™* lezy poza kula B(0, a), funkcja (z,y) — K(x™*,y) jest harmoniczna (wewnatrz
kuli), ze wzgledu na y dla kazdego x. Zatem funkcja

Gla.y) = K(xy) ('“)  K(a*,y) (101)

a

jest funkcja Greena zagadnienia Dirichleta dla kuli B(0, a). Bezposrednim rachunkiem do-
stajemy, ze jadro Poissona H(x,y) = W dane jest wzorem
Yy

H(z,y) = —— . (102)

Taki sam wynik dostajemy réwniez dla n = 2. Zatem dla funkcji harmonicznej v mamy
reprezentacje

uw = [ Hu) (103
0B(0,a)
Niech g € C(0B(0,a)). Pokazemy teraz, ze funkcja dana calka Poissona

u(z) = { faB(O,a) H(z,y)g(y) dla =€ B(0,a)

(104)
g(z) dla =z € 9B(0,a)

jest rozwiagzaniem zagadnienia Dirichleta

Au=0na B(0,a), u=g na 0B(0,a).

Wynika to z nastepujacych wlasnosci jadra Poissona (traktujemy je jako funkcje okreslona
na calym R"™ x R™ > (z,y), = # ).

(a) H jest klasy C* dla x # y,

)
(©) Jiyjmo =1, dla 2| <a,
(d) H(z,y) >0dla |z| < a,
)

jednostajna na kazdym zbiorze |y — z| > 6 > 0.

DowoOD: Punkty (a), (d) sa oczywiste, (b) dostajemy z bezpoéredniego rachunku, a (c)
wstawiajac do (103) u = 1. Pozostaje do wykazania (e), ale dla |y — 2| > § > 0

0< H(z,y) < (a® — |z[*) — 0.

1
awy0
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Przechodzac w calce (104) z rézniczkowaniem pod znak calki dostajemy z (b), ze u jest

harmoniczna wewnatrz kuli. Pozostaje do pokazania, ze u jest ciagta w punktach brzegu.
Niech wige |z| = a i |z]| < a. Z (c) dostajemy

u(z) —g(2) = H(z,y)(g(y) — 9(2))

ly|=a

- / H(y)(g(y) — 9(2)) + / H(z,y)(a(y) — 9(2)).
lyl=a,|y—z|<é

lyl=a,ly—z|>5

Z dodatniosci H, ciaglosci g i z (c) pierwsza calka < e dla dostatecznie malego ¢. Z punktu
(e) druga calka ma szacowanie

‘/I alyeslos H(z,y)(9(y) — 9(2))| < 2M H(z,y) <e, M =maxg,

lyl=a,|ly—z|>4

dla x dostatecznie bliskiego z.

Pokazalismy wiec, ze funkcja okreslona wzorem (104) jest rozwiazaniem zagadnienia Di-
richleta dla kuli o érodku w zerze. Biorac pod uwage niezmienniczosé operatora Laplace’a
wzgledem przesunieé¢, dostajemy rozwiazanie zagadnienia Dirichleta dla dowolnej kuli w R™.
Z wzoru Poissona dostajemy tez oszacowanie pochodnych funkcji harmoniczne;j:

ou OH n
o=/ Srouuw=[ ) (105)
Ori lyl=a OTi wWn Jjy|=a
i stad
|t (0)] < 2 maxc [u(y)]. (106)
a |y|=a

Analogiczna nieréwno$é mamy dla dowolnej kuli.

Niech Au = 0 w obszarze ograniczonym ). Oznaczmy przez d(z) odleglo$é x od brzegu
0. Stosujac (106) do kul o érodku w x, zawierajacych sie w Q i przechodzac do granicy
a — d(z), dostajemy nier6wnosé

|t ()] < = maxu(y)]- (107)
d(a:) yeN

Podobne szacowania dostajemy dla wyzszych pochodnych, zatem zbiezno$¢ niemal jedno-
stajna funkcji harmonicznych w §2 jest rownowazna zbieznosci niemal jednostajnej ze wszyst-
kimi pochodnymi. Stad granica niemal jednostajna funkcji harmonicznych jest tez funkcja
harmoniczna.

Niech teraz (uy) bedzie ciggiem funkcji harmonicznych w €2, ciaglych na Q. Z zasady
maximum, jezeli ciag ten jest zbiezny jednostajnie na brzegu, to jest zbiezny jednostajnie
w Q, wiec zbiezny do funkcji harmonicznej w €. Jezeli z kolej ciag (uy) jest tylko wspol-
nie ograniczony na brzegu, to z oszacowania pochodnej wynika, ze na kazdym zwartym
podzbiorze A C 2 cigg ma wspdlnie ograniczona pochodna, wiec funkcje z ciggu sa jedna-
kowo ciaglte. Z twierdzenia Ascoli-Arzeli istnieje podciag (u;,) zbiezny jednostajnie na A.
atwo stad wywiesé, ze z ograniczonego ciggu funkcji harmonicznych mozna wybraé¢ podciag
zbiezny niemal jednostajnie do funkcji harmonicznej (tzn. podciag, o ktérym byla mowa
powyzej, mozna wybraé¢ wspélny dla wszystkich podzbioréw zwartych A). Przestrzen funkeji
harmonicznych jest zupelna w normie jednostajnej, a w topologii niemal jednostajnej ma
wlasnosé znang dla skonczenie-wymiarowych przestrzeni unormowanych: zbiér ograniczony
i domkniety jest zwarty!
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9.4. Metoda Perrona. Znaczenie praktyczne metody Perrona jest ograniczone, ale warto
sie z nia zapozna¢ ze wzgledu na jej elegancje, prostote i matematyczne pigkno. Opiera sig
ona na ciggu prostych obserwacji.

O1 Niech w € C(2) bedzie funkcja harmoniczna w © i niech u bedzie funkcja subharmo-
niczna i taka, ze u < w na brzegu Q). Wowczas u < w na catym Q. Istotnie, funkcja u — w
jest subharmoniczna w €2 i na brzegu jest mniejsza od zera. Z zasady maximum jest mniej-
sza od zera wszedzie (tzn. na calym Q).

Przypomnijmy, ze srednia sferyczna funkcji h jest My, (z,r) = ﬁ f\yfz|:'r h(y)dS,. Dla
funkcji subharmonicznej mamy u(x) < M, (z,r) dla dostatecznie matych r. Oznaczmy ()
zbiér funkceji subharmonicznych w Q.

02 Dla funkcji ciaglej u, 2 € Q i p takiego, ze B(z,p) C Q definiujemy funkcje u, , za-
stepujac u w kole B(z, p) funkcja harmoniczna z warunkami ¢g(y) = u(y) na sferze S(z, p).
Funkcja taka dana jest calka Poissona (104). Zauwazamy, Ze

w(x) < uzp(x) dla wszystkich © i u,, € 3(Q). (108)

Istotnie, z O1 mamy nieréwno$é¢ w B(z, p), a poza kolem nawet réwnosé. Aby pokazaé, ze
U, jest podharmoniczna wystarczy zauwazy¢, ze dla € S(z, p) i dostatecznie malego 7

Uz p(7) = u(x) < My(z,7) < My, ,(2,7).

Ostatnia nier6wno$é¢ wynika z (108). B
03 Dla u € X(Q) nieréwnosé u(z) < My(x,r) zachodzi dla wszystkich r takich, Ze B(x,r) C
Q. Istotnie, dla takiego r mamy z (108)

u(r) < ugr(x) = My, (2,7) = My(2,7).

04 Funkcja u jest harmoniczna w Q wtedy i tylko wtedy, u oraz —u nalezg do (). Ko-
nieczno$¢ wynika z twierdzenia Gaussa o $rednich (93). Z drugiej strony, jezeli u, —u € %(€),
to dla B(z,r) C Q mamy z O2

w(z) S uzp(x), —u(z) < (—u),, () =—u,,(x) dla z€Q.

Stad u = u, ,, czyli u jest harmoniczna w B(z, 7).
Bezposrednim wnioskiem jest
05 Jezeli dla funkcji cigglej uw mamy réwnosé u(xz) = M, (x,p) dla kazdego x € Q i dla
wszystkich dostatecznie malych p, to u jest harmoniczna w Q.

Zdefiniujemy teraz kandydata na rozwigzanie problemu Dirichleta. Dla f € C(0R) defi-
niujemy rodzing funkcji

() ={ueC@)NI(Q): u< f na 0N}

Rodzina ta nie jest pusta, bo nalezy do niej funkcja stala, réwna min f. Z zasady maximum

mamy ponadto, ze u(x) < max f dla u € X;(£2). Zatem mozemy zdefiniowaé¢ funkcje wy na
Q) wzorem

wy(z) = sup u(x).

ueX(Q)

Zanim przejdziemy do dowodu, ze wy jest rozwigzaniem zagadnienia Dirichleta, jeszcze
jedna obserwacja.

O5 Jezeliu; € £4(Q), i =1,...,k, to funkcja v = max(u1,...,ux) nalezy do L;(Q).
Istotnie, v jest funkcja ciagla i mamy

U(‘T) = max(ul(x), BREE) Uk(l’)) < max(Mul (xap)a SERE) (Mul (I7p)) < Mv(l‘,p)
dla dostatecznie matych p.
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STWIERDZENIE 8. Funkcja wy jest harmoniczna w ).

DowoDp: Niech B(z,p) € Qi niech p’ < p. Wybieramy ciag (z%) puntéw z B(z,p'). Dla
kazdego punktu ' mamy ciag u! € ¥;(Q) taki, ze

wy(z') = Jlgglo ul (). (109)

i

Relacja (109) zachowuje sie, jezeli u! zastapimy funkcja u € X ;(Q), wicksza od u!: u! < u.

1
Zbudujmy teraz nowy ciag funkcji

W (z) = max(ul (z),. .. ,u? (2)).

Na mocy 05, u/ € 4(Q) i v/ (z) > ul(z) dlaz € Q), j > i, wiec lim;_ . v/ (zF) = wy(z*).
Zastepujemy teraz u’ przez ug , 1 dostajemy ciag funkcji zbieznych do wy w punktach ciggu
(x%), ktére na B(z, p) sa harmoniczne. Ciag (u’) jest ograniczony, wiec mozna z niego wybraé
podciag zbiezny na B(z,p’) do funkeji harmonicznej w. Oczywiscie w(z') = wy(z?).
Jezeli 2 — x € B(z,p), to dostajemy zbieznosé ciagu we(z?) i stad wynika ciaglodé wy.
Istotnie, niech wy(x) = limwy(z?) + a. Gdyby a > 0, to istnialaby funkcja u € (1)
taka, ze wy(x) > u(x) > wy(x) — 5. Z cigglodci u dostajemy, ze dla duzych i mamy
u(z;) > wy(z;). Sprzecznosé. Podobnie, jezeli a < 0, to dla kazdego x; istnieje u; € ¥;(Q)
taka, ze u;(x;) > wy(x;)+§. Z cigglosci u; mamy, ze u;(x) > wy(x) dla dostatecznie duzego
1. Znowu sprzecznosé, wiec a = 0.
Jezeli ciag o' tworzy zbiér gesty w B(z, p'), to dostajemy réwnoéé w i w ¢ na zbiorze gestym.
Z ciaglosci wy wynika réwnosé na calym B(z, p'). wy jest harmoniczna w otoczeniu z, wiec
tez na catym €. n

Pozostaje do wykazania, ze wy moze by¢, w sposéb ciagly, przedtuzona do funkcji f na
0f). Tutaj sprawa jest subtelniejsza i wymaga pewnych zalozen dotyczacych brzegu Of).
Najpierw definicja: barierg w punkcie z € 02 nazywamy funkcje v € C(Q) N X(Q) taka, ze
v(z) =0iv(x) <0dlaz#zedN O brzegu zakladaé bedziemy, ze kazdy jego punkt ma
bariere.

STWIERDZENIE 9. Niech kazdy punkt 02 ma bariere. Wowczas funkcja na Q
{ wy(xz) dla z€Q

v fx) dla = € 09
jest ciagla.
Dowép: Wystarczy pokazaé ze jezeli Q 3 x, — y € 99, to wy(z,) — f(y). Pokazmy
najpierw, ze liminf ws(z,) > f(y). Niech € i K beda dodatnimi liczbami i niech v, bedzie
bariera w z. definiujemy funkcjg u wzorem

u(@) = f(y) — & + Kv, ().

Funkcja ta nalezy do C(Q)NX(Q) i u(z) < f(y) — e dla = € partialQ. Z ciagloéci f istnieje
0 >0,z f(z) > fly) —edla |z —y| <, =z € N Zatem u(z) < f(z) dla takich x.

Poniewaz v, jest ujemna poza y, dla dostatecznie duzego K mamy réwniez u(z) < f(z) dla
|z —y| > 9, x € IN. Zatem dla takich K nieréwnos¢ u(z) < f(z) mamy na calym brzegu

istad u € Xp(Q). Zatem u(x) < wy(z) dla z € Q1 stad
fly) —e =limu(z,) < liminfwy(z,).

W granicy € — 0 dostajemy liminf ws(z,) > f(y).

Pokazemy teraz, ze limsupwy(xz,) < f(y) Suma funkcji podharmonicznych jest funkcja
podharmoniczna, wiec jezeli u,v € %(2) oraz, u < f i v < —f na brzegu, to u+ v < 0 na
Q. Z zasady maximum, u(z) + v(z) < 0 w Q. Stad wy < —w_y, ale mamy z poprzedniego
liminfw_¢(z,) = —f(y), wiec

limsupwy(z,) < limsup(—w_¢(z,))
= —liminfw_; < f(y).
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10. Fakty z analizy funkcjonalnej. Przestrzenie Sobolewa.

10.1. Odwzorowania zwarte i Fredholma. Odwzorowanie liniowe i ciggle K: X — Y
nazywamy zwartym, jezeli zbiory ograniczone przeprowadza w prezwarte, tzn. z kazdego
ciagu ograniczonego (z,) mozna wybraé podciag x,, taki, ze ciag K., jest zbiezny. Oczy-
wistym jest, ze zlozenie odwzorowania ograniczonego (czyli ciaglego) ze zwartym jest od-
wzorowaniem zwartym (méwimy tylko o odwzorowaniach liniowych).

STWIERDZENIE 10. Odwzorowanie dualne do odwzorowania zwartego jest odwzorowaniem
zwartym

DowoD: Niech K: X — Y bedzie odwzorowaniem zwartym, a Cx: X — X*iCy:Y — Y'*
izomorfizmami Riesza. Niech ciag (g,) w Y™* bedzie ograniczony. Ciagi (K*g,) i (C;(lK *0n)
sa tez ograniczone. Zatem istnieje podciag gy, taki, ze ciag (KC~1K™*g,,) jest zbiezny (bo
K jest zwarty). Mamy

K" (gn = gm)II> = (Cx" K™ (gn — gm) | Ox K™ (90 — gm))
= (K™ (g0 — 9m), Cx ' K*(gn = gm))= ((gn — 9m), KCX' K*(gn — gm))
= (Cy (9n — gm) | KCX K™ (gn — gm))

1C5 (gn — gm) I ECX K™* (gn — gm) |

<
< M|KCT K™ (g0 = gm) |

bo ciag (gn) jest ograniczony. Ze zbieznoéci (||KC~1K*(g,,)||) wynika zbieznoéé (K™*g,, ).
|

DEFINICJA 4. Odwzorowanie (liniowe i ciaglte) F: X — Y nazywamy Fredholma, jezeli Im F
jest podprzestrzenig domknieta, a dim ker ' oraz dim (Y/ Im F) sg skonczone.

Ze Stwierdzenia 3 wynika, ze dim(Y/ Im F) = dimker F'*. Przestrzeni Y/Im F nazywana
jest kojadrem F'.

STWIERDZENIE 11. Jezeli odwzorowanie F: X — Y jest Fredholma, to dualne odwzorowa-
nie F*:Y* — X* jest tez Fredholma.

Dowo6D: Mamy Im F = (ker F*)° i stad dimker F* = dimY/Im F < oo. Odwzorowanie
F indukuje izomorfizm F: X/ker F — Im F', wiec tez izomorfizm dualny

F*:(ImF)* — (X/kerF)*.

Poniewaz Im F' = (ker F*)°, to (Im F)* = Y*/ker F*, a z réwnoéci Im F* = (ker F)°
wynika
(X/ker F)* = (ker F)° = Tm F.

Mamy zatem izomorfizm F*: Y*/ker F* — Im F'*, a poniewaz F* = F* (sprawdzid!), to
Im F* = Im F*. Oczywiscie dim(X™*/Im F*) = dimker F' < oo. m

Bardzo wazny jest fakt, ze zaburzenie odwzorowania Fredholma odwzorowaniem zwartym
pozostaje odwzorowaniem Fredholma.

TWIERDZENIE 7. Jezeli F: X — Y jest Fredholma, a K: X — Y zwarty, to F+ K: X — Y
jest tez Fredholma.

DowoD: Niech (z,,) bedzie ograniczonym ciggiem w X takim, ze ciagg ((F + K)mn) jest
zbiezny. Ze zwartosci K istnieje podciag (z,,, ) taki, ze (Kx,, ) jest ciagiem zbieznym. Zatem
(Fap,) jest tez zbiezny, a poniewaz I jest Fredholma, to istnieje podciag zbiezny (2, ).
Z Twierdzenia dimker(F + K) < oo i obraz Im(F + K) jest domkniety. Zastepujac F, K
przez ich dualne i korzystajac ze Stwierdzen dim ker(F + K)* < oc. ]
10.2. Przestrzenie Sobolewa. Lemat Rellicha.

Cedheedadiceccacce

10.3. Przestrzenie dualne. Przestrzenie §ladéw.
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11. Zagadnienia eliptyczne metoda bezposrednig.
Stabe rozwiazania.

11.1. Funkcjonal dzialania (energii) i jego rézniczka.

11.2. Naturalne zagadnienie brzegowe.

11.3. Zagadnienie Dirichleta.

11.4. Regularno$é. Uwagi koncowe.
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