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Równania Lagrange'a

q(t) � mo»liwa trajektoria czasowa, q̇ = dq/dt

Lagran»jan L(q, q̇, t)

Dziaªanie

S =

∫ t1

t0

dt L

Ekstremum S , ustalone q(t0) i q(t1) → rzeczywista trajektoria q(t)

Równania Eulera-Lagrange'a

d

dt

∂L

∂q̇
=
∂L

∂q



Wiele stopni swobody

q1, . . . qn, L(q1, . . . , qn, q̇1, . . . , q̇n, t)

d

dt

∂L

∂q̇k
=

∂L

∂qk

Ogólnie L = T − V

Nierelatywistycznie (masy mk), bez wi¦zów

T =
∑
k

mk q̇
2
k/2, V = V (q)

Energia kinetyczna T

Elektrodynamika

Q � ªadunek, A0 � potencjaª skalarny, ~A � wektorowy:

T = mv2/2, V = QA0 − Q~v · ~A, ~v = ~̇x



Relatywistycznie (c = 1)

czas wªasny dτ = dt/γ = dt
√
1− v2

τ � niezmiennik relatywistyczny

T = m
√

1− v2 = mdτ/dt∫
dt T =

∫
mdτ

Elektrodynamika

S =

∫
dt L =

∫
mdτ − Q

∫
dx · A

a · b ≡ aµbµ = a0b0 − a1b1 − a2b2 − a3b3

t = x0, b1,2,3 = −b1,2,3, b0 = b0
Dziaªanie niezmiennicze!

Energia kinetyczna m2/T



Równania Hamiltona

Transformacja Legendre'a

pk = ∂L/∂q̇k

H = H(q, p) =
∑
k

q̇kpk − L

Odwracalno±¢

q̇k = ∂H/∂pk , L =
∑
k

q̇kpk − H

Równania ruchu

q̇k = ∂H/∂pk , ṗk = −∂H/∂qk
H � staªa ruchu, je±li L = L(q, q̇) (nie zale»y jawnie od czasu)

Nawias Poissona

{A,B} =
∑
k

∂A

∂qk

∂B

∂pk
− ∂B

∂qk

∂A

∂pk



Przestrze« fazowa

dΓ = dq1dp1 · · · dqndpn
Ruch nie±ci±liwy (twierdzenie Liouville'a)

Div(q̇, ṗ) =
∑
k

∂q̇k
∂qk

+
∂ṗk
∂pk

=
∑
k

∂2H

∂qk∂pk
− ∂2H

∂pk∂qk
= 0

Entropia: −
∫
dΓρ ln ρ staªa mikroskopowo!

Stany Gibbsa � maksymalizacja entropii, ustalone 〈H〉, 〈N〉, ...

ρ ∝ exp(−βH + βµN + . . . )

β = 1/kT



Niezmienniczo±¢ relatywistyczna d3xd3p

Dowód (van Kampen 1968): d4x i d4p s¡ niezmienicze∫
d4x δ(τ − τa) =

∫
d4x δ(t − ta)/(dτ/dt)

∫
d4p δ+(p · p −m2) =

∫
d4p δ(p0 − p0a)/2p0

ale dτ/dt =
√
1− v2 = m/p0, p0 =

√
~p · ~p + m2



Teoria pola

φ(x) = φ(x0, x1, x2, x3)

2L =

∫
d3x(∂φ · ∂φ−m2φ2 − λφ4)

∂µ = ∂/∂xµ

S =

∫
d4xL , 2L = ∂φ · ∂φ−m2φ2 − λφ4

L niezmiennicze relatywistycznie

π = ∂0φ

H =

∫
d3x [π2 + (∇φ)2 + m2φ2 + λφ4]/2



Mechanika kwantowa (~ = 1)

{A,B} → [Â, B̂] = ÂB̂ − B̂Â

Kwantyzacja kanoniczna

[q̂k , p̂k ] = i

pozostaªe zerowe

Ĥ = H(q̂, p̂)

problemy przy H = q2p2

Ewolucja � równanie Schrödingera

id |ψ〉/dt = Ĥ|ψ〉



Macierz g¦sto±ci

id ρ̂/dt = [Ĥ, ρ̂]

Obraz Heisenberga

−idÂ/dt = [Ĥ, Â]

Pytania kwantowe

〈Ân(tn) . . . Â1(t1)〉 = TrÂn(tn) . . . Â(t1)ρ̂

Ĥ hermitowski → ewolucja unitarna

Entropia: −Trρ̂ ln ρ̂, staªa mikroskopowo

Stany Gibbsa, maksymalizacja entropii

ρ̂ ∝ exp(−βĤ + βµN̂ + . . . )



Feynman 1948 (rozpraszanie, macierz S , amplitudy, in-out)

〈Ân(tn) . . . Â1(t1)〉

tn > · · · > t1

Tre i Ĥtn Âne
i Ĥ(tn−1−tn)Ân−1 · · · Â1e

−i Ĥt1 ρ̂

Kontur Feynmana



Schwinger 1961 i Kieªdysz 1964, in-in

〈Â′n(t ′1) . . . Â′1(t ′n)Ân(tn) . . . Â1(t1)〉

tn > · · · > t1, t
′
n > · · · > t ′1

Kontur Schwingera-Kieªdysza



Matsubara 1955

ρ̂ ∝ e−βĤ

t = −iβ

Kontur Matsubary



Kadano� i Baym 1962

t(s), t ∈ C, s ∈ R, dt = (dt/ds)ds, ∂/∂t = (dt/ds)−1∂/∂s
δ(t − t ′) = δ(s − s ′)/(dt/ds), θ(t − t ′) = θ(s − s ′)

〈Â′n(t ′1) . . . Â′1(t ′n)Ân(tn) . . . Â1(t1)〉β = TrTse−i
∫
dtĤ Â′1 . . . Â

′
nÂn . . . Â1



Niezmienniczo±¢ relatywistyczna

β <∞ → narzuca ukªad odniesienia

czterowektor β = (β, 0, 0, 0)

Skalar βµPµ P = (H, ~P) - czterop¦d

Pró»nia: β →∞, ρ̂→ |0〉〈0|

Aksjomat Wightmana 1956

〈Ân(xn) . . . Â1(x1)〉0 jest niezmiennicze relatywistycznie

generatory boostów J01, J02, J03 (pozostaªe � obroty)

Jµν = xµ∂ν − xν∂µ



Teorie swobodne

Dla lagran»janów biliniowych

Ĥ =

∫
d3p p0 â†p âp

Pro»nia |0〉: â|0〉 = 0

Pole skalarne

âp =

∫
d3x(

√
p0φ̂(x) + i π̂(x)/

√
p0)e−i~p·~x/4π3/2

p · p = m2 → wzory na korelacje

Niezmienniczo±¢ dowodzi si¦ bezpo±rednim rachunkiem



Caªki po trajektoriach

Feynman

〈q|e−itĤ |q′〉 =

∫ q(t)=q

q(0)=q′
Dq e iLt

t mo»e byc zespolone!

〈Â′n(x ′1) . . . Â′1(x ′n)Ân(xn) . . . Â1(x1)〉β =∫
Dφ e i

∫
d4xL A′n(x ′n) . . .A′1(x ′1)An(xn) . . .A1(x1)



Funkcje Greena

G (x , x ′) = 〈φ(x)φ(x ′)〉 =

∫
Dφ e i

∫
d4xL φ(x)φ(x ′)

δ(x − x ′) =

∫
Dφ e i

∫
d4xL δ(x − x ′) =

∫
Dφ e i

∫
d4yL δφ(x)

δφ(x ′)

= −
∫

Dφ e i
∫
d4yL

∫
id4y

δL

δφ(x)
φ(x ′)

2L = ∂φ(y) · ∂φ(y)−m2φ2(y)

−
∫

id4y
δL

δφ(x)
= i∂ · ∂φ(x) + im2φ(x)

δ(x − x ′) = i(∂ · ∂ + m2)G (x , x ′)

G (x , x ′) =

∫
d3p

2p0(2π)3

∑
±
∓e
±ipµ|x−x ′|µ

1− e±βp0

|x − x ′|1,2,3 = (x − x ′)1,2,3

|x − x ′|0 = θ(x0 − x ′0)(x0 − x ′0) + θ(x ′0 − x0)(x ′0 − x0)



Zerowa temperatura

A.B. arxiv:1209.0209

Przypadek Feynmana, amplitudy



Podsumowanie

Lagrange

• niezmienniczo±¢ relatywistyczna dynamiki

• kwantowo � caªki po trajektoriach

• kwantowa pró»nia niezmiennicza

• zastosowanie: kwantowy oscylator harmoniczny

Hamilton

• �zyka statystyczna

• kwantowo: operatory, komutatory

• entropia

• zastosowanie: kwantowa studnia, atom wodoru

Kadano�-Baym → ªamanie symetrii czasu




