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1. Troch¦ topologii.
Topologi¡ na zbiorze M nazywamy rodzin¦ � podzbiorów M o nast¦puj¡cych wªasno-

±ciach:
(a) ;;M 2 �
(b) je»eli O1; O2 2 � , to O1 \O2 2 �
(c) dla dowolnej rodziny (O�)�2I zbiorów nale»acych do � ich suma S�2I O� 2 � .

Podzbiory nale»¡ce do rodziny � nazywamy zbiorami otwartymi. Zbiór M z ustalon¡ topo-
logi¡ � nazywamy przestrzeni¡ topologiczn¡.
1.1. Aksjomaty oddzielania. Ze wzgl¦du na wªasno±ci oddzielania wyró»nimy nast¦pu-
j¡ce klasy topologii:

T1 Dla ka»dej pary ró»nych punktów x; y 2 M istnieje zbiór otwarty O taki, »e x 2 O
oraz y 62 O. W takiej przestrzeni zbiór jednopunktowy jest domkni¦ty.

T2 Dla ka»dej pary ró»nych punktów x; y 2 M istniej¡ zbiory otwarte O;U takie, »e
x 2 O; y 2 U oraz O \ U = ;. Przestrze« z topologi¡ o tej wªasno±ci nazywa si¦
przestrzeni¡ Hausdor�a.

T3 Dla ka»dego punktu x 2 M oraz zbioru domkni¦tego A � M takiego, »e x 62 A
istniej¡ zbiory otwarte O;U � M takie, »e x 2 O; A � U oraz O \ U = ;. Za-
kªada si¦ przy tym, »e zbiór jednopunktowy jest domkni¦ty (przestrze« jest typu
T1). Przestrze« z topologi¡ z tymi wªasno±ciami nazywa si¦ przestrzeni¡ regularn¡.

T4 Dla ka»dej pary rozª¡cznych zbiorów domkni¦tych A;B � M; A \ B = ; istniej¡
rozª¡czne zbiory otwrte O;U takie, »e A � O; B � U . Jak i poprzednio zakªada
si¦, »e zbiór jednopunktowy jest domkni¦ty (przestrze« jest typu T1). Przestrze« z
topologi¡ o tej wªasno±ci nazywa si¦ przestrzeni¡ normaln¡.

Przestrzenie normalne s¡ dla nas interesuj¡ce ze wzgl¦du na poni»sze podstawowe twier-
dzenie, ze wzgl¦dów historycznych nazywane lematem.
Twierdzenie 1 (lemat Urysohna). Je»eli A i B s¡ domkni¦tymi zbiorami w przestrzeni
normalnej M oraz A \B = ;, to istnieje funkcja ci¡gªa f : M ! R taka, »e

f(x) =
� 1 dla x 2 B

0 dla x 2 A
Dow�od: (Szkic): Chcemy zbudowa¢ rodzin¦ zbiorów otwartych fUwg, gdzie w 2 Q\ [0; 1] i
takich, »e je»eli w < w0, to Uw � Uw0 oraz A � U0, B = M nU1. Niech (wn) b¦dzie ci¡giem
wszystkich liczb wymiernych z przedziaªu [0; 1] takim, »e w1 = 0 oraz w2 = 1. Przestrze«
jest normalna, wi¦c istniej¡ rozª¡czne zbiory otwarte U � A i O � B. Kªadziemy U0 = U i
U1 = M n B. Mamy oczywi±cie U0 � U1. Zaªó»my teraz, »e mamy ju» zbudowan¡ rodzin¦
Uw0 : : : Uwn . Wybierzmy z ci¡gu w0 : : : wn dwie liczby: liczb¦ wl najbli»sz¡ wn+1 spo±ród
mniejszych od niej i liczb¦ wp najbli»sz¡ wn+1 spo±ród wi¦kszych od niej. Mamy oczywi±cie
wl < wp i Uwl � Uwp . Zbiory Uwl i M n Uwp s¡ domkni¦te i rozª¡czne, wi¦c z normalno±ci
przestrzeni istniej¡ rozª¡czne zbiory otwarte U � Uwl i O � (M n Uwp). Wynika st¡d, »e
U � Uwp . Kªadziemy Uwn+1 = U .

Maj¡c rodzin¦ (Uw) de�niujemy funkcj¦ f :M ! [0; 1] wzorem
f(x) = inf

x2Uw w:

Pokazuje si¦, »e funkcja f jest ci¡gªa.
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Twierdzenie 2 (Tietze{Urysohn). Niech A b¦dzie zbiorem domkni¦tym w przestrzeni
normalnej M . Dla ka»dej funkcji ci¡gªej f : A! R istnieje funkcja ci¡gªa f : M ! R taka,
»e f(x) = f(x) dla x 2 A.
1.2. Przestrzenie parazwarte. Mówimy, »e rodzina zbiorów otwartych (O�)�2I tworzy
pokrycie M , je»eli [�2IO� = M . Mówimy, »e pokrycie (U�)�2A jest wpisane w pokrycie
(O�)�2I je»eli dla ka»dego � 2 A istnieje � 2 I takie, »e U� � O�.

Pokrycie (O�)�2I nazywamy lokalnie sko«czonym, je»eli dla ka»dego x 2 M istnieje oto-
czenie U 3 x takie, »e U \O� 6= ; tylko dla sko«czonej liczby wska¹ników.
Definicja 1. Przestrze« topologiczn¡ Hausdor�a (M; �) nazywamy parazwart¡ je»eli w
ka»de pokrycie otwarte przestrzeni mo»na wpisa¢ pokrycie lokalnie sko«czone.

Pokazuje si¦, »e ka»da przestrze« parazwarta jest normalna.
2. Rozmaito±ci ró»niczkowe.

Niech M b¦dzie przestrzeni¡ topologiczn¡. Map¡ w M nazywamy trójk¦ c = (U;';m),
gdzie U jest otwartym podzbiorem M , m jest nieujemn¡ liczb¡ caªkowit¡ i ' jest home-
omor�zmem U na otwarty podzbiór '(U) w Rm. Zbiór U jest nazywany dziedzin¡ mapy c,
a liczba m wymiarem mapy c.

Niech c = (U;';m) b¦dzie map¡ w M i niech B b¦dzie otwartym podzbiorem M , za-
wartym w U . Trójka cjB = (B;'jB;m) jest map¡ w M nazywan¡ obci¦ciem mapy c do
B.

Dwie mapy c = (U;';m) and c0 = (U;'0;m0) z t¡ sam¡ dziedzin¡ U s¡ zgodne je»eli dwa
homeomor�zmy

'0 � '�1:'(U)! '0(U) (1)
i

' � '0�1:'0(U)! '(U) (2)
s¡ ró»niczkowalne. Ró»niczkowalne b¦dzie zawsze oznacza¢ niesko«czenie ró»niczkowalne,
czyli klasy C1. Wymiary m i m0 zgodnych map s¡ równe. Dwie dowolne mapy c = (U;';m)
i c0 = (U 0; '0;m0) nazywamy zgodnymi je±li albo U \ U 0 jest zbiorem pustym albo obci¦cia
c i c0 do U \ U 0 s¡ zgodne. Atlas na M jest zbiorem parami zgodnych map takich, »e
ich dziedziny stanowi¡ pokrycie M . Je»eli ka»da mapa zgodna z mapami atlasu nale»y do
tego atlasu, to mówimy, »e atlas jezt zupeªny lub maksymalny. Ka»dy atlas generuje atlas
maksymalny.
Definicja 2. Rozmaito±ci¡ ró»niczkow¡ nazywamy topologiczn¡ przestrze« Hausdor�a M
z atlasem maksymalnym. Elementy atlasu nazywamy mapami rozmaito±ci ró»niczkowej M .
Rozmaito±¢ ró»niczkow¡ nazywa¢ b¦dziemy czyst¡ o wymiarze m je±li wszystkie jej mapy
s¡ wymiaru m.

W dalszym ci¡gu rozpatrywa¢ b¦dziemy tylko czyste rozmaito±ci.
Zbiór Rm posiada kanoniczn¡ struktur¦ rozmaito±ci ró»niczkowej zde�niowan¡ przez atlas

zupeªny generowany atlasem skªadaj¡cym si¦ z jednej mapy (Rm; 1Rm ;m).
Niech c = (U;';m) b¦dzie map¡ rozmaito±ci M i niech pr�:Rm ! R b¦dzie kanonicznym

rzutowaniem dla � = 1; : : : ;m. Funkcje x� = pr�j'(U) � ':U ! R nazywamy lokalnymi
wspóªrz¦dnymi dla mapy c.

Niech � b¦dzie odwzorowaniem z rozmaito±ci ró»niczkowej M do rozmaito±ci ró»niczkowej
N i niech c = (U;';m) oraz d = (V;  ; n) b¦d¡ mapami odpowiednio M i N takimi, »e
�(U) � V . Odwzorowanie

 � � � '�1:'(U)!  (V ) (3)
nazywamy lokalnym wyra»eniem odwzorowania � w mapach c i d.
Definicja 3. Niech M i N b¦d¡ rozmaito±ciami ró»niczkowymi. Odwzorowanie �:M ! N
nazywamy ró»niczkowalnym je»eli wszystkie jego lokalne wyra»enia s¡ ró»niczkowalne. Dy-
feomor�zm jest bijektywnym odwzorowaniem ró»niczkowalnym z ró»niczkowalnym odwzo-
rowaniem odwrotnym.
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Zbiór odwzorowa« ró»niczkowalnych z M do N jest oznaczany C1(N;M). Oczywistym
jest, »e zªo»enie odwzorowa« ró»niczkowalnych rozmaito±ci jest odwzorowaniem ró»niczko-
walnym.

Zbiór C1(R;M) wszystkich funkcji ró»niczkowalnych na M jest przemienn¡ algebr¡
ª¡czn¡ nad ciaªem R. Oznacza¢ j¡ b¦dziemy C(M).
Definicja 4. Niech U b¦dzie otoczeniem punktu q 2 M . Mówimy, »e ró»niczkowalna
funkcja h:M ! R separuje punkt q w zbiorze U je»eli

(a) istnieje otoczenie V punktu q takie, »e hjV = 1
oraz

(b) istnieje otwarty zbiór W taki, »e U [W = M i hjW = 0.

Równo±ci hjV = 1 i hjW = 0 implikuj¡, »e zbiory V i W s¡ rozª¡czne. Wynika st¡d, »e
V � U , bo U [W = M .

Zauwa»my, »e je»eli funkcja h separuje punkt q w otoczeniu U i f jest funkcj¡ na M tak¡,
»e f jU = 0, wtedy hf = 0. Je»eli U i U 0 s¡ otoczeniami punktu q, U � U 0 i funkcja h
separuje q in U , to h separuje q w U 0.
Stwierdzenie 1. Dla ka»dego otoczenia U punktu q 2 M istnieje nieujemna funkcja h
separuj¡ca q w U .
Dow�od: Wiadomo, »e funkcja


:R! R

: t 7!
� 0 dla t � 0

exp(�t�1) dla t > 0 (4)

jest niesko«czenie wiele razy ró»niczkowalna.
Zauwa»my, »e


("� t) =
� exp((t� ")�1) > 0 dla t < "

0 dla t � " (5)

i

(t� "=2) =

� 0 dla t � "=2
exp(("=2� t)�1) > 0 dla t > "=2: (6)

Zatem

("� t) + 
(t� "=2) > 0: (7)

Wynika st¡d, »e funkcja

�":R 7! R

: t 7! 
("� t)

("� t) + 
(t� "=2) (8)

jest niesko«czenie ró»niczkowalna. Mamy �"(t) = 1 dla t < "=2 i �"(t) = 0 dla t > ". W
przedziale ["=2; "] funkcja �" maleje monotonicznie.

Niech U b¦dzie dziedzin¡ mapy c = (U;';m) zawieraj¡c¡ punkt q 2 M i niech x� (k =
1; : : : ;m) b¦d¡ lokalnymi wspóªrz¦dnymi tej mapy. Niech " b¦dzie dodatni¡ liczb¡ tak¡, »e
domkni¦ta kula

B(q�; ") =
(

(q0�) 2 Rm;
mX
�=1

(q0� � q�)2 � "2
)

(9)

jest zawarta w '(U). Niech V b¦dzie przeciwobrazem '�1(B(q�; "=2)) otwartej kuli

B(q�; "=2) =
(

(q0�) 2 Rm;
mX
�=1

(q0� � q�)2 � "2=4
)
: (10)
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Zbiór
W = M n '�1

�
B(q�; ")

�
(11)

jest otwarty i U [W = M . Funkcja

h:M ! R

: q0 7!
(
�"
�pPm

�=1(x�(q0)� x�(q))2
�

dla q0 2 U
0 dla q0 62 U

jest niesko«czenie ró»niczkowalna, hjV = 1 i hjW = 0. Zatem h separuje q w U . Je»eli
U nie jest dziedzin¡ mapy, to funkcj¦ h separuj¡c¡ q w U dostaniemy stosuj¡c powy»sz¡
konstrukcj¦ do dowolnej dziedziny mapy, zawieraj¡cej q i zawartej w U .
Stwierdzenie 1. Odwzorowanie �:M ! N jest ró»niczkowalne wtedy, gdy dla ka»dej
funkcji ró»niczkowalnej f 2 C(N) mamy

��f = f � � 2 C(M):

Dow�od: Je»eli odwzorowanie � jest ró»niczkowalne i f 2 C, to f � � jest ró»niczkowalna,
bo zªo»enie odwzorowa« ró»niczkowalnych jest ró»niczkowalne.

Niech teraz f � � 2 C(M) dla ka»dej funkcji f 2 C(N). Lokalne wyra»enie �

 � � � '�1:'(U)!  (V )

w mapach c = (U;';m) oraz d = (V;  ; n) jest ró»niczkowalne, je»eli jest ró»niczkowalne w
ka»dym punkcie. Niech q 2 U i niech funkcja h 2 C(N) separuje �(q) w V . Odwzorowanie
h mo»na przedªu»y¢ zerem do odwzorowania gªadkiego e na caªym N . Na mocy zaªo»enia
wspóªrz¦dne tego odwzorowania s¡ funkcjami gªadkimi, zatem e � � i e � � � '�1 s¡ od-
wzorowaniami gªadkimi. Poniewa» w otoczeniu '(q) odwzorowanie e � � � '�1 jest równe
 � � � '�1, wi¦c to ostatnie jest ró»niczkowalne (gªadkie) w '(q).

Warunek z de�nicji rozmaito±ci, »e M jest przestrzeni¡ Hausdor�a jest istotny. Nie wynika
on z istnienia atlasu, co ilustruje poni»szy przykªad.

Niech:
R2 � B = f(x; y) 2 R2: y = 0 lub y = 1g:

Topologia na B jest topologi¡ z R2. W B wprowadzamy relacj¦ równowa»no±ci

�: (x1; y1) � (x2; y2), (x1 = x2) i ((y1 = y2) lub (x1 > 0)):

Wtedy B= � nie jest Hausdor�a, bo ka»da para otocze« punktów A = (0; 0) i B = (0; 1) ma
niepuste przeci¦cie. W oczywisty sposób wprowadzamy na B lokalne ukªady wspóªrz¦dnych.
2.1. Rozmaito�sci parazwarte. Rozk lad jedno�sci. W±ród rozmaito±ci ró»niczkowych
szczególn¡ rol¦ odgrywaj¡ rozmaito±ci parazwarte. Do tego stopnia, »e na ogóª »¡danie
parazwarto±ci jest elementem de�nicji.

Przypomnijmy, »e przestrze« jest parazwarta, je»eli w ka»de pokrycie (zbiorami otwar-
tymi) mo»na wpisa¢ pokrycie lokalnie sko«czone.

Zauwa»my teraz, »e je»eli dana jest funkcja gªadka h:M ! R oraz zbiór otwarty U �M ,
to zbiór punktów które funkcja h separuje w U jest otwarty.
Stwierdzenie 2. Niech M b¦dzie rozmaito±ci¡ parazwart¡. Dla ka»dego pokrycia zbiorami
otwartymi (U�)�2A istniej¡ wpisane we« pokrycie (O�)�2I oraz rodzina nieujemnych funkcji
(hi)�2I takie, »e

a) (O�)�2A jest pokryciem lokalnie sko«czonym,
b) (V�)�2I jest pokryciem M , gdzie V� jest niepustym zbiorem punktów separowanych

w O� przez h�.
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Stwierdzenie to pozostawimy bez (niezbyt skomplikowanego) dowodu. Wynika z niego
podstawowe dla zastosowa« twierdzenie o istnieniu rozkªadu jedno±ci.
Definicja 5. Rozkªadem jedno±ci na M nazywamy rodzin¦ funkcji (f�) tak¡, »e

a) dla ka»dego punktu q 2 M istnieje otoczenie U takie, »e tylko sko«czona liczba
funkcji z tej rodziny jest ró»na od zera na U ,

b) funcje f� s¡ nieujemne,
c) P� f�(q) = 1 dla ka»dego q 2M .

Wªasno±¢ a) nazywa si¦ lokaln¡ sko«czono±ci¡ rodziny
Twierdzenie 3. Dla ka»dego pokrycia (U�)�2A rozmaito±ci parazwartej M istnieje roz-
kªad jedno±ci (f�)�2I taki, »e dla ka»dego � istnieje �(�) 2 A, »e supp f� � U�(�).
Dow�od: Ze Stwierdzenia 2 wynika istnienie lokalnie sko«czonej rodziny nieujemnych funk-
cji (hi)�2I takiej, »e dla kazdego � istnieje � 2 A takie, »e supphi � U� oraz »e dla ka»dego
q 2M istnieje funkcja h� z tej rodziny dla której h�(q) = 1. Wynika st¡d, »e h = P� h� ma
sens i jest dodatni¡ funkcj¡ ró»niczkowaln¡. Teraz wystarczy poªo»y¢ f� = h�

h
.

�atwo zauwa»y¢, »e z istnienia rozkªadu jedno±ci wpisanego w dowolne otoczenie wynika
parazwarto±¢. Zatem dla rozmaito±ci parazwarto±¢ jest równowa»na istnieniu (dla ka»dego
pokrycia) ró»niczkowalnego rozkªadu jedno±ci.
2.2. Rozpoznawanie parazwarto±ci. Z faktu, »e lokalnie M jest di�eomor�czne oto-
czeniu otwartemu w Rm wynika, »e M jest przestrzeni¡ lokalnie zwart¡, tzn. ka»dy punkt
posiada zwarte otoczenie. Ta wªasno±¢ pozwala ªatwiej rozpoznawa¢ rozmaito±ci parazwarte.
Twierdzenie 4. Lokalnie zwarta przestrze« M jest parazwarta wtedy i tylko wtedy, gdy
jest sum¡ M = S1i=1Ki przeliczalnej rodziny zbiorów zwartych.
Definicja 6. Mówimy, »e pewna rodzina (O�)�2� zbiorów otwartych tworzy baz¦ topologii,
gdy dowolny zbiór otwarty jest sum¡ zbiorów nale»¡cych do tej rodziny.
Przykªad 1. Na przykªad w Rn istnieje przeliczalna baza topologii. Jako zbiory bazowe
bierzemy kule o ±rodku w punkcie o wspóªrz¦dnych wymiernych i o promieniu wymiernym.
Twierdzenie 5. Dla rozmaito±ci M nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne

(1) M jest parazwarta,
(2) M posiada przeliczaln¡ baz¦ topologii,
(3) M jest o±rodkowa, tzn. posiada przeliczalny zbiór g¦sty,
(4) M jest sum¡ przeliczalnej rodziny zbiorów zwartych.

Przyk lad sp�ojnej rozmaito�sci nieparazwartej. Zde�niujmy póªprzestrzenie w R2:

R2
+ = f(x; y) 2 R2: y > 0g;
R2� = f(x; y) 2 R2: y 6 0g

oraz rodzin¦ odwzorowa«

fa:R2
+ ! R2

+
: (x; y) 7! (a+ yx; y): (12)

W zbiorze R2 � R wprowadzamy relacj¦ równowa»no±ci:

(x; y; a) � (x0; y0; a0) �
� a = a0; (x; y) = (x0; y0); dla (x; y) 2 R2�
fa(x; y) = fa0(x0; y0); dla (x; y) 2 R2

+
: (13)
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Oznaczmy zbiór klas równowa»no±ci przez E. Mamy oczywiste uto»samienie

E = (R2� � R) [ R2
+: (14)

Mamy naturalne odwzorowania wªo»enia

'a:R2 ! E

: (x; y) 7!
� (x; y; a); dla (x; y) 2 R2�
fa(x; y); dla (x; y) 2 R2

+
: (15)

W E wprowadzamy topologi¦ indukowan¡ odwzorowaniami 'a, tzn. baz¡ otocze« E s¡
obrazy zbiorów otwartych w R2 (wystarczy bazy). �atwo zauwa»y¢, »e jako baz¦ otocze«
punktu (x; y; a); (x; y) 2 R2�, gdzie y 6= 0 mo»emy wzi¡¢ (0 < r < �y)

Ka((x; y); r) = f(x0; y0; a): (x0 � x)2 + (y0 � y)2 < r2g;
jako baz¦ otocze« (x; y) 2 R2

+ rodzin¦ kul w R2 o ±rodku w (x; y) i promieniu 0 < r < y, za±
baz¦ otocze« punktu (x; 0; a) tworz¡ zbiory Sa(x; r)b¦d¡ce obrazami kwadratów jx0 � xj <
r; jyj < r:

Sa(x; r) = f(x0; y; a): jx0�xj < r; 0 > y > �rg[f(x0; y): 0 < y < r; (x�r)y < x0�a < (x+r)yg:
(16)

Ka»dy punkt E ma wi¦c otoczenie homeomor�czne otoczeniu otwartemu w R2 i ªatwo
wprowadzi¢ na E struktur¦ rozmaito±ci ró»niczkowej. Rozmaito±¢ ta jest spójna. Poniewa»
jednak dla ka»dego b 6= a mamy Sa(x; r) 63 (x0; y0; b), wi¦c baza otocze« wszystkich punktów
(x; 0; a) jest nieprzeliczalna. St¡d E nie jest parazwarta.

Opisana powy»ej rozmaito±¢ nosi nazw¦ rozmaito±ci Pr�u�era.

UWAGA! OD TEJ CHWILI ZAK�ADAMY, �E WSZYSKIE ROZMAITO�CI Z KTÓ-
RYMI MAMY DO CZYNIENIA S� PARAZWARTE!!.
3. Podrozmaito�sci.

Niech S b¦dzie podzbiorem rozmaito±ci ró»niczkowej M . Je»eli dla ka»dego punktu q0 2 S
istnieje otoczenie U tego punktu w M i mapa c = (U;';m) z lokalnymi wspóªrz¦dnymi
x� (� = 1; : : : ;m) takimi, »e

S \ U = fq 2 U ; x�(q) = 0 for � = k + 1; : : : ;mg (17)

to S posiada jedyn¡ struktur¦ rozmaito±ci ró»niczkowej tak¡, »e funkcje x� (� = 1; : : : ; k)
obci¦te do S \ U s¡ lokalnymi wspóªrz¦dnymi w S. Rozmaito±¢ ró»niczkow¡ S otrzyman¡
w ten sposób nazywamy podrozmaito±ci¡ rozmaito±ci of M .

Kanoniczne wªo»enie iMS :S ! M podrozmaito±ci S w M jest ró»niczkowalne. Je»eli
�:M ! N jest odwzorowaniem ró»niczkowalnym to obci¦cie �jS odwzorowania � do S jest
ró»niczkowalne.

Niech W b¦dzie otwrtym podzbiorem rozmaito±ci M i niech c = (U;';m) b¦dzie map¡
w M . Je»eli przeci¦cie U \W nie jest puste, to obci¦cie c do U \W jest map¡ w W . Bior¡c
z atlasu M wszystkie mapy c = (U;';m) takie, »e U \W nie jest zbiorem pustym konstru-
ujemy atlas W zªo»ony z obci¦¢ cjU \W . Zbiór W z atlasem maksymalnym generowanym
przez ten atlas nazywamy otwart¡ podrozmaito±ci¡ rozmaito±ci M .

Niech teraz S; S0 b¦d¡ podrozmaito±ciami M odpowiednio wymiaru k i l.
Definicja 7. Mówimy, »e S; S0 maj¡ czyste przeci¦cie w q0 2 S \ S0 je»eli istnieje ukªad
wspóªrz¦dnych, taki »e q0 2 U , U \ S = fq 2 M :xk+1(q) = � � � = xm(q) = 0g oraz
U \ S0 = fq 2M :xp+1(x) = : : : = 'm�l+p(x) = 0g.
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Je»eli p > k, to S � S0, je»eli p 6 k, to U\(S\S0) = fq 2M :xp+1(q) = � � � = xm(q) = 0g
wi¦c z de�nicji czystego przeci¦cia wynika, »e S \ S0 jest podrozmaito±ci¡.
Definicja 8. Mówimy, »e przeci¦cie podrozmaito±ci S; S0 jest transwersalne w q0 2 S\S0
je»eli istnieje ukªad wspóªrz¦dnych, taki »e U \ S = fq 2 M : xk+1(q) = � � � = xm(q) = 0g
oraz U \ S0 = fq 2M : x1(q) = � � � = xm�l(q) = 0g przy czym k + l > m

4. Iloczyn kartezja�nski rozmaito�sci.
Niech M1 i M2 b¦d¡ rozmaito±ciami ró»niczkowymi. Je»eli c1 = (U1; '1;m1) oraz c2 =

(U2; '2;m2) s¡ mapami odpowiednio w M1 i w M2, to mapa produktowa c1 � c2 = (U1 �
U2; '1�'2;m1 +m2) jest map¡ w M1�M2. Maj¡c atlasy M1 i M2 dostajemy w ten sposób
atlas w M1 �M2. Zbiór M1 �M2 z tym atlasem tworzy rozmaito±¢ ró»niczkow¡ nazywan¡
iloczynem (produktem) rozmaito±ci. Niech x�1 (� = 1; : : : ;m1) i xi2 (i = 1; : : : ;m2) b¦d¡
lokalnymi wspóªrz¦dnymi odpowiednio map c1 i c2. Niech pr1:U1�U2 ! U1 i pr2:U1�U2 !
U2 b¦d¡ kanonicznymi rzutowaniami. Funkcje x�1 �pr1 i xi2�pr2 tworz¡ ukªad wspóªrz¦dnych
mapy c1�c2. Ten ukªad wspóªrz¦dnych oznaczamy (x�1 ; xi2) (� = 1; : : : ;m1; i = 1; : : : ;m2).

Je»eli �1:M1 ! N1 i �2:M2 ! N2 s¡ odwzorowaniami ró»niczkowalnymi, to odwzorowa-
nie
�1 � �2:M1 �M2 ! N1 �N2 jest ró»niczkowalne.
5. Rozwªóknienia (Fibracje) r�o_zniczkowe.
Definicja 9. Rozwªóknieniem ró»niczkowym nazywamy surjektywne odwzorowanie ró»-
niczkowe �:E ! M takie, »e dla ka»dego punktu q 2 M istnieje otoczenie U punktu q w
M , rozmaito±¢ K oraz dyfeomor�zm  :��1(U) ! U � K taki, »e prU �  = �j��1(U),
gdzie prU :U �K ! U jest kanonicznym rzutowaniem.

Rozmaito±¢ M nazywamy baz¡ rozwªóknienia �:E ! M . Rozmaito±¢ E jest nazywana
przestrzeni¡ (totaln¡) rozwªóknienia zwanego te» wi¡zk¡ wªóknist¡. Zbiór Eq = ��1(q) jest
nazywany wªóknem � nad punktem q 2 M . Rozwªóknienie ma wªókno typowe K je»eli
wszystkie jego wªókna s¡ dyfeomor�czne tej samej rozmaito±ci K. Wymiar rozmaito±ci K
jest nazywany rz¦dem rozwªóknienia.

Dyfeomor�zm  :��1(U) ! U � K taki, »e prU �  = �j��1(U) jest nazywany lokaln¡
trywializacj¡ rozwªóknienia �. Je»eli U = M , to  jest globaln¡ trywializacj¡ rozwªóknienia
�. Rozwªóknienie ró»niczkowe �:E !M nazywamy trywializowalnym je»eli dopuszcza glo-
baln¡ trywializacj¦. Trywializacje nie s¡ jednoznacznie wyznaczone. Je»eli  :E ! M �K
jest globaln¡ trywializacj¡ oraz �: E ! E jest dyfeomor�zmmem takim, »e � � � = � to
 0 =  � � te» jest globaln¡ trywializacj¡. Trywialnym rozwªóknieniem jest rozwªóknienie
trywializowalne z wyró»nion¡ globaln¡ trywializacj¡. Niech M i K b¦d¡ rozmaito±ciami
ró»niczkowymi. Kanoniczny rzut �:M � K ! M jest trywialnym rozwªóknieniem gdy»
to»samo±ciowe odwzorowanie 1M�K jest wyró»nion¡ globaln¡ trywializacj¡.
Definicja 10. Mor�zmem rozwªóknie« z rozwªóknienia �:E !M do rozwªóknienia �:F !
N nazywamy par¦ (�; �) odwzorowa« ró»niczkowalnych �:M ! N i �:E ! F takich, »e
� � � = � � �.

Mor�zm rozwªóknie« jest reprezentowany diagramem przemiennym

E

u
�

w� F

u
�

M w� N

(18)

Niech �:E ! M i �:F ! M b¦d¡ rozwªóknieniami z t¡ sam¡ baz¡ M . Odwzorowanie
ró»niczkowalne �:E ! F takie, »e t ��� = � nazywa¢ b¦dziemy M -mor�zmem z �:E !M
do �:F !M . M -mor�zm jest reprezentowany diegramem przemiennym
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E

u
�

w� F

u
�

M w1M M

(19)

Niech c = (U;';m) b¦dzie map¡ w M i niech  :��1(U) ! U � K b¦dzie lokaln¡
trywializacj¡ rozwªóknienia �:E !M za± d = (V; �; k) map¡ wf K. Mapa

e = ( �1(U � V ); ('� �) � ( j �1(U � V ));m+ k) (20)

jast nazywana adaptowan¡ map¡ w E. Je»eli x� (� = 1; : : : ;m) s¡ lokalnymi wspóªrz¦dnymi
mapy c i yA (A = 1; : : : ; k) lokalnymi wspóªrz¦dnymi mapy d, to funkcje

�x� = x� � prU � ( j �1(U � V )) (� = 1; : : : ;m) (21)

i
�yA = yA � prV � ( j �1(U � V )) (A = 1; : : : ; k) (22)

s¡ lokalnymi wspóªrz¦dnymi adaptowanej mapy e, zwanymi adaptowanymi wspóªrz¦dnymi.
Te adaptowane wspóªrz¦dne s¡ zwykle oznaczane x� i yA zamiast �x� i �yA.
Definicja 11. Ró»niczkowalnym ci¦ciem rozwªóknienia �:E ! M nazywany ró»niczko-
walne odwzorowanie �:M ! E takie, »e � �� = 1M . Niech V b¦dzie otwart¡ podrozmaito-
±ci¡ M i niech iMV :V ! M oznacza kanoniczne wªo»enie. Odwzorowanie ró»niczkowalne
�:V ! E takie, »e � � � = iMV jest nazywane lokalnym ci¦ciem � nad V .

Zwró¢my uwag¦ na to, »e ci¦cia lokalne zawsze istniej¡. Przykªadem twierdzenia o istnie-
niu ci¦¢ globalnych jest poni»sze twierdzenie b¦d¡ce konsekwencj¡ Twierdzenia 2 Tietze-Ury-
sohna.
Twierdzenie 2 Tietze-Uryshona. Je»eli rozwªóknienie �:E ! M ma wªókno typowe
Rk to ma ci¦cie globalne.

Iloczyn kartezja«ski �1 � �2:E1 � E2 ! M1 � M2 dwóch rozwªóknie« �1:E1 ! M1
i �2:E2 ! M2 jest rozwªóknieniem zwanym rozwªóknieniem produktowymlub iloczynem
rozwªóknie«.

Niech �1:E1 ! M oraz �2:E2 ! M b¦d¡ rozwªóknieniami z t¡ sam¡ baz¡ M i niech
E1 �M E2 oznacza zbiór

E1 �M E2 = f(e1; e2) 2 E1 � E2;�1(e1) = �2(e2)g: (23)

Odwzorowanie

�1 �M �2:E1 �M E2 !M
: (e1; e2) 7! �1(e1); (24)

jest rozwªóknieniem ró»niczkowalnym zwanym iloczynem (produktem) wªóknistym rozwªók-
nie« �1 i �2.
6. Rozw l�oknienia wektorowe.
Definicja 12. Rozwªóknieniem wektorowym (wi¡zk¡ wektorow¡) jest rozwªóknienie ró»-
niczkowalne �:E !M takie, »e ka»de wªókno jest przestrzeni¡ wektorow¡ (nad R). Ponadto
dla ka»dego punktu q0 2 M istieje otoczenie U tego punktu, przestrze« wektorowa K i lo-
kalna trywializacja  : ��1(U)! U�K taka, »e prK �( jEq) jest liniowym odwzorowaniem
dla ka»dego q 2 U .
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Definicja 13. Mor�zm rozwªóknie« (�; �) z wi¡zki wektorowej �:E !M do wi¡zki wek-
torowej �:F ! N nazywamy mor�zmem wi¡zek wektorowych je»eli dla ka»dego punktu
q 2M , odwzorowanie �jEq:Eq ! F�(q) jest liniowe.

Iloczyn dwóch wi¡zek wektorowych jest wi¡zk¡ wektorow¡. Iloczyn wªóknisty wi¡zek wek-
torowych jest wi¡zk¡ wektorow¡.

Ci¦cia wi¡zki wektorowej mo»na dodawa¢ i mnmo»y¢ przez funkcje z C(M). Je»eli �; �0
s¡ ci¦ciami, to dodawanie i mno»enie przez funkcje de�niujemy nast¦puj¡co:

(� + �0)(q) = �(q) + �0(q)
dla f 2 C(M) : (f�)(q) = f(q) � �(q).

Dziaªania te de�niuj¡ w przestrzeni ci¦¢ globalnych struktur¦ przestrzeni wektorowej z
mno»eniem przez elementy algebry C(M). Mówimy, przestrze« ci¦¢ globalnych jest moduªem
nad algebr¡ funkcji gªadkich na M .
7. Wektory styczne.

Niech M b¦dzie rozmaito±ci¡ ró»niczkow¡ wymiaru m. Dla ka»dej liczby naturalnej k 2 N
konstruujemy rozmaito±¢ ró»niczkow¡ TkM wymiaru (k + 1)m zwan¡ k-t¡ wi¡zk¡ wi¡zk¡
styczn¡ rozmaito±ci M . Przestrzeni¡ wi¡zki TkM jest zbiór klas równowa»no±ci krzywych
ró»niczkowalnych w M nazywanych k-tymi wektorami stycznymi. Dwie krzywe 
: I ! M i

0: I 0 !M s¡ równowa»ne, je»eli

Dl(f � 
0)(0) = Dl(f � 
)(0) (25)

dla ka»dej funkcji ró»niczkowalnej f :M ! R i dla ka»dego k > l 2 N. U»ywamy tu symbolu
Dl dla oznaczenia l-tej pochodnej funkcji. Zerowa pochodna funkcji jest sam¡ funkcj¡. Zbiory
I i I 0 s¡ otwartymi otoczeniami zera w 0 2 R. Klasa równowa»no±ci krzywej 
: I !M jest
oznaczana tk
(0). Zbiór T0M mo»na uto»sami¢ z sam¡ rozmaito±ci¡ M .

Dla ka»dego k de�niujemy odwzorowanie

�k(M): TkM !M
: tk
(0) 7! 
(0): (26)

Dla ka»dej pary liczb naturalnych k i k0 takich, »e k0 � k mamy odwzorowanie

�k
0
k(M): TkM ! Tk0M

: tk
(0) 7! tk0
(0): (27)

Odwzorowania �k(M): TkM !M i �k0k(M): TkM ! Tk0M speªniaj¡ relacje

�k(M) = �k0(M) � �k0k(M) (28)

i
�k
00
k(M) = �k

00
k0(M) � �k0k(M) (29)

dla k00 6 k0 6 k.
Dla ka»dej krzywej 
: I !M de�niujemy odwzorowanie

tk
: I ! TkM
: s 7! tk(
(s+ �))(0) (30)

nazywane k-tym stycznym przedªu»eniem (prolongacj¡) krzywej 
.
Niech M i N b¦d¡ rozmaito±ciami ró»niczkowymi i niech ':M ! N b¦dzie odwzorowa-

niem ró»niczkowalnym. k-tym stycznym odwzorowaniem do ' nazywamy odwzorowanie

Tk': TkM ! TkN
: tk
(0) 7! tk(' � 
)(0): (31)
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Je»eli M , N i Q s¡ rozmaito±ciami i ':M ! N and  :N ! O s¡ odwzorowaniami ró»nicz-
kowalnymi, to

Tk( � ') = Tk � Tk': (32)

Diagramy

TkM

u

�k(M)

wTk' TkN

u

�k(N)

M w' N

(33)

i

TkM

u

�k
0
k(M)

wTk' TkN

u

�k
0
k(N)

Tk0M wTk0' Tk0N

(34)

s¡ przemienne.
Niech c = (U;';m) b¦dzie map¡ w M . Oczywistym jest, »e

TkU = TkUM =
[
q2U

TkqM (35)

i »e
Tk': TkUM ! Tk'(U)R

m (36)

jest bijekcj¡.
Stwierdzenie 3. Dla ka»dego x 2 '(U) istnieje kanoniczna bijekcja przestrzeni stycznej
TkxO i przestrzeni Rkm.
Dow�od: Ustalmy q 2 '(U). Dla ka»dego elementu v = (v1; :::; vk) 2 Rkm = (Rm)k zde�-
niujemy krzyw¡ 
v wzorem (w otoczeniu p)


v(t) = x+ tv1 + 1
2 t

2v2 + � � �+ 1
k! t

kvk:

Je»eli funkcja f i:Rm ! R jest i-t¡ wspóªrz¦dn¡, to jak ªatwo zauwa»y¢

Dl(f i � 
v)(0) = vil ;

gdzie vil jest wspóªrz¦dn¡ wektora vl w bazie kanonicznej. Wynika st¡d, »e odwzorowanie

Rkm 3 v 7! tk
v 2 Tx'(U) (37)

jest injekcj¡.
Wystarczy teraz wykaza¢ surjektywno±¢ odwzorowania (37). Niech 
 b¦dzie krzyw¡ w

'(U) i niech 
(0) = x. Bezpo±rednim rachunkiem sprawdzamy, »e krzywa 
 jest równowa»na
krzywej

t 7! x+ t
d
dt
(0) + 1

2 t
2 d2

dt2 
(0) + � � �+ 1
k! t

k dk
dtk 
(0):
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Krzywa ta jest postaci 
v, gdzie v = ( d
dt
(0); d

dt
(0); : : : ; d
dt
(0)):

Mamy wi¦c uto»samienie Tk'(U) z '(U)� Rkm. Trójka Tkc = (TkU ;Tk';m(k + 1)) jest
map¡ na TkM . Mapy tej postaci s¡ zgodne i wprowadzaj¡ na TkM struktur¦ rozmaito±ci.
Odwzorowania �k(M) i �k0k(M) s¡ rozwªóknieniami ró»niczkowalnymi, a odwzorowania
Tk': TkM ! TkN mor�zmami rozwªóknie«.

Niech x�:U ! R b¦d¡ lokalnymi wspóªrz¦dnymi na rozmaito±ci M . Adaptowane wspóª-
rz¦dne (x�00; x�11; : : : ; x�kk) w TkM s¡ de�niowane jako funkcje

x�l: �k(M)�1(U)! R
: tk
(0) 7! Dl(x� � 
)(0) (38)

dla l = 0; 1; : : : ; k.
Poniewa» TkM jest rozmaito±ci¡, mo»emy rozwa»a¢ wektory styczne do niej.
Dla ka»dej pary k i k0 mamy injektywne odwzorowanie

�k
0;k(M): Tk0+kM ! Tk0TkM

: tk+k0
(0) 7! tk0tk
(0) (39)

i przemienny diagram

Tk0+kM

u

�k
0;k(M)

wTk0+k' Tk0+kN

u

�k
0;k(N)

Tk0TkM wTk0Tk' Tk0TkN

(40)

dla odwzorowania ':M ! N .
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7.1. R�ownania r�o_zniczkowe.
Definicja 14. Równaniem ró»niczkowym zwyczajnym rz¦du k na rozmaito±ci M nazy-
wamy podzbiór D k-tej wi¡zki stycznej TkM . Krzyw¡ 
: I ! M nazwiemy rozwi¡zaniem
równania D � TkM je±li tk
(s) 2 D dla ka»dego s 2 I. Równanie ró»niczkowe nazywamy
jawnym je»eli jest obrazem ci¦cia X:U ! TkM rozwªóknienia �k�1

k(M): TkM ! Tk�1M
zde�niowanego na otwartej podrozmaito±ci U � Tk�1M .

Na ogóª zakªada si¦, »e równanie ró»niczkowe jest podrozmaito±ci¡ D � TkM .
Definicja 15. Równanie rózniczkowe D � TkM nazywamy caªkowalnym w v 2 D, je»eli
je»eli istnieje jego rozwi¡zanie 
: I ! M takie, »e tk
(0) = v. Równanie ró»niczkowe D
nazywamy caªkowalnym na podzbiorze S � D je»eli jest caªkowalne w ka»dym punkcie
v 2 S. Równanie rózniczkowe D nazywamy caªkowalnym je»eli jest caªkowalne w ka»dym
v 2 D.

Obraz D � T1M = TM lokalnego pola wektorowego X:U ! TM jest przykªadem
caªkowalnego równania ró»niczkowego pierwszego rz¦du.
Stwierdzenie 3. Jawne równanie ró»niczkowe D � TM jest caªkowalne.
Dow�od: Prosz¦ zajrze¢ do skryptu Analiza II.

Podobnie
Stwierdzenie 4. Jawne równanie ró»niczkowe D � TkM jest caªkowalne.
Dow�od: Jak wy»ej.
Stwierdzenie 5. Ka»de rozwi¡zanie równania D � TkM jest te» rozwi¡zaniem równania
D0 = �k

0
k(D) dla ka»dego k0 � k.

Dow�od: Niech 
: I ! M b¦dzie rozwi¡zaniem równania D. Relacja tk
(s) 2 D impli-
kuje relacj¦ tk0
(s) 2 D0 gdy» tk0
(s) = �k

0
k(M)(tk
(s)). Zatem krzywa 
: I ! M jest

rozwi¡zaniem równania D0.
Wynika st¡d

Stwierdzenie 6. Je»eli równanie ró»niczkowe D � TkM jest caªkowalne, to równanie
D0 = �k

0
k(D) jest te» caªkowalne dla ka»dego k0. Ka»de rozwi¡zanie D jest te» rozwi¡zaniem

D0.
Dow�od: Niech v0 2 D0, to istnieje k-wektor v taki, »e v0 = �k

0
k(v). Je»eli D jest caªkowalne,

to istnieje rozwi¡zanie 
: I ! M równania D takie, »e tk
(0) = v. Krzywa 
: I ! M te»
jest rozwi¡zaniem D0 i tk0
(0) = v0. Zatem równanie D0 jest caªkowalne.

Poni»ej podamy do±¢ oczywiste, ale wa»ne warunki konieczne caªkowalno±ci równa«. Zde-
�niujmy najpierw formaln¡ prolongacj¦ równania S � Tk0M do równania Tk;k0S � Tk+k0M
jako zbiór

Tk;k0S = (�k;k0(M))�1(TkS): (41)
Stwierdzenie 7. Je»eli równanie ró»niczkowe D � TkM is caªkowalne, to

D � Tk�k0;k(�k0k(M)(D)) (42)

dla ka»dego k0 � k.
Dow�od: Niech krzywa 
 b¦dzie rozwi¡zaniem równania D. Jest ona równie» rozwi¡zaniem
równania �k0k(D), czyli

tk0
 � �k0k(D)
i

�k�k0;k(M)(tk
) = tk�k0tk0
 � Tk�k0(�k0kD):
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Stwierdzenie 8. Je»eli równanie ró»niczkowe D � TkM jest caªkowalne, to

D � �kk+k0(Tk0;kD) (43)

dla ka»dego k0.
Dow�od: Niech krzywa 
 b¦dzie rozwi¡zaniem równania D. Jest ona równie» rozwi¡zaniem
równania Tk0;k(D).
8. Struktura wektorowa wi¡zki stycznej.

Zajmijmy si¦ bli»ej struktur¡ rozmaito±ci wektorów stycznych TM . Kanoniczne rzutowa-
nie oznacza¢ b¦dziemy �M zamiast �1(M). W przestrzeni reprezentantów wektorów stycz-
nych nie mamy struktury algebraicznej dodawania czy mno»enia przez liczb¦. Zgodnie z (25)
wektor styczny t
(0) jest charakteryzowany odwzorowaniem

C(M):! R
: f 7! D1(f � 
)(0) (44)

mo»na wi¦c go traktowa¢ jako element przestrzeni wektorowej wszystkich funkcji rzeczywi-
stych na C(M). Wektorowi zerowemu w tej przestrzeni odpowiadaj¡ wektory styczne repre-
zentowane krzywymi staªymi. Punkt zaczepienia wektora nie jest tu rozpoznawany. Je»eli
jednak mamy dwa ró»ne od zera wektory zaczepione w ró»nych punktach, to okre±laj¡ one
ró»ne odwzorowania na funkcjach.
Stwierdzenie 9. Je»eli v; w s¡ róznymi od zera wektorami takimi, »e �M (v) 6= �M (w), to
istnieje funkcja f 2 C(M) taka, »e v(f) 6= w(f).
Dow�od: Poniewa» M jest przestrzeni¡ Hausdor�a istniej¡ rozª¡czne otoczenia otwarte
Ov; Ow punktów �M (v) i �M (w). Niech g b¦dzie funkcj¡ tak¡, »e v(g) 6= 0 i niech funkcja h
separuje �M (v) w Ov. St¡d f = hg jest funkcj¡ równ¡ g w pewnym otoczeniu punktu �M (v)
i równ¡ zeru w otoczeniu Ow. St¡d v(f) = v(g) 6= 0 oraz w(f) = 0.

Dla trzech wektorów stycznych u; v; w 2 TM równo±¢

u = v + w;

w przestrzeni funkcji na C(M) oznacza, »e ka»dej funkcji f

u(f) = v(f) + w(f):

Podobnie równo±¢
u = av; a 2 R

oznacza, »e dla ka»dej funkcji f
u(f) = a(v(f)):

Stwierdzenie 10. Je»eli trzy wektory u; v; w s¡ ró»ne od zera i s¡ w relacji

u = v + w;

to �M (u) = �M (v) = �M (w).
Dow�od: Zaªó»my, »e �M (u) 6= �M (v) i �M (u) 6= �M (w). Niech O b¦dzie otoczeniem punktu
�M (u), nie zawieraj¡ce v i w. Niech funkcja h separuje u w O. Mamy dla ka»dej funkcji f

u(f) = u(hf) = v(hf) + w(hf) = 0 (45)
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co jest sprzeczne z zaªo»eniem, »e u jest ró»ne od zera. Niech wi¦c �M (u) = �M (v) i �M (u) 6=
�M (w). Jak poprzednio bierzemy funkcj¦ h separuj¡c¡ �M (w) w otoczeniu U rozª¡cznym z
�M (u) = �M (v). Teraz mamy dla ka»dej funkcji f

0 = u(hf) = v(hf) + w(hf) = w(hf) = w(f); (46)

co jest sprzeczne z zaªo»eniem, »e w jest ró»ne od zera.
Wynika st¡d, »e wszystkie wektory styczne nie tworz¡ przestrzeni wektorowej, szanse tak¡

maj¡ wektory zaczepione w jednym punkcie.
Odwzorowanie styczne T�: TM ! TN do odwzorowania ró»niczkowalnego �:M ! N

zachowuje wprowadzone powy»ej relacje algebraiczne mi¦dzy wektorami. Wynika to z faktu,
»e dla v 2 TM i f 2 C(N)

T�(v)(f) = v(f � F ):
�atwo sprawdzi¢, »e je»eli v = t
(0), to krzywa t 7! 
(at) reprezentuje wektor av.
Niech teraz c = (U;';m) b¦dzie map¡ na M . Wiemy, »e T': TUM ! T'(U) = U � Rm

jest dyfeomor�zmem rozwªóknie« zachowuj¡cym relacje algebraiczne mi¦dzy wektorami.
Niech v; w 2 Tx'(U) b¦d¡ wektorami reprezentowanymi elementami v; w 2 Rm. Ich sumie
w Rm odpowiada wektor u reprezentowany krzyw¡ t 7! x + t(v + w). Oczywiste, »e u =
v+w, zatem struktura przestrzeni wektorowej w Rm jest zgodna ze struktur¡ algebraiczn¡
Tx'(U). Ta ostatnia jest wi¦c przestrzeni¡ wektorow¡, a st¡d równie» TpM;'(p) = x. �atwo
sprawdzi¢, »e �M : TM !M jest wi¡zk¡ wektorow¡.

Przy ustalonej mapie c = (U;';m) z ukªadem wspóªrzednych (x�) bazie kanonicznej
w Rm odpowiada baza w ka»dej przestrzeni stycznej TqM . Wektory tej bazy oznacza¢
b¦dziemy @

@x�
lub @�.

Adaptowane wspóªrz¦dne wprowadzone wzorami (38) w TM oznacza¢ b¦dziemy (x�; _x�).
�atwo zauwa»y¢, »e dla v 2 TUM mamy

v = _x�(v) @
@x�

: (47)

Dziaªanie dodawania w wi¡zce stycznej scharakteryzowane jest w lokalnym ukªadzie wspóª-
rz¦dnych wzorami

xk(v + w) = xk(v) = xk(w)
_x�(v + w) = _x�(v) + _x�(w): (48)

UWAGA. Rozwa»ania powy»sze dotyczyªy wektorów stycznych pierwszego rz¦du. Prze-
strzenie wektorów stycznych wy»szych rz¦dów nie posiadaj¡ struktury przestrzeni wektoro-
wej.
9. Wektory styczne jako r�o_zniczkowania.
9.1. O r�o_zniczkowaniach. Rozpatrzmy dwie przestrzenie wektorowe A;B z mno»eniem
(niekoniecznie przemiennym i niekoniecznie ª¡cznym, zakªadamy tylko rozdzielno±¢ mno»e-
nia wzgl¦dem dodawania). Niech b¦dzie dany homomor�zm

�:A ! B:
Mówimy, »e odwzorowanie liniowe

d:A ! B
jest ró»niczkowaniem wzgl¦dem � je»eli dla dowolnych a; b 2 A

d(ab) = �(a)d(b) + d(a)�(b) (49)

Gdy A = B i � = id to mówimy o ró»niczkowaniu w A.
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Przyk lad 2. Niech A b¦dzie algebr¡ ª¡czn¡. Zde�niujmy komutator

[a; b] = ab� ba: (50)

Dla ka»dego a 2 A odwzorowanie

da:A ! A
: b 7! [a; b] (51)

jest ró»niczkowaniem. Istotnie, mamy

da(bc) = a(bc)� (bc)a = (ab)c� (ba)c+ b(ac)� b(ca)
= [a; b]c+ b[a; c]
= da(b)c+ bda(c) (52)

Rozpatrzmy teraz dwa ró»niczkowania d; d0:A ! B wzgl¦dem homomor�zmu �:A ! B.
Mamy

(d + d0)(ab) = d(ab) + d0(ab)
= �(a)d(b) + d(a)�(b) + �(a)d0(b) + d0(a)�(b)
= (d + d0)(a)�(b) + �(a)(d + d0)(b): (53)

i podobnie dla mno»enia przez liczb¦, je±li r(ab) = (ra)b; r 2 R.
Wi¦c d+d0 jest ró»niczkowaniem. Przy ustalonym homomor�zmie ró»niczkowania tworz¡

przestrze« wektorow¡.
9.2. Wektory styczne. Niech v 2 TqM . Odwzorowanie

dv: C(M)! R
: f 7! v(f) (54)

jest ró»niczkowaniem wzgl¦dem homomor�zmu

�q: C(M)! R
: f 7! f(q): (55)

Oznaczmy przez Dq przestrze« wektorow¡ wszystkich ró»niczkowa« wzgl¦dem �q. Poka-
»emy, »e jest ona izomor�czna przestrzeni stycznej TqM . Oczywistym jest, »e odwzorowanie

TqM 3 v 7! dv (56)

jest liniow¡ injekcj¡. Wystarczy teraz pokaza¢, »e wymiar przestrzeni Dq jest równy wy-
miarowi M .
Definicja 16. Odwzorowanie liniowe b:C1(R;M) ! R nazywamy zlokalizowanym w
q 2 M je»eli b(hf) = b(f) dla ka»dej funkcji f na M i ka»dej funkcji h separuj¡cej q
w jakim± otoczeniu q. Równowa»nie, odwzorowanie liniowe b:C1(R;M) ! R nazywamy
zlokalizowanym w q 2 M je»eli b(f) = 0 dla ka»dej funkcji f na M znikaj¡cej w otoczeniu
q.
Stwierdzenie 11. Ró»niczkowanie wzgl¦den �q jest zlokalizowane w q.
Dow�od: Niech U b¦dzie otoczeniem q i niech f 2 C(M), przy czym f jU = 0. Je»eli h jest
funkcj¡ separuj¡c¡ q in U , to hf = 0. Zatem

b(f) = b(h)f(q) + h(q)b(f) = b(hf) = 0: (57)
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Stwierdzenie 12. Niech c = (U;';m) b¦dzie map¡ na M i niech q 2 U . Je»eli b jest
ró»niczkowaniem z Dq, to

b = b(x�)@�(q): (58)
Dow�od: Niech f b¦dzie funkcj¡ na M . Stosuj¡c b do obu stron wzoru Taylora

f jU = f(q) + @�f(q)(x� � x�(q))
+ r�1�2(x�1 � x�1(q))(x�2 � x�2(q)) (59)

dostajemy
b(f) = @�f(q)b(x�): (60)

St¡d, b = @�(q)b(x�).
9.3. Wektor styczny jako homomor�zm. Interpretacja wektora stycznego jako ró»-
niczkowania nie ma dobrej analogii dla wy»szych wektorów stycznych. Mo»na jednak zmo-
dy�kowa¢ t¡ interpretacj¦, by miaªa swój odpowiednik dla wektorów stycznych wy»szych
rz¦dów (i nie tylko).

W przestrzeni wektorowej R2 wprowad¹my struktur¦ algebry de�niuj¡c mno»enie wzorem

(r; a)(s; b) 7! (rs; rb+ sa) (61)

Niech teraz v 2 TqM i zde�niujmy odwzorowanie

hv: C(M)! R2

: f 7! (f(q); v(f)) (62)

Odwzorowanie to jest homomor�zmem algebr z jedno±ci¡ (hv(1) = (1; 0)).
Niech teraz h: C(M) ! R2 b¦dzie homomor�zmem algebr z jedno±ci¡. Zapiszmy h =

(h0; h1). Z de�nicji struktury algebry w R2 mamy, »e h0 jest homomor�zmem algebr h0C !
R, za± h1 jest ró»niczkowaniem wzgl¦dem h0.
Stwierdzenie 13. Dla ka»dego ci¡gªego (wzgl¦dem zbie»no±ci niemal jednostajnej) homo-
mor�zmu algebr z jedno±ci¡ h0: C(M)! R istnieje q 2M takie, »e h0 = �q.
Dow�od: Niech I0 = ff :h0(f) = 0g. Zaªó»my, »e dla ka»dego q 2M istnieje funkcja fq 2 I0
taka, »e fq(q) 6= 0. Mo»emy przyj¡¢, »e fq(q) > 0. Ale z ci¡gªo±ci fq mamy fq > 0 w pewnym
otoczeniu Oq punktu q. Bior¡c rozkªad jedno±ci ('�) wpisany w pokrycie (Oq)q2M tak, »e
supp'� � Oq(�) mo»emy zde�niowa¢ funkcj¦

f =
X
�

fq(�)'�:

Funkcja ta jest dodatnia, a poniewa» szereg jest zbie»ny niemal jednostajnie, wi¦c f 2 I0.
Z drugiej jednak strony

1 = h0(1) = h0(f 1
f

) = h0(f)h0( 1
f

);

wi¦c h0(f) 6= 0. Musi zatem istnie¢ q0 takie, »e f 2 I0 implikuje f(q0) = 0. Dla dowolnej
funkcji f 2 C(M) mamy

h0(f � h0(f)1) = h0(f)� h0(f)h0(1) = 0; (63)

wi¦c f(q) = h0(f).
Z tego stwierdzenia wynika, »e wektory styczne s¡ w jednoznacznej odpowiednio±ci z

homomor�zmami algebry funkcji gªadkich w algebr¦ R2. Podobnie, k-te wektory styczne
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s¡ w jednoznacznej odpowiednio±ci z homomor�zmami C(M) w Rk+1. W Rk+1 struktura
algebry wprowadzona jest wzorem

(a0; a1; : : : ; ak)(b0; b1; : : : ; bk) = (a0b0; : : : ;
iX
l=0

albi�l; � � � ;
kX
l=0

albk�l): (64)

9.4. Pola wektorowe. Niech X b¦dzie polem wektorowym na M , tzn. ci¦ciem wi¡zki
stycznej. Pole wektorowe wyznacza odwzorowanie liniowe

dX : C(M)! C(M)
: f 7! dXf (65)

gdzie dX(f)(q) = X(q)(f). Dla tego odwzorowania

dX(fg)(q) = X(q)(fg) = f(q)X(q)(g) + g(q)X(q)(f); (66)

czyli jest ono ró»niczkowaniem w algebrze C. Na odwrót, ze Stwierdzenia 12 wynika, »e
ró»niczkowanie w C(M) jest zadane polem wektorowym.
10. Immersje, submersje, itd.

Twierdzenia o funkcji uwikªanej i o staªym rz¦dzie maj¡ swoj¡ oczywist¡ wersj¦ dla
rozmaito±ci.
Twierdzenie 6 (o funkcji uwikªanej). Niech odwzorowanie

G:M ! N

b¦dzie gªadkie i niech p0 b¦dzie ustalonym punktem w N . Zaªó»my, »e dla ka»dego q 2
M; G(p) = 0 odwzorowanie styczne TpG: TpM ! TG(p)N jest surjekcj¡.
Wówczas zbiór S = G�1(p0) �M jest podrozmaito±ci¡ wymiaru m� n.
Twierdzenie 7 (o staªym rz¦dzie). Zaªó»my, »e odwzorowanie F :M �! N jest gªad-
kie, a rz¡d odwzorowania stycznego jest staªy. Wówczas dla ka»dego q 2M istnieje otoczenie
U takie, »e F (U) jest podrozmaito±ci¡ w N .

Zwró¢my uwag¦ na istotn¡ ró»nic¦ w znaczeniu tych twierdze«. Twierdzenie 6 mówi, »e
caªy zbiór S = G�1(p0) jest powierzchni¡, natomiast Twierdzenie 7 mówi tylko, »e F (U)
jest powierzchni¡. Mówimy, »e F (U) zadaje lokalnie powierzchni¦.

Z powodu tych twierdze« wyró»nia si¦ dwie klasy odwzorowa«.
Definicja 17. Odwzorowanie ':M ! N nazywamy submersj¡ je»eli dla ka»dego q 2 M
odwzorowanie styczne Tq' jest surjekcja. Odwzorowanie ' nazywamy wªo»eniem (immer-
sj¡) je»eli dla ka»dego q 2 M odwzorowanie Tq' jest injekcj¡ oraz subimmersj¡ je»eli rz¡d
odwzorowania stycznego jest staªy. Mówimy, »e immersja jest zanurzeniem (embedding)
je»eli jest indukowane odwzorowanie ':M ! '(M) � N jest homeomor�zmem.

Przykªadem surjektywnej submersji jest rzutowanie na baz¦ w rozwªóknieniu. Wªókna
rozwªóknienia s¡ podrozmaito±ciami.
Definicja 18. Obraz immersji '(M) � N nazywamy podrozmait±ci¡ wªo»on¡ (przy po-
mocy '). Obraz zanurzenia '(M) � N nazywamy podrozmaito±ci¡ zanurzon¡.

Do±¢ oczywistym jest, »e podrozmaito±¢ zanurzona jest zwykª¡ podrozmaito±ci¡. Nato-
miast podrozmaito±¢ wªo»ona na ogóª podrozmaito±ci¡ nie jest. Dopuszcze na przykªad
samoprzeci¦cia, co ilustruje poni»szy przykªad:
Przyk lad 3. Odwzorowanie

':R! R2: t 7! (cos(t); sin(2t))

ma staªy rz¡d 1, jest wi¦c immersj¡ (wªo»eniem). Obraz ' nie jest podrozmaito±ci¡ w
otoczeniu (0; 0).

17



�atwo wskaza¢ przykªad injektywnego wªo»enia nie b¦d¡cego zanurzeniem.
U»ywaj¡c odwzorowania stycznego ªatwo te» rozpozna¢ równie» czysto±¢ i transwersalno±¢

przeci¦¢ dwóch podrozmaito±ci (De�nicje 7 i 8).
Twierdzenie 8. Podrozmaito±ci S; S0 � M maj¡ czyste przeci¦cie w q0 2 S \ S0 wtedy i
tylko wtedy, gdy S \ S0 jest podrozmaito±ci¡ w otoczeniu q0 i

Tq0(S \ S0) = Tq0S \ Tq0S0: (67)

Dow�od: Niech k = dimS, k0 = dimS0 i l = dimS \ S0. Niech c = (U;';m) b¦dzie map¡
w otoczeniu q0 tak¡, »e '(q0) = 0 oraz

S \ U = fq 2 U :x�(q) = 0 dla � = k + 1; : : : ;mg;
(S \ S0) \ U = fq 2 U :x�(q) = 0 dla � = 1; : : : ; k � l; k + 1; : : : ;mg (68)

lub równowa»nie, (@1; : : : ; @k) tworz¡ baz¦ w TqS oraz (@k�l+1; : : : ; @k) w Tq(S \ S0) je±li
q 2 U . Istnienie takiej mapy wynika z de�nicji podrozmaito±ci. Z warunku (67) mo»emy
przyj¡¢, »e (@k�l+1; : : : ; @k�l+k0) tworz¡ baz¦ Tx0S0. We¹my teraz odwzorowanie

P :Rm sup'(U)! Rm�k+l

: (x1; : : : ; xm) 7! (xk�l+1; : : : ; xm): (69)

Odwzorowanie P � ':U ! Rm�k+l jest gªadkie, wi¦c jego obci¦cie (P � 'jS0) do S0 \ U
te» jest gªadkie. Odwzorowanie styczne do tego obci¦cia w punkcie q0 ma obraz rozpi¦ty
przez pierwsze k0 wektorów bazy kanonicznej w T0Rm�k+l, wi¦c ma wymiar maksymalny
(równy wymiarowi S0). Maksymalny rz¡d musz¡ wi¦c mie¢ pochodne w s¡siednich punktach
S0, czyli odwzorowanie (P � ')jS0 ma staªy rz¡d. Z twierdzenia o staªym rz¦dzie obraz
P �'(S0\U) jest w otoczeniu zera podrozmaito±ci¡. Mo»emy wi¦c wprowadzi¢ nowy ukªad
wspóªrz¦dnych (yi) w Rm�k+l i w konsekwencji, na M taki, »e yi = xi; i = 1; : : : ; k i

S \ U = fq 2 U :x�(q) = 0 dla � = k + 1; : : : ;mg;
S0 \ U = fq 2 U :x�(q) = 0 dla � = 1; : : : ; k � l; k � l + k0 + 1; : : : ;mg: (70)

Twierdzenie 9. Podrozmaito±ci S; S0 � M maj¡ transwersalne przeci¦cie w q0 2 S \ S0
wtedy i tylko wtedy,

Tq0(M) = Tq0S + Tq0S0:
Dow�od: Wystarczy pokaza¢, »e S \S0 jest podrozmaito±ci¡ wymiaru dim(Tq0S \Tq0S0) i
skorzysta¢ z poprzedniego twierdzenia. Niech c = (U;';m) b¦dzie map¡ w otoczeniu q0 na
M tak¡, »e

S \ U = fq 2 U :x�(q) = 0 dla � = k + 1; : : : ;mg (71)
Odwzorowanie

G:S0 \ U ! Rm�k

: q 7! (xk+1(q); : : : ; xm(q)) (72)

jest gªadkie i w q0 jego pochodna jest surjekcj¡ na mocy (71). Z Twierdzenia o Funkcji
Uwikªanej, (S \S0)\U = G�1(0) jest w otoczeniu q0 podrozmaito±ci¡ S0, wi¦c te» podroz-
maito±ci¡ M . Jej wymiar jest równy

dimS0 � (dimM � dimS) = dimS0 + dimS � dimM = dim(Tq0S \ Tq0S):
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11. Wektory kostyczne (kowektory styczne).
Wprowad¹my relacj¦ równowa»no±ci w zbiorze par M � C1(R;M). Dwie pary (q; f) i

(q0; f 0) nazwiemy równowa»nymi je»eli q0 = q and

D(f 0 � 
)(0) = D(f � 
)(0) (73)

dla ka»dej ró»niczkowalnej krzywej 
:R!M takiej, »e 
(0) = q. Klas¦ równowa»no±ci pary
(q; f) oznacza¢ b¦dziemy df(q) lub dqf i nazywa¢ ró»niczk¡ f w punkcie q.
Definicja 19. Zbiór klas równowa»no±ci par (x; f) oznaczamy T�M i nazywamy wi¡zk¡
kostyczn¡ rozmaito±ci M . Odwzorowanie �M : T�M !M zde�niowane przez

�M (df(q)) = q (74)

jest nazywane rozwªóknieniem kostycznym.
Ka»de wªókno T�qM = (�M )�1(q) jest przestrzeni¡ wektorow¡ z dodawaniem i mno»eniem

przez liczby zde�niowanymi przez

df(q) + df 0(q) = q(f + f 0)(q) (75)

oraz
adf(q) = d(af)(q): (76)

Niech c = (U;';m) b¦dzie map¡ naM i niech x� (� = 1; : : : ;m) b¦dzie lokalnym ukªadem
wspóªrz¦dnych tej mapy. Dla ka»dego punktu q 2 U wybieramy krzyw¡ 
(q;�):R!M (� =
1; : : : ;m) tak¡, »e

x�(
(q;�)(s)) = x�(q) + ���s (77)

dla �; � = 1; : : : ;m i s dostatecznie bliskiego 0 2 R. De�niujemy funkcje x�; x� (�; � =
1; : : : ;m) na U� = (�M )�1(U) wzorami

x�(df(q)) = x�(q) (78)

i
x�(df(x)) = D(f � 
(x;�))(0): (79)

Wi¡zka T�M ma jedyn¡ struktur¦ rozmaito±ci ró»niczkowej, dla której funkcje x�; x� s¡
wspólrz¦dnymi mapy c� = (U�; '�; 2m). Wspóªrz¦dne (x�; x�) b¦d¡ oznaczane (x�; p�).
Wprowad¹my odwzorowanie  : (�M )�1(U)! U � Rm takie, »e

prU �  = �M j(�M )�1(U) (80)

i
pr� � prRm �  = p�: (81)

Odwzorowanie to jest dyfeomor�zmem. Wynika st¡d, »e �M jest rozwªóknieniem z wªóknem
typowym Rm, dyfeomor�zm  jest lokaln¡ trywializacj¡ i c� jast adaptowan¡ map¡. Dla
ka»dego punktu q 2 U i ka»dego � = 1; : : : ;m, obci¦cie p�jT�qM funkcji p� do wªókna
T�qM jest funkcj¡ liniow¡. Wynika st¡d, »e �M jest rozwªóknieniem wektorowym (wi¡zk¡
wektorow¡).

Odwzorowanie
h ; i: TM �M T�M ! R

de�niujemy przez
ht
(0); df(q)i = D(f � 
)(0) (82)
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gdzie 
(0) = q. Funkcja ta jest liniowa wzgl¦dem obu argumentów. Pozwala ona uto»sa-
mi¢ przestrze« kowektorów T�qM z przestrzeni¡ dualn¡ do przestrzeni wektorów stycznych
TqM i w konsekwencji, wi¡zk¦ T�M z wi¡zk¡ (TM)� dualn¡ do TM . Odwzorowanie (82)
nazywamy kanoniczn¡ ewaluacj¡ (parowaniem).

Je»eli �:M ! N jest odwzorowaniem ró»niczkowalnym, to odwzorowanie styczne T�, a
raczej para (�;T�) jest mor�zmem wi¡zek wektorowych. Dla ka»dego q 2M odwzorowanie

Tq�: TqM ! T�(q)N

jest liniowe, wi¦c istnieje dualne do niego odwzorowanie

T�q�: T��(q)N ! T�qM
Odwzorowania te zbieramy do relacji

T��: T�N ! T�M: (83)

Relacja ta jest odwzorowaniem wtedy i tylko wtedy, gdy � jest dyfeomor�zmem.
Dalej nast¦puje klasyczny (Analiza IIIC) wykªad form ró»niczkowych.
Zwró¢my jeszcze tylko uwag¦ na fakt, »e wprawdzie T� jest odwzorowaniem, to na ogóª

nie mo»na przy jego pomocy przetransportowa¢ pola wektorowego na M do pola wektoro-
wego na N . Z drugiej strony, T�� nie jest odwzorowaniem tylko relacj¡, ale mo»na przy jej
pomocy transportowa¢ pola kowektorowe (forma) na N do pól kowektorowych (form) na
M .
12. Struktura wi¡zki kostycznej.
Definicja 20. Form¡ Liouville'a �M nazywany 1-form¦ na T�M zde�niowan¡ wzorem

h�M ; vi = h�T�Mv;T�M i: (84)

Form¦ Liouville'a �M zwan¡ te» po prostu form¡ kanoniczn¡ mo»na zde�niowa¢ troch¦
inaczej, wskazuj¡c funkcj¦ na T�M reprezentuj¡c¡ �(p) dla p 2 T�M . Niech para (q; f)
reprezentuje p, tzn. p = dqf . Wówczas

�M (p) = dp��Mf: (85)

W lokalnym ukªadzie wspóªrz¦dnych forma Liouville'a zapisuje si¦ wzorem

�M = p�dx� (86)

(sumowanie po �).
Forma Liouville'a charakteryzowana jest przez nast¦puj¡c¡ swoj¡ wªasno±¢.

Stwierdzenie 14. Dla ka»dej jednoformy �:M ! T�M mamy równo±¢ ���M = �.
Dow�od: Niech v 2 TqM , wówczas T�(v) 2 T�(q)T�M i

h���M ; vi = h�M ;T�(v)i = h�(q);T�M (T�(v))i = h�(q); vi:

Ró»niczk¦ zewn¦trzn¡ d�M formy Liouville'a nazywamy kanoniczn¡ form¡ symplektyczn¡
i oznaczamy !M . W lokalnym ukªadzie wspóªrz¦dnych mamy

!M = dp� ^ dx�: (87)
W ka»dym punkcie wi¡zki kostycznej p 2 T�M forma !M wyznacza (tak jak ka»da forma

dwuliniowa) odwzorowanie e!M (p): TpT�M ! T�pT�M (88)
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wzorem
he!M (p)v; wi = !M (v; w): (89)

W adaptowanym ukªadzie wspóªrz¦dnych

v = _x�(v) @
@x�

+ _p�(v) @
@p�

(90)

i z wyra»enia (87) dostajemye!M (p)v = _p�(v)dx� � _x�(v)dp�: (91)

Z wzoru tego wynika, »e e!M (p) jest izomor�zmem przestrzeni wektorowych, a e!M : TT�M !
T�T�M izomor�zmem wi¡zek wektorowych. Odwzorowanie to cz¦sto oznacza si¦ symbolem
[ (opuszczanie wska¹ników), a my b¦dziemy je oznacza¢ �M (ale dopiero przy omawianiu
dynamiki). Odwzorowanie odwrotnee!�1

M : T�T�M ! TT�M (92)

oznacza si¦ symbolem ] (podnoszenie wska¹ników).
UWAGA! Mo»na si¦ spotka¢ z inn¡ konwencj¡, w której we wzorze (89) zamienione s¡

rolami v i w. Oznacza to, »e odwzorowania [ i ] ró»ni¡ si¦ od naszych znakiem.
12.1. Nawias Poissona.
Definicja 21. Nawiasem Poissona ff; gg funkcji f; g 2 C(T�M) nazywa si¦ funkcj¦ za-
dan¡ wzorem

ff; gg = !M ((df)]; (dg)]): (93)
Wzór (92) równowa»ny jest nast¦puj¡cym:

ff; gg = hdf; (dg)]i = (dg)](f)
= �hdg; (df)]i = �(df)](g): (94)

Bior¡c pod uwag¦ wzór (91) dostajemy lokalny wzór na nawias Poissona:

ff; gg = (dg)](f)

= @g
@x�

(dx�)](f) + @g
@p�

(dp�)](f)

= @g
@x�

@f
@p�
� @g
@p�

@f
@x�

= @f
@p�

@g
@x�

� @f
@x�

@g
@p�

: (95)

UWAGA! Jak i w przypadku [ mo»na si¦ (cz¦sto) spotka¢ z inn¡ konwencj¡, w której
nawias Poissona ró»ni si¦ od wprowadzonego powy»ej znakiem.
Twierdzenie 10. Nawias Poissona posiada nast¦puj¡ce wªasno±ci:

(1) jest biliniowy i antysymetryczny, tzn. ff; gg = �fg; fg,
(2) speªnia to»samo±¢ Jacobiego, tzn.

ff; fg; hgg+ fg; fh; fgg+ fh; ff; ggg = 0; (96)

(3) odwzorowanie f ! fg; fg jest dla ka»dego g ró»niczkowaniem w C(T�M), tzn.

fg; fhg = ffg; hg+ fg; fgh: (97)
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Dow�od: Wªasno±ci biliniowo±ci i antysymetrii s¡ oczywiste. Wªasno±¢ trzecia wynika na-
tychmiast z (94) oraz z faktu, »e pole wektorowe jest ró»niczkowaniem w algebrze funkcji.
Pozostaje do wykazania to»samo±¢ Jacobiego. Mo»na j¡ sprawdzi¢ bezpo±rednim rachun-
kiem korzystaj¡c z lokalnej reprezentacji (95).

Jeszcze jedna uwaga na temat to»samo±ci Jacobiego. Otó» nawias Poissona de�niuje mno-
»enie w przestrzeni funkcji na T�M , które nie jest przemienne ani ª¡czne. Tym nie mniej
mo»na mówi¢ o ró»niczkowaniu wzgl¦dem tego dziaªania (patrz cz¦±¢ 9.1). To»samo±¢ Ja-
cobiego mo»na zapisa¢ nast¦puj¡co:

ff; fg; hgg = fff; gg; hg+ fg; ff; hgg; (98)

co oznacza, »e odwzorowanie f ! fg; fg jest dla ka»dego g ró»niczkowaniem w (C(T�M); f�; �g).
Mówimy, »e (C(T�M); f�; �g) jest algebr¡ Liego.
12.2. Nawias Liego pól wektorowych. Punktem wyj±cia jest pewna szczególna wªa-
sno±¢ nawiasu Poissona. Otó» na ka»dej wi¡zce wektorowej E (wi¦c i wi¡zce kostycznej)
mo»na wyró»ni¢ w C(E) podprzestrze« wektorow¡ funkcji liniowych na wªóknach oraz funk-
cji staªych na wªóknach. Te ostatnie s¡ podniesieniami funkcji gªadkich na bazie wi¡zki.
Stwierdzenie 15. Nawias Poissona na C(T�M) jest liniowy, tzn. nawias Poissona dwóch
funkcji liniowych na wªóknach jest funkcj¡ liniow¡ na wªóknach.
Dow�od: W lokalnym ukªadzie wspóªrz¦dnych funkcje f; g liniowe na T�M s¡ postaci

f(p) = F�(x)p�(p)
g(p) = G�(x)p�(p) (99)

i st¡d

ff; gg = @f
@p�

@g
@x�

� @f
@x�

@g
@p�

= F�
@G�

@x�
p� �G� @F

�

@x�
p� ; (100)

czyli nawias ff; gg jest funkcj¡ liniow¡.
Oprócz tej wªasno±ci mamy dwie inne:
(1) nawias Poissona funkcji liniowej i staªej na wªóknach jest funkcj¡ staª¡ na wªóknach,
(2) nawias Poissona dwóch funkcji staªych na wªóknach jest równy zero.

Wªasno±ci te mo»na wykaza¢ korzystaj¡c z Twierdzenia 10 i z liniowo±ci nawiasu. Istotnie,
niech f; f 0 b¦d¡ funkcjami liniowymi, za± h; h0 funkcjami staªymi na wªóknach. St¡d hf 0
jest liniowa i z liniowo±ci nawiasu liniowa jest funkcja ff; hf 0g. Ale

ff; hf 0g = hff; f 0g+ ff; hgf 0;
wi¦c

ff; hf 0g � hff; f 0g = ff; hgf 0: (101)
Funkcja z lewej strony tej równo±ci jest linowa, wi¦c równie» funkcja ff; hgf 0 jest linowa
dla ka»dej funkcji liniowej f 0. Jest to mo»liwe tylko wtedy, gdy ff; hg jest funkcj¡ staª¡ na
wªóknach.

Podobnie
fh0; hfg = hfh0; fg+ fh0; hgf 0;

i
fh0; hfg � hfh0; fg = fh0; hgf 0:
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Z poprzedniego funkcja po lewej stronie jest staªa na wªóknach, wi¦c i fh0; hgf 0 jest staªa na
wªóknach dla ka»dej funkcji liniowej f 0. Jest to mo»liwe tylko gdy fh0; hg jest równe zeru.

Niech teraz X b¦dzie polem wektorowym na M , czyli ci¦ciem wi¡zki stycznej. Polu temu
mo»a przyporz¡dkowa¢ funkcj¦ eX liniow¡ na T�M wzoremeX(p) = hp;X(�M (p)): (102)

Odpowiednio±¢ mi¦dzy polami wektorowymi i liniowymi funkcjami na T�M jest wzajem-
nie jednoznaczna.
Definicja 22. Nawiasem Liego pól wektorowych nazywamy pole wektorowe [X;Y ] takie,
»e g[X;Y ] = f eX; eY g: (103)

Z Twierdzenia 10 wynikaj¡ nast¦puj¡ce wªasno±ci nawiasu Liego pól wektorowych:
(1) jest biliniowy i antysymetryczny,
(2) speªnia to»samo±¢ Jacobiego:

[X; [Y;Z]] = [[X;Y ]; Z] + [Y; [X;Z]]; (104)

(3) dla ka»dej funkcji f 2 C(M)

[X; fY ] = f [X;Y ] +X(f)Y: (105)

Powy»szy sposób wprowadzenia nawiasu Liego pól wektorowych nie jest zbyt cz¦sto spo-
tykany. Na ogóª wprowadza si¦ go jako komutator pól wektorowych rozumianych jako ró»-
niczkowania w algebrze C(M):

[X;Y ](f) = X(Y (f))� Y (X(f)):

13. Rozmaito±ci symplektyczne i Poissona.
Definicja 23. Rozmaito±ci¡ symplektyczn¡ nazywamy par¦ (P;w), gdzie P jest rozma-
ito±ci¡ ró»niczkow¡, za± ! zamkni¦t¡ i niezdegenerowan¡ 2-form¡ na P .
Stwierdzenie 16. Rozmaito±¢ symplektyczna jest wymiaru parzystego.
Dow�od: Niezdegenerowanie ! oznacza, »e stowarzyszone odwzorowanie

e!: TP ! T�P
: v 7! !(v; �) (106)

jest izomor�zmem wi¡zek wektorowych. W lokalnym ukªadzie wspóªrz¦dnych macierz tego
odwzorowania jest antysymetryczna z wyznacznikiem ró»nym od zera. Je»eli jednak mamy
antysymetryczn¡ (sko±nie symetryczn¡) macierz A rozmiaru n� n, to

detA = detAT = det(�A) = (�1)n detA:

St¡d detA = 0 dla nieparzystego n.
Kanonicznym przykªadem rozmaito±ci symplektycznej jest wi¡zka kostyczna T�M z for-

m¡ !M , któr¡ w lokalnym ukªadzie wspóªrz¦dnych zapisuje si¦ ! = dp� ^ dp�. Okazuje
si¦ (Twierdzenie Darboux), »e na dowolnej rozmaito±ci sumplektycznej (P; !) wymiaru 2m
mo»na wprowadzi¢ (lokalnie) taki ukªad wspóªrz¦dnych (x�; pzl), »e ! = dp� ^ dx�.

Podobnie jak na wi¡zce kostycznej, na rozmaito±ci symplektycznej mo»na wprowadzi¢
nawias funkcji wzorem
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ff; gg = !((df)]; (dg)])); (df)] = e!�1(df): (107)
Twierdzenie 11. Nawias f�; �g posiada nast¦puj¡ce wªasno±ci:

(1) jest biliniowy i antysymetryczny, tzn. ff; gg = �fg; fg,
(2) speªnia to»samo±¢ Jacobiego, tzn.

ff; fg; hgg+ fg; fh; fgg+ fh; ff; ggg = 0; (108)
(3) odwzorowanie f ! fg; fg jest dla ka»dego g ró»niczkowaniem w C(T�M), tzn.

fg; fhg = ffg; hg+ fg; fgh: (109)

Dow�od: Wªasno±ci biliniowo±ci i antysymetrii s¡ oczywiste. Wªasno±¢ trzecia wynika na-
tychmiast z (107) oraz z faktu, »e pole wektorowe jest ró»niczkowaniem w algebrze funkcji.
Pozostaje do wykazania to»samo±¢ Jacobiego. Sprawdzimy j¡ bezpo±rednim rachunkiem
korzystaj¡c z lokalnej reprezentacji

! = 1
2!��dx� ^ d�

df (110)

Definicja 24. Rozmaito±ci¡ Poissona nazywamy rozmaito±¢ r/o»niczkow¡ M z odwzoro-
waniem (nawiasem)

f�; �g: C(M)� C(M) (111)
biliniowym i antysymetrycznym, które jest ró»niczkowaniem ze wzgl¦du na jedn¡ zmienn¡
i speªnia to»samo±¢ Jacobiego.

Bezpo±rednio z de�nicji mamy
ff; 1g = ff; 1 � 1g = ff; 1g+ ff; 1g; (112)

wi¦c nawias dowolnej funkcji z funkcj¡ staª¡ jest równy zero.
Ustalmy punkt q 2M . Odwzorowanie

Xf (q): C(M)! R
g: 7! ff; gg(q) (113)

jest ró»niczkowaniem wzgl¦dem �q ((55)), wi¦c wektorem z TqM . Odwzorowanie q: 7! Xf (q)
jest polem wektorowym.

Z antysymetrii nawiasu
Xf (g) = �Xg(f) = �hdf;Xgi; (114)

czyli wektor Xf (q) zale»y tylko od dqf i zale»no±¢ ta jest liniowe. Dostajemy wi¦c odwzo-
rowanie e�!(q): T�qM ! TqM

: dqf 7! Xf (q); (115)
które jest liniowe i antysymetryczne. Wyznacza wi¦c jednoznacznie biwektor �(q) 2 V2 TqM :

hdg; e�!(q)(df)i = �(q)(dqf;dqg) = ff; gg(q) (116)
i w efekcie pole biwektorowe �.

Na odwrót, maj¡c pole biwektorowe � mo»emy wzorem (116) zde�niowa¢ nawias funcji.
Jest on oczywi±cie biliniowy, antysymetryczny i jest te» ró»niczkowaniem ze wzgl¦du na
jedn¡ zmienn¡. To»samo±¢ Jacobiego nie jest jednak na ogóª speªniona. Warunki, jakie
musi speªnia¢ pole biwektorów by nawias funkcji speªniaª to»samo±¢ Jacobiego (by wi¦c
okre±laª struktur¦ rozmaito±ci Poissona na M) nie s¡ skomplikowane, ale nie jeste±my jeszcze
przygotowani do ich sformuªowania.
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13.1. Podrozmaito±ci rozmaito±ci symplektycznej. Niech (P; !) b¦dzie rozmaito±ci¡
symplektyczn¡ i niech V � TqM b¦dzie podprzestrzeni¡ wektorow¡. Przez V � � T�P
oznaczamy anihilator V (zbiór kowektorów zeruj¡cych si¦ na podprzestrzeni V ).
Definicja 25. Polar¡ symplektyczn¡ V x podprzestrzeni V nazywamy podprzestrze« e!�1(V �)
przestrzeni TqP .

Ze wzgl¦du na usytuowanie V x wzgl¦dem V wyró»niamy nast¦puj¡ce rodzaje podprze-
strzeni:

(1) V jest izotropowa je»eli V x � V ,
(2) V jest koizotropowa je»eli V x � V ,
(3) V jest lagran»owska je»eli V x = V ,
(4) V jest symplektyczna je»eli V x \ V = f0g.
Podrozmaito±¢ (zanurzona) N rozmaito±ci P nazywamy odpowiednio izotropow¡, koizo-

tropow¡, lagran»owsk¡ lub symplektyczn¡, je»eli w ka»dym punkcie jej przestrze« styczna
jest izotropowa, koizotropowa, lagran»owska lub symplektyczna. Podobnie klasy�kujemy
podrozmaito±ci zanurzone �:N ! P ze wzgl¦du na wªasno±ci obrazu T�.

Bezpo±rednio z de�nicji wynika, »e je»eli 2m = dimP , to:
(1) dimN 6 m gdy N jest izotropowa,
(2) dimN > m gdy N jest koizotropowa,
(3) dimN = m gdy N jest izotropowa,
(4) dimN jest parzysty gdy N jest symplektyczna.

Zauwa»my, »e podrozmaito±¢ lagran»owska jest jednocze±nie izotropowa i koizotropowa, a
podrozmaito±¢ wymiaru jeden jest zawsze izotropowa.
Stwierdzenie 17. Podrozmaito±¢ N kowymiaru 1 jest zawsze koizotropowa.
Dow�od: Mamy pokaza¢, »e (TqN)x � TqN . Przypu±¢my, »e tak nie jest. Poniewa» N jest
kowymiaru 1, to (TqN)x jest wymiaru 1. Niech v b¦dzie niezerowym wektorem z (TqN)x.
Oznacza to, »e !(v; w) = 0 dla ka»dego wektora w 2 TqN . Ale !(v; v) = 0, wi¦c !(v; w) = 0
dla ka»dego w 2 TqP , co oznacza, »e e!(q) = 0. Sprzeczno±¢.
14. Generowanie podrozmaito±ci lagran»owskich.

Zajmijmy si¦ bardziej szczegóªowo podrozmaito±ciami lagran»owskimi wi¡zki kostycznej.
Stwierdzenie 18. Obraz jednoformy �:M ! T�M jest podrozmaito±ci¡ lagran»owsk¡
wtedy i tylko wtedy, gdy � jest form¡ zamkni¦t¡, tzn. d� = 0.
Dow�od: Ze Stwierdzenia 14 mamy ���M = �, a z przemienno±ci transportu formy z
ró»niczkowaniem zewn¦trznym

��!M = ��d�M = d�: (117)

Z drugiej strony, �(M) jest podrozmaito±ci¡ lagran»owsk¡ je±li ��!M = 0, bo wymiar �(M)
jest równy wymiarowi M .

W szczególno±ci mo»e si¦ zdarzy¢, »e � = df dla f 2 cC(M). W tym przypadku mówimy,
»e podrozmaito±¢ lagran»owska jest generowana przez funkcj¦ generuj¡c¡ f .

Niech teraz C � M b¦dzie podrozmaito±ci¡ i f 2 C(C). Funkcja f generuje podrozma-
ito±¢ lagran»owsk¡ w T�C. Poniewa» TqC � TqM jest podprzestrzeni¡, to T�qC mo»na w
naturalny sposób uto»sami¢ z przestrzeni¡ ilorazow¡ T�qM n(TqC)�. Mamy wi¦c kanoniczne
rzutowanie

#C : T�CM ! T� (118)
którego j¡drem jest (TC)�.
Stwierdzenie 19. N = #�1

C (df(C)) jest podrozmaito±ci¡ lagran»owsk¡ w T�M .
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Dow�od: Pokazanie, »e N jest podrozmaito±ci¡ jest ªatwym ¢wiczeniem. Jej wymiar jest
równy

dimC + dim(TqC)� = dimC + (dimM � dimC) = dimM:

Z de�nicji formy Liouville'a mamy dla v 2 TpT�CM
T�M (v) = T�M � T#C(v) (119)

i

�M (v) = hp;T�M (v)i
= h#C(p);T�M � T#C(v)i
= �C(T#C(v))
= #�C�C(v): (120)

St¡d �M jT�CM = #�C�C i !M jT�CM = #�C!C . Zatem

!M jN = #�C(!C jdf(C)) = 0: (121)

Mówimy, »e para (C; f) generuje podrozmaito±¢ lagran»owsk¡ N . Jest to uogólnienie
poprzedniego przypadku.
15. Rodziny Morse'a.

Zajmiemy si¦ teraz ogólniejszym sposobem generowania podrozmaito±ci lagran»owskich
w T�M . Poprzednio, maj¡c podrozmaito±¢ lagran»owsk¡ w czym± 'mniejszym' (T�C) do-
stawali±my (bez przeszkód) podrozmaito±¢ lagran»owsk¡ w czym± 'wi¦kszym'(T�M). Teraz
b¦dziemy si¦ zajmowa¢ sytuacja w pewnym sensie przeciwn¡: maj¡c podrozmaito±¢ lagran-
»owsk¡ w czym± 'wi¦kszym' otrzymywa¢ b¦dziemy podrozmaito±¢ lagran»owsk¡ w czym±
'mniejszym'. Tutaj pojawi¡ si¦ przeszkody.
15.1. Konstrukcje przygotowawcze. Niech � :E ! M b¦dzie rozwªóknieniem. Wektor
v 2 TE nazywamy pionowym, je»eli T�(v) = 0 2 TM . Inaczej mówi¡c, v jest wektorem
stycznym do wªókna rozwªóknienia � . Zbiór wektorów pionowych VE tworzy wi¡zk¦ wek-
torow¡ - podwi¡zk¦ wi¡zki stycznej TE. Niech teraz � :E ! M b¦dzie rozwªóknieniem
wektorowym. Ka»dej parze (e; e0) 2 E �M E, to znaczy �(e) = �(e0) przypisujemy wektor
�[� ](e; e0) 2 TE reprezentowany krzyw¡


e;e0 :R! E
: t 7! e+ te0: (122)

Poniewa» � �
e;e0 jest krzyw¡ staª¡, reprezentuje wektor zerowy w TM . Wektor �[� ](e; e0) jet
wektorem pionowym. �atwo si¦ przekona¢, u»ywaj¡c na przykªad lokalnego ukªadu wspóª-
rz¦dnych, »e ka»dy wektor pionowy jest tej postaci, czyli odwzorowanie

�[� ]:EME ! VE (123)

jest di�eomor�zmem, a nawet izomor�zmem wi¡zek wektorowych.
Niech teraz wektory v 2 VT�M , w 2 TT� b¦d¡ zaczepione w tym samym punkcie

f 2 T�M . Z lokalnej reprezentacji !M = dp� ^ dy� wida¢, »e

!M (w; v) = �hT�M (w); gi; (124)

gdzie g 2 T�M jest takie, »e
v = �[�M ](f; g): (125)
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15.2. Rodziny funkcji i zbiory przez nie generowane. Niech �:Y ! M b¦dzie roz-
wªoknieniem ró»niczkowalnym. Przypomnijmy, »e VY oznacza podwi¡zk¦ wektorów piono-
wych

fw 2 TY ; T�(w) = 0g (126)

wi¡zki stycznej TY . Polara tej podwi¡zki

V�Y =
�
g 2 T�Y ; ∀v2VY �Y (v) = �Y (g)) hg; vi = 0

	
(127)

jest podwi¡zk¡ wi¡zki kostycznej T�Y . Istnieje odwzorowanie e�: V�Y ! T�M charaktery-
zowane równo±ci¡

he�(g); vi = hg; wi (128)

dla ka»dego wektora v 2 T�(y)M , gdzie y = �Y (g), i dla ka»dego wektora w 2 TyY zwi¡za-
nego z v warunkiem T�(w) = v.

Funkcja F :Y ! R mo»e by¢ uwa»ana za rodzin¦ funkcji okre±lonych na wªóknach roz-
wªóknienia �. Oznacz¡¢ j¡ b¦dziemy (F; �) i reprezentowa¢ diagramem

Y wF

u
�

R

M

(129)

Zbiorem krytycznym rodziny (F; �) nazywamy zbiór

S(F; �) =
n
y 2 Y ; ∀w2VyY hdF;wi = 0

o
: (130)

Elementy zbioru krytycznego nazywamy punktami krytycznymi rodziny (F; �). Istnieje od-
wzorowanie �(F; �):S(F; �)! T�M zde�nowane równo±ci¡

h�(F; �)(y); vi = hdF;wi (131)

dla ka»dego v 2 T�(y)M i dla ka»dego w 2 TyY zwi¡zanego z v warunkiem T�(w) = v.
Rodzina funkcji (F; �) generuje zbiór K � T�M b¦d¡cy obrazem odwzorowania �(F; �).

W dalszym ci¡gu sformuªujemy waruki gwarantuj¡ce lagran»owsko±¢ K.
15.3. Wzgl¦dny Hessian funkcji.

Niech Y b¦dzie rozmaito±ci¡ ró»niczkow¡, F :Y ! R funkcj¡ ró»niczkowaln¡ na Y i
N = im(dF ) � T�Y podrozmaito±ci¡ lagran»owsk¡ generowan¡ przez funkcj¦ F . Wy-
bierzmy punkt y 2 Y . Przestrze« M = TfN = im(TydF ) styczna do N w f = dF (y) jest
lagran»owska, czyli równa swojej polarze symplektycznej w przestrzeni TfT�Y .

Niech �: TyY ! TfT�Y b¦dzie liniowym odwzorowaniem takim, »e Tf�Y � � = 1TyY .
Wprowad¹my odwzorowanie

': TyY � T�yY ! TfT�Y
: (u; g) 7! �(u) + �[�Y ](f; g): (132)

Korzystaj¡c z (124) widzimy, »e równo±¢

h!Y ; '(u; g) ^ '(v; h)i = �hh; ui+ hg; vi (133)

zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy L = im(�) is podprzestrzeni¡ zerow¡ (lagran»owsk¡)
kanonicznej formy symplektycznej !Y na przestrzeni TfT�Y .
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Niech zatem L b¦dzie tak¡ podprzestrzeni¡ lagran»owsk¡ i niech �: TfT�Y ! T�yY b¦dzie
odwzorowaniem takim, »e (Tf�Y ; �) jest odwzorowaniem odwrotnym do '. Z równo±ci

h�(TdF (u)); vi � h�(TdF (v)); ui = h�(TdF (u));T�Y (TdF (v))i � h�(T(dF )(v));T�Y (TdF (u))i
= h!Y ;TdF (u) ^ TdF (v)i
= 0 (134)

wynika, »e odwzorowanie
� � TydF : TyY ! T�yY (135)

jest symetryczne. Biliniowa funkcja symetryczna

HL(F; y): TyY � TyY ! R
: (u; v) 7! h�(TdF (u)); vi (136)

nazywana jest hessianem funkcji F wzgl¦dem podprzestrzeni lagran»owskiej L � TfT�Y .
Mamy te» z (133)

HL(F; y)(u; v) = h!Y ;TdF (u) ^ �(v)i; (137)

bo TdF (u) = '(u; �(TdF (u))) i �(v) = '(v; 0).
Niech teraz y b¦dzie punktem krytycznym funkcji F :Y ! R. Poniewa» dF (y) = 0,

mo»emy wybra¢ � = TyO[�Y ]. Przestrze« L = im(�) jest przestrzeni¡ styczn¡ do obrazu
ci¦cia zerowego O[�Y ] w punkcie O[�Y ](y). Wzgl¦dny hessian HL(F; y) nazywany jest po
prostu hessianem funkcji F w punkcie krytycznym y. Oznaczamy go H(F; y).
15.4. Hessian rodziny funkcji w punkcie krytycznym.

Niech y 2 Y b¦dzie punktem krytycznym rodziny funkcji

Y wF

u
�

R

M

(138)

Niech �: TyY ! TfT�Y oraz �0: TyY ! TfT�Y b¦d¡ odwzorowaniami liniowymi takimi,
»e Tf�Y � � = 1TyY oraz Tf�Y � �0 = 1TyY . Niech obrazy L = im(�) i L0 = im(�0) b¦d¡
podprzestrzeniami lagran»owskimizawartymi w TfV�Y � TfT�Y . Dla ka»dego wektora
v 2 TyY wektor �0(v)� �(v) jest w VfT�Y i w TfV�Y . Istnieje jedyny kowektor g 2 V�yY
taki, »e �0(v)� �(v) = �[�Y ](f; g). Mamy dzi¦ki (137)

HL0(F; y)(u; v)�HL(F; y)(u; v) = h!Y ;TdF (u) ^ (�0(v)� �(v))i
= hg;T�Y (TdF (u))i
= hg; vi: (139)

Wynika st¡d, »e je»eli u 2 VyY , to

HL0(F; y)(u; v) = HL(F; y)(u; v): (140)

Wzór

H(F; �; y): VyY � TyY ! R
: (u; v) 7! HL(F; y)(u; v); (141)
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de�niuje to samo biliniowe, symetryczne odwzorowanie dla ka»dego wyboru lagran»owskiej
podprzestrzeni L � TfT�Y transwersalnej do podprzestrzeni wektorów pionowych i zawar-
tej w TfV�Y . Odwzorowanie to nazywane jest hessian rodziny (F; �) w punkcie krytycznym
y.

Poniewa» L � TV �Y , wektor w jest w TfV �Y wtedy i tylko wtedy, gdy �(f; �(w)) =
w � �(v) 2 TfV �Y , gdzie v = T�Y (w). Wynika st¡d, »e w 2 TfV �Y wtedy i tylko wtedy,
gdy �(w) 2 V �Y .

Zauwa»my, »e podprzestrze« �(VyY ) nie zale»y od wyboru �:
Niech v 2 VyY i niech L;L0 2 TfV�Y . Dla w 2 TfT�Y i v0 = �Y (w) mamy ((133))

!Y (�0(v)� �(v); w) = !Y (�0(v)� �(v); �(v0))
= !Y (�0(v); �(v)� �(v0))
= hg0; vi; (142)

gdzie �[�Y ](f; g0) = �(v0) � �0(v0). Korzystali±my tu z lagran»owsko±ci L i L0. Poniewa»
L;L0 � TV �Y i v 2 V, mamy g0 2 V�Y i hg0; vi = 0. Wynika st¡d, »e g0 = 0 i �(v) = �0(v).

Czytelnikowi pozostawiam do sprawdzenia, »e j¡dro odwzorowania Tf e� jest polar¡ sym-
plektyczn¡ TfV�Y , czyli obrazem VY wzgl¦dem �.
Stwierdzenie 20.

dim(ker Tf e� \ Tf (dF (TY ))) = dim VyY � rankH(F; �; y) (143)

Dow�od: Niech w 2 ker Tf e� \ Tf (dF (TY )), to znaczy w = �(v) i w = TdF (v), gdzie
v 2 VyY . Mamy zatem dla v0 2 TyY

H(F; �; y)(v; v0) = HL(F; y)(v; v0)
= h!Y ;TdF (v) ^ �(v0)i
= h!Y ; �(v) ^ �(v0)i
= 0: (144)

I na odwrót: je»eli v 2 VyY jest takie, »e dla ka»dego v0 2 TyY mamy

HL(F; y)(v; v0) = h!Y ;TdF (v) ^ �(v0)i = 0; (145)

to znaczy TdF (v) jest w polarze symplektycznej L. Poniewa» L jest lagran»owska wniosku-
jemy, »e TdF (v) = �(v). Wynika st¡d »¡dana równo±¢ wymiarów.
15.5. Rodziny regularne i Morse'a.
Definicja 26. Rodzina (F; �) nazywana jest rodzin¡ Morse'a je»eli rz¡d H(F; �; y) jest
maksymalny w ka»dym y 2 S(F; �). Rodzina (F; �) nazywana jest regularn¡ je»eli krytyczny
zbiór S(F; �) jest podrozmaito±ci¡ Y i rz¡d H(F; �; y) w ka»dym y 2 S(F; �) jest równy
kowymiarowi S(F; �).

Poka»emy, »e rodzina regularna generuje podrozmaito±¢ lagrang»owsk¡ T�M i »e rodzina
Morse'a jest regularna.
Theorem 12. Je»eli (F; �) rodzin¡ regularn¡, to obraz �(F; �) jest wªo»on¡ podrozmaito-
±ci¡ lagran»owsk¡ w T�M .
Dow�od: Niech y 2 S(F; �) i f = dF (y). Rz¡d � w y jest równy dim(TyS(F; �)) �
dim(ker(Ty�)). Mamy

ker(Ty�) = ker(Tf e�) \ TfdF (S(F; �))
= ker(Tf e�) \ Tf (dF (Y ) \ V �Y )
� ker(Tf e�) \ (TfdF (Y ) \ TfV �Y )
= ker(Tf e�) \ TfdF (Y ): (146)
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Z (146) i Stwierdzenia 20 wynika, »e

dim(ker(Ty�)) 6 dim(ker(Tbe�) \ TbL) = dim Vy � rankH(F; �; y): (147)

Poniewa» rodzina (F; �) jest regularna, rankH(F; �; y) = dim VyY + dimM � dimS(F; �) i
w konsekwencji

dim(ker(Ty�)) 6 dimS(F; �)� dimM: (148)

Wynika st¡d, »e

dim(im(Ty�)) = dimS(F; �)� dim(ker(Ty�)) > dimM: (149)

Z drugiej strony Ty� jest zªo»eniem TydF , obci¦tego do TyS(F; �), i Tf e�. Obraz TydF
jest podprzestrzeni¡ lagran»owsk¡, wi¦c z faktu, »e j¡dro Tf e� jest polar¡ symplektyczn¡
TfV� wynika, »e obraz im(Ty�) jest izotropow¡ podprzestrzeni¡ Te�(f)T�M . Implikuje to
nierówno±¢

dim(im(Ty�) 6 dimM; (150)

co razem z (149) daje
dim(im(Tr�)) = dim(M): (151)

Z twierdzenia o staªym rz¦dzie wynika, »e N = �(S(F; �)) jest wªo»on¡ podrozmaito±ci¡
T�M i dim(N) = dim(M). Poniewa», jak pokazli±my, N jest podrozmaito±ci¡ izotropow¡,
jest te» lagran»owska.

Pozostaje do wykazania, »e rodzina Morse'a jest regularna. Maksymalno±¢ rz¦du hessianu
oznacza, »e jest on równy dimVyY i w konsekwencji ((149)), dim(ker(Ty�)) = 0. Wystarczy
teraz udowodni¢, »e S(F; �) jest podrozmaito±ci¡. W tym celu poka»emy, »e V�Y i dF (Y )
przecinaj¡ si¦ transwersalnie. Skorzystamy tu z kryterium danego w Twierdzeniu 9. Niech
wi¦c y 2 S(F; �); f = dF (y). Zauwa»my najpierw, »e wektory z ker(Tf e�) nie s¡ pionowe
wzgl¦dem rzutowania �Y , tzn. VfT�Y \ ker(Tf e�) = f0g, i »e VfT�Y \ Tf (dF (Y )) = f0g.
Co wi¦cej (sprawdzi¢!),

VfV�Y \ (ker(Tf e�) + Tf (dF (Y ))) = f0g (152)

Wynika st¡d, »e

dim(TyV �Y + TydF (TY )) > dim(ker(Tf e�) + VfV�Y + TydF (TY ))
= dim VfV�Y + dim(ker(Tf e�) + TydF (TY ))
= dimM + dim(ker(Tf e�)) + dim(TydF (TY ))
= dimM + (dimY � dimM) + dimY = dim T�Y:

(153)

16. Podstawy rachunku wariacyjnego na przykªadzie statyki.
Zasady wariacyjne s¡ raczej konsekwencj¡ sposobu mówienia (my±lenia) o ukªadzie �-

zycznym ni» metod¡ uzyskiwania z góry zadanych równa«. Aby zrozumie¢, o jaki to sposób
mówienia (opisywania) chodzi warto przyjrze¢ si¦ sytuacji najprostszej, a wi¦c zasadom
prac wirtualnych w statyce. Nie b¦dziemy tu rozwija¢ formalizmu, co oznacza »e wiele
pyta«, w¡tpliwo±ci pozostanie bez odpowiedzi. Nie wszystko b¦dzie do ko«ca sprecyzo-
wane. Zwraca¢ b¦dziemy uwag¦ na j¦zyk i koncepcje wynikaj¡ce z wariacyjnego 'podej-
±cia' do ukªadu �zycznego. Przedstawiony pogl¡d na rachunek wariacyjny odmienny b¦dzie
od do±¢ rozpwszechnionego, »e zasady wariacyjne sªu»¡ jedynie do wyprowadzenia równa«
(Eulera-Lagrange'a). Podkre±lam, »e ÿwariacyjno±¢" jest sposobem mówienia (my±lenia) o
ukªadzie, z którego wynika sposób (a raczej sposoby) jego opisu. Chodzi wi¦c bardziej o
j¦zyk ni» o formalizm, czy technik¦.
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Podstawowe koncepcje le»¡ce u podstaw opisu wariacyjnego:
(1) Kon�guracje - na pocz¡tek przyjmijmy, »e tworz¡ gªadk¡, sko«czenie-wymiarow¡

rozmaito±¢ Q.
(2) Quasistatyczne procesy (wirtualne) - ªuki (lokalnie s¡ to zorientowane, jednowymia-

rowe podrozmaito±ci) -na ogóª nie wszystkie- w Q, tworz¡ zbiór C
(3) Koszty procesów (praca ) s¡ funkcj¡ rzeczywist¡ W

W : C ! R

Opis ukªadu dostajemy przez podanie tych trzech obiektów.
Pytania zadawane - o poªo»enia równowagi ukªadu.
Podstawowe zaªo»enia ogólne:
(1) procesy mo»ne skªada¢,
(2) praca jest funkcj¡ addytywn¡ procesów.

Z tych zaªo»e« wynika, »e póªkrzywa 
 w Q, to znaczy odwzorowanie


:R+ ! Q;

wyznacza jednoparametrow¡ rodzin¦ procesów 
a = 
([0; a]), a funkcja pracy na tych pro-
cesach daje funkcj¦ na R+ o warto±ciach rzeczywistych:

a 7!W (γa):

Poniewa» W (γ) =  funkcja ta jest wyznaczona jednoznacznie przez swoj¡ pochodn¡.
Na mocy zaªo»enia ogólnego zale»y tylko lokalnie od rodziny procesów (od jej kieªka).

Zaªo»enia upraszczaj¡ce na potrzeby wykªadu:
(*) pochodna, o której mowa powy»ej zale»y tylko od pierwszej pochodnej krzywej, wi¦c tylko

od wektora stycznego do Q. Oznaczmy

W (t1
(0)) = dW (γa)
da

(0)

(**) procesy dopuszczane przez ukªad s¡ zadane przez wektory styczne do nich w punkcie
pocz¡tkowym. Tworz¡ one podzbiór C1, dodatnio jednorodny, wi¡zki stycznej TQ. Inaczej
mówi¡c, procesy dopuszczalne s¡ rozwi¡zaniami równania C1 � TQ. L jest wi¦c funkcj¡
dodatnio jednorodn¡ na C1.

16.1. Zasady prac wirtualnych. Zasada prac wirtualnych podaje kryterium równowagi
ukªadu statycznego.

(W) Punkt q 2 C jest punktem równowagi, je»eli dla ka»dej póªkrzywej 
 o pocz¡tku w q
funkcja pracy

a 7!W (γa)
jest w otoczeniu zera dodatnia.
Znaczy to, »e funkcja ta ma w zerze lokalne minimum. Z analizy znane s¡ kryteria mini-

mum:

(K) funkcja na R+ ma w zerze minimum, je»eli pierwsza nie znikaj¡ca pochodna w zerze jest
dodatnia.

St¡d wynika caªa seria kryteriów równowagi ukªadu w punkcie, w zale»no±ci od tego, ile
pochodnych bierzemy pod uwag¦.

W(k) Je»eli punkt q 2 C jest punktem równowagi, to dla ka»dej póªkrzywej 
 o pocz¡tku w q
funkcja pracy

a 7!W (γa)
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ma w zerze dodatni¡ pierwsz¡ nieznikaj¡c¡ pochodn¡ rz¦du 6 k.

Najprostsza zasada, dla k = 1

W(1) Je»eli punkt q 2 C jest punktem równowagi, to dla ka»dej póªkrzywej 
 o pocz¡tku w q
funkcja pracy

a 7!W (γa)

ma w zerze dodatni¡ pierwsz¡ nieznikaj¡c¡ pochodn¡ rz¦du 6 k.
Zwró¢my uwag¦, »e powy»sze zasady mówi¡ o warunkach koniecznych. Mo»na sformuªo-

wa¢ warunki dostateczne:

W(k) Je»eli punkt q 2 C ma t¦ wªasno±¢, »e dla ka»dej póªkrzywej 
 o pocz¡tku w q funkcja
pracy

a 7!W (γa)

ma w zerze pierwsz¡ nieznikaj¡c¡ pochodn¡ rz¦du 6 k i jest ona dodatnia, to punkt q
jest punktem równowagi.

Gdyby nas interesowaª tylko jeden ukªad, spraw¦ mieliby±my zako«czon¡. Jak jednak
wynika z dotychczasowych rozwa»a« wariacyjne podej±cie dotyczy ukªadów otwartych na
oddziaªywanie z innymi. W dalszej cz¦±ci ograniczam si¦ do zasady prac wirtualnych ze
wska¹nikiem k = 1.
16.2. Opis ukªadów zªo»onych. Skªadamy dwa ukªady o tej samej przestrzeni kon�gu-
racyjnej. Naturaln¡ wydaje si¦ nast¦puj¡ca propozycja opisu ukªadu zªo»onego:

je»eli ukªady opisywane s¡ przez pary (C1
1 ;W1) i (C1

2 ;W2), to ukªad zªo»ony opisywany
jest przez par¦ (C1

1 \ C1
2 ;W1 +W2).

Nie zawsze jest tak dobrze. To, »e C1 nie jest caª¡ przestrzeni¡ styczn¡ oznacza, »e
mamy wi¦zy. Opis przy pomocy wi¦zów jest jest stosowany, gdy nie jeste±my w stanie
wyprowadzi¢ ukªadu w sposób dostrzegalny ze zbioru C. Koncept wi¦zów w statyce jest
wi¦c zwi¡zany z naszym ograniczeniu ÿenergetycznym" i ograniczonej zdolno±ci rozdzielczej
w rozpoznawaniu kon�guracji ukªadu.

Opis z wi¦zami jest idealizacj¡, zast¦puj¡c¡ opis rzeczywisty. Powstaje pytanie: czy maj¡c
dwa opisy idealizowane ukªadów z wi¦zami mo»emy dosta¢ opis ukªadu zªo»onego? Nie
trudno poda¢ przykªad gdy tak nie jest.

Znajomo±¢ opisów idealizowanych (czytaj: z wi¦zami) dwóch ukªadów nie wystarcza, w
ogólno±ci, do podania opisu ukªadu zªo»onego. Je»eli wystarcza, to przeci¦cie wi¦zów nazy-
wamy czystym. Mo»na te» skªada¢ ukªady równie» cz¦±ciowo, tzn. anga»uj¡c tylko pewne
stopnie swobody.

Szczególnie wa»ny jest przypadek, gdy jeden z ukªadów (np drugi) jest potencjalny, tzn.
W = dV; V :Q! R oraz C2 = TQ. Aby wypowiedzie¢ si¦ na temat równowagi w punkcie q
wystarczy zna¢ L na TqQ, czyli ró»niczk¦ dqV . W punkcie q rodzina ukªadów potencjalnych
mo»e by¢ (i jest) uto»samiana z przestrzeni¡ ko-styczn¡ T�qQ do Q w q. Z punku widzenia
ukªadu pierwszego dwa ukªady potencjalne posiadaj¡ce t¡ sam¡ ró»niczk¦ w q s¡ w tyym
punkcie nierozró»nialne. To znaczy, ukªad (C1

1 ; L1) jest w równowadze z jednym ukªadem
potencjalnym w q wtedy i trylko wtedy, gdy jest w tym punkcie w równowadze z drugim
ukªadem potencjalnym.
16.3. Opis dualny. Transformacja Legendre'a. Siª¡ w punkcie q nazwiemy klas¦ ukªa-
dów potencjalnych, równowa»nych ze wzgl¦du na zasad¦ pracy wirtualnej dla punktu q w
zªo»eniu z innymi ukªadami.
Z poprzednich rozwa»a« wynika, »e dla k = 1 przestrze« siª jest równa T�Q. Mo»emy te»
rozpatrywa¢ siªy wy»szych rz¦dów, dla k > 1.

Niech b¦dzie dany ukªad (C1;W ). Ka»demu punktowi q 2 C0 = C przyporz¡dkujemy
zbiór wszystkich ukªadów potencjalnych (TQ;dV ) b¦d¡cych w równowadze z naszym ukªa-
dem w punkcie q. Zbiór ten jest w peªni opisany przez podzbiór Sq przestrzeni kowektorów
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T�qQ:
Sq = fa 2 T�qQ: dla ka»degov 2 C1 W (v) + hv; ai > 0g: (154)

Opis dualny ukªadu jest dany przez zbiór stanowi¡cy S

S = [q2CSq:
UWAGA. Ze wzgl¦du na pewn¡ tradycj¦ jako zbiór stanowi¡cy wybiera si¦ �S, to

znaczy zbiór siª speªniaj¡cych nierówno±¢

W (v) > hv; ai (155)

zamiast nierówno±ci (154)
Przej±cie do opisu dualnego jest znan¡ z analizy wypukªej transformacj¡ Legendre'a. W

opisie dualnym kryterium równowagi ukªadu wygl¡da tak

punkt q jest punktem równowagi ukªadu (C1;W ), je»eli 0 2 Sq.
Dwa ukªady (C1

1 ;W1) i (C1
2 ;W2) s¡ w równowadze w q je»eli istniej¡ a1 2 S1\T�qQ; a2 2

S2 \ T�qQ, »e a1 + a2 = 0.

Powstaje pytanie o wierno±¢ opisu dualnego: czy maj¡c opis dualny potra�my odtworzy¢
opis podstawowy? Inaczej mówi¡c - czy odwrotna transformata Legendre'a daje powrót do
ukªadu wyj±ciowego. Ukªady, dla których tak jest nazwiemy ukªadami wypunkªymi.
16.4. Przykªady.
Przykªad 4. Regularny ukªad statyczny (C11; �1) jest zde�niowany przez

C1
1 = TQ; Q = R2 (156)

i

W1: TQ! R
: v 7! k(x(v)�x(v) + y(v)�y(v)): (157)

Potencjaª (funkcja energii wewn¦trznej) tego ukªadu jet równa

U1:Q! R

: q 7! k
2 (x(q)2 + y(q)2): (158)

Ukªad ma jedno poªo»enie równowagi q okre±lone warunkami x(q) = 0 i y(q) = 0. Zbiór
stanowi¡cy ukªadu jest zbiorem

S1 = fa 2 T�Q; f(a) = kx(a); g(a) = ky(a)g: (159)

Przyk lad 5. Ukªad statyczny (C12; �2) zde�niowany przez

C1
2 = TQ; Q = R2 (160)

i

W2: TQ! R

: v 7! r
p
�x(v)2 + �y(v)2; r > 0 (161)
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nie jest regularny. Funkcja pracy wirtualnej reprezentuje tarcie. Wszystkie punkty z Q s¡
poªo»eniami równowagi.

Zbiór stanowi¡cy ukªadu jest zbiorem

S2 = fa 2 T�Q; f(a)2 + g(a)2 6 r2g: (162)
Przykªad 6. Ukªad statyczny (C13; �3) zde�niowany przez

C1
3 = fv 2 TQ; x(v)2 + (y(v)� 1)2 = R2; x(v)�x(v) + (y(v)� 1)�y(v) = 0g (163)

i W = 0 ma wi¦zy, gdy»

C3 = fq 2 Q; x(q)2 + (y(q)� 1)2 = R2g (164)

i C13 = TC3. Wszystkie punkty w C3 s¡ poªo»eniami równowagi. Zbiór stanowi¡cy ukªadu
jest zbiorem

S3 = fa 2 T�Q; x(a)2 + (y(a)� 1)2 = R2; f(a)x(a) + g(a)y(a) = 0g: (165)

Przykªad 7. Ukªad statyczny (C14; �4) okre±lony przez

C1
4 = fv 2 TQ; y(v) � 0; �y(v) � 0g (166)

i

W4:C1
4 ! R

: v 7! G�y(v) (167)

ma wi¦zy jednostronne. Ukªad nie ma poªo»e« równowagi je±li G < 0. Je±li G > 0,to

fq 2 Q; y(q) = 0g (168)

jest zbiorem poªo»e« równowagi. Zbiór stanowi¡cy ukªadu jest zbiorem

S4 = fa 2 T�Q; y(a) � 0; g(a) = Gg [ fa 2 T�Q; y(a) = 0; g(a) � Gg: (169)

Przyk lad 8. Funkcja

U5(x; y; #) = k
2 ((x� a cos#)2 + (y � a sin#)2) (170)

jest funkcj¡ energii wewn¦trznej ukªadu dwóch punktów, z których jeden jest zmuszony do
pozostawania na okr¦gu

x = a cos#; y = a sin#; (171)
a drugi jest przymocowany do pierwszego elastycznie. Jako rozmaito±¢ kon�guracji przyj-
miemyQ = R2�Sa, gdzie Sa jest okr¦giem o ±rodku w zerze i promieniu a. Jako wspóªrz¦dne
wybieramy wspóªrz¦dne kartezja«skie (x; y) w R2 i wspóªrz¦dn¡ k¡tow¡ zy na Sa.

Zbiór stanowi¡cy ukªadu jest zbiorem

S5 2 T�Q:
f = k(x� a cos#)
g = k(y � a sin#)
h = ka(x sin#� y cos#)

: (172)

Przyk lad 9. Ukªad jak w poprzednim przykªadzie z tym, »e punkt na okr¦gu porusza
si¦ swobodnie (nie kontrolujemy jego poó»enia). Przestrze« poªo»e« punktu kontrolowanego
jest Q = R2. Funkcja

U6(x; y; #) = k
2 ((x� a cos#)2 + (y � a sin#)2) (173)
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jest funkcj¡ energii wewn¦trznej ukªadu (nie jest wi¦c jednoznacznie wyznaczona przez
kon�guracj¦). Funkcja U6 jest rodzin¡ Morse'a ze wzgl¦du na rozwªóknienie

Q� Sa ! Q;

gdy» rz¡d macierzy�
@2U6
@#@#

@2U6
@#@x

@2U6
@#@y

�
= ( ka(x cos#+ y sin#); ka sin#; �ka cos# ) (174)

jest równy 1. Z zasady prac wirtualnych pierwszego rz¦du

f�x+g�y = �U(x; y; #) = k(x�a cos#)�x+k(y�a) sin#)�y+ka(x sin#�y cos#)�# (175)

dostajemy równania
f = k(x� a cos#)
g = k(y � a sin#)
0 = ka(x sin#� y cos#)

(176)

na zbiór stanowi¡cy S6. Równania

x = � cos#
y = � sin#
f = k(�� a) cos#
g = k(�� a) sin#

(177)

reprezentuj¡ odwzorowanie � z R2 do T�Q. Zbiór S6 jest obrazem tego odwzorowania, jest
wi¦c podrozmaito±ci¡ wªo»on¡. Za wyj¡tkiem punktu odpowiadaj¡cego � = 0 zbiór S6 jest
sum¡ obrazów dwóch ci¦¢ �Q odpowiadaj¡cych dwóm znakom we wzorach

f = kxp
x2 + y2

�p
x2 + y2 � a�

g = kyp
x2 + y2

�p
x2 + y2 � a� : (178)

W kole x2 + y2 � a2 zbiór S6 jest zbiorem punktów speªniaj¡cych równania

F 0
x (x; y; f; g) = x� f

k
p
f2 + g2

�p
f2 + g2 � ka� = 0

F 0
y (x; y; f; g) = y � g

k
p
f2 + g2

�p
f2 + g2 � ka� = 0:

(179)

�atwo sprawdzi¢, »e funkcje F 0
x i F 0

y maj¡ pochodn¡ rz¦du maksymalnego (czyli 2), wi¦c
S6 jest podrozmaito±ci¡ zanurzon¡ (poza koªem jest to oczywiste). Rz¡d jakobianu0B@ @x

@�
@y
@�

@x
@�

@y
@�

1CA =
�

cos# sin#
�� sin# � cos#

�
(180)

odwzorowania �Q � �, w lokalnej reprezentacji

x = � cos#
y = � sin# (181)

zmienia si¦ od 2 do 1 w � = 0. Wskazuje to na istnienie osobliwo±ci rzutu z S6 na kon�guracje
nad punktem (x; y) = (0; 0).
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Ostatnie przykªady pokazuj¡, »e rodziny Morse'a pojawiaj¡ si¦ w naturalny sposób przy
opisie ukªadu z cz¦±ciow¡ kontrol¡, tzn. gdy pewne stopnie swobody s¡ ÿpuszczone luzem".
16.5. Statyka strun i dynamika.

Dotychczas byªa mowa tylko o ukªadach, dla których przestrze« kon�guracji jest rozma-
ito±ci¡ ró»niczkow¡ wymiary sko«czonego. Sytuacja komplkuje si¦, gdy mamy do czynienia
z ukªadami, dla których ko�guracje s¡ obiektami rozci¡gªymi. Na przykªad struny, mem-
brany. Przestrze« kon�guracji nie jest rozmaito±ci¡ ró»niczkow¡. Podobn¡ sytuacj¦ mamy
rozpatruj¡c dynamik¦ punktu. Kon�guracjami s¡ kawaªki trajektorii punktu (w przestrzeni
lub czasoprzestrzeni). Mo»na je reprezentowa¢ krzywymi, czyli odwzorowaniami ze zbioru
parametrów w przestrze« poªo»eniow¡ (np. czasoprzestrze«).

Abstrahuj¡c od konkretnej sytyacji �zycznej przyjmijmy, »e kon�guracjami ukªadu s¡
odwzorowania z przedziaªu [a; b] w rozmaito±¢ Q. Tworz¡ one zbiór bQ. Na tym zbiorze
rozpatrujemy funkcje postaci

bQ 3 bq 7! Z b

a
L � t1
(s)ds; (182)

gdzie L jest dowoln¡ funkcj¡ na TQ. Z de�nicji uwa»a¢ je b¦dziemy za funkcje gªadkie.
Krzywymi gªadkimi b
:R! bQ s¡ odworowania otrzymane wzorem

(b
(t))(s) = h(t; s); (183)

gdzie h jest gªadkim odwzorowaniem

h:R� [a; b]! Q: (184)

Wi¡zka styczna T bQ skªada si¦ z wektorów stycznych, które s¡ klasami równowa»no±ci
krzywych. �atwo si¦ przekona¢, »e dobrym (wygodnym) reprezentantem takiego wektora
jest krzywa bv w TQ: bv: [a; b]! TQ

: s 7! t1h(�; s)(0): (185)

Zbiór takich krzywych oznaczamy dTQ. Mamy wi¦c odwzorowanie

�: T bQ!dTQ: (186)

Jak wygl¡da ró»niczka funkcji L (wi¦c siªa) zde�niowanej wzorem (182). Jak si¦ przekonamy,
reprezentowana jest trójk¡ (p1; f; p2), gdzie

f : [a; b]! T�Q f(t) 2 T�bq(t)
p1 2 T�bq(a); p2 2 T�bq(b):

Evaluacja mi¦dzy wektorami i kowektorami dana jest wzorem

h(p1; f; p2); bvi =
Z b

a
hf(s); bv(s)ids+ hp1; bv(b)i � hp1; bv(a)i: (187)

Mo»emy t¦» rozpatrywa¢, zamiast sko«czonego, in�nitezymalny odcinek w przestrzeni
parametrów reprezentowany wektorem @

@s
. W tym przypadku analogiczna konstrukcja daje

jako przestrze« kon�guracji bQ @
@t

= TQ itd.
Podsumowanie. Podej±cie wariacyjne mo»na stosowa¢ do wszystkich ukªadów, dla któ-
rych mo»emy mówi¢ o ÿkoszcie procesu". Nie musz¡ to by¢ ukªady potencjalne. Podej±cie
wariacyjne nale»y stosowa¢ wraz z wszelkimi, wynikaj¡cym z niego konsekwencjami.
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17. Dynamika in�nitezymalna i transformacja Legendre'a.
17.1. Wi¡zka styczna do wi¡zki wektorowej. Niech � :E ! M b¦dzie wi¡zk¡ wekto-
row¡. Rozmaito±¢ styczna TE jest rozwªókniona na dwa sposoby:

kanoniczne rozwªóknienie �E : TE ! E,
rozwªóknienie styczne T� : TE ! TM ,

i diagram
TE








�
T�

N
N
NNP�E

TMN
N
NNP�M

E







�
�

M

(188)

jest przemienny. Jak ju» wiemy, ze wzgl¦du na na kanoniczne rozwªóknienie TE jest
wi¡zk¡ wektorow¡. Poka»emy, »e równie» ze wzgl¦du na drugie rozwªóknienie TE jest wi¡zk¡
wektorow¡.

Mno»enie przez liczb¦ de�niujemy tak:
Niech a 2 R i tE 3 v = t
(0), tzn. krzywa 
:R ! E reprezentuje wektor v. De�niujemy
krzyw¡ a
 wzorem

(a
)(t) = a � 
(t) (189)

i wektor
a � v = t(a
)(0): (190)

�atwo sprawdzi¢, »e wynik nie zale»y od reprezentanta wektora v.
Aby zde�niowa¢ dodawanie wektorów zauwa»my najpierw, »e je»eli wektory styczne

v; w 2 TE s¡ takie, »e t�v = t�w, to istniej¡ ich reprezentanty 
v; 
w:R ! E takie, »e
� � 
v = � � 
w. Reprezentantów takich ªatwo wskaza¢ u»ywaj¡c lokalnego ukªadu wspóª-
rz¦dnych. Dla nich mo»na zde�niowa¢ dodawanie:

(
v + 
w)(t) = 
v(t) + 
w(t); (191)

gdzie dodawanie wykonywane jest we wªóknie wi¡zki E. Kªadziemy

v _+w = t(
v + 
w)(0): (192)

�atwo sprawdzi¢, »e de�nicja ta jest poprawna, tzn. wynik nie zale»y od wyboru reprezen-
tantów. Na wprowadzone powy»ej dziaªania mo»na spojrze¢ inaczej:
mno»enie przez liczb¦ a 2 R jest odwzorowaniem

a:E �! E; (193)

a styczne do niego
Ta: TE �! TE (194)

jest zde�niowanym powy»ej mno»eniem �. Podobnie, dodawanie w wi¡zce E jest odwzoro-
waniem

+:E �M E �! E; (195)

a styczne do niego
T+: TE �TM TE �! TE (196)

jest dziaªaniem _+.
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�e tak wprowadzone dziaªania okre±laj¡ struktur¦ w¡zki wektorowej wida¢ z ich repre-
zentacji w lokalnym ukªadzie wspóªrz¦dnych (metoda niezbyt elegancka, ale skuteczna).

Niech (x�) b¦d¡ wspóªrz¦dnymi na M , a (x�; ya) adaptowanymi wspóªrz¦dnymi na E.
Odpowiednie wspóªrz¦dne na TE oznaczamy (x�; ya; _x�; _yb). W tym ukªadzie wspóªrz¦dnych
dziaªania �, +, � i _+ okre±lone s¡ wzorami

x�(a � v) = x�(v)
ya(a � v) = ya(v)
_x�(a � v) = a _x�(v)
_yb(a � v) = a _yb(v); (197)

x�(a � v) = x�(v)
ya(a � v) = aya(v)
_x�(a � v) = _x�(v)
_yb(a � v) = a _yb(v); (198)

x�(v + w) = x�(v) = x�(w)
ya(v + w) = ya(v) = ya(w)
_x�(v + w) = _x�(v) + _x�(w)
_yb(v + w) = _yb(v) + _yb(w); (199)

x�(v _+w) = x�(v) = x�(w)
ya(v _+w) = ya(v) + ya(w)
_x�(v _+w) = _x�(v) = _x�(w)
_yb(v _+w) = _yb(v) + _yb(w): (200)

Rozmaito±¢ TE posiada wi¦c dwie ró»ne struktury wi¡zki wektorowej ze wzgl¦du na dwa
ró»ne rzutowania. Zauwa»my, »e strzaªki w diagramie (188) s¡ mor�zmami wi¡zek wektoro-
wych. Podobnie dziaªania w jednej strukturze s¡ mor�zmami wzgl¦dem drugiej. Mówimy,
»e TM ma struktur¦ podwójnej wi¡zki wektorowej.

Dla ka»dej wi¡zki wektorowej � :E !M mamy dualn¡ do niej wi¡zk¦ wektorow¡ �:E� !
M . Jej wªókno E�q jest przestrzeni¡ dualn¡ (w sensie przestrzeni wektorowych) do wªókna
Eq wi¡zki E

E�q = (Eq)�: (201)
Jest to de�nicja abstrakcyjna. W praktyce cz¦sto uto»samiamy wi¡zk¦ dualn¡ z wi¡zk¡
wprowadzon¡ innymi sposobami. Przykªadem jest uto»samianie wi¡zki dualnej do wekto-
rów stycznych z wi¡zk¡ ró»niczek funkcji, a z drugiej strony, uto»samianie wi¡zki wektorów
stycznych z wi¡zk¡ ró»niczkowa«. Uto»samienia takie wynikaj¡ z istnienia kanonicznej ewa-
luacji mi¦dzy odpowiednimi wi¡zkami.

Odszukamy teraz kandydata na reprezentanta wi¡zki dualnej do wi¡zki T� : TE ! TM .
Istnieje kanoniczna ewaluacja

h ; i:E� �M E �! R (202)

Niech teraz wektory styczne v 2 TE i w 2 T�E b¦d¡ takie, »e T�(v) = T�(w) i niech

v:R! E oraz 
w:R! E� b¦d¡ takimi reprezentantami wektorów v i w, »e � �
v = ��
w.
Mamy funkcj¦

R 3 t! h
w(t); 
v(t)i (203)
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i jej pochodn¡ w zerze
hw; vi0 = d

dt h
w(�); 
v(�)i(0): (204)

Pochodna ta jest funkcj¡ na wi¡zce stycznej T(E� �M E), któr¡ kanoniczne uto»samiamy
z wi¡zk¡ TE� �TM TE. Z konstrukcji wynika, »e ewaluacja styczna (z primem) jest ró»-
niczk¡ ewaluacji kanonicznej. Ró»niczk¡ interpretowan¡ jako funkcja na wi¡zce stycznej. W
lokalnym ukªadzie wspóªrz¦dnych ((xi; fa) s¡ wspóªrz¦dnymi w E�)

h
w(t); 
v(t)i = fa(
w(t))ya(
v(t)) (205)
i st¡d

hw; vi0 = fa(w) _ya(v) + _fa(w)ya(v): (206)
Z tych wzorów wida¢, »e funkcja hw; vi0 jest biliniowa ze wzgl¦dy na styczne struktury
wektorowe w TE i TE� oraz niezdegenerowana. Wi¡zk¦ dualn¡ do T� : TE ! TM mo»emy
zatem uto»sami¢ z wi¡zk¡ T�: TE� ! TM .
17.2. Wi¡zka kostyczna do wi¡zki wektorowej. Podobnie jak TE, rozmaito±¢ T�E
ma dwie struktury wi¡zki wektorowej. Odnalezienie tej drugiej, obok kanonicznej, jest nieco
bardziej skomplikowane. Oznaczmy przez C wykres operacji dodawania w E b¦d¡cy pod-
rozmaito±ci¡ w E � E � E:

C = fE � E � E 3 (u;w;w):w = u+ vg: (207)

Podrozmaito±¢ ta (dokªadniej - funkcja zerowa na niej) generuje (patrz rozdziaª 14) pod-
rozmaito±¢ lagran»owsk¡ N w T�(E � E � E). Podrozmaito±¢ ta jest anihilatorem wi¡zki
stycznej TC. Uto»samimy teraz T�(E�E�E) z T�E�T�E�T�E w nast¦puj¡cy sposób:

Niech (a; b; c) 2 T�E � T�E � T�E oraz (u; v; w) 2 TE � TE � TE, to

h(�; �;  ); (u; v; w)i = h�; ui+ h�; vi � h ;wi (208)

(oczywi±cie dla takich trójek, dla których to ma sens, czyli �E(�) = �E(u), �E(�) = �E(v)
i �E( ) = �E(w)).

Poka»emy teraz, u»ywaj¡c lokalnych wspóªrzednych, »e N okre±la struktur¦ wi¡zki wek-
torowej w T�E. Niech (x�; ya; p�; �b) b¦d¡ wspóªrz¦dnymi w T�E. Trójka �; �;  nale»y do
N wtedy i tylko wtedy, gdy (�E(�); �E(�); �E( )) 2 C oraz

h�; ui+ h�; vi � h ;wi (209)

dla wszystkich (u; v; w) 2 TC takich, »e

(�E(�); �E(�); �E( )) = (�E(u); �E(w); �E(w)): (210)

Poniewa» TC jest wykresem dodawania _+, to z wzorów (199), (200) mamy

x�(�) = x�(�) = x�( )
ya( ) = ya(�) + ya(�)

_x�(u)p�( ) = _x�(u)p�(�) + _x�(u)p�(�)
( _yb(u) + _yb(v))�b( ) = _yb(u)�b(�) + _yb(v)�b(�); (211)

a poniewa» wspóªrz¦dne _x�(u); _yb(u), i _yb(v) mog¡ przybiera¢ dowolne warto±ci, dostajemy,
»e (�; �;  ) 2 N wtedy i tylko wtedy, gdy

x�(�) = x�(�) = x�( )
ya( ) = ya(�) + ya(�)
p�( ) = p�(�) + p�(�)
�b( ) = �b(�) = �b(�): (212)
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Zwi¡zki te de�niuj¡ struktur¦ grupy abelowej we wªóknach �bracji

T�� : T�E ! E� (213)

zde�niowanej przez

x�(T��(�)) = x�(�);
fa(T��(�)) = �a(�): (214)

Kªadziemy  = � _+�. Mno»enie przez liczby jest jednoznacznie wyznaczone dodawaniem i
jest okre±lone wzorami

x�(a � �) = x�(�)
ya(a � �) = aya(�)
p�(a � �) = ap�(�)
�b(a � �) = �b(�): (215)

Z tak okre±lonymi dziaªaniami rozwªóknienie T�� jest wi¡zk¡ wektorow¡.
Rozwªóknienie (213) ªatwo zde�niowa¢ bez u»ycia ukªadu wspóªrz¦dnych. Skorzystamy

tu z odwzorowania (123)
�[� ]:EME ! TE

i dualnego do niego odwzorowania

�[� ]�: T�E ! E � E�:
Skªadaj¡c to odwzorowanie z kanonicznym rzutowaniem na E� dostajemy rzut T�� , co
ªatwo sprawdzi¢ w lokalnym ukªadzie wspóªrz¦dnych.

Równie» dodawanie mo»na wprowadzi¢ innym sposobem: niech �; � 2 T�E b¦d¡ takie, »e
T��(�) = T��(�) = f . Niech ':M ! E b¦dzie ci¦ciem takim, »e '(�(f)) = f . Oznaczmy
przez e' odpowiedni¡ funkcj¦ na E, liniow¡ we wªóknach. Oczywistym jest, »e

T�(de e') = '(e) (216)

i w konsekwencji, ��de' oraz ��de' s¡ kowektorami zeruj¡cymi si¦ na wektorach pionowych.
Odpowiadaj¡ im jednoznacznie kowektory � i � z T�M , zaczepione w tym samym punkcie
�(f). Kowektor  2 T�E de�niujemy jako jedyny kowektor zaczepiony w �E(�) + �E(�)
taki, »e T��( ) = f i  � de' de�niuje kowektor �+ �.

Mo»emy wi¦c podsumowa¢: struktura wi¡zki wektorowej w T� : TE ! TM jest podniesie-
niem stycznym struktury wi¡zki � :E !M , za± struktura wi¡zki wektorowej w T�� : T�E !
E� jest jej podniesieniem kostycznym (fazowym).
17.3. Kanoniczny izomor�zm T�E i T�E�. Kanoniczna ewaluacje

h ; i:E� �M E �! R

jest funkcj¡ na podrozmaito±ci w E� � E, zatem generuje podrozmaito±¢ lagran»owsk¡ L
w T�(E� �E). Rozmaito±¢ T�(E�E) uto»samiamy z T�E� � T�E w sposób nast¦puj¡cy:
je»eli � 2 T�E�, � 2 T�E, v 2 TE� i w 2 TE, to

h(�; �); (v; w)i = �h�; vi+ h�;wi: (217)

W tej identy�kacji podrozmaito±¢ L wygl¡da nast¦puj¡co:

L = fT�E� � T�E 3 (�; �):�h�; vi+ h�;wi = hv; wi0 dla T�(v) = T�(w)g; (218)
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przy czym korzystali±my z de�nicji (204) ewaluacji stycznej.
Niech (x�; ya; p�; �b) b¦d¡ wspóªrz¦dnymi w T�E, a (x�; fa; q�; 'b) wspoóªrzednymi w

T�E�. W tych ukªadach wspóªrz¦dnych warunek (218) zapisuje si¦ tak: para (�; �) nale»y
do L wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych _x�; _yb; _fa mamy

x�(�) = x�(�)
�q�(�) _x� � 'b(�) _fb + p�(�) _x� + �b(�) _yb = fa(�) _ya + _faya(�) (219)

lub równowa»nie,

x�(�) = x�(�)
fa(�) = �a(�)
'b(�) = �yb(�)
q�(�) = p�(�): (220)

Podrozmaito±¢ L jest wi¦c wykresem odwzorowania


E : T�E� �! T�E (221)

które jest liniowe ze wzgl¦du na obie struktury wektorowe, tzn. nad E i E�, przy czym
rzut na odwzorowanie E� w E� jest identyczno±ci¡, a na odwzorowanie z E w E minus
identyczno±ci¡. �atwo te» sprawdzi¢, »e 
E przeprowadza kanoniczn¡ form¦ symplektyczn¡
na T�E w kanoniczn¡ form¦ symplektyczn¡ na T�E�; jest symplektomor�zmem.
17.4. Kanoniczny izomor�zm TT� i T�TM . Zajmijmy si¦ teraz przypadkiem E =
TM . Z poprzedniego paragrafu wiemy, »e istnieje kanoniczny izomor�zm (oznaczenie 
TM
zast¡pili±my prostszym 
M )


M : T�T�M �! T�TM: (222)

Z drugiej strony, kanoniczna struktura symplektyczna daje kanoniczny izomor�zm

�M : TT�M �! T�T�M; (223)

wi¦c skªadaj¡c oba te izomor�zmy dostajemy kanoniczny izomor�zm podwójnych wi¡zek
wektorowych

�M : TT�M �! T�TM: (224)

W lokalnym ukªadzie wspóªrz¦dnych wygl¡da on tak:

x� � �M = x�

_x� � �M = _x�

p� � �M = p�
'� � �M = _p�; (225)

gdzie (x�; _x�; p�; '�) s¡ wspóªrz¦dnymi w T�TM .
Izomor�zm �M mo»na (i nale»y!) wprowadzi¢ inaczej, nie odwoªuj¡c si¦ bezpo±rednio do

struktury symplektycznej wi¡zki kostycznej, ale bezpo±rednio do struktury wi¡zki stycznej
(sk¡din¡d równowa»nej strukturze symplektycznej wi¡zki kostycznej).
Wi¡zka podwójna TTM . Rozmaito±¢ TTM jako styczna do wi¡zki wektorowej ma dwie
struktury wi¡zki wektorowej, obie nad TM , z rzutowaniami �TM oraz T�M . Wektor styczny
jest klas¡ równowa»no±ci krzywych, wi¦c element z TTM jet klas¡ równowa»no±ci krzy-
wych w klasach równowa»no±ci krzywych na M . Jest to wi¦c obiekt do±¢ skomplikowany.
Poka»emy, »e mo»na go reprezentowa¢ bezpo±rednio odwzorowaniem z R2 w M .
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Niech
h:R2 �!M (226)

i

ht:R!M
: s 7! h(t; s): (227)

Krzywa ht reprezentuje wektor tht(0), wi¦c dostajemy krzyw¡eh:R! TM
: t 7! tht(0) (228)

reprezentuj¡ca element z TTM .
Stwierdzenie 21. Dwa odwzorowania h; h0:R2 ! M reprezentuj¡ ten sam element z
TTM wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dej funkcji f 2 C(M)

f � h(0; 0) = f � h0(0; 0)
@
@s
f � h(0; 0) = @

@s
f � h0(0; 0)

@
@t
f � h(0; 0) = @

@t
f � h0(0; 0)

@2

@s@t
f � h(0; 0) = @2

@s@t
f � h0(0; 0): (229)

Dow�od: Z warunku pierwszego wynika, »e h(0; 0) = h0(0; 0). Niech (x�) b¦dzie lokalnym
ukªadem wspóªrz¦dnych na M w otoczeniu h(0; 0) i niech (x�; _x�; x0�; _x0�) b¦d¡ adaptowa-
nymi wspóªrz¦dnymi w TTM .

Oznaczmy odpowiednio w i w0 elementy z TTM reprezentowane przez h i h0. Krzywa s 7!
h(t; s) reprezentuje wektor eh(t), wi¦c x�(eh(t)) = x��h(t; 0) i _x�(eh(t)) = @

@sf�h(0; 0)�TM (w).
St¡d

x� � h(0; 0) = x�(w)
@
@s
x� � h(0; 0) = _x�(w)

@
@t
x� � h(0; 0) = x0�(w)

@2

@s@t
x� � h(0; 0) = _x0�(w): (230)

Je»eli wi¦c równo±ci (229) zachodz¡ dla ka»dej funkcji, to równie» dla map lokalnych i z (230)
wynika w = w0.

Z drugiej strony, równo±¢ w = w0 oznacza równo±¢ (229) dla funkcji lokalnej mapy. St¡d
dla dowolnej funkcji f .

Maj¡¢ odwzorowanie h:R2 !M de�niujemy odwzorowanie

�(h):!M
: (t; s) 7! h(s; t): (231)

Ze Stwierdzenia 21 wynika, »e przyporz¡dkowanie h! �(h) rzutuje si¦ do di�eomor�zmu

�M : TTM ! TTM (232)

i co wi¦cej, �M jest izomor�zmem podwójnych wi¡zek wektorowych (wzory (230)). Izo-
mor�zm ten przeprowadza kanoniczn¡ struktur¦ wi¡zki wektorowej �TM : TTM ! TM na
struktur¦ styczn¡ T�M : TTM ! TM i na odwrót.
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Konstrukcja �M . Z powy»szych faktów wida¢, »e �M zadaje izomor�zm wi¡zek wektoro-
wych

�M :
TTM

u
�TM

TM

�!
TTM

u
T�M

TM

(233)

oraz dualny izomor�zm

(�M )�:
TT�M

u
T�M

TM

�!
T�TM

u
�TM

TM

: (234)

�atwo sprawdzi¢ (np. w lokalnym ukªadzie wspóªrz¦dnych), »e (�M )� = �M .
17.5. Ró»niczkowanie dT.
17.6. Dynamika in�nitezymalna.
17.7. Transformacja Legendre'a.
17.8. Dynamika cz¡stki relatywistycznej.
18. Dynamika sko�nczona. Równanie Eulera-Lagrange'a.
18.1. Ró»niczkowania. Niech 
(M) b¦dzie algebr¡ zewn¦trzn¡ form ró»niczkowych na
rozmaito±ci M . Mówimy, »e odwzorowanie liniowe a: 
(M) ! 
(M) jest ró»niczkowaniem

(M) stopnia p je±li a� jest form¡ stopnia q + p i

a(� ^ �) = a� ^ � + (�1)pq� ^ a� (235)

gdzie � jest form¡ stopnia q, a � jest dowoln¡ form¡ na M . Pochodna zewn¦trzna d: 
(M)!

(M) jest Ró»niczkowaniem stopnia 1.Komutator

[a; a0] = aa0 � (�1)pp0a0a (236)

ró»niczkowa« a i a0 stopnia odpowiednio p i p0 jest ró»niczkowaniem stopnia p+p0. Mówimy,
»e ró»niczkowanie a jest typu i�, je±li af = 0 dla ka»dej funkcji f na M . Mówimy, »e
ró»niczkowanie a jest typu d�, je±li [a;d] = 0. Je±li iA jest ró»niczkowaniem typu i�, to
dA = [iA; d] jest ró»niczkowaniem typu d�. Ró»niczkowania s¡ odwzorowaniami lokalnymi:
je±li a jest ró»niczkowaniem, a � jest form¡ na M znikaj¡c¡ na otwartym podzbiorze U �M ,
to a� znika na U . Ró»niczkowanie jest w peªni scharakteryzowane przez swoje dziaªanie na
funkcjach i ró»niczkach funkcji, poniewa» ka»d¡ form¦ mo»na lokalnie przedstawi¢ jako sum¦
iloczynów zewn¦trznych ró»niczek funkcji mno»onych przez funkcje. Ró»niczkowanie typu
d� jest w peªni scharakteryzowane przez swoje dziaªanie na funkcjach.
p-form¡o warto±ciach wektorowych nazywamy odwzorowanie liniowe

A :^pTM ! TM: (237)

Je»eli w 2 ^pTaM , to A(w) 2 TaM . Za Fr�olicherem and Nijenhuisem [FN] zwi¡»emy z
p-form¡ o warto±ciach wektorowych A ró»niczkowanie iA typu i� i stopnia p � 1 oraz ró»-
niczkowanie dA = [iA;d]. Ró»niczkowanie iA jest scharakteryzowane przez swoje dziaªanie
na jednoformach. Je»eli � jest jednoform¡, to iA� jest p-form¡ i

hiA�;wi = h�;A(w)i (238)

dla ka»dego w 2 ^pTM .
Dla k = 1 lub k = 2 I dla ka»dego n 2 N de�niujemy odwzorowanie liniowe

F (k;n): TTkM ! TTkM : t1;k�(0; 0)! t1;k�n(0; 0); (239)
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gdzie � jest odwzorowaniem z R2 do M a

�n:R2 !M : (s; t) 7! �(stn; t): (240)

�atwo pokaza¢, »e:
F (k; 0) = 1TTkM ; (241)

F (k;n0) � F (k;n) = F (k;n0 + n); (242)

F (k;n) = 0 if n > k (243)

Wynika st¡d, »e F (1; 1), F (2; 1) i F (2; 2) s¡ jedynymi nietrywialnymi przypadkami. Dia-
gramy

TTkM

u
�TkM

wF (k;n) TTkM

u
�TkM

TkM TkM

(244)

s¡ przemienne, poniewa» �n(0; �) = �(0; �) a diagramy

TT2M

u
T�12M

wF (2;n) TT2M

u
T�12M

TTM w
F (1;n) TTM

(245)

s¡ oczywi±cie przemienne. Odwzorowania F (k;n) s¡ jednoformami o warto±ciach wektoro-
wych.

Stwierdzenie 22.

hdfk;i; F (k;n)(w)i = i!
(i� n)! hdfk;i�n; wi (246)

je»eli i > n i
hdfk;i; F (k;n)(w)i = 0 (247)

je»eli i < n.

Dow�od: Dowód wynika z poni»szego rachunku:

hdfk;i; F (k;n)(t1;k�(0; 0))i = f1;k;1;i(F (k;n)(t1;k�(0; 0)))
= D(1;i)(f � �n)(0; 0)

= @i+1

@s@ti
(f(�(stn; t)))js=0;t=0

= @i

@ti
(tn @

@u
f(�(u; t)))ju=0;t=0

= i!
(i� n)!

@i�n+1

@u@ti�n (f(�(u; t)))ju=0;t=0

= i!
(i� n)!D

(1;i�n)(f � �)(0; 0)

= i!
(i� n)! hdfk;i�n; t1;k�(0; 0)i (248)
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je»eli i > n i

hdfk;i; F (k;n)(t1;k�(0; 0))i = @i

@ti

�
tn

@
@u
f(�(u; t))

�
ju=0;t=0

= 0 (249)

je»eli i < n.
Jedyne nietrywialne przypadki wzorów (246) i (247) to:

hdf1;0; F (1; 1)(w)i = 0; (250)

hdf1;1; F (1; 1)(w)i = hdf1;0; wi; (251)
hdf2;0; F (2; 1)(w)i = 0; (252)

hdf2;1; F (2; 1)(w)i = hdf2;0; wi; (253)
hdf2;2; F (2; 1)(w)i = 2hdf2;1; wi; (254)

hdf2;0; F (2; 2)(w)i = 0; (255)
hdf2;1; F (2; 2)(w)i = 0; (256)

hdf2;2; F (2; 2)(w)i = 2hdf2;0; wi: (257)
Ze wzorów (250) i (252) wynika, »e je±li w 2 im(F (1; 1)), to hdf1;0; wi = 0, a je±li w 2
im(F (2; 1)), to hdf2;0; wi = 0 dla ka»dej funkcji f na M .
Stwierdzenie 23. Je±li w 2 TTM i hdf1;0; wi = 0 dla ka»dej funkcji f , to w 2 im(F (1; 1)),
a je±li w 2 TT2M i hdf2;0; wi = 0 dla ka»dej funkcji f , to w 2 im(F (2; 1)).
Dow�od:

Niech (x�; _x�; �x�; � _x�): TTM ! R4m b¦dzie ukªadem wspóªrz¦dnych na TTM otrzyma-
nym z ukªadu (x�):M ! Rm. Je±li w 2 TTM i hdf1;0; wi = 0 dla ka»dej funkcji f , to
�x�(w) = hdx�; wi = 0. Mo»na wybra¢ reprezentanta � wektora w tak, aby

(x� � �)(s; t) = x�(w) + _x�(w)t+ � _x�(w)st: (258)

Dla odwzorowania �
�:R2 !M : (s; t) 7! lim

u!t�(su�n; u); (259)

mamy � = �1 i w = F (1; 1)(t1;1�(0; 0)).
Wprowad¹my w TT2M ukªad wspóªrz¦dnych (x�; _x�; �x�; �x� ; � _x!; ��x�) otrzymany z ukªadu

(x�):M ! Rm. Je»eli w 2 TT2M i hdf2;0; wi = 0 dla ka»dej funkcji f , to �x�(w) = 0. Wy-
bierzmy reprezentanta � wektora w tak, aby

(x� � �)(s; t) = x�(w) + _x�(w)t+ 1
2 �x�(w)t2 + � _x�(w)st+ 1

2��x�(w)st2: (260)

Je±li � jest odwzorowaniem zde�niowanym wzorem (259), to � = �1 i w = F (2; 1)(t2;1�(0; 0)).

Stwierdzenie 24. im(F (1; 1)) = ker(F (1; 1)) i im(F (2; 1)) = ker(F (2; 2)).
Dow�od: Z F (1; 1) � F (1; 1) = F (1; 2) = 0 i F (2; 1) � F (2; 2) = F (2; 3) = 0 otrzymujemy,
»e im(F (1; 1)) � ker(F (1; 1)) i im(F (2; 1)) � ker(F (2; 2)). Je±li F (1; 1)(w) = 0, to

hdf1;0; wi = hdf1;1; F (1; 1)(w)i = 0: (261)

Wynika st¡d, »e w 2 im(F (1; 1)). Je±li F (2; 2)(w) = 0, to

hdf2;0; wi = 1
2 hdf2;2; F (2; 2)(w)i = 0: (262)

A zatem w 2 im(F (2; 1)).
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Stwierdzenie 25. ker(T�M ) = ker(F (1; 1)) i ker(T�2M ) = ker(F (2; 2))
Dow�od:

Wynika to bezpo±rednio z równo±ci

hdf1;1; F (1; 1)(w)i = hdf1;0; wi = hdf;T�M (w)i (263)

dla w 2 TTM i
hdf2;2; F (2; 2)(w)i = 2hdf2;0; wi = 2hdf;T�2M (w)i (264)

dla w 2 TT2M .
Z dwóch poprzednich twierdze« wynika, »e ker(T�M ) = im(F (1; 1)) i ker(T�2M ) =

im(F (2; 1)).
Niech 
1(M) i 
2(M) oznaczaj¡ algebry zewn¦trzne form ró»niczkowych na wi¡zkach

stycznych TM i T2M odpowiednio. Przez �21
M oznacza¢ b¦dziemy homomor�zm

�1
2M
�: 
1(M)! 
2(M): (265)

Ró»niczkowania iF (k;n) i dF (k;n) s¡ zwi¡zane z jednoform¡ o warto±ciach wektorowych
F (k;n). Diagram


1(M)

u
�21

M

wiF (1;1)

1(M)

u
�21

M


2(M) wiF (2;1)

2(M)

(266)

jest przemienny.
Artykuª [12] proponuje uogólnienie teorii Fr�olichera and Nijenhuisa. Niech ':N ! M

odwzorowaniem ró»niczkowalnym. Odwzorowanie '�: �(M)! �(N) jest homomor�zmem
algebr zewn¦trznych. Ró»niczkowaniem stopnia p wzgl¦dem??? '� nazywamy odwzorowanie
liniowe a: �(M)! �(N) takie, »e a� jest form¡ na N stopnia q + p i

a(� ^ �) = a� ^ '�� + (�1)pq'�� ^ a� (267)

je±li � jest form¡ na M stopnia q a � jest dowoln¡ form¡ na M . Ró»niczkowanie algebry
�(M) jest ró»niczkowaniem wzgl¦dem??? odwzorowania identyczno±ciowego 1M . Mówimy,
»e ró»niczkowanie a wzgl¦dem??? ' jest typu i�, je±li af = 0 dla ka»dej funkcji f na M .
Mówimy, »e ró»niczkowanie wzgl¦dne??? a stopnia p jest typu d�, je±li ad � (�1)pda = 0.
Je»eli iA jest ró»niczkowaniem typu i� wzgl¦dem??? ', to dA = iAd� (�1)pdiA jest ró»nicz-
kowaniem typu d� wzgl¦dem??? '. Zauwa»my, »e wyra»enia ad� (�1)pda i iAd� (�1)pdiA
nie s¡ komutatorami, poniewa» ka»de z nich zawiera dwa ró»ne ró»niczkowania zewn¦trzne
d. Je±li a jest ró»niczkowaniem stopnia p wzgl¦dem '� a  :O ! N jest odwzorowaniem
ró»niczkowalnym, to odwzorowanie  �a: �(M) ! �(O) jest ró»niczkowaniem stopnia p
wzgl¦dem??? (' �  )�, poniewa»

 �a(� ^ �) =  �a� ^  �'�� + (�1)pq �'�� ^  �a�
=  �a� ^ (' �  )�� + (�1)pq(' �  )�� ^  �a� (268)

je»eli � jest form¡ naM stopnia q a � jest dowoln¡ form¡ naM . Je»eli a jest ró»niczkowaniem
typu i� lub d�, to  �a jest ró»niczkowaniem tego samego typu. Ró»niczkowania wzgl¦dne???
s¡ odwzorowaniami lokalnymi??? i s¡ w peªni scharakteryzowane przez swoje dziaªanie na
funkcjach I ró»niczkach funkcji.
p-form¡ o warto±ciach wektorowych wzgl¦dem??? ':N ! M nazywamy odwzorowanie

liniowe
A :^pTN ! TM (269)
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takie, »e je±li w 2 ^pTbN , to A(w) 2 T'(b)M . Z p-form¡ A o warto±ciach wektorowych
wzgl¦dem??? ' zwi¡»emy ró»niczkowanie iA wzgl¦dem??? '� typu i� i stopnia p � 1 oraz
ró»niczkowanie wzgl¦dne dA = iAd� (�1)pdiA. Je»eli � jest jednoform¡ na M , to iA� jest
p-form¡ na N i

hiA�;wi = h�;A(w)i (270)
dla ka»dego w 2 ^pTN .

Niech T (0): TM ! TM b¦dzie odwzorowaniem identyczno±ciowym interpretowanym jako
deformacja rzutowania �M : TM ! M . Z T (0) zwi¡»emy ró»niczkowania iT (0): 
(M) !

1(M) i dT (0): 
(M) ! 
1(M) wzgl¦dem??? �M = �M�. Ró»niczkowanie iT (0) jest ró»-
niczkowaniem stopnia -1. Je±li � jest (q + 1)-form¡ na M , to iT (0)� jest q-form¡ na TM i
je±li w1; : : : ; wq s¡ elementami TTM takimi, »e �TM (w1) = : : : = �TM (wq), to

hiT (0)�;w1 ^ : : : ^ wqi = h�; �TM (w1) ^ T�M (w1) ^ : : : ^ T�M (wq)i: (271)

Niech X:M ! TM b¦dzie polem wektorowym. Operator X�iT (0) jest ró»niczkowaniem

(M) typu i� i stopnia -1. Dla ka»dej jednoformy � na M mamy

X�iT (0)� = iT (0)� �X = h�; T (0) �Xi = h�;Xi = iX�: (272)

Zatem X�iT (0) = iX . Równo±¢ X�dT (0) = dX otrzymujemy w nast¦puj¡cy sposób:

X�dT (0) = X�(iT (0)d + diT (0)) = X�iT (0)d + dX�iT (0) = iXd + diX = dX : (273)

Niech f b¦dzie funkcj¡ na M . Dla ka»dego wektora v = _�(0) = t�(0) 2 TM mamy

dT (0)f(v) = iT (0)df(v)
= hdf; T (0)(v)i
= hdf; vi
= D(f � �)(0): (274)

Dostajemy st¡d, »e iT (0)df = f1;1, dT (0)f = f1;1 i dT (0)df = df1;1.
Dla ka»dego wektora w 2 TTM istnieje odwzorowanie ��:R ! TM takie, »e w =

�1;1(t��(0)). Niech w1; : : : ; wq b¦d¡ elementami TTM takimi, »e

�TM (w1) = : : : = �TM (wq) (275)

i niech
��1:R! TM; : : : ; ��q:R! TM (276)

b¦d¡ odwzorowaniami takimi, »e

w1 = �1;1(t��1(0)); : : : ; wq = �1;1(t��q(0)): (277)

B¦dziemy »¡dali, aby odwzorowania te speªniaªy warunki

�M � ��1 = � � � = �M � ��q: (278)

Poni»sza kostrukcja pokazuje istnienie takich odwzorowa«. Niech (x�; _x�): TM ! R2m b¦-
dzie ukªadem wspóªrz¦dnych na TM a (x�; _x�; �x�; � _x�): TTM ! R4m ukªadem wspóªrz¦d-
nych na TTM otrzymanym z ukªadu (x�):M ! Rm. Odwzorowania ��1; : : : ; ��q okre±lone
przez

(x�; _x�)(��1(t)) = (x�(w1) + t _x�(w1); �x�(w1) + t� _x�(w1))
::::::::::::::::::::::::::::::::

(x�; _x�)(��q(t)) = (x�(wq) + t _x�(wq); �x�(wq) + t� _x�(w1)) (279)

dla t bliskich 0 2 R maj¡ »¡dan¡ wªasno±¢, poniewa» x�(w1) = : : : = x�(wq) i _x�(w1) =
: : : = _x�(wq). Przez � b¦dziemy oznacza¢ odwzorowanie �M � ��1 = : : : = �M � ��q. Poni»sze
twierdzenie zostaªo sformuªowane przy pomocy odwzorowa« � i ��1; : : : ; ��q.
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Stwierdzenie 26. Je±li � jest q-form¡ na M i q > 0, to dT (0)� jest q-form¡ na TM i

hdT (0)�;w1 ^ : : : ^ wqi = Dh�; ��1 ^ : : : ^ ��qi(0) (280)

gdzie w1; : : : ; wq s¡ wektorami z TTM takimi, »e �TM (w1) = : : : = �TM (wq).
Dow�od:

Zde�niujmy operator a: 
(M)! 
1(M) stopnia 0 przez

af = dT (0)f (281)

dla ka»dej funkcji f na M i

ha�;w1 ^ : : : ^ wqi = Dh�; ��1 ^ : : : ^ ��qi(0); (282)

je±li q > 0, � jest q-form¡ na M , a w1; : : : ; wq s¡ elementami TTM takimi, »e �TM (w1) =
: : : = �TM (wq).

Poka»emy, »e a jest ró»niczkowaniem wzgl¦dem??? �M . Je±li f1 i f2 s¡ funkcjami na M ,
to

a(fg) = dT (0)(fg � �M ) = dT (0)fg � �M + f � �MdT (0)g = afg � �M + f � �Mag: (283)

Je±li f jest funkcj¡ na M a � jest q-form¡ na M z q > 0, to

ha(f�); w1 ^ : : : ^ wqi = Dhf�; ��1 ^ : : : ^ ��qi(0)
= D((f � �)h�; ��1 ^ : : : ^ ��qi)(0)
= hdf; t�(0)ih�;T�M (w1) ^ : : : ^ T�M (wq)i

+ f(�(0))Dh�; ��1 ^ : : : ^ ��qi(0)
= af(t�(0))h�M�;w1 ^ : : : ^ wqi+ �Mf(t�(0))ha�;w1 ^ : : : ^ wqi
= haf�M�+ �Mfa�;w1 ^ : : : ^ wqi: (284)

Je±li �1 i �2 s¡ formami na M stopni q1 > 0 i q2 > 0 odpowiednio oraz q = q1 + q2, to

ha(�1^�2); w1 ^ : : : ^ wqi = Dh�1 ^ �2; ��1 ^ : : : ^ ��qi(0)

= 1
q1!q2!

X
�2Sq

sign(�)D
�

�1; ���(1) ^ : : : ^ ���(q1)

� 

�2; ���(q1+1) ^ : : : ^ ���(q)

��
(0)

= 1
q1!q2!

X
�2Sq

sign(�)
�
D


�1; ���(1) ^ : : : ^ ���(q1)

�
(0)


�2; ���(q1+1) ^ : : : ^ ���(q)

�
(0)

+ D


�1; ���(1) ^ : : : ^ ���(q1)

�
(0)


�2; ���(q1+1) ^ : : : ^ ���(q)

�
(0)
�

= 1
q1!q2!

X
�2Sq

sign(�)
�


a�1; w�(1) ^ : : : ^ w�(q1)
� 

�2;T�M (w�(q1+1)) ^ : : : ^ T�M (w�(q))

�
+


�1;T�M (w�(1)) ^ : : : ^ T�M (w�(q1))

� 

a�2; w�(q1+1) ^ : : : ^ w�(q)

��
= 1
q1!q2!

X
�2Sq

sign(�)
�


a�1; w�(1) ^ : : : ^ w�(q1)
� 

�M�2; w�(q1+1) ^ : : : ^ w�(q)

�
+


�M�1; w�(1) ^ : : : ^ w�(q1)

� 

a�2; w�(q1+1) ^ : : : ^ w�(q)

��
= ha�1 ^ �M�2 + �M�1 ^ a�2; w1 ^ : : : ^ wqi: (285)

To ko«czy dowód tego, »e a jest ró»niczkowaniem wzgl¦dem �M .
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Niech w b¦dzie elementem TTM . Powi¡»emy odwzorowanie

��:R! TM : t 7! t�(�; t)(0) (286)

z reprezentantem �:R2 !M wektora w. Je±li f jest funkcj¡ na M , to

hadf; wi = Dhdf; ��i(0)

= d
dt hdf; ��(t)ijt=0

= d
dt hdf; t�(�; t)(0)ijt=0

= D(1;1)(f � �)(0; 0)
= f1;1;1;1(t1;1�(0; 0))
= hdf1;1; t1;1�(0; 0)i
= hdT (0)df; wi: (287)

Równo±¢ adf = dT (0)df razem z dT (0)f = af dla ka»dej funkcji f implikuj¡ równo±¢
dT (0) = a.

Odwzorowanie
T (1): T2M ! TTM : t2�(0) 7! tt�(0) (288)

jest 0-form¡ o warto±ciach wektorowych wzgl¦dem �12M . Z T (1) zwi¡»emy ró»niczkowania
iT (1): 
1(M) ! 
2(M) i dT (1): 
1(M) ! 
2(M) wzgl¦dem �21

M . Ró»niczkowania iT (1) i
dT (1) maj¡ wªa±ciwo±ci analogiczne do ró»niczkowa« iT (0) i dT (0). Je±li � jest (q+ 1)-form¡
na TM , to iT (1)� jest q-form¡ na T2M i je±li w1; : : : ; wq s¡ elementami TT2M takimi, »e
�T2M (w1) = : : : = �T2M (wq), to

hiT (1)�;w1 ^ : : : ^ wqi = h�; �T2M (w1) ^ T�1
2M (w1) ^ : : : ^ T�1

2M (wq)i: (289)

Niech F b¦dzie funkcj¡ na TM . Dla ka»dego elementu a = t2�(0) 2 T2M mamy

dT (1)F (a) = iT (1)dF (a)
= hdF; T (1)(t2�(0))i
= hdF; tt�(0)i
= D(F � t�)(0): (290)

Je±li w1; : : : ; wq s¡ elementami TT2M takimi, »e

�T2M (w1) = : : : = �T2M (wq); (291)

to mo»emy wybra¢ odwzorowania

��1:R! TM; : : : ; ��q:R! TM (292)

tak, aby
w1 = �2;1(t2��1(0)); : : : ; wq = �2;1(t2��q(0)) (293)

i
�M � ��1 = � � � = �M � ��q: (294)
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Niech (x�; _x�): TM ! R2m b¦dzie ukªadem wspóªrz¦dnych na TM a (x�; _x�; �x�; �x� ; � _x!; ��x�): TT2M !
R6m ukªadem wspóªrz¦dnych na TT2M otrzymanym z ukªadu (x�):M ! Rm. Odwzoro-
wania ��1; : : : ; ��q takie, »e

(x�; _x�)(��1(t)) =
�
x�(w1) + t _x�(w1) + t2

2 �x�(w1); �x�(w1) + t� _x�(w1) + t2

2 ��x�(w1)
�

::::::::::::::::::::::::::::::::

(x�; _x�)(��q(t)) =
�
x�(wq) + t _x�(wq) + t2

2 �x�(wq); �x�(wq) + t� _x�(wq) + t2

2 ��x�(wq)
�

(295)

dla t bliskich 0 2 R maj¡ »¡dane wªasno±ci, poniewa» x�(w1) = : : : = x�(wq), _x�(w1) =
: : : = _x�(wq) i �x�(w1) = : : : = �x�(wq). Wprowad¹my odwzorowania

� _�1 = �1;1 � t��q; : : : ; � _�q = �1;1 � t��q: (296)

Poni»sze stwierdzenie zostaªo sformuªowane przy pomocy tych odwzorowa«.
Stwierdzenie 27. Je±li q > 0 i � jest q-form¡ na TM , to dT (1)� jest q-forma na T2M i

hdT (1)�;w1 ^ : : : ^ wqi = Dh�; � _�1 ^ : : : ^ � _�qi(0) (297)

gdzie w1; : : : ; wq s¡ wektorami z TT2M takimi, »e �T2M (w1) = : : : = �T2M (wq).
Dow�od: Dowód tego twierdzenia jest analogiczny do dowodu twierdzenia 26. Operator
a: 
1(M)! 
2(M) stopnia 0 jest zde�niowany przez

ag = dT (1)g (298)

dla ka»dej funkcji g na TM i

ha�;w1 ^ : : : ^ wqi = Dh�; � _�1 ^ : : : ^ � _�qi(0); (299)

je±li q > 0, � jest q-form¡ na TM , a w1; : : : ; wq s¡ elementami TT2M takimi, »e �TM (w1) =
: : : = �TM (wq). Dowód tego, »e a jest ró»niczkowaniem wzgl¦dem �21

M mo»na przeprowa-
dzi¢ wykonuj¡c rachunki analogiczne jak w dowodzi twierdzenia 26.

Z reprezentantem �:R2 !M wektora w = t1;2�(0; 0) z TT2M zwi¡»emy odwzorowanie

� _�:R! TTM : t 7! t1;1�(�; t): (300)

Je±li f jest funkcj¡ na M , to

hadf1;0; wi = Dhdf1;0; � _�i(0)

= d
dt hdf1;0; ��(t)ijt=0

= d
dt hdf1;0; t1;1�(�; t)(0)ijt=0

= d
dt hf1;1;1;0; t1;1�(�; t)(0)ijt=0

= d
dt
�

D(1;0)(f � �)(0; t)
�
jt=0

= D(1;1)(f � �)(0; 0)
= f1;2;1;1(t1;2�(0; 0))
= f1;2;1;1(w))
= hdf2;1; wi
= hdT (1)df1;0; wi (301)
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i

hadf1;1; wi = Dhdf1;1; � _�i(0)

= d
dt hdf1;1; � _�(t)ijt=0

= d
dt hdf1;1; t1;1�(�; t)(0)ijt=0

= d
dt hf1;1;1;1; t1;1�(�; t)(0)ijt=0

= d
dt
�

D(1;1)(f � �)(0; t)
�
jt=0

= D(1;2)(f � �)(0; 0)
= f1;2;1;2(t1;2�(0; 0))
= f1;2;1;2(w))
= hdf2;2; wi
= hdT (1)df1;1; wi: (302)

Równo±ci dT (1)f1;0 = af1;0, dT (1)f1;1 = af1;1, dT (1)df1;0 = adf1;0 i dT (1)df1;1 = adf1;1 dla
ka»dej funkcji f implikuj¡ równo±¢ dT (1) = a.
Stwierdzenie 28. Zachodzi nast¦puj¡ca równo±¢

iF (2;1)dT (1) � dT (1)iF (1;1) = �2
1
M iF (1;0): (303)

Dow�od: Poka»emy, »e operator iF (2;1)dT (1) � dT (1)iF (1;1) jest ró»niczkowaniem typu i� i
stopnia 0 wzgl¦dem �21

M . Dla ka»dej funkcji g na TM mamy

(iF (2;1)dT (1) � dT (1)iF (1;1))g = 0: (304)

Dla ka»dych 2-form � i � na TM mamy

(iF (2;1)dT (1) � dT (1)iF (1;1))(� ^ �) = iF (2;1)(dT (1)� ^ �2
1
M� + �2

1
M� ^ dT (1)�)

� dT (1)(iF (1;1)� ^ � + � ^ iF (1;1)�)
= iF (2;1)dT (1)� ^ �2

1
M� + dT (1)� ^ iF (2;1)�2

1
M�

+ iF (2;1)�2
1
M� ^ dT (1)� + �2

1
M� ^ iF (2;1)dT (1)�

� dT (1)iF (1;1)� ^ �2
1
M� � �2

1
M iF (1;1)� ^ dT (1)�

� dT (1)� ^ �2
1
M iF (1;1)� � �2

1
M� ^ dT (1)iF (1;1)�

= iF (2;1)dT (1)� ^ �2
1
M� + �2

1
M� ^ iF (2;1)dT (1)�

� dT (1)iF (1;1)� ^ �2
1
M� � �2

1
M� ^ dT (1)iF (1;1)�

= (iF (2;1)dT (1) � dT (1)iF (1;1))� ^ �2
1
M�

+ �2
1
M� ^ (iF (2;1)dT (1) � dT (1)iF (1;1))�:

(305)

To dowodzi, »e rozwa»any operator jest ró»niczkowaniem odpowiedniego typu. Równo±ci

(iF (2;1)dT (1) � dT (1)iF (1;1))df1;0 = iF (2;1)df2;1 = df2;0 = �2
1
M iF (1;0)df1;0 (306)

i

(iF (2;1)dT (1) � dT (1)iF (1;1))df1;1 = iF (2;1)df2;2 � dT (1)df1;0

= 2df2;1 � df2;1

= �2
1
M iF (1;0)df1;1 (307)
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ko«cz¡ dowód.
18.2. Ró»niczka Lagrange'a.

Zde�niujmy operator liniowy E: Ω(M)! Ω(M) wzorem
E = σ


M � dT ()iF (;): (308)

Stwierdzenie 29. Dla ka»dej jednoformy � na TM jednoforma Eµ na T2M jest pionowa
wzgl¦dem rzutowania �2M : T2M !M .
Dow�od: Pionowo±¢ oznacza, »e hEµ;wi =  dla ka»dego w 2 ker(T�2M ). Wynika ona z
faktu, »e iF (2;1)Eµ = , poniewa» ker(T�2M ) = im(F (2; 1)) i hiF (2;1)Eµ;vi = hEµ;F (; )(v)i.
Równo±¢

iF (2;1)Eµ = iF (2;1)(�2
1
M � dT (1)iF (1;1))�

= (�2
1
M iF (1;1) � dT (1)iF (1;1)iF (1;1) � �2

1
M iF (1;1))� = 0 (309)

wynika z iF (1;1)iF (1;1)� = iF (1;2)� = 0. U»yli±my tutaj wzorów (242) i (303) oraz faktu, »e
diagram (266) jest przemienny.

Operator P = iF (;): Ω ! Ω pojawia si¦ w rozkªadzie �21
M = E+dT ()P u»ywanym

w rachunku wariacyjnym. Rozkªad �21
M� = Eµ + dT ()Pµ dla jednoformy � na TM jest

zwykle otrzymywany w lokalnym ukªadzie wspóªrz¦dnych przez caªkowanie przez cz¦±ci. Dla
ka»dej jednoformy � na TM jednoforma Pµ jest pionowa wzgl¦dem rzutowania �M : TM !
M . Wªasno±¢ ta wynika z iF (1;1)Pµ = iF (;)iF (;)µ = iF (;)µ = .

Niech L b¦dzie funkcj¡ na TM . Pionowo±¢ formy EdL pozwala skonstruowa¢ odwzoro-
wanie EL: T2M ! T�M takie, »e �M � EL = �2M . Odwzorowanie to jest wyznaczone przez
hEdL;wi = �hEL(τTM (w));TτM (w)i dla ka»dego w 2 TT2M . Fakt, »e forma P dL
jest pionowa oznacza, »e istnieje odwzorowanie PL: TM ! T�M takie, »e �M � PL = �M .
Odwzorowanie to jest wyznaczone przez hP dL;wi = hPL(τTM (w));TτM (w)i dla ka»dego
w 2 TTM .

Równanie EL�t2
 = 0 jest równaniem ró»niczkowym drugiego rz¦du na krzyw¡ 
: I !M
znanym jako równanie Eulera-Lagrange'a otrzymane z lagran»ianu L: TM ! R. Odwzoro-
wanie PL jest nazywane odwzorowaniem Legendre'a.
18.3. Dynamika ukªadów autonomicznych.

Ruchy i wariacje. Niech M b¦dzie przestrzeni¡ kon�guracyjn¡ niezale»nego??? ukªadu
mechanicznego. Kon�guracja jest punktem x 2 M , a ruch ukªadu jest ró»niczkowalna
krzyw¡ �: I ! M zde�niowan¡ na otwartym podzbiorze I � R. Pierwsza i druga pro-
longacja ruchu � oznaczane przez _� i �� reprezentuj¡ pr¦dko±¢ i przyspieszenie wzdªu» ruchu.

In�nitezymalna wariacja ruchu �: I !M jest ró»niczkowalnym odwzorowaniem ��: I !
TM takim, »e �M � �� = �. Odwzorowania � _� = �1;1

M � t�� i ��� = �2;1
M � t2�� s¡ in�ni-

tezymalnymi warjacjami pr¦dko±ci _� i przyspieszenia ��. Speªnione s¡ nast¦puj¡ce równo±ci:
�M � �� = �, �TM � � _� = _� i �T2M � ��� = ��. Równania

T�M � � _� = T�M � �M � t��
= �TM � t��
= �� (310)

i
T�1

2M � ��� = T�1
2M � �2;1

M � t2��
= �M � �1

2TM � t2��
= �M � t��
= � _� (311)

wynikaj¡ z przemienno±ci diagramu ??? z k0 = k = 1 i k00 = 0 oraz tego samego diagramu
z k = 1, k0 = 2 i k00 = 1.
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Trajektorie w przestrzeni siª i p¦dów. Iloczyn wªóknisty

T�M �
(�M ;�M )

T�M (312)

jest przestrzeni¡ fazow¡ siªy i p¦du??? Ph ukªadu. Para (f; p) 2 Ph skªada si¦ z zewn¦trznej
siªy f i p¦du p w x = �M (f) = �M (p). Trajektoria siªy i p¦du??? niezale»nego??? ukªadu
jest krzyw¡

(�; �): I ! Ph: (313)

Te dwie krzywe �: I ! T�M i �: I ! T�M reprezentuj¡ zewn¦trzn¡ siª¦ i p¦d wzdªu» ruchu
� = �M � � = �M � �.
Zasada wariacyjna dla dynamiki. Niech L: TM ! R b¦dzie lagran»ianem ukªadu me-
chanicznego. Dziaªanie jest funkcj¡ A, która wi¡»e caªk¦

A(�; [a; b]) =
Z b

a
L � _� (314)

z ruchem �: I !M i przedziaªem [a; b] � I. Wariacja dziaªania jest caªk¡

�A(�; [a; b]) =
Z b

a
hdL; � _�i (315)

zwi¡zan¡ z in�nitezymaln¡ wariacj¡ ��: I ! TM .
Dynamik¡ nazywamy zbiór D trajektorii siªy i p¦du??? speªniaj¡cy nast¦puj¡c¡ reguª¦

wariacyjn¡. Trajektoria (�; �): I ! Ph nale»y do D, je±li

�A(�; [a; b]) = �
Z b

a
h�; ��i+ h�(b); ��(b)i � h�(a); ��(a)i (316)

dla ka»dego [a; b] � I i ka»dej wariacji �� takiej, »e �M � �� = �M � � = �M � �.
Wariacja dziaªania mo»e by¢ przedstawiona w równowa»nej postaci:

�A(�; [a; b]) =
Z b

a
hdL; � _�i

=
Z b

a
hdL;T�1

2M � ���i

=
Z b

a
h�2

1
MdL; ���i

=
Z b

a
h�2

1
MdL� dT (1)iF (1;1)dL; ���i+

Z b

a
hdT (1)iF (1;1)dL; ���i

= �
Z b

a
hEL � ��; ��i+

Z b

a
DhPL � _�; ��i

= �
Z b

a
hEL � ��; ��i+ h(PL � _�)(b); ��(b)i � h(PL � _�)(a); ��(a)i:

(317)

U»ywaj¡c wariacji �� z ��(a) = 0 i ��(b) = 0 otrzymujemy z zasady wariacyjnej równania
Eulera-Lagrangea:

EL � �� = � (318)

w [a; b]. Mamy te»
(PL � _�)(a) = �(a) (319)
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i
(PL � _�)(b) = �(b): (320)

Te równania s¡ speªnione dla ka»dego przedziaªu [a; b] � I. Wynika z tego, »e trajektoria
siªy i p¦du??? (�; �) nale»y do D wtedy i tylko wtedy, kiedy równania

EL � �� = � (321)

i
PL � _� = � (322)

s¡ speªnione w I.
Zbiory

E =
�

(f; a) 2 T�M �
(�M ;�2M )

T2M ; f = EL(a)
�

(323)

i
P =

�
(p; v) 2 T�M �

(�M ;�M )
TM ; p = PL(v)

�
(324)

s¡ wykresami równa« odpowiednio: Eulera-Lagrangea i Legendrea. Dynamika mo»e by¢
sformuªowana w terminach tych zbiorów, traktowanych jako równania ró»niczkowe. Równa-
nie (321) oznacza, »e krzywa (�; �) jest rozwi¡zaniem równania ró»niczkowego E, natomiast
(322) oznacza, »e krzywa (�; �) jest rozwi¡zaniem równania ró»niczkowego P . Równo±¢
� = �M � � = �M � � jest zawsze speªniona. Samo równanie Eulera-Lagrangea nie charak-
teryzuje w peªni dynamiki. Równanie (322) mogªoby by¢ nazwane zwi¡zkiem pr¦dko±ci i
p¦du???. Jest ono niezb¦dnym skªadnikiem dynamiki. Zbiór

E0 =
�
a 2 T2M ; 0 = EL(a)

	
(325)

jest wersj¡ równa« Eulera-Lagrangea bez siª zewn¦trznych. Rozwi¡zania s¡ ruchami ukªadu
z zerowymi siªami zewn¦trznymi.
Lagran»owskie sformuªowanie dynamiki.. Wersja zasady wariacyjnej dana równaniemZ b

a
hdL; � _�i = �

Z b

a
h�; ��i+

Z b

a
Dh�; ��i (326)

dobrze nadaje si¦ do otrzymania granicy in�nitezymalnej. Otrzymuje si¦ j¡ przez podzielenie
obu stron równo±ci przez b� a i przej±cie do granicy b = a = t 2 I. Otrzymana równo±¢

hdL; � _�i = �h�; ��i+ Dh�; ��i; (327)

speªniona przez trajektori¦ siªy i p¦du (�; �): I ! Ph dla ka»dej wariacji ��: I ! TTM
takiej, »e �M � �� = �M � �, jest opisem dynamiki D równowa»nym oryginalnej zasadzie
wariacyjnej. Równo±¢

h�; ��i = h��M � (�; �); O�TM � ��iT (328)
otrzyma¢ mo»na ze wzoru , a równo±¢

Dh�; ��i = ht�; t��iT = h _�; �M � � _�iT (329)

jest wersj¡ wzoru . �¡cz¡c te dwie równo±ci otrzymujemy wzór

�h�; ��i+ Dh�; ��i = �h��M � (�; �); O�TM � ��iT + h _�; �M � � _�iT: (330)

Relacje
�T�M � ��M � (�; �) = �T�M � _� = � (331)

54



i
�TM �O�TM � �� = �TM � �M � � _� (332)

pozwalaj¡ na u»ycie wzoru . Otrzymujemy

�h�; ��i+ Dh�; ��i = h _� � ��M � (�; �); �M � � _�iT
= h M � (�; _�); �M � � _�iT
= h�M �  M � (�; _�); � _�i: (333)

Otrzymali±my opis dynamiki D w j¦zyku równa« ró»niczkowych pierwszego rz¦du

 M � (�; _�) = �M�1 � dL � _� (334)

z � = �M � � = �M � �. Przeciwdziedzin¡ (�; _�) jest iloczyn wªóknisty T�M �
(�M ;�M��T�M )

TT�M .
Wychodz¡c od to»samo±ciZ b

a
hdL; � _�i = �

Z b

a
hEL � ��; ��i+

Z b

a
DhPL � _�; ��i (335)

zamiast od równania (327) i powtarzaj¡c kroki, które prowadziªy do otrzymania (334) z
(327), z � i � zamienionymi odpowiednio przez PL � _� i EL � ��, otrzymujemy to»samo±¢

 M � (EL � ��; t(PL � _�)) = �M�1 � dL � _�: (336)

Wynika z niej u»yteczna identy�kacja odwzorowania Legendrea:

PL = �T�M � �M�1 � dL: (337)

Równanie (334) oznacza, »e krzywa (�; �) speªnia równanie ró»niczkowe

D =
�

(f; w) 2 T�M �
(�M ;�M��T�M )

TT�M ;  M (f; w) 2 D0

�
; (338)

gdzie
D0 =

�
w 2 TT�M ; �M (w) = dL(�T�M (w))

	
: (339)

Zbiór D0 jest wersj¡ równania Lagrangea bez siª zewn¦trznych. Obaraz ró»niczki dL: TM !
T�TM jest podrozmaito±ci¡ lagran»owsk¡ (T�TM;!TM ). Oznacza to, »eD0 = �M�1(im(dL)) =
im(�M�1 � dL) jest podrozmaito±ci¡ lagran»owsk¡ (TT�M; dT!M ), a lagran»ian jest jej
funkcj¡ generuj¡c¡ wzgl¦dem lagran»owskiej??? specjalnej struktury symplektycznej

(TT�M; dT#M )

u
T�M

TM

TT�M

u
T�M

w�M T�TM

u
�TM

TM TM

(340)

rozmaito±ci symplektycznej (TT�M; dT!M ).
Hamiltonowskie sformuªowanie dynamiki.

Mówimy, »e lagran»ian jest hiperregularny, je±li odwzorowanie Legendrea PL = �T�M �
�M�1 � dL jest dyfeomor�zmem. Przez � oznacza¢ b¦dziemy odwrotno±¢ odwzorowania
Legendrea dla hiperregularnego lagran»ianu.
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Zbiór D0 dla hiperregularnego lagran»ianu jest obrazem im(Z) odwzorowania Z = �M�1�
dL��. To odwzorowanie jest polem wektorowym na T�M , mamy bowiem �T�M�Z = �T�M�
�M�1�dL�� = 1T�M . Zde�niujmy funkcj¦ H: T�M ! R przez H(p) = hp;�(p)i�L(�(p)).
Poka»emy, »e funkcja �H jest funkcj¡ generuj¡c¡ D0 wzgl¦dem hamiltonowskiej specjalnej
struktury symplektycznej

(TT�M; iT!M )

u
�T�M

T�M

TT�M

u
�T�M

w�(T�M;!M ) T�T�M

u
�T�M

T�M T�M
(341)

rozmaito±ci (TT�M; dT!M ). Funkcj¡ generuj¡c¡ D0 wzgl¦dem hamiltonowskiej specjalnej
struktury symplektycznej jest funkcja

(L � T�M +GM ) � Z; (342)

gdzie GM = �iT#M . Z

T�M � Z = T�M � �M�1 � dL � � = �TM � dL � � = � (343)

i

�GM (Z(p)) = iT#M ((�M�1 � dL � �)(p))
= h#M ; (�M�1 � dL � �)(p)i
= h(�T�M � �M�1 � dL � �)(p); (T�M � �M�1 � dL � �)(p)i
= hp; (�TM � dL � �)(p)i
= hp;�(p)i (344)

wynika, »e
(L � T�M +GM ) � Z = �H: (345)

Pole Z jest hamiltonowskim polem wektorowym, a funkcja H jest hamiltonianem dla tego
pola, mamy bowiem

iZ!M = Z�iT!M = �dH: (346)
Wzór

Z = ���1
(T�M;!M ) � dH (347)

jest wyra»eniem (równowa»nym wzgl¦dem poprzedniego) pola Z za pomoc¡ hamiltonianu.
Trajektoria siªy i p¦du??? (�; �) nale»y do D wtedy i tylko wtedy, gdy

_�(t) = Z(�(t)) + ��M (�(t); �(t)) (348)

dla ka»dego t 2 I.
Poissonowskie sformuªowanie dynamiki.

Zde�niujmy tensor Poissona WM : T�T�M ! TT�M przez WM = ���1
(T�M;!M ). Nawias

Poissona dwóch funkcji F i G na T�M jest funkcj¡ fF;Gg = hdF;WM �dGi. Pole wektorowe
Z wyra»a si¦ wzorem Z = WM � dH, a pochodna Liego dZF = hdF;Zi funkcji F na T�M
jest nawiasem Poissona fF;Hg. Trajektoria siªy i p¦du??? (�; �): I ! Ph nale»y do D wtedy
i tylko wtedy, gdy

D(F � �)(t) = fF;Hg(�(t)) + hdF; ��M (�(t); �(t))i (349)

dla ka»dej funkcji F na T�M i ka»dego t 2 I.
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