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1. Troche topologii.

Topologia na zbiorze M nazywamy rodzine 7 podzbioréw M o nastepujacych wlasno-
ciach:

(a) ), M e

(b) jeZeli 01702 €T, to O1nNOyerT

(c) dla dowolnej rodziny (O,).er zbioréw nalezacych do 7 ich suma (J,.; O, € 7.

Podzbiory nalezace do rodziny 7 nazywamy zbiorami otwartymi. Zbiér M z ustalona topo-
logia 7 nazywamy przestrzenia topologiczna.

1.1. Aksjomaty oddzielania. Ze wzgledu na wlasnosci oddzielania wyréznimy nastepu-
jace klasy topologii:

T, Dla kazdej pary réznych punktéw z,y € M istnieje zbidr otwarty O taki, ze x € O
oraz y & O. W takiej przestrzeni zbiér jednopunktowy jest domkniety.

T> Dla kazdej pary réznych punktéw z,y € M istnieja zbiory otwarte O,U takie, ze
x €O, yeUorazONU = ). Przestrzen z topologia o tej wlasnosci nazywa sie
przestrzeniq Hausdorffa.

T5 Dla kazdego punktu & € M oraz zbioru domknietego A C M takiego, ze z ¢ A
istnieja zbiory otwarte O,U C M takie, 7e z € O, A C U oraz ONU = §. Za-
klada sie przy tym, ze zbiér jednopunktowy jest domkniety (przestrzen jest typu
T). Przestrzef z topologia z tymi wlasnosciami nazywa sie przestrzeniq regularng.

T, Dla kazdej pary rozlacznych zbioréw domknietych A, B C M, AN B = {} istnieja
roztaczne zbiory otwrte O,U takie, ze A C O, B C U. Jak i poprzednio zaklada
sie, ze zbidr jednopunktowy jest domkniety (przestrzen jest typu 71). Przestrzeri z
topologia o tej wlasnosci nazywa sie przestrzenig normalng.

Przestrzenie normalne sa dla nas interesujace ze wzgledu na ponizsze podstawowe twier-
dzenie, ze wzgledéw historycznych nazywane lematem.

TWIERDZENIE 1 (LEMAT URYSOHNA). Jezeli A i B sg domknietymi zbiorami w przestrzeni
normalnej M oraz AN B = {, to istnigje funkcja ciagla f : M — R taka, ze

ldlaxe B
f(w)_{OdlaxeA

Dowop: (Szkic): Cheemy zbudowaé rodzine zbiordéw otwartych {U,, }, gdzie w € QN[0,1] i
takich, ze jezeli w < w', to U,, C Uy, oraz A C Uy, B = M \ U;. Niech (w,) bedzie ciggiem
wszystkich liczb wymiernych z przedziatu [0, 1] takim, ze w; = 0 oraz wo = 1. Przestrzen
jest normalna, wiec istnieja roztaczne zbiory otwarte U D A i O D B. Kladziemy Uy = U i
Uy = M \ B. Mamy oczywiécie Uy C U,. Zalézmy teraz, ze mamy juz zbudowang rodzine
Uy --- Uy, . Wybierzmy z ciagu wyg ... w, dwie liczby: liczbe w; najblizsza w,, 1 sposréd
mniejszych od niej i liczbe wy, najblizsza wy41 sposréd wiekszych od niej. Mamy oczywidcie
wy; < wp 1 le C Uy, - Zbiory Uw, i M\ Uy, sa domkniete i roztgczne, wiec z normalnosci
przestrzeni istnieja rozlaczne zbiory otwarte U D Uy, i O D (M \ Uy,). Wynika stad, ze
UcC Uy, Kladziemy U,, ., = U.
Majac rodzine (U, ) definiujemy funkcje f: M — [0, 1] wzorem

flz) = wlen[i w.

Pokazuje sie, ze funkcja f jest ciggla. [



TWIERDZENIE 2 (TIETZE-URYSOHN). Niech A bedzie zbiorem domknigtym w przestrzeni
normalnej M. Dla kazdej funkcji cigglej f : A — R istnieje funkcja ciggta f : M — R taka,
ze f(z) = f(z) dlax € A.

1.2. Przestrzenie parazwarte. Mdéwimy, ze rodzina zbioréw otwartych (0,),es tworzy
pokrycie M, jezeli U,c;O, = M. Méwimy, ze pokrycie (U,)aca jest wpisane w pokrycie
(0,).cr jezeli dla kazdego « € A istnieje ¢« € I takie, ze U, C O,.

Pokrycie (O,),er nazywamy lokalnie skoriczonym, jezeli dla kazdego x € M istnieje oto-
czenie U > z takie, ze U N O, # B tylko dla skoficzonej liczby wskaznikéw.

DEFINICIA 1. Przestrzen topologiczng Hausdorffa (M, T) nazywamy parazwartq jezeli w
kazde pokrycie otwarte przestrzeni mozna wpisa¢ pokrycie lokalnie skoriczone.

Pokazuje sie, ze kazda przestrzen parazwarta jest normalna.

2. Rozmaito$ci rézniczkowe.

Niech M bedzie przestrzenia topologiczng. Mapg w M nazywamy tréjke ¢ = (U, @, m),
gdzie U jest otwartym podzbiorem M, m jest nieujemng liczba catkowita i ¢ jest home-
omorfizmem U na otwarty podzbiér ¢(U) w R™. Zbiér U jest nazywany dziedzing mapy c,
a liczba m wymiarem mapy c.

Niech ¢ = (U, p,m) bedzie mapa w M i niech B bedzie otwartym podzbiorem M, za-
wartym w U. Tréjka ¢|B = (B, ¢|B,m) jest mapa w M nazywana obcieciem mapy ¢ do
B.

Dwie mapy ¢ = (U, o, m) and ¢ = (U, ¢',m’) z ta sama dziedzina U s3 zgodne jezeli dwa
homeomorfizmy

¢ o tp(U) = ¢'(U) (1)

poy' ™' (U) = p(U) (2)
sg rozniczkowalne. Rézniczkowalne bedzie zawsze oznaczaé nieskonczenie rézniczkowalne,
czyli klasy C'°°. Wymiary m i m' zgodnych map sa réwne. Dwie dowolne mapy ¢ = (U, ¢, m)
icd = U ¢,m') nazywamy zgodnymi jesli albo U N U’ jest zbiorem pustym albo obciecia
cic doUNU' sy zgodne. Atlas na M jest zbiorem parami zgodnych map takich, ze
ich dziedziny stanowia pokrycie M. Jezeli kazda mapa zgodna z mapami atlasu nalezy do
tego atlasu, to méwimy, ze atlas jezt zupetny lub maksymalny. Kazdy atlas generuje atlas
maksymalny.

DEFINICJA 2. Rozmaito$cig rézniczkowg nazywamy topologiczng przestrzen Hausdorffa M
z atlasem maksymalnym. Elementy atlasu nazywamy mapams rozmaitosci rézniczkowej M.
Rozmaito$¢ rézniczkowa nazywaé bedziemy czystg o wymiarze m jesli wszystkie jej mapy
Sa wymiaru m.

W dalszym ciagu rozpatrywaé bedziemy tylko czyste rozmaitoSci.

Zbiér R™ posiada kanoniczng strukture rozmaitosci rézniczkowej zdefiniowana przez atlas
zupelny generowany atlasem skladajacym sie z jednej mapy (R™, 1gm,m).

Niech ¢ = (U, p, m) bedzie mapa rozmaitosci M i niech pr*: R™ — R bedzie kanonicznym
rzutowaniem dla k = 1,... ,m. Funkcje 2 = pr®|p(U) o p:U — R nazywamy lokalnymi
wspotrzednymi dla mapy c.

Niech n bedzie odwzorowaniem z rozmaitoéci rézniczkowej M do rozmaitoéci rézniczkowej
N i niech ¢ = (U,¢,m) oraz d = (V,1,n) beda mapami odpowiednio M i N takimi, ze
n(U) C V. Odwzorowanie

bonoplip(U) = (V) (3)
nazywamy lokalnym wyrazeniem odwzorowania 7 w mapach ¢ i d.

DEFINICIA 3. Niech M i N beda rozmaitosciami rézniczkowymi. Odwzorowanie n: M — N
nazywamy rozniczkowalnym jezeli wszystkie jego lokalne wyrazenia sg rézniczkowalne. Dy-
feomorfizm jest bijektywnym odwzorowaniem rézniczkowalnym z rézniczkowalnym odwzo-
rowaniem odwrotnym.



Zbi6r odwzorowan rézniczkowalnych z M do N jest oznaczany C*° (N, M). Oczywistym
jest, ze ztozenie odwzorowan rézniczkowalnych rozmaitosci jest odwzorowaniem rézniczko-
walnym.

Zbiér C*(R, M) wszystkich funkcji rézniczkowalnych na M jest przemienna algebra
taczng nad cialem R. Oznaczaé ja bedziemy C(M).

DEFINICJA 4. Niech U bedzie otoczeniem punktu ¢ € M. Méwimy, ze rézniczkowalna
funkcja h: M — R separuje punkt ¢ w zbiorze U jezeli

(a) istnieje otoczenie V punktu q takie, ze h|V =1
oraz

(b) istnieje otwarty zbiér W taki, ze UUW = M i h|W = 0.

Réwnosci h|V = 11 h|W = 0 implikuja, ze zbiory V i W sa rozlaczne. Wynika stad, ze
VcU,boUUW =M.

Zauwazmy, ze jezeli funkcja h separuje punkt ¢ w otoczeniu U i f jest funkcja na M taka,

ze flU = 0, wtedy hf = 0. Jezeli U i U’ sa otoczeniami punktu ¢, U C U’ i funkcja h
separuje ¢ in U, to h separuje ¢ w U’.

STWIERDZENIE 1. Dla kazdego otoczenia U punktu q € M istnieje nieujemna funkcja h
separujaca q w U.

Dowdn: Wiadomo, ze funkcja

R =R
0 dlat <0
= B (4)
exp(—t1) dlat>0
jest nieskonczenie wiele razy rézniczkowalna.
Zauwazmy, ze .
exp((t—e)™1) >0 dlat<e
—t) = 5
ve—1) { 0 dlat>e 5)
i
0 dlat <e/2
-2 = { . 6)
exp((e/2—1¢t)" ') >0 dlat>e/2.
Zatem
v(Ee—1t)+~(t—¢/2) > 0. (7)
Wynika stad, ze funkcja
0.:R—~R
s (e ?) ®)

(e =) +7(t—¢/2)

jest nieskoniczenie rézniczkowalna. Mamy d.(¢) = 1 dlat < ¢/216.(1) =0dlat > e W
przedziale [¢/2, ] funkcja §. maleje monotonicznie.

Niech U bedzie dziedzinag mapy ¢ = (U, ¢, m) zawierajaca punkt ¢ € M i niech z* (k =
1,...,m) beda lokalnymi wspélrzednymi tej mapy. Niech € bedzie dodatnia liczba taka, ze
domknieta kula

B(g~,e) = {(q’”) eER™ Y (¢"—¢)* < 62} (9)
k=1
jest zawarta w p(U). Niech V bedzie przeciwobrazem ¢ 1(B(q",/2)) otwartej kuli
m
B(q",e/2) = {(q'”) ER™ Y (¢ —¢")* < 62/4} : (10)
k=1
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Zbiér
w =M\~ (Blg~.2)) (11)
jest otwarty i U UW = M. Funkcja

h:M — R

wué{%<¢ifﬁﬂ@ﬁ—ﬂmnﬂ dla g €U
0 dlag ¢U

jest nieskoniczenie rézniczkowalna, h|V = 11 h|W = (. Zatem h separuje ¢ w U. Jezeli
U nie jest dziedzing mapy, to funkcje h separujaca ¢ w U dostaniemy stosujac powyzsza
konstrukcje do dowolnej dziedziny mapy, zawierajacej g i zawarte] w U. [

STWIERDZENIE 1. Odwzorowanie ®: M — N jest rézniczkowalne wtedy, gdy dla kazdej
funkcji rézniczkowalnej f € C(N) mamy

*f=fodeC(M).

Dowén: Jezeli odwzorowanie @ jest rézniczkowalne i f € C, to f o ® jest rézniczkowalna,
bo ztozenie odwzorowan rézniczkowalnych jest rézniczkowalne.
Niech teraz fo ® € C(M) dla kazdej funkcji f € C(N). Lokalne wyrazenie ®

Yonoyp lip(U) = ¢(V)

w mapach ¢ = (U, ¢, m) oraz d = (V, ¥, n) jest rézniczkowalne, jezeli jest rézniczkowalne w
kazdym punkcie. Niech ¢ € U i niech funkcja h € C(N) separuje ®(¢) w V. Odwzorowanie
hy mozna przedtuzyé zerem do odwzorowania gtadkiego 1; na calym N. Na mocy zatozenia
wspoélrzedne tego odwzorowania sa funkcjami gtadkimi, zatem 1; odi z; o®op ! sy o0d-
wzorowaniami gladkimi. Poniewaz w otoczeniu ¢(g) odwzorowanie 1 o ® o =1 jest réwne
1o ® ot wiec to ostatnie jest rézniczkowalne (gtadkie) w ¢(q). m

Warunek z definicji rozmaitosci, ze M jest przestrzenig Hausdorffa jest istotny. Nie wynika
on 7 istnienia atlasu, co ilustruje ponizszy przyktad.
Niech:
R? D B={(z,y) € R*:y=01luby = 1}.

Topologia na B jest topologia z R2. W B wprowadzamy relacje réwnowaznoéci
~i(z1,01) ~ (22,y2) € (1 = 22) 1 (11 = y2) lub (21 > 0)).

Wtedy B/ ~ nie jest Hausdorffa, bo kazda para otoczen punktéw A4 = (0,0) i B = (0,1) ma
niepuste przeciecie. W oczywisty sposéb wprowadzamy na B lokalne uktady wspétrzednych.
2.1. Rozmaitosci parazwarte. Rozklad jednosci. Wéréd rozmaitosci rézniczkowych
szczegolna role odgrywaja rozmaitosci parazwarte. Do tego stopnia, ze na ogoél zadanie
parazwartoéci jest elementem definicji.

Przypomnijmy, Ze przestrzen jest parazwarta, jezeli w kazde pokrycie (zbiorami otwar-
tymi) mozna wpisaé¢ pokrycie lokalnie skoriczone.

Zauwazmy teraz, ze jezeli dana jest funkcja gtadka h: M — R oraz zbiér otwarty U C M,
to zbiér punktdéw ktore funkcja h separuje w U jest otwarty.

STWIERDZENIE 2. Niech M bedzie rozmaitoscia parazwarta. Dla kazdego pokrycia zbiorami
otwartymi (Uy)ac 4 Istnieja wpisane wenl pokrycie (0O,),er oraz rodzina nieujemnych funkcji
(hi)LGI takie, ze

a) (Oq)aca jest pokryciem lokalnie skoriczonym,
b) (V.).er jest pokryciem M, gdzie V, jest niepustym zbiorem punktéw separowanych
w O, przez h,.



Stwierdzenie to pozostawimy bez (niezbyt skomplikowanego) dowodu. Wynika z niego
podstawowe dla zastosowan twierdzenie o istnieniu rozktadu jednosci.

DEFINICJA 5. Rozktadem jednosci na M nazywamy rodzine funkeji (f,) taka, ze

a) dla kazdego punktu ¢ € M istnieje otoczenie U takie, ze tylko skoficzona liczba
funkcji z tej rodziny jest rézna od zera na U,

b) funcje f, sa nieujemne,

c) >, f.lq) =1 dla kazdego ¢ € M.

Wilasnosé¢ a) nazywa sie lokalng skoriczono$cig rodziny

TWIERDZENIE 3. Dla kazdego pokrycia (U, )aca rozmaitosci parazwartej M istnieje roz-
ktad jednosci (f,).e; taki, ze dla kazdego v istnieje (1) € A, Ze supp f, C Uq(,)-

DowOD: Ze Stwierdzenia 2 wynika istnienie lokalnie skoniczonej rodziny nieujemnych funk-
cji (hi).er takiej, ze dla kazdego ¢ istnieje o € A takie, ze supp h; C U, oraz ze dla kazdego
q € M istnieje funkcja h, z tej rodziny dla ktérej h,(q) = 1. Wynika stad, ze h =}, h, ma
sens i jest dodatnia funkcjg rézniczkowalna. Teraz wystarczy poltozy¢ f, = ﬁ m

Latwo zauwazy¢, ze z istnienia rozktadu jednosci wpisanego w dowolne otoczenie wynika
parazwarto$é. Zatem dla rozmaitosci parazwarto$é jest réwnowazna istnieniu (dla kazdego
pokrycia) rézniczkowalnego rozkladu jednosci.

2.2. Rozpoznawanie parazwartosci. Z faktu, ze lokalnie M jest diffeomorficzne oto-
czeniu otwartemu w R™ wynika, ze M jest przestrzenia lokalnie zwarta, tzn. kazdy punkt
posiada zwarte otoczenie. Ta wlasnoéc¢ pozwala tatwiej rozpoznawaé rozmaitosci parazwarte.

TWIERDZENIE 4. Lokalnie zwarta przestrzen M jest parazwarta wtedy i tylko wtedy, gdy
jest suma M = U,O; K; przeliczalnej rodziny zbioréw zwartych.

DEFINICIA 6. Moéwimy, ze pewna rodzina (Oy)aea zbioréw otwartych tworzy baze topologii,
gdy dowolny zbiér otwarty jest suma zbioréw nalezacych do tej rodziny.

PrzykrAD 1. Na przyklad w R"™ istnieje przeliczalna baza topologii. Jako zbiory bazowe
bierzemy kule o srodku w punkcie o wspétrzednych wymiernych i o promieniu wymiernym.

TWIERDZENIE 5. Dla rozmaitosci M nastepujace warunki sg réwnowazne

(1) M jest parazwarta,

(2) M posiada przeliczalna baze topologii,

(3) M jest osrodkowa, tzn. posiada przeliczalny zbidr gesty,
(4) M jest suma przeliczalnej rodziny zbioréw zwartych.

Przyklad spéjnej rozmaitoéci nieparazwartej. Zdefiniujmy pétprzestrzenie w R2:
R% = {(z,y) € R*:y > 0},

R? = {(z,y) € R*y <0}

oraz rodzine odwzorowan

.2 2
fa Ry — Ry
H(z,y) = (a+yz,y). (12)
W zbiorze R? x R wprowadzamy relacje réwnowaznosci:

a=d, (z.y9) = (z',y"), dla(z,y) € RZ
fa(xyy) = fa’(xl7yl)7 dla (:zr,y) € Ri .

5
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Oznaczmy zbidr klas réwnowaznosci przez E. Mamy oczywiste utozsamienie
2 2
E=(RZ xR)URY. (14)
Mamy naturalne odwzorowania wlozenia
. T2
R = E

(o) { (z,y,a), dla (z,y) € R%

falz,y), dla (z,y) € R2 ' (15)

W E wprowadzamy topologie indukowana odwzorowaniami ¢,, tzn. baza otoczen E sa
obrazy zbioréw otwartych w R? (wystarczy bazy). Latwo zauwazy¢, ze jako baze otoczer
punktu (z,y,a), (z,y) € R?, gdzie y # 0 mozemy wzia¢ (0 < r < —y)

Ko((z,y),7) = {9, 0): (&' —2)* + (v —y)* <r?},

jako baze otoczen (z,y) € R rodzing kul w R? o §rodku w (2, y) i promieniu 0 < r < y, za$
baze otoczen punktu (z,0,a) tworzg zbiory S, (z,r)bedace obrazami kwadratéw |z — | <
Ty lyl <

So(z,r) = {(2',y,a): |2 —z| <r,0 >y > —r}U{(2',y):0 <y <7, (z—1)y < 2'—a < (z+r)y}}
(16)
Kazdy punkt E ma wiec otoczenie homeomorficzne otoczeniu otwartemu w R? i latwo
wprowadzi¢ na E strukture rozmaitosci rézniczkowej. Rozmaitosé ta jest spéjna. Poniewaz
jednak dla kazdego b # a mamy S, (z,7) # (z',y',b), wiec baza otoczen wszystkich punktéw
(z,0,a) jest nieprzeliczalna. Stad E nie jest parazwarta.
Opisana powyzej rozmaito$¢ nosi nazwe rozmaitosci Priiffera.

UWAGA! OD TEJ CHWILI ZAKEADAMY, ZE WSZYSKIE ROZMAITOSCI Z KTO-
RYMI MAMY DO CZYNIENIA SA PARAZWARTE!L

3. Podrozmaitosci.

Niech S bedzie podzbiorem rozmaitoéci rézniczkowej M. Jezeli dla kazdego punktu ¢ € S
istnieje otoczenie U tego punktu w M i mapa ¢ = (U,p,m) z lokalnymi wspdélrzednymi
z® (k=1,...,m) takimi, ze

SNU={qeU; z"(q) =0fork =k+1,...,m} (17)

to S posiada jedyna strukture rozmaitosci rézniczkowej taka, ze funkcje 2" (k = 1,... k)
obciete do SN U sa lokalnymi wspotrzednymi w S. Rozmaitosé rézniczkows S otrzymana
W ten sposéb nazywamy podrozmaito$cig rozmaitosci of M.

Kanoniczne wlozenie i g: S — M podrozmaitoéci S w M jest rézniczkowalne. Jezeli
n: M — N jest odwzorowaniem rézniczkowalnym to obciecie 7|S odwzorowania 1 do S jest
rozniczkowalne.

Niech W bedzie otwrtym podzbiorem rozmaitosci M i niech ¢ = (U, ¢, m) bedzie mapa
w M. Jezeli przeciecie U N W nie jest puste, to obciecie ¢ do U NW jest mapa w W. Biorac
z atlasu M wszystkie mapy ¢ = (U, ¢, m) takie, ze U N W nie jest zbiorem pustym konstru-
ujemy atlas W zlozony z obcieé¢ ¢|U N W. Zbiér W z atlasem maksymalnym generowanym
przez ten atlas nazywamy otwartq podrozmaito$cig rozmaitosci M.

Niech teraz 5,5’ bedg podrozmaito$ciami M odpowiednio wymiaru k i [.

DEFINICIA 7. Moéwimy, ze S, S’ maja czyste przeciecie w qop € SN S’ jezeli istnieje uktad
wspétrzednych, taki ze o € U, UNS = {qg € M:2**'(q) = --- = 2™(¢q) = 0} oraz
UNnS' ={qge M:zPt(z) = ... =" HP(x) =0}.
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Jezelip > k,to S C S, jezelip < k,toUN(SNS") = {qg € M:2P™(q) = --- = 2™(q) = 0}
wiec z definicji czystego przeciecia wynika, ze SN S’ jest podrozmaitoscig.

DEFINICIJA 8. Méwimy, ze przeciecie podrozmaitoéci S, S’ jest transwersalne w gg € SNS’
jezeli istnieje uktad wspétrzednych, taki ze UNS = {g € M : ¥t (q) = --- = 2™(q) = 0}
oraz UNS' ' ={ge M :2'(q) =---=2m"(q) =0} przy czym k+1>m

4. Iloczyn kartezjanski rozmaitosci.

Niech M; i M> beda rozmaitoSciami rézniczkowymi. Jezeli ¢ = (U, p1,my) oraz ¢y =
(Us, p2,m2) sa mapami odpowiednio w M; i w My, to mapa produktowa ¢y X co = (U X
Us, 1 X o, m1 +ms) jest mapa w My x Ms. Majac atlasy My i Ms dostajemy w ten sposéb
atlas w My x Ms. Zbiér My x M> z tym atlasem tworzy rozmaito$é rézniczkowa nazywana
iloczynem (produktem) rozmaitoéci. Niech z% (k = 1,... ,my) i b (i = 1,... ,ms) beda
lokalnymi wspélrzednymi odpowiednio map ¢; i ¢o. Niech pri: Uy xUs — Uy i pro: Uy xUs —
U, beda kanonicznymi rzutowaniami. Funkcje 2§ opry i 28 opry tworza uktad wspétrzednych
mapy ¢ X ¢z. Ten uktad wspéhrzednych oznaczamy (x4§,28) (k =1,...,my; i =1,... ,my).

Jezeli n1: My — Ny in9: My — Ny 83 odwzorowaniami rézniczkowalnymi, to odwzorowa-
nie
m X 72 My x My = Ny X Ny jest rézniczkowalne.

5. Rozwldknienia (Fibracje) rézniczkowe.

DEFINICIA 9. Rozwtoknieniem rdzniczkowym nazywamy surjektywne odwzorowanie roz-
niczkowe 7: E — M takie, ze dla kazdego punktu g € M istnieje otoczenie U punktu g w
M, rozmaito$¢ K oraz dyfeomorfizm v:7~1(U) — U x K taki, ze pry oy = w|n=1(U),
gdzie pry: U x K — U jest kanonicznym rzutowaniem.

Rozmaitos¢ M nazywamy bazg rozwidknienia 7: E — M. Rozmaitoé¢ E jest nazywana
przestrzeniq (totalng) rozwldknienia zwanego tez wigzkq wtdknistg. Zbiér E, = 171 (q) jest
nazywany wtoknem wm nad punktem g € M. Rozwldknienie ma wldkno typowe K jezeli
wszystkie jego widkna sa dyfeomorficzne tej samej rozmaitoSci K. Wymiar rozmaito$ci K
jest nazywany rzedem rozwldknienia.

Dyfeomorfizm ¢: 7 1(U) — U x K taki, ze pry ot = w|m 1 (U) jest nazywany lokalng
trywializacjg rozwdknienia . Jezeli U = M, to ¢ jest globalng trywializacjg rozwléknienia
7. Rozwldknienie rézniczkowe m: E — M nazywamy trywializowalnym jezeli dopuszcza glo-
balng trywializacje. Trywializacje nie sa jednoznacznie wyznaczone. Jezeli ¢: E — M x K
jest globalna trywializacja oraz n: £ — FE jest dyfeomorfizmmem takim, ze m oy = 7 to
' = 1 on tez jest globalng trywializacja. Trywialnym rozwltéknieniem jest rozwidknienie
trywializowalne z wyrdzniona globalna trywializacja. Niech M i K beda rozmaito$ciami
rézniczkowymi. Kanoniczny rzut m: M x K — M jest trywialnym rozwldknieniem gdyz
tozsamosciowe odwzorowanie 1,74k jest wyrdzniong globalna trywializacja.

DEFINICIA 10. Morfizmem rozwtdknieni z rozwldknienia m: E — M do rozwltdéknienia p: F' —[i
N nazywamy pare (a, ) odwzorowan rézniczkowalnych a: M — N i §: E — F takich, ze
pofB=aom.

Morfizm rozwtdknien jest reprezentowany diagramem przemiennym

B

E—

WJ PJ (18)

M—9 N

Niech m: E — M i p: F — M beda rozwldknieniami z ta sama baza M. Odwzorowanie

rozniczkowalne 5: E — F takie, Zze t poS = m nazywaé bedziemy M -morfizmemz m: E — M
do p: F — M. M-morfizm jest reprezentowany diegramem przemiennym

7



E——F
J J (19)
— M

Niech ¢ = (U, ¢, m) bedzie mapa w M i niech ¢:7~1(U) — U x K bedzie lokalng
trywializacja rozwléknienia 7: E — M za$ d = (V, A, k) mapa wf K. Mapa

e= WU X V), (g xA)o @~ (U xV)),m+k) (20)

jast nazywana adaptowang mapg w E. Jezeli z* (k = 1,... ,m) sa lokalnymi wspo6lrzednymi
mapy ciy? (A=1,...,k) lokalnymi wspéhrzednymi mapy d, to funkcje

" :x”opon(d)WJ*l(UX V) (k=1,...,m) (21)

gt =ytoprvo(WTI(U X V) (A=1,... k) (22)

sa lokalnymi wspotrzednymi adaptowanej mapy e, zwanymi adaeptowanymi wspdtrzednymi.
Te adaptowane wspétrzedne sa zwykle oznaczane z* i y4 zamiast z* i .

DEFINICIA 11. Rézniczkowalnym cieciem rozwtdknienia m: E — M nazywany rézniczko-
walne odwzorowanie o: M — FE takie, ze moo = 1)7. Niech V bedzie otwarta podrozmaito-
écig M i niech i™y:V — M oznacza kanoniczne wlozenie. Odwzorowanie rézniczkowalne
0:V — E takie, ze m o 0 = iMy jest nazywane lokalnym cieciem = nad V.

Zwréémy uwage na to, ze ciecia lokalne zawsze istnieja. Przykltadem twierdzenia o istnie-
niu cie¢ globalnych jest ponizsze twierdzenie bedgce konsekwencjg Twierdzenia 2 Tietze-Ury-li
sohna.

TwIERDZENIE 2 TIETZE-URYSHONA. Jezeli rozwicknienie m: E — M ma widkno typowe
R* to ma ciecie globalne.

Tloczyn kartezjanski m; X ma: By X Fs — My x My dwoéch rozwiéknien 7i: Ey — M,
i mo: By — M> jest rozwldknieniem zwanym rozwtoknieniem produktowymlub iloczynem
rozwldknien.

Niech 71: By — M oraz ma: By — M beda rozwidknieniami z ta sama baza M i niech
FE X By oznacza zbior

E1 XM EQ :{(61762) EEl XE2;7T1(61):7T2(€2)}. (23)
Odwzorowanie

T Xpp o By Xor By - M
2(61,62) = 7T1(€1), (24)

jest rozwidknieniem rézniczkowalnym zwanym iloczynem (produktem) wtéknistym rozwiék-
nien T i T2,

6. Rozwldknienia wektorowe.

DEFINICIA 12. Rozwidknieniem wektorowym (wigzkq wektorowq) jest rozwidknienie réz-
niczkowalne m: E — M takie, ze kazde widkno jest przestrzenia wektorowa (nad R). Ponadto
dla kazdego punktu gy € M istieje otoczenie U tego punktu, przestrzen wektorowa K i lo-
kalna trywializacja ¢ : 7= (U) — U x K taka, ze pr o(¥|E,) jest liniowym odwzorowaniem
dla kazdego q € U.



DEeFrINICIA 13. Morfizm rozwidknien («, 8) z wiazki wektorowej m: E — M do wiazki wek-
torowej p: ' — N nazywamy morfizmem wigzek wektorowych jezeli dla kazdego punktu
q € M, odwzorowanie 3|FE,: E, — F,, jest liniowe.

Tloczyn dwéch wiazek wektorowych jest wigzka wektorows. lloczyn wiéknisty wiazek wek-
torowych jest wiazka wektorowa.

Ciecia wiazki wektorowej mozna dodawaé i mnmozy¢ przez funkcje z C(M). Jezeli o, o'
sg cieciami, to dodawanie i mnozenie przez funkcje definiujemy nastepujaco:

(0 +0")(q) =0a(q) +0'(q)
dla f € C(M) :(fo)(q) = f(q) - o(q)-

Dziatania te definiuja w przestrzeni cie¢ globalnych strukture przestrzeni wektorowej z
mnozeniem przez elementy algebry C(M). Méwimy, przestrzen cie¢ globalnych jest modutem
nad algebra funkcji gtadkich na M.

7. Wektory styczne.

Niech M bedzie rozmaitoscia rézniczkowa wymiaru m. Dla kazdej liczby naturalnej k € N
konstruujemy rozmaito$é¢ rézniczkowsa TXM wymiaru (k + 1)m zwang k-tq wigzkq wigzkq
styczng rozmaitosci M. Przestrzenig wigzki TFM jest zbiér klas réwnowaznoéci krzywych
rozniczkowalnych w M nazywanych k-tymi wektorami stycznymi. Dwie krzywe y: I — M i
~":I' - M sa réwnowazne, jezeli

D'(f 07")(0) = D'(f )(0) (25)

dla kazdej funkcji rézniczkowalnej f: M — R i dla kazdego k£ > | € N. Uzywamy tu symbolu
D! dla oznaczenia I-tej pochodnej funkcji. Zerowa pochodna funkcji jest sama funkcja. Zbiory
Ii1I' sy otwartymi otoczeniami zera w 0 € R. Klasa réwnowazno$ci krzywej v: I — M jest
oznaczana tfy(0). Zbiér T° M mozna utozsamié¢ z samg rozmaitoscig M.

Dla kazdego k definiujemy odwzorowanie

(M):TFM — M
1t49(0) = 7(0). (26)
Dla kazdej pary liczb naturalnych k i k' takich, ze k' < k mamy odwzorowanie
(M) TEM — TV M
:tF4(0) — t* ~(0). (27)
Odwzorowania 74, (M): TEM — M i 7% 1 (M): TEM — T* M spelniaja relacje

(M) = 70 (M) o 7' (M) (28)

T (M) = 7 (M) o 7F (M) (29)

dla k" < k' < k.
Dla kazdej krzywej ~v: I — M definiujemy odwzorowanie

thy: T — TFM
rs o t(y(s +))(0) (30)

nazywane k-tym stycznym przediuzeniem (prolongacjq) krzywej .
Niech M i N beda rozmaitoéciami rézniczkowymi i niech ¢: M — N bedzie odwzorowa-
niem rézniczkowalnym. k-tym stycznym odwzorowaeniem do ¢ nazywamy odwzorowanie

Tho: T*M —» T*N
159(0) = (9 09)(0). (31)
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Jezeli M, N i () sa rozmaitoéciamii p: M — N and ¢: N — O s3 odwzorowaniami réznicz-
kowalnymi, to

TE() o ) = TEp o T, (32)
Diagramy

TEM L% TEN

7 (M) 7(N) (33)
M v N
i

TEM Ty TEN
T (M) TH L (V) (34)

™ M L "N

Sa przemienne.
Niech ¢ = (U, ¢, m) bedzie mapa w M. Oczywistym jest, ze

TU=TpM = | Thm (35)
qeU
ize
Tho:THM — TE () R™ (36)

jest bijekcja.
STWIERDZENIE 3. Dla kazdego x € ¢(U) istnieje kanoniczna bijekcja przestrzeni stycznej

TEO i przestrzeni R¥™.

Dow6ép: Ustalmy q € (U). Dla kazdego elementu v = (v1,...,v3) € R¥™ = (R™)* zdefi-
niujemy krzywa -y, wzorem (w otoczeniu p)

1, 1,
’yv(t):x+tvl+§t U2+"'+Et Vg

Jezeli funkcja f:R™ — R jest i-tg wspdlrzedna, to jak latwo zauwazyé
D'(f* 0 7,)(0) = o],
gdzie v} jest wspélrzedna wektora v; w bazie kanonicznej. Wynika stad, ze odwzorowanie
R¥ 50 thy, € T,o(U) (37)

jest injekcja.

Wystarczy teraz wykazaé surjektywnosé odwzorowania (37). Niech v bedzie krzywa w
©(U) iniech v(0) = x. Bezposrednim rachunkiem sprawdzamy, ze krzywa -y jest réwnowazna
krzywej

d? 1, dk

d 1,
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d d d
Krzywa ta jest postaci v,, gdzie v = (&7(0), a'y(O), o

1(0)).

|
Mamy wiec utozsamienie T*p(U) z o(U) x R¥™. Tréjka The = (T, T*p, m(k + 1)) jest
mapa na TFM. Mapy tej postaci sa zgodne i wprowadzaja na T¥M strukture rozmaitosci.
Odwzorowania 73,(M) i 7% (M) sa rozwléknieniami rézniczkowalnymi, a odwzorowania
Trp: TEM — TF N morfizmami rozwitéknieri.
Niech z":U — R beda lokalnymi wspélrzednymi na rozmaitoéci M. Adaptowane wspot-
rzedne (%00, 2% 1,... , 2" }) w T¥M sa definiowane jako funkcje

.’I/'Nl:Tk(M)il(U) - R
:t%9(0) = D' (2" 0 7)(0) (38)
dlal=0,1,...,k

Poniewaz T*M jest rozmaitoscig, mozemy rozwazaé¢ wektory styczne do niej.
Dla kazdej pary k i k' mamy injektywne odwzorowanie

MR TE AR M = TH TR M

R 4 (0) s tH t44(0) (39)
i przemienny diagram
TH +k pf Tk’+k90 TH +k N
Ak (M) AR (N) (40)
T+ Tk A T TV TEN

dla odwzorowania @: M — N.

11



7.1. Réwnania rézniczkowe.

DEFINICIA 14. Rownaniem rozniczkowym zwyczajnym rzedu k na rozmaitosci M nazy-
wamy podzbiér D k-tej wigzki stycznej T*M. Krzywa v: I — M nazwiemy rozwigzaniem
réwnania D C T¥M jedli t*y(s) € D dla kazdego s € I. Réwnanie rézniczkowe nazywamy
jawnym jezeli jest obrazem ciecia X:U — TKM rozwldknienia 751, (M): TFM — TF1 M
zdefiniowanego na otwartej podrozmaitoéci U C TF=1 M.

Na ogél zaklada sie, ze réwnanie rézniczkowe jest podrozmaitoscia D C TFAL.

DEFINICJA 15. Réwnanie rézniczkowe D C TEM nazywamy cathowalnym w v € D, jezeli
jezeli istnieje jego rozwiazanie :I — M takie, ze t*y(0) = v. Réwnanie rézniczkowe D
nazywamy catkowalnym na podzbiorze S C D jezeli jest catkowalne w kazdym punkcie
v € 5. Réwnanie rézniczkowe D nazywamy catkowalnym jezeli jest catkowalne w kazdym
veD.

Obraz D C T'M = TM lokalnego pola wektorowego X:U — TM jest przyktadem
calkowalnego réwnania rézniczkowego pierwszego rzedu.

STWIERDZENIE 3. Jawne rownanie rézniczkowe D C TM jest catkowalne.

DowOD: Prosze zajrzeé do skryptu Analiza II. n
Podobnie

STWIERDZENIE 4. Jawne réwnanie rézniczkowe D C T*M jest catkowalne.

DowdéD: Jak wyzej. m

STWIERDZENIE 5. Kazde rozwiazanie réwnania D C T* M jest tez rozwigzaniem réwnania

D' = 7% (D) dla kazdego k' < k.

DowoD: Niech 7:1 — M bedzie rozwiazaniem réwnania D. Relacja t*y(s) € D impli-

kuje relacje t*'~v(s) € D' gdyz t* y(s) = 7F (M) (tky(s)). Zatem krzywa ~v:1 — M jest

rozwigzaniem réwnania D'. m
Wynika stad

STWIERDZENIE 6. Jezeli réwnanie rézniczkowe D C TFM jest catkowalne, to réwnanie

D' = 7F (D) jest tez catkowalne dla kazdego k'. Kazde rozwigzanie D jest tez rozwiazaniem

D'

Dowén: Niech o' € D', to istnieje k-wektor v taki, ze v/ = 7 ; (v). Jezeli D jest calkowalne,

to istnieje rozwigzanie v: I — M réwnania D takie, ze t*y(0) = v. Krzywa vy: I — M tez

jest rozwigzaniem D’ i t’“"y(O) =v'. Zatem réwnanie D’ jest catkowalne. m

Ponizej podamy doé¢ oczywiste, ale wazne warunki konieczne catkowalnos$ci réwnan. Zde-
finiujmy najpierw formalng prolongacje réwnania S C T M do réwnania THK' § ¢ TR+ s
jako zbiér

THE S = (AR (A1) =1 (TES). (41)

STWIERDZENIE 7. Jezeli réwnanie rézniczkowe D C T*M is catkowalne, to
D C TH=K k(¥ (M)(D)) (42)

dla kazdego k' < k.

Dowo6D: Niech krzywa v bedzie rozwigzaniem réwnania D. Jest ona réwniez rozwiazaniem
réwnania 7% (D), czyli
! ’
t vy c ¥ (D)

’

AESE ) (R ) = ¢y ¢ T (74, D).
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STWIERDZENIE 8. Jezeli réwnanie rézniczkowe D C T*M jest calkowalne, to
D C 7% (T D) (43)

dla kazdego k'.

DowdD: Niech krzywa v bedzie rozwigzaniem réwnania D. Jest ona réwniez rozwiazaniem
réwnania T % (D). m
8. Struktura wektorowa wiazki stycznej.

Zajmijmy sie blizej struktura rozmaitosci wektoréw stycznych TM. Kanoniczne rzutowa-
nie oznaczaé bedziemy 7y zamiast 7 (M). W przestrzeni reprezentantéw wektoréw stycz-
nych nie mamy struktury algebraicznej dodawania czy mnozenia przez liczbe. Zgodnie z (25)
wektor styczny ty(0) jest charakteryzowany odwzorowaniem

C(M):—R
:f = DY(f 0 7)(0) (44)
mozna wiec go traktowac jako element przestrzeni wektorowej wszystkich funkcji rzeczywi-
stych na C(M). Wektorowi zerowemu w tej przestrzeni odpowiadaja wektory styczne repre-
zentowane krzywymi stalymi. Punkt zaczepienia wektora nie jest tu rozpoznawany. Jezeli

jednak mamy dwa rézne od zera wektory zaczepione w réznych punktach, to okreslaja one
rézne odwzorowania na funkcjach.

STWIERDZENIE 9. Jezeli v,w sa réznymi od zera wektorami takimi, ze Ty (v) # v (w), to
istnieje funkcja f € C(M) taka, ze v(f) # w(f).

DowdDn: Poniewaz M jest przestrzenig Hausdorffa istniejg rozlagczne otoczenia otwarte
Oy, Oy punktéw s (v) i ar(w). Niech g bedzie funkcja taka, ze v(g) # 0 i niech funkcja h
separuje Tar(v) w O,. Stad f = hg jest funkcja réwna g w pewnym otoczeniu punktu 7as(v)
i réwng zeru w otoczeniu O,,. Stad v(f) = v(g) # 0 oraz w(f) = 0. n

Dla trzech wektoréw stycznych u,v, w € TM réwnosé

u=v+w,

w przestrzeni funkcji na C(M) oznacza, Ze kazdej funkcji f

Podobnie réwnosé

oznacza, ze dla kazdej funkcji f
u(f) = a(v(f))-

STWIERDZENIE 10. Jezeli trzy wektory u,v,w sg rozne od zera i sa w relacji
u=v+w,

to i (u) = T (v) = g (w).

DowoD: Zalézmy, ze ar(u) # 7ar(v) 1 Tar(w) # Tar(w). Niech O bedzie otoczeniem punktu
Tam (u), nie zawierajace v i w. Niech funkcja h separuje v w O. Mamy dla kazdej funkcji f

u(f) = u(hf) = v(hf) +w(hf) =0 (45)
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co jest sprzeczne z zalozeniem, ze u jest rézne od zera. Niech wiec mar(u) = 7ar(v) 1 Tar(u) #
7 (w). Jak poprzednio bierzemy funkcje h separujaca 7pr(w) w otoczeniu U roztacznym z
7a (1) = 7a7 (v). Teraz mamy dla kazdej funkeji f

0 =u(hf) =v(hf) +w(hf) = w(hf) = w(f), (46)

co jest sprzeczne z zalozeniem, ze w jest rézne od zera. n

Wynika stad, ze wszystkie wektory styczne nie tworza przestrzeni wektorowej, szanse taka
maja wektory zaczepione w jednym punkcie.

Odwzorowanie styczne T®: TM — TN do odwzorowania rézniczkowalnego ®: M — N
zachowuje wprowadzone powyzej relacje algebraiczne miedzy wektorami. Wynika to z faktu,
zedlaveTM i feC(N)

Te(v)(f) = v(f o F).

Latwo sprawdzié, ze jezeli v = ty(0), to krzywa t — ~(at) reprezentuje wektor av.

Niech teraz ¢ = (U, ¢, m) bedzie mapa na M. Wiemy, ze To: TyM — Tp(U) =U x R™
jest dyfeomorfizmem rozwtdéknien zachowujacym relacje algebraiczne miedzy wektorami.
Niech v,w € T,¢(U) beda wektorami reprezentowanymi elementami v, w € R™. Ich sumie
w R™ odpowiada wektor u reprezentowany krzywa t — x + t(v + w). Oczywiste, ze u =
v+ w, zatem struktura przestrzeni wektorowej w R™ jest zgodna ze struktura algebraiczna
T,(U). Ta ostatnia jest wiec przestrzenia wektorows, a stad réwniez T, M, ¢(p) = z. Latwo
sprawdzié, ze Tpr: TM — M jest wiazka wektorowa.

Przy ustalonej mapie ¢ = (U, p,m) z ukladem wspélrzednych (z*) bazie kanonicznej
w R™ odpowiada baza w kazdej przestrzeni stycznej T,M. Wektory tej bazy oznaczaé

bedziemy % lub 0.
x

Adaptowane wspétrzedne wprowadzone wzorami (38) w TM oznaczaé bedziemy (z, ).
Fatwo zauwazyé, ze dla v € Ty M mamy

0

v= :i:"’(v)axﬁ.

Dzialanie dodawania w wiazce stycznej scharakteryzowane jest w lokalnym uktadzie wspot-
rzednych wzorami

(47)

o* (v 4+ w) = 24 (v) = 2 (w)
Mo +w) = M) + 2N w). (48)

UWAGA. Rozwazania powyzsze dotyczyly wektoréw stycznych pierwszego rzedu. Prze-
strzenie wektoréw stycznych wyzszych rzeddw nie posiadaja struktury przestrzeni wektoro-
wej.

9. Wektory styczne jako rézniczkowania.

9.1. O rézniczkowaniach. Rozpatrzmy dwie przestrzenie wektorowe A, B z mnozeniem
(niekoniecznie przemiennym i niekoniecznie tacznym, zakladamy tylko rozdzielnoéé mnoze-
nia wzgledem dodawania). Niech bedzie dany homomorfizm

a: A — B.
Moéwimy, ze odwzorowanie liniowe
d:A—=B
jest rdzniczkowaniem wzgledem « jezeli dla dowolnych a,b € A
d(ab) = a(a)d(b) + d(a)a(b) (49)
Gdy A =B i a =id to méwimy o rézniczkowaniu w A.
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PrzZYKLAD 2. Niech A bedzie algebra taczna. Zdefiniujmy komutator

[a,b] = ab — ba. (50)
Dla kazdego a € A odwzorowanie
dy:A— A
:b— [a,b] (51)

jest rézniczkowaniem. Istotnie, mamy

da(be) = a(be) — (be)a = (ab)e — (ba)e + blac) — b(ca)
= [a, ble + bla, c]
= du(b)e + bd,(c) (52)

Rozpatrzmy teraz dwa rézniczkowania d,d’: A — B wzgledem homomorfizmu a: A — B.
Mamy

(d+d')(ab) = d(ab) + d'(ab)
= a(a)d(b) + d(a)a(b) + a(a)d'(b) + d'(a)a(b)
= (d+d")(a)a(d) + a(a)(d + d")(b). (53)
i podobnie dla mnozenia przez liczbe, jesli r(ab) = (ra)d, r € R.

Wiec d+d’ jest rézniczkowaniem. Przy ustalonym homomorfizmie rézniczkowania tworza,
przestrzen wektorowa.

9.2. Wektory styczne. Niech v € T, M. Odwzorowanie

d,:C(M) =R
f e o(f) (54)
jest rézniczkowaniem wzgledem homomorfizmu
0s:C(M) >R
f = fa) (55)

Oznaczmy przez D, przestrzen wektorowa wszystkich rézniczkowan wzgledem §,. Poka-
zemy, ze jest ona izomorficzna przestrzeni stycznej T, M. Oczywistym jest, ze odwzorowanie

TM 30— d, (56)
jest liniowa injekcja. Wystarczy teraz pokazaé, ze wymiar przestrzeni Dg jest réwny wy-
miarowi M.

DEFINICJIA 16. Odwzorowanie liniowe b: C®(R, M) — R nazywamy zlokalizowanym w
g € M jezeli b(hf) = b(f) dla kazdej funkcji f na M i kazdej funkcji h separujacej ¢
w jakim$ otoczeniu g. Réwnowaznie, odwzorowanie liniowe b: C°(R, M) — R nazywamy
2okalizowanym w q € M jezeli b(f) = 0 dla kazdej funkeji f na M znikajacej w otoczeniu
q.
STWIERDZENIE 11. Rdézniczkowanie wzgleden 6, jest zlokalizowane w q.
Dowo6D: Niech U bedzie otoczeniem g i niech f € C(M), przy czym f|U = 0. Jezeli h jest
funkcja separujaca ¢ in U, to hf = 0. Zatem

b(f) = b(h)f(q) + h(q)b(f) = b(hf) = 0. (57)

|
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STWIERDZENIE 12. Niech ¢ = (U, p,m) bedzie mapa na M i niech ¢ € U. Jezeli b jest
rézniczkowaniem z Dy, to

b= b(z")0x(q)- (58)
DowdD: Niech f bedzie funkeja na M. Stosujgc b do obu stron wzoru Taylora

U = f(q) + 0x f(q) (2" — 2" (q))

+ Trone (27 — 271(q)) (2" — 2" (q)) (59)

dostajemy
b(f) = 0x f(@)b(z"). (60)
Stad, b = O,(q)b(z"). ]

9.3. Wektor styczny jako homomorfizm. Interpretacja wektora stycznego jako réz-
niczkowania nie ma dobrej analogii dla wyzszych wektoréw stycznych. Mozna jednak zmo-
dyfikowaé ta interpretacje, by miala swdj odpowiednik dla wektoréw stycznych wyzszych
rzed6éw (i nie tylko).

W przestrzeni wektorowej R? wprowadzmy strukture algebry definiujac mnozenie wzorem

(r,a)(s,b) — (rs,rb+ sa) (61)
Niech teraz v € T, M i zdefiniujmy odwzorowanie

hy:C(M) — R?
e (F(),v()) (62)

Odwzorowanie to jest homomorfizmem algebr 7 jednoscia (h, (1) = (1,0)).

Niech teraz h:C(M) — R? bedzie homomorfizmem algebr z jednoécig. Zapiszmy h =
(ho, h1). Z definicji struktury algebry w R? mamy, e hg jest homomorfizmem algebr hoC —
R, za$ hy jest rézniczkowaniem wzgledem hyg.

STWIERDZENIE 13. Dla kazdego ciaglego (wzgledem zbieznosci niemal jednostajnej) homo-
morfizmu algebr z jednoscia ho:C(M) — R istnieje ¢ € M takie, ze hg = &,.

DowoDp: Niech Iy = {f: ho(f) = 0}. Zatézmy, ze dla kazdego g € M istnieje funkeja f, € Iy
taka, ze fy(q) # 0. Mozemy przyjac, ze f,(¢) > 0. Ale z ciaglosdci f, mamy f, > 0 w pewnym
otoczeniu O, punktu ¢. Biorac rozklad jednosci (p,) wpisany w pokrycie (O,),enm tak, ze
supp ., C Og(,) mozemy zdefiniowa¢ funkcje

= Z fq(L)Sov

Funkcja ta jest dodatnia, a poniewaz szereg jest zbiezny niemal jednostajnie, wiec f € I,.
7, drugiej jednak strony
1 1

1= he(1) = ho(f?) = ho(f)ho(f

wiec ho(f) # 0. Musi zatem istnie¢ go takie, ze f € Iy implikuje f(go) = 0. Dla dowolnej
funkcji f € C(M) mamy

);

ho(f — ho(f)1) = ho(f) — ho(f)ho(1) =0, (63)

wiee f(q) = ho(f). u
7 tego stwierdzenia wynika, ze wektory styczne sa w jednoznacznej odpowiednioéci z
homomorfizmami algebry funkcji gtadkich w algebre R?. Podobnie, k-te wektory styczne
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sa w jednoznacznej odpowiedniogci z homomorfizmami C(M) w RFH1. W R¥*! struktura
algebry wprowadzona jest wzorem

i k
(ag,an; ... ar)(bo,b,...,bx) = (aob07-~-:zazbz’47"' :Zalbkfl)- (64)
1=0 =0

9.4. Pola wektorowe. Niech X bedzie polem wektorowym na M, tzn. cieciem wiazki
stycznej. Pole wektorowe wyznacza odwzorowanie liniowe

dx:C(M) = C(M)

f = dxf (65)
gdzie dx (f)(q) = X(q)(f). Dla tego odwzorowania
dx (f9)(a) = X(9)(f9) = f(@)X(2)(9) + 9(0) X () (f), (66)

czyli jest ono rézniczkowaniem w algebrze C. Na odwrét, ze Stwierdzenia 12 wynika, ze
rézniczkowanie w C(M) jest zadane polem wektorowym.

10. Immersje, submersje, itd.

Twierdzenia o funkcji uwiklanej i o stalym rzedzie majg swoja oczywista wersje dla
rozmaitosci.

TWIERDZENIE 6 (O FUNKCJI UWIKEANEJ). Niech odwzorowanie
G:M — N

bedzie gladkie i niech py bedzie ustalonym punktem w N. Zalézmy, ze dla kazdego q €
M, G(p) = 0 odwzorowanie styczne T,G:T,M — Tgp) N jest surjekcja.
Wéwczas zbiér S = G~1(pg) C M jest podrozmaitoscig wymiaru m — n.

TWIERDZENIE 7 (O STAEYM RZEDZIE). Zalézmy, ze odwzorowanie F: M D— N jest glad-
kie, a rzad odwzorowania stycznego jest staty. Wowczas dla kazdego q € M istnieje otoczenie
U takie, ze F(U) jest podrozmaitosciag w N.

Zwrdéémy uwage na istotna réznice w znaczeniu tych twierdzen. Twierdzenie 6 méwi, ze
caly zbiér S = G~ (po) jest powierzchnia, natomiast Twierdzenie 7 méwi tylko, ze F(U)
jest powierzchnia. Méwimy, ze F(U) zadaje lokalnie powierzchnie.

7 powodu tych twierdzen wyrédznia sie dwie klasy odwzorowan.

DErFINICIJA 17. Odwzorowanie ¢: M — N nazywamy submersjg jezeli dla kazdego ¢ € M
odwzorowanie styczne T,¢ jest surjekcja. Odwzorowanie ¢ nazywamy wiozeniem (immer-
sja) jezeli dla kazdego ¢ € M odwzorowanie T, jest injekcjg oraz subimmersjg jezeli rzad
odwzorowania stycznego jest staly. Méwimy, ze immersja jest zanurzeniem (embedding)
jezeli jest indukowane odwzorowanie ¢: M — (M) C N jest homeomorfizmem.

Przykladem surjektywnej submersji jest rzutowanie na baze w rozwldknieniu. Widkna
rozwldknienia sa podrozmaitosciami.

DEFINICJA 18. Obraz immersji ¢(M) C N nazywamy podrozmaitécig wlozona (przy po-
mocy ). Obraz zanurzenia (M) C N nazywamy podrozmaitodcia zanurzong.

Doé¢ oczywistym jest, ze podrozmaito$é zanurzona jest zwykla podrozmaitoécia. Nato-
miast podrozmaitos¢ wlozona na ogél podrozmaitoscia nie jest. Dopuszcze na przyktad
samoprzeciecia, co ilustruje ponizszy przyktad:

PrzyKiAD 3. Odwzorowanie
@:R — R?: ¢+ (cos(t),sin(2t))

ma staly rzad 1, jest wiec immersja (wlozeniem). Obraz ¢ nie jest podrozmaitoScia w
otoczeniu (0, 0).
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Latwo wskazaé przyklad injektywnego wlozenia nie bedacego zanurzeniem.
Urzywajac odwzorowania stycznego tatwo tez rozpoznaé réwniez czystosé i transwersalnosé
przecie¢ dwéch podrozmaitoéci (Definicje 7 1 8).

TWIERDZENIE 8. Podrozmaitosci S,S' C M maja czyste przeciecie w qo € SN S’ wtedy i
tylko wtedy, gdy SN S’ jest podrozmaitoscia w otoczeniu qq i

T, (SNS) =T, SNT,S. (67)

DowéD: Niech k =dim S, k' = dim S’ il = dim SN S’. Niech ¢ = (U, ¢, m) bedzie mapa
w otoczeniu gy taka, ze p(go) = 0 oraz

SNU={qeU:z*g)=0dlarx=k+1,...,m},
(SNSYNU={qeU:z*q)=0dlar=1,....,k—Lk+1,...,m} (68)
lub réwnowaznie, (01,...,0) tworza baze w T,S oraz (Op_it+1,--.,0k) W T4(SNS') jesli

g € U. Istnienie takiej mapy wynika z definicji podrozmaitosci. Z warunku (67) mozemy
przyjaé, ze (Ok—i4+1,-- - Ok—1+k) tworza baze T,,S’. Wezmy teraz odwzorowanie

P:R™ sup p(U) — RM=k+

o C AT WS L LOR (69)

Odwzorowanie P o p:U — R™~*H jest gladkie, wiec jego obciecie (P o ¢|s/) do S' N U
tez jest gladkie. Odwzorowanie styczne do tego obciecia w punkcie gy ma obraz rozpiety
przez pierwsze k' wektoréw bazy kanonicznej w ToR,,_k+;, wiec ma wymiar maksymalny
(ré6wny wymiarowi S'). Maksymalny rzad musza wiec mie¢ pochodne w sasiednich punktach
S, czyli odwzorowanie (P o ¢)|s ma staly rzad. Z twierdzenia o stalym rzedzie obraz
Pop(S'NU) jest w otoczeniu zera podrozmaitoscia. Mozemy wiec wprowadzi¢ nowy ukltad
wspétrzednych (y°) w R™~*+! i w konsekwencji, na M taki, ze y* = 2%, i =1,...,ki

SNU={qeU:z*qg)=0dlar=k+1,...,m},
SNU={qeU:z2*g)=0dlar=1,....k—Lk—I+Kk +1,....m}. (70)

TWIERDZENIE 9. Podrozmaitosci S,S' C M maja transwersalne przeciecie w qo € SN S’
wtedy i tylko wtedy,
TQO (M) = TQOS + TQOSI'

Dow6D: Wystarczy pokazac, ze SN S’ jest podrozmaitoscia wymiaru dim(T,, SN T, S') i
skorzystaé¢ z poprzedniego twierdzenia. Niech ¢ = (U, ¢, m) bedzie mapa w otoczeniu g na
M taka, ze

SNU={qeU:z*g)=0dlarx=k+1,...,m} (71)

Odwzorowanie
G:S'NU - R™F
L N ) N () (72)

jest gladkie i w go jego pochodna jest surjekcja na mocy (71). Z Twierdzenia o Funkcji
Uwiktanej, (SNS")NU = G=1(0) jest w otoczeniu qo podrozmaitoécia S’, wiec tez podroz-
maitoscia M. Jej wymiar jest réwny

dim §’ — (dim M — dim §) = dim S’ + dim § — dim M = dim(T,, SN T,,S).
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11. Wektory kostyczne (kowektory styczne).

Wprowadzmy relacje réwnowaznosci w zbiorze par M x C°°(R, M). Dwie pary (q, f) i
(¢, f') nazwiemy réwnowaznymi jezeli ¢’ = ¢ and

D(f" 0 7)(0) =D(f27)(0) (73)
dla kazdej rézniczkowalnej krzywej v: R — M takiej, ze v(0) = ¢. Klase réwnowaznosci pary
(g, f) oznaczaé bedziemy df(g) lub dyf i nazywaé rdéniczkqe f w punkcie q.

DEFINICJA 19. Zbiér klas réwnowaznoéci par (z, f) oznaczamy T*M i nazywamy wigzkq
kostyczng rozmaitosci M. Odwzorowanie my: T*M — M zdefiniowane przez

v (df(q)) =q (74)

jest nazywane rozwtoknieniem kostycznym.

Kazde widkno TFM = (mp) ™" (q) jest przestrzenia wektorows z dodawaniem i mnozeniem
przez liczby zdefiniowanymi przez

df(q) +df'(¢) = a(f+ f)(q) (75)

adf(q) = d(af)(q)- (76)

Niech ¢ = (U, ¢, m) bedzie mapg na M iniech 2® (k = 1,... ,m) bedzie lokalnym uktadem
wspotrzednych tej mapy. Dla kazdego punktu ¢ € U wybieramy krzywa v(,,2): R — M (A =
1,...,m) taka, ze

" (Ygn) (8)) = a"(q) + 6% xs (77)
dla k,A = 1,... ,m i s dostatecznie bliskiego 0 € R. Definiujemy funkcje %, Ty (k,A =
1,...,m)na U* = (mp) }(U) wzorami

z*(df(q)) = 2"(q) (78)
i
Za(df(z)) = D(f ©v(z,x))(0)- (79)

Wiazka T*M ma jedyng strukture rozmaitoéci rézniczkowej, dla ktérej funkcje %, Ty sa
wspolrzednymi mapy c¢* = (U™, ¢*,2m). Wspétrzedne (Z%,%,) beda oznaczane (z%,py).
Wprowadzmy odwzorowanie v: (1) ~H(U) — U x R™ takie, ze

prv oy = | (rar) "' (U) (80)

pr’ o prem o) = p. (81)

Odwzorowanie to jest dyfeomorfizmem. Wynika stad, ze mps jest rozwldknieniem z wiéknem
typowym R™, dyfeomorfizm 1 jest lokalna trywializacja i ¢* jast adaptowana mapa. Dla
kazdego punktu ¢ € U i kazdego k = 1,... ,m, obciecie pN|T;'<M funkcji p, do widkna
TjM jest funkcja liniowa. Wynika stad, ze 7y jest rozwléknieniem wektorowym (wiazka
wektorowa).
Odwzorowanie
(, WTM xyT"M =R

definiujemy przez

(t7(0),df(q)) = D(f 2 7)(0) (82)
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gdzie v(0) = ¢g. Funkcja ta jest liniowa wzgledem obu argumentéw. Pozwala ona utozsa-
mié przestrzen kowektoréw T;"M 7 przestrzenig dualng do przestrzeni wektordw stycznych
T,M i w konsekwencji, wiazke T*M z wiazka (TM)* dualna do TM. Odwzorowanie (82)
nazywamy kanoniczng ewaluacjg (parowaniem,).

Jezeli ®: M — N jest odwzorowaniem rézniczkowalnym, to odwzorowanie styczne T®, a
raczej para (@, T®) jest morfizmem wigzek wektorowych. Dla kazdego ¢ € M odwzorowanie

Tq(I)I TqM — Tcp(q)N
jest liniowe, wiec istnieje dualne do niego odwzorowanie

* . T *
Tq(P.T@(q)N =T, M

Odwzorowania te zbieramy do relacji
T*®: T*N — T*M. (83)

Relacja ta jest odwzorowaniem wtedy i tylko wtedy, gdy @ jest dyfeomorfizmem.

Dalej nastepuje klasyczny (Analiza ITIC) wyklad form rézniczkowych.

Zwr6émy jeszeze tylko uwage na fakt, ze wprawdzie T® jest odwzorowaniem, to na ogdl
nie mozna przy jego pomocy przetransportowaé pola wektorowego na M do pola wektoro-
wego na N. Z drugiej strony, T*® nie jest odwzorowaniem tylko relacja, ale mozna przy jej
pomocy transportowaé pola kowektorowe (forma) na N do pdl kowektorowych (form) na
M.

12. Struktura wigzki kostycznej.

DEFINICJA 20. Formg Liowville’a 83 nazywany 1-forme na T*M zdefiniowang wzorem
<9M,’U> = (TT*M’U,Tﬂ'M>. (84)

Forme Liouville’a 8, zwana tez po prostu formag kanoniczng mozna zdefiniowaé troche
inaczej, wskazujac funkcje na T*M reprezentujaca 6(p) dla p € T*M. Niech para (q, f)
reprezentuje p, tzn. p = d, f. Wéwczas

O (p) = dymp - (85)
W lokalnym uktadzie wspétrzednych forma Liouville’a zapisuje sie wzorem
Or = peda” (86)
(sumowanie po k).
Forma Liouville’a charakteryzowana jest przez nastepujaca swoja wlasnosc.
STWIERDZENIE 14. Dla kazdej jednoformy p: M — T*M mamy réwnosé p* 6y = p.
yT*M i

Dowo6p: Niech v € T, M, wéwezas Tu(v) € Ty

(1* 0, v) = (O, Ta(v)) = (u(q), Trar (Tu(v)) = {p(q),v).

|
Rézniczke zewnetrzna df s formy Liouville’a nazywamy kanoniczng forma symplektyczng
i oznaczamy wps. W lokalnym uktadzie wspélrzednych mamy

wyr = dp,, A da”. (87)

W kazdym punkcie wigzki kostycznej p € T* M forma wy; wyznacza (tak jak kazda forma
dwuliniowa) odwzorowanie
om(p): T, T*M —» TET M (88)
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wzorem
<(:}M(p)1}, U)) = WM (U7 U}) (89)
W adaptowanym uktadzie wspétrzednych

- 0 . 0
V=2 ('U)% —l—p)\(v)%

i z wyrazenia (87) dostajemy

O (p)v = pa(v)da — &% (v)dp,. (91)

7 wzoru tego wynika, 7e wys (p) jest izomorfizmem przestrzeni wektorowych, a @y : TT*M —
T*T*M izomorfizmem wigzek wektorowych. Odwzorowanie to czesto oznacza sie symbolem
b (opuszczanie wskaZznikéw), a my bedziemy je oznaczaé¢ Sy (ale dopiero przy omawianiu
dynamiki). Odwzorowanie odwrotne

Wy T M = TT M (92)

oznacza sie symbolem § (podnoszenie wskaznikéw).
UWAGA! Mozna si¢ spotkaé z inng konwencja, w ktérej we wzorze (89) zamienione sg
rolami v i w. Oznacza to, ze odwzorowania b i f réznig sie od naszych znakiem.

12.1. Nawias Poissona.

DEFINICJA 21. Nawiasem Poissona {f, g} funkcji f,g € C(T*M) nazywa sie funkcje za-
dana wzorem

{f.9} = wn((df), (dg)?). (93)

Wzér (92) réwnowazny jest nastepujacym:

{f.9} = (df. (dg)*) = (dg)*(f)
= —(dg, (df)*) = —(df)*(g)- (94)

Biorac pod uwage wzér (91) dostajemy lokalny wzdér na nawias Poissona:

{f,9} = (dg)*(f)

= o @) + 5 @) )

_0g of  0Og Of

Oz, Op.  Opy Oz

_O0f 99 _ 9f by
© Op, Oz~ Qx> Opy (95)

UWAGA! Jak i w przypadku b mozna sie (czesto) spotkaé z inng konwencja, w ktérej
nawias Poissona rézni sie od wprowadzonego powyzej znakiem.

TwierRDZENIE 10. Nawias Poissona posiada nastepujace wlasnodci:

(1) jest biliniowy i antysymetryczny, tzn. {f,g} = —{g, f},
(2) spelnia tozsamosé Jacobiego, tzn.

{f 49,01} +{g.{h, f}} + {n,{f.9}} =0, (96)
(3) odwzorowanie f — {g, f} jest dla kazdego g rézniczkowaniem w C(T*M), tzn.
{9, fh} = f{g.h}t + {g, f}h. (97)
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DowoD: Wtasnosci biliniowosci i antysymetrii sa oczywiste. Wlasno$¢ trzecia wynika na-
tychmiast z (94) oraz z faktu, ze pole wektorowe jest rézniczkowaniem w algebrze funkcji.
Pozostaje do wykazania tozsamo$¢ Jacobiego. Mozna ja sprawdzi¢ bezpoérednim rachun-
kiem korzystajac z lokalnej reprezentacji (95).
|
Jeszcze jedna uwaga na temat tozsamosci Jacobiego. Ot6z nawias Poissona definiuje mno-
zenie w przestrzeni funkeji na T*M, ktére nie jest przemienne ani laczne. Tym nie mniej
mozna méwic¢ o rézniczkowaniu wzgledem tego dzialania (patrz czes¢ 9.1). Tozsamosé Ja-
cobiego mozna zapisa¢ nastepujaco:

{fi {9, h}} = {{f, 9}, h} + {9, {f. h}}, (98)

co oznacza, ze odwzorowanie f — {g, f} jest dla kazdego g rézniczkowaniem w (C(T*M), {-,-}).}
Méwimy, ze (C(T*M),{-,-}) jest algebrq Liego.

12.2. Nawias Liego podl wektorowych. Punktem wyjscia jest pewna szczegdlna wtla-
sno$¢ nawiasu Poissona. Otéz na kazdej wiazce wektorowej E (wiec 1 wiazce kostycznej)
mozna wyr6zni¢ w C(E) podprzestrzenn wektorowa funkeji liniowych na witéknach oraz funk-

cji stalych na wléknach. Te ostatnie sa podniesieniami funkcji gltadkich na bazie wigzki.

STWIERDZENIE 15. Nawias Poissona na C(T*M) jest liniowy, tzn. nawias Poissona dwdch
funkcji liniowych na widknach jest funkcja liniowg na wicknach.

DowdéDp: W lokalnym ukladzie wspétrzednych funkeje f, g liniowe na T*M sa postaci

9(p) = G"(x)px(p) (99)
i stad
_0f 99 _ 0f 09
{9} = Op, Ozr Oz Opy
. OG” L OF"
=F o+ Py =G o+ b (100)
czyli nawias {f, g} jest funkcja liniowa. m

Oprécz tej wlasnoSci mamy dwie inne:

(1) nawias Poissona funkcji liniowej i stalej na widknach jest funkcja stala na wiéknach,
(2) nawias Poissona dwéch funkcji stalych na wldknach jest réwny zero.

Wtasnosci te mozna wykazaé korzystajac z Twierdzenia 10 i z liniowo$ci nawiasu. Istotnie,
niech f, f' beda funkcjami liniowymi, za$ h, b’ funkcjami stalymi na widknach. Stad hf’
jest liniowa i z liniowosci nawiasu liniowa jest funkcja {f,hf'}. Ale

{£,hf'y =h{f. f'Y+{F, 0} f,
wiec

LRy =S f'Y = {f.h} f". (101)
Funkcja z lewej strony tej réwnosci jest linowa, wiec réwniez funkcja {f, h}f' jest linowa
dla kazdej funkcji liniowej f'. Jest to mozliwe tylko wtedy, gdy {f, h} jest funkcja stala na

wléknach.
Podobnie

(' hf} = {0’ f} + {0 B} S

{W' hf}y = h{h', fy = {W',h}f".
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Z poprzedniego funkcja po lewej stronie jest stala na widknach, wiec i {h', h} f’ jest stala na
widéknach dla kazdej funkcji liniowej f'. Jest to mozliwe tylko gdy {h’, h} jest réwne zeru.

Niech teraz X bedzie polem wektorowym na M, czyli cieciem wiazki stycznej. Polu temu
moza przyporzadkowaé funkcje X liniowa na T* M wzorem

X(p) = (p, X (wu (). (102)
Odpowiednio$é¢ miedzy polami wektorowymi i liniowymi funkcjami na T*M jest wzajem-
nie jednoznaczna.
DEFINICIA 22. Nawiasem Liego pél wektorowych nazywamy pole wektorowe [X, Y] takie,
ze
[X, Y] ={X,V}. (103)
7 Twierdzenia 10 wynikaja nastepujace wlasnosci nawiasu Liego pdl wektorowych:
(1) jest biliniowy i antysymetryczny,
(2) spelnia tozsamoéé¢ Jacobiego:
[X.[Y, Z]] = [[X, Y], Z] + [V, [X, Z]], (104)
(3) dla kazdej funkcji f € C(M)

(X, fY] = fIX, Y]+ X (/)Y (105)

Powyzszy sposdb wprowadzenia nawiasu Liego pdl wektorowych nie jest zbyt czesto spo-
tykany. Na ogél wprowadza sie go jako komutator pél wektorowych rozumianych jako réz-
niczkowania w algebrze C(M):

[X,YN(f) = X(Y(f)) = Y (X))

13. RozmaitosSci symplektyczne i Poissona.

DEFINICIA 23. Rozmaitoscig symplektyczng nazywamy pare (P,w), gdzie P jest rozma-
itoscig rézniczkows, zas§ w zamkniety i niezdegenerowanyg 2-forma na P.

STWIERDZENIE 16. Rozmaitos¢ symplektyczna jest wymiaru parzystego.

DowoD: Niezdegenerowanie w oznacza, ze stowarzyszone odwzorowanie

@:TP - TP
v = w(v,-) (106)

jest izomorfizmem wigzek wektorowych. W lokalnym ukladzie wspdlrzednych macierz tego
odwzorowania jest antysymetryczna z wyznacznikiem réznym od zera. Jezeli jednak mamy
antysymetryczna (sko$nie symetryczng) macierz A rozmiaru n X n, to

det A = det AT = det(—A) = (—=1)" det A.

Stad det A = 0 dla nieparzystego n. m

Kanonicznym przykladem rozmaitoéci symplektycznej jest wigzka kostyczna T*M z for-
my wyy, ktora w lokalnym ukladzie wspotrzednych zapisuje sie w = dp, A dp,. Okazuje
sie (Twierdzenie Darboux), ze na dowolnej rozmaitoéci sumplektycznej (P,w) wymiaru 2m
mozna wprowadzié¢ (lokalnie) taki uktad wspétrzednych (2%, p.1), 7ze w = dpy A daz?.

Podobnie jak na wiazce kostycznej, na rozmaitosci symplektycznej mozna wprowadzi¢
nawias funkcji wzorem
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{f.9} =w((@f),(dg)?"), (df)F =@~ '(df). (107)

TWIERDZENIE 11. Nawias {-, -} posiada nastepujace wlasnosci:

(1) jest biliniowy i antysymetryczny, tzn. {f,g} = —{g, [},
(2) spelnia tozsamosé Jacobiego, tzn.

{£ {9, n}} +{g,{h. f}} + {h, {f.9}} =0, (108)
(3) odwzorowanie f — {g, f} jest dla kazdego g rézniczkowaniem w C(T*M), tzn.
{9, fh} = f{g,h} +{g, [} . (109)

Dowdn: Wlasno$ci biliniowoéci i antysymetrii sg oczywiste. Wlasnosé trzecia wynika na-
tychmiast z (107) oraz z faktu, ze pole wektorowe jest rézniczkowaniem w algebrze funkcji.
Pozostaje do wykazania tozsamo$é Jacobiego. Sprawdzimy ja bezposrednim rachunkiem
korzystajac z lokalnej reprezentacji

1 )
w = iwmdm" AdA
df (110)

DEFINICJA 24. Rozmaitoscig Poissone nazywamy rozmaitosé r/ozniczkowa M z odwzoro-
waniem (nawiasem)

{-,-}:C(M) x C(M) (111)
biliniowym i antysymetrycznym, ktore jest rézniczkowaniem ze wzgledu na jedna zmienng
i spelnia tozsamoé¢ Jacobiego.

Bezposrednio z definicji mamy

{1y =A{f1-1} =51} +{f, 1}, (112)
wiec nawias dowolnej funkcji z funkcja stala jest réwny zero.
Ustalmy punkt ¢ € M. Odwzorowanie
Xs(g):C(M) =R
g {f, 9} (113)
jest rézniczkowaniem wzgledem d, ((55)), wiec wektorem z T, M. Odwzorowanie ¢: — X ;(q)

jest polem wektorowym.
7 antysymetrii nawiasu

Xplg9) = =X, (f) = =(df, Xy), (114)

czyli wektor X¢(q) zalezy tylko od d,f i zaleinoé¢ ta jest liniowe. Dostajemy wiec odwzo-
rowanie

/N\w(q):T;kM - T,M
dof o X4(0) (115)

ktére jest liniowe i antysymetryczne. Wyznacza wiec jednoznacznie biwektor A(q) € A T,M :I

(dg, Au(@)(df)) = Ag)(dyf, dgg) = {9} (a) (116)
i w efekcie pole biwektorowe A.

Na odwr6t, majac pole biwektorowe A mozemy wzorem (116) zdefiniowaé¢ nawias funcji.
Jest on oczywiscie biliniowy, antysymetryczny i jest tez rézniczkowaniem ze wzgledu na
jedna zmienng. Tozsamo$¢ Jacobiego nie jest jednak na ogdl spelniona. Warunki, jakie
musi spelniaé¢ pole biwektoréw by nawias funkcji spelnial tozsamos$é Jacobiego (by wiec
okreslat strukture rozmaitosci Poissona na M) nie sa skomplikowane, ale nie jeste$my jeszcze
przygotowani do ich sformutowania.
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13.1. Podrozmaitosci rozmaitosci symplektycznej. Niech (P,w) bedzie rozmaitoscia
symplektyczna i niech V. C T,M bedzie podprzestrzenia wektorowa. Przez V° C T*P
oznaczamy anihilator V' (zbiér kowektoréw zerujacych sie na podprzestrzeni V).

DEFINICIJA 25. Polarg symplektyczng V¥ podprzestrzeni V nazywamy podprzestrzeii &~ (Vo)
przestrzeni T,P.

Ze wzgledu na usytuowanie V¥ wzgledem V' wyrézniamy nastepujace rodzaje podprze-
strzeni:

(1) V jest izotropowa jezeli V DV,

(2) V jest koizotropowa jezeli VS C V,

(3) V jest lagranzowska jezeli V& =V,

(4) V jest symplektyczna jezeli VENV = {0}.

Podrozmaito$¢ (zanurzona) N rozmaitoéci P nazywamy odpowiednio izotropowa, koizo-
tropowa, lagranzowska lub symplektyczna, jezeli w kazdym punkcie jej przestrzen styczna
jest izotropowa, koizotropowa, lagranzowska lub symplektyczna. Podobnie klasyfikujemy
podrozmaitosci zanurzone 1: N — P ze wzgledu na wtasnosci obrazu Te.

Bezposrednio z definicji wynika, ze jezeli 2m = dim P, to:

(1) dim N < m gdy N jest izotropowa,

(2) dim N > m gdy N jest koizotropowa,

(3) dim N =m gdy N jest izotropowa,

(4) dim N jest parzysty gdy N jest symplektyczna.

Zauwazmy, ze podrozmaito$¢ lagranzowska jest jednoczesnie izotropowa i koizotropowa, a
podrozmaito$¢ wymiaru jeden jest zawsze izotropowa.

STWIERDZENIE 17. Podrozmaito$é N kowymiaru 1 jest zawsze koizotropowa.

Dowdép: Mamy pokazaé, ze (TqN)§ C TyN. Przypuéémy, ze tak nie jest. Poniewaz N jest
kowymiaru 1, to (T,N)? jest wymiaru 1. Niech v bedzie niezerowym wektorem z (T,N)8.
Oznacza to, ze w(v, w) = 0 dla kazdego wektora w € T,N. Ale w(v,v) = 0, wiec w(v,w) =0
dla kazdego w € T, P, co oznacza, ze W(g) = 0. Sprzecznos¢. m

14. Generowanie podrozmaito$ci lagranzowskich.

Zajmijmy sie bardziej szczegéltowo podrozmaito$ciami lagranzowskimi wiazki kostyczne;j.
STWIERDZENIE 18. Obraz jednoformy o: M — T*M jest podrozmaitoscia lagranzowska
wtedy i tylko wtedy, gdy a jest formg zamkniets, tzn. da = 0.

DowéD: Ze Stwierdzenia 14 mamy a*fp; = «, a z przemiennoéci transportu formy z
rézniczkowaniem zewnetrznym

a®wyr = a*dfy; = da. (117)

7 drugiej strony, a(M) jest podrozmaitoécia lagranzowska jesli a*wy; = 0, bo wymiar a(M)
jest réwny wymiarowi M. m
W szczegblno$ci moze sie zdarzyé, ze a = df dla f € ¢C(M). W tym przypadku méwimy,
ze podrozmaitos¢ lagranzowska jest generowana przez funkcje generujgcq f.
Niech teraz C C M bedzie podrozmaitoécia i f € C(C). Funkcja f generuje podrozma-
itos¢ lagranzowska w T*C. Poniewaz T,C C T,M jest podprzestrzenia, to T;"C mozna w
naturalny sposéb utozsamic z przestrzenia ilorazowg T; M \ (T,C)°. Mamy wiec kanoniczne

rzutowanie
Vo TEM — T (118)

ktérego jadrem jest (TC)°.
STWIERDZENIE 19. N = 95" (df(C)) jest podrozmaitoicia lagranzowska w T* M.
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DowOD: Pokazanie, ze N jest podrozmaito$cia jest latwym ¢wiczeniem. Jej wymiar jest
rowny
dim C + dim(T,C)° = dim C + (dim M — dim C') = dim M.

7 definicji formy Liouville’a mamy dla v € T,TAM

T7FM(’U) = T7rM ] Tﬁc(’l)) (119)

Or(v) = (p, Trar (v))
= (Vc(p), Tra o Tho(v))
=0c(Tdc(v))
= 950c(v). (120)

Stad 9M|T§,M = 19%90 i wM|TéM = ﬂéwg. Zatem
wy|N =98 (weldf(C)) = 0. (121)

|
Moéwimy, ze para (C, f) generuje podrozmaito$é lagranzowska N. Jest to uogdlnienie
poprzedniego przypadku.

15. Rodziny Morse’a.

Zajmiemy sie teraz ogdlniejszym sposobem generowania podrozmaitosci lagranzowskich

w T*M. Poprzednio, majac podrozmaito$é¢ lagranzowska w czym$ 'mniejszym’ (T*C') do-
stawali$my (bez przeszkéd) podrozmaitoéé lagranzowska w czyms$ *wigkszym’(T*M). Teraz
bedziemy sie zajmowaé sytuacja w pewnym sensie przeciwna: majac podrozmaito$c lagran-
zowska w czyms$ 'wiekszym’ otrzymywaé bedziemy podrozmaitosé lagranzowska w czyms§
‘mniejszym’. Tutaj pojawia sie przeszkody.
15.1. Konstrukcje przygotowawcze. Niech 7: E — M bedzie rozwléknieniem. Wektor
v € TE nazywamy pionowym, jezeli Tr(v) = 0 € TM. Inaczej méwiac, v jest wektorem
stycznym do witékna rozwldknienia 7. Zbiér wektoréw pionowych VE tworzy wiazke wek-
torowa - podwiazke wiazki stycznej TE. Niech teraz 7: E — M bedzie rozwldéknieniem
wektorowym. Kazdej parze (e,e') € E xy E, to znaczy 7(e) = 7(e') przypisujemy wektor
X[7](e,e’) € TE reprezentowany krzywa

Ye,er ! R = E
it e+ tel. (122)

Poniewaz 707, ¢ jest krzywa stala, reprezentuje wektor zerowy w TAM . Wektor x[r](e, €') jet
wektorem pionowym. Latwo sie przekonaé, uzywajac na przyklad lokalnego uktadu wspdt-
rzednych, ze kazdy wektor pionowy jest tej postaci, czyli odwzorowanie

xlr]: EmME - VE (123)

jest diffeomorfizmem, a nawet izomorfizmem wigzek wektorowych.
Niech teraz wektory v € VT*M, w € TT* beda zaczepione w tym samym punkcie
f € T*M. 7 lokalnej reprezentacji wys = dpy A dy® widaé, ze

WM(wav) = _<T7TM(w)7g>7 (124)

gdzie g € T*M jest takie, ze
v = x[mum](f,9)- (125)
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15.2. Rodziny funkcji i zbiory przez nie generowane. Niech 7: Y — M bedzie roz-
wloknieniem rézniczkowalnym. Przypomnijmy, ze VY oznacza podwiazke wektorédw piono-
wych

{w e TY; Tn(w) =0} (126)

wigzki stycznej TY . Polara tej podwiazki
VeY = {g eTY; \v/veVYTy(v) =7y(g9) = (g,v) = 0} (127)

jest podwiazka wigzki kostycznej T*Y . Istnieje odwzorowanie 7j: V°Y — T*M charaktery-
zowane réwnoscia

(11(g),v) = (g, w) (128)

dla kazdego wektora v € T, ()M, gdzie y = 7y (g), i dla kazdego wektora w € T,Y zwiaza-
nego z v warunkiem Tn(w) = v.

Funkcja F:Y — R moze byé uwazana za rodzine funkcji okre$lonych na wiéknach roz-
widknienia 7. Oznaczaé ja bedziemy (F,n) i reprezentowaé diagramem

nJ (129)
M

Zbiorem krytycznym rodziny (F,n) nazywamy zbidr
S(Em) ={y €Y V ey, v (dF w) =0} (130)

Elementy zbioru krytycznego nazywamy punktami krytycznymi rodziny (F,n). Istnieje od-
wzorowanie k(F,n): S(F,n) — T*M zdefinowane réwnoscia

(k(F,n)(y),v) = (dF,w) (131)

dla kazdego v € T, ,)M i dla kazdego w € T,Y zwiazanego z v warunkiem Tn(w) = v.

Rodzina funkcji (F,n) generuje zbiér K C T*M bedacy obrazem odwzorowania (F,n).
W dalszym ciagu sformutujemy waruki gwarantujace lagranzowskosé K.

15.3. Wzgledny Hessian funkcji.

Niech Y bedzie rozmaitoscia rézniczkowa, F:Y — R funkcja rézniczkowalng na Y i
N = im(dF) C T*Y podrozmaitoscia lagranzowska generowana przez funkcje F. Wy-
bierzmy punkt y € Y. Przestrzen M = TyN = im(T,dF') styczna do N w f = dF(y) jest
lagranzowska, czyli réwna swojej polarze symplektycznej w przestrzeni T,;T*Y.

Niech \:T,Y — T,;T*Y bedzie liniowym odwzorowaniem takim, ze Tyry o A = 1t y.
Wprowadzmy odwzorowanie

eT,Y o TV = T, TV
:(u, 9) = A(u) + x[7y](f, 9)- (132)

Korzystajac z (124) widzimy, ze réwnosé
(WY,<P(U79) /\QO(Uah» = _<hau> + <g,U) (133)

zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy L = im()\) is podprzestrzenia zerowa (lagranzowska)
kanonicznej formy symplektycznej wy na przestrzeni T;T*Y.
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Niech zatem L bedzie taka podprzestrzenig lagranzowska i niech p: Ty T*Y — TV bedzie
odwzorowaniem takim, ze (T jmy, ) jest odwzorowaniem odwrotnym do ¢. Z réwnosci

(u(TdF (u)),v) = (u(TdF(v)),u) = (@(TdF (u)), Try (TdF (v))) — (u(T(dF)(v)), Try (TdF (u)))

= (n
= (wy, TdF (u) A TdF(v))
=0

(1348
wynika, ze odwzorowanie
poTydF:T,Y = TV (135)
jest symetryczne. Biliniowa funkcja symetryczna
Hp(Fy):T,Y xT,Y =R
() = (u(TAF (u)), 0) (136)

nazywana jest hessianem funkcji F' wzgledem podprzestrzeni lagranzowskiej L C T,;T*Y.
Mamy tez z (133)

Hp(F,y)(u,v) = {(wy, TAF (u) A A(v)), (137)

bo TdF (u) = p(u, u(TdF (u))) i A(v) = ¢(v,0).

Niech teraz y bedzie punktem krytycznym funkcji F:Y — R. Poniewaz dF(y) = 0,
mozemy wybraé A = T,O[ry]. Przestrzen L = im(\) jest przestrzenia styczng do obrazu
ciecia zerowego O[ry] w punkcie O[ny](y). Wzgledny hessian H,(F,y) nazywany jest po
prostu hessianem funkcji F' w punkcie krytycznym y. Oznaczamy go H(F,y).

15.4. Hessian rodziny funkcji w punkcie krytycznym.
Niech y € Y bedzie punktem krytycznym rodziny funkcji

Y S N

UJ (138)

M
Niech \:T,)Y — T,T*Y oraz X:T,Y — T;T*Y beda odwzorowaniami liniowymi takimi,
ze Tymy o A = 11,y oraz Tymy o X' = 11, y. Niech obrazy L = im()) i L' = im()\") beda
podprzestrzeniami lagranzowskimizawartymi w T,V°Y C TfT*Y. Dla kazdego wektora

v € T,Y wektor M (v) — A(v) jest w V;T*Y i w T;V°Y. Istnieje jedyny kowektor g € VJV
taki, ze X (v) — A(v) = x[7y](f, ¢9). Mamy dzieki (137)

Hy (F,y)(u,v) — Hy(F,y)(u,v) = (wy, TAF (@) A (N (2) - A@)))
— (g, Try (TdF (u)))
— (g,0). (139)

Wynika stad, ze jezeli u € VY, to
Hy (F,y)(u,v) = HL(F,y)(u,v). (140)
Wzér

H(F,n,y):V,Y xT,Y - R
:(u,v) = Hr(F,y)(u,v), (141)
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definiuje to samo biliniowe, symetryczne odwzorowanie dla kazdego wyboru lagranzowskiej
podprzestrzeni L C T;T*Y transwersalnej do podprzestrzeni wektoréw pionowych i zawar-
tej w T¢V°Y. Odwzorowanie to nazywane jest hessian rodziny (F,n) w punkcie krytycznym

y.
Poniewaz L C TV°Y, wektor w jest w T;V°Y wtedy i tylko wtedy, gdy x(f, p(w)) =

w—A(w) € TV°Y, gdzie v = Ty (w). Wynika stad, ze w € T;V°Y wtedy i tylko wtedy,
gdy p(w) € VY.

Zauwazmy, ze podprzestrzen A(V,Y) nie zalezy od wyboru A:

Niech v € V)Y iniech L, L' € T;V°Y. Dlaw € T;T*Y i v' = my (w) mamy ((133))

wy (N(v) = A(v),w) = wy (N (v) = A(v), A(v"))
= wy (X (v),A(v) = A(v"))
= (g, v), (142)
gdzie x[7y](f,¢') = AMv') — N (v'). KorzystaliSémy tu z lagranzowskosci L i L'. Poniewaz
L, L' CTV°Y iv €V, mamy g’ € V°Y i (¢’,v) = 0. Wynika stad, ze ¢ =01 A(v) = N (v).
Czytelnikowi pozostawiam do sprawdzenia, ze jadro odwzorowania T ;7 jest polarg sym-
plektyczng T,V°Y, czyli obrazem VY wzgledem .

STWIERDZENIE 20.
dim(ker T;p N Ty (dF(TY))) = dimV,Y —rank H(F,n,y) (143)

Dowoép: Niech w € ker Tpij N Tp(dF(TY)), to znaczy w = A(v) i w = TdF(v), gdzie
v € V,Y. Mamy zatem dla v’ € T,Y

H(F7 1, y)(”? UI) = HL(F7 y)(vv 'U’)

= (wy, TdF (v) A A(v"))

= (wy, A(v) A A(V))

=0. (144)
I na odwrét: jezeli v € V, Y jest takie, ze dla kazdego v’ € T,Y mamy

Hi(F,y)(v,v") = (wy, TAF (v) AA(v')) =0, (145)

to znaczy TdF(v) jest w polarze symplektycznej L. Poniewaz L jest lagranzowska wniosku-
jemy, ze TdF(v) = A(v). Wynika stad zadana réwno$é¢ wymiardw. m
15.5. Rodziny regularne i Morse’a.
DEFINICJA 26. Rodzina (F,7n) nazywana jest rodzing Morse’a jezeli rzad H(F,n,y) jest
maksymalny w kazdym y € S(F,n). Rodzina (F,n) nazywana jest reqularng jezeli krytyczny

zbiér S(F,n) jest podrozmaitoécig YV i rzad H(F,n,y) w kazdym y € S(F,n) jest réwny
kowymiarowi S(F,n).

Pokazemy, ze rodzina regularna generuje podrozmaito$é lagrangzowska T* M i ze rodzina
Morse’a jest regularna.

THEOREM 12. Jezeli (F,n) rodzing regularna, to obraz k(F,n) jest wlozong podrozmaito-
§cig lagranzowska w T*M.
Dowoép: Niech y € S(F,n) i f = dF(y). Rzad k£ w y jest réwny dim(T,S(F,n)) —
dim(ker(T,x)). Mamy
ker(T, k) = ker(T ;) N T,dF(S(F,n))

= ker(T;7) N T;(dF(Y) N V°Y)

C ker(T;7) N(T,AF(Y) N T,V°Y)

=ker(Ts) NTpdF(Y). (146)
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Z (146) i Stwierdzenia 20 wynika, ze
dim(ker(Tyx)) < dim(ker(Ty7) N Ty L) = dimV, — rank H(F,n,y). (147)

Poniewaz rodzina (F,n) jest regularna, rank H(F,n,y) = dimV,Y +dim M — dim S(F,7n) i
w konsekwencji
dim(ker(Tyx)) < dim S(F,n) — dim M. (148)

Wynika stad, ze
dim(im(Tyx)) = dim S(F, n) — dim(ker(Ty«)) > dim M. (149)

Z drugiej strony T,k jest ztozeniem T,dF, obcietego do T,S(F,n), i Tij. Obraz T,dF
jest podprzestrzenia lagranzowska, wiec z faktu, ze jadro T;i jest polarg symplektycznag
T;V° wynika, ze obraz im(T,k) jest izotropowa podprzestrzenia Tfnv(f)T*M. Implikuje to
nieréwnosc

dim(im(Tyk) < dim M, (150)

co razem z (149) daje
dim(im(T,&)) = dim(M). (151)

Z twierdzenia o stalym rzedzie wynika, ze N = x(S(F,n)) jest wlozona podrozmaitoscia
T*M i dim(N) = dim(M). Poniewaz, jak pokazliémy, N jest podrozmaitoécia izotropowa,
jest tez lagranzowska. m

Pozostaje do wykazania, ze rodzina Morse’a jest regularna. Maksymalnoéé rzedu hessianu
oznacza, ze jest on réwny dim V, Y i w konsekwencji ((149)), dim(ker(T,x)) = 0. Wystarczy
teraz udowodnié, ze S(F,n) jest podrozmaitoscia. W tym celu pokazemy, ze V°Y i dF(Y)
przecinaja sie transwersalnie. Skorzystamy tu z kryterium danego w Twierdzeniu 9. Niech
wiec y € S(F.,n), f = dF(y). Zauwazmy najpierw, ze wektory z ker(T;7j) nie sa pionowe
wzgledem rzutowania 7y, tzn. VyT*Y Nker(T;7) = {0}, i ze V;T*Y NT4(dF(Y)) = {0}.
Co wiecej (sprawdzid!),

VVY N (ker(Tsn) + Tr(dF(Y))) = {0} (152)
Wynika stad, ze

dim(T,V°Y + T,dF(TY)) > dim(ker(T ;7)) + V;V°Y + T,dF(TY))
=dimV,V°Y + dim(ker(Tn) + T,dF(TY))
= dim M + dim(ker(T ;7)) + dim(T,dF(TY))
= dim M + (dimY — dim M) + dimY = dim T*V.
(153)

16. Podstawy rachunku wariacyjnego na przykladzie statyki.

Zasady wariacyjne sa raczej konsekwencja sposobu méwienia (my$lenia) o ukladzie fi-
zycznym niz metoda uzyskiwania z gory zadanych réwnan. Aby zrozumieé¢, o jaki to sposéb
mowienia (opisywania) chodzi warto przyjrzeé sie sytuacji najprostszej, a wiec zasadom
prac wirtualnych w statyce. Nie bedziemy tu rozwija¢ formalizmu, co oznacza ze wiele
pytan, watpliwoéci pozostanie bez odpowiedzi. Nie wszystko bedzie do konca sprecyzo-
wane. Zwracaé bedziemy uwage na jezyk i koncepcje wynikajace z wariacyjnego 'podej-
Scia’ do uktadu fizycznego. Przedstawiony poglad na rachunek wariacyjny odmienny bedzie
od do$¢é rozpwszechnionego, ze zasady wariacyjne stuza jedynie do wyprowadzenia réwnan
(Eulera-Lagrange’a). Podkre§lam, ze ,wariacyjno$¢” jest sposobem mdwienia (my$lenia) o
uktadzie, z ktérego wynika sposéb (a raczej sposoby) jego opisu. Chodzi wiec bardziej o
jezyk niz o formalizm, czy technike.
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Podstawowe koncepcje lezace u podstaw opisu wariacyjnego:

(1) Konfiguracje - na poczatek przyjmijmy, ze tworza gladka, skoriczenie-wymiarowa
rozmaitoéé Q.

(2) Quasistatyczne procesy (wirtualne) - tuki (lokalnie sg to zorientowane, jednowymia-
rowe podrozmaitosci) -na ogét nie wszystkie- w @, tworza zbiér C

(3) Koszty proceséw (praca ) sa funkcja rzeczywista W

wW:C - R

Opis uktadu dostajemy przez podanie tych trzech obiektéw.
Pytania zadawane - o potozenia réwnowagi uktadu.
Podstawowe zalozenia ogdlne:

(1) procesy mozne sktadad,
(2) praca jest funkcja addytywna proceséw.

7 tych zalozen wynika, ze pétkrzywa v w @), to znaczy odwzorowanie
v: R-‘r - Q7

wyznacza jednoparametrowa rodzine proceséw v, = ([0, a]), a funkcja pracy na tych pro-
cesach daje funkcje na R, o wartoéciach rzeczywistych:

a— W(va)-

Poniewaz W (7,) = o funkcja ta jest wyznaczona jednoznacznie przez swoja pochodna.
Na mocy zalozenia ogblnego zalezy tylko lokalnie od rodziny proceséw (od jej kietka).
Zalozenia upraszczajace na potrzeby wyktadu:
(*) pochodna, o ktérej mowa powyzej zalezy tylko od pierwszej pochodnej krzywej, wiec tylko
od wektora stycznego do (). Oznaczmy

dW (7a)

W(t'y(0)) = ——=2(0

(t(0)) = =22 (0)

(**) procesy dopuszczane przez uktad sa zadane przez wektory styczne do nich w punkcie
poczatkowym. Tworza one podzbiér C', dodatnio jednorodny, wiazki stycznej TQ. Inaczej
méwiac, procesy dopuszczalne sg rozwigzaniami réwnania C' C TQ. L jest wiec funkcja
dodatnio jednorodna na C*.

16.1. Zasady prac wirtualnych. Zasada prac wirtualnych podaje kryterium réwnowagi
uktadu statycznego.
(W) Punkt ¢ € C jest punktem réwnowagi, jezeli dla kazdej pétkrzywej v o poczatku w ¢
funkcja pracy
a— W(va)

jest w otoczeniu zera dodatnia.
Znaczy to, ze funkcja ta ma w zerze lokalne minimum. Z analizy znane sa kryteria mini-
mum:

(K) funkcja na Ry ma w zerze minimum, jezeli pierwsza nie znikajaca pochodna w zerze jest
dodatnia.
Stad wynika cala seria kryteriéw réwnowagi ukladu w punkcie, w zaleznoéci od tego, ile
pochodnych bierzemy pod uwage.

W) Jezeli punkt ¢ € C jest punktem réwnowagi, to dla kazdej pétkrzywej v o poczatku w ¢
funkcja pracy
a— W(Ya)
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ma w zerze dodatnia pierwsza nieznikajaca pochodna rzedu < k.
Najprostsza zasada, dla k =1

WO Jezeli punkt ¢ € C jest punktem réwnowagi, to dla kazdej pétkrzywej v o poczatku w ¢
funkcja pracy
a— W(va)

ma w zerze dodatnia pierwsza nieznikajaca pochodng rzedu < k.
Zwr6émy uwage, ze powyzsze zasady méwia o warunkach koniecznych. Mozna sformuto-
wal warunki dostateczne:

W) Jezeli punkt ¢ € C ma te wlasnosé, ze dla kazdej pétkrzywej v o poczatku w ¢ funkcja
pracy
a > W(va)

ma w zerze pierwsza nieznikajaca pochodna rzedu < k i jest ona dodatnia, to punkt ¢
jest punktem réownowagi.

Gdyby nas interesowal tylko jeden uktad, sprawe mieliby$my zakonczona. Jak jednak
wynika z dotychczasowych rozwazan wariacyjne podejscie dotyczy uktadéw otwartych na
oddzialywanie z innymi. W dalszej czeéci ograniczam sie do zasady prac wirtualnych ze
wskaznikiem k = 1.

16.2. Opis ukladéw zlozonych. Skladamy dwa uklady o tej samej przestrzeni konfigu-
racyjnej. Naturalna wydaje sie nastepujaca propozycja opisu uktadu zlozonego:

jezeli uktady opisywane sq przez pary (CL,Wy) i (C3, W), to uktad ztozony opisywany
jest przez pare (C+ N CY, Wy + Ws).

Nie zawsze jest tak dobrze. To, ze C! nie jest cala przestrzenia styczng oznacza, ze
mamy wiezy. Opis przy pomocy wiezdw jest jest stosowany, gdy nie jesteSmy w stanie
wyprowadzi¢ ukladu w sposéb dostrzegalny ze zbioru C. Koncept wiezéw w statyce jest
wiec zwiazany z naszym ograniczeniu ,energetycznym” i ograniczonej zdolnosci rozdzielczej
w rozpoznawaniu konfiguracji uktadu.

Opis z wiezami jest idealizacja, zastepujaca opis rzeczywisty. Powstaje pytanie: czy majac
dwa opisy idealizowane ukladéw z wiezami mozemy dostaé¢ opis ukltadu ztozonego? Nie
trudno podaé przyktad gdy tak nie jest.

Znajomo$¢ opiséw idealizowanych (czytaj: z wiezami) dwdch ukladéw nie wystarcza, w
ogolnosci, do podania opisu uktadu ztozonego. Jezeli wystarcza, to przeciecie wiezéw nazy-
wamy czystym. Mozna tez sktadaé¢ uklady réwniez czesciowo, tzn. angazujac tylko pewne
stopnie swobody.

Szczegdlnie wazny jest przypadek, gdy jeden z uktadéw (np drugi) jest potencjalny, tzn.
W =dV, V:Q — Roraz C? = TQ. Aby wypowiedzieé sie na temat réwnowagi w punkcie ¢
wystarczy zna¢ L na T,Q), czyli rézniczke d,V. W punkcie g rodzina uktadéw potencjalnych
moze by¢ (i jest) utozsamiana z przestrzenia ko-styczng TFQ do Q w ¢. Z punku widzenia
uktadu pierwszego dwa ukltady potencjalne posiadajace ta sama rézniczke w g sa w tyym
punkcie nierozréznialne. To znaczy, uktad (Ci, L) jest w réwnowadze z jednym uktadem
potencjalnym w g wtedy i trylko wtedy, gdy jest w tym punkcie w réwnowadze z drugim
uktadem potencjalnym.

16.3. Opis dualny. Transformacja Legendre’a. Sila w punkcie ¢ nazwiemy klase ukta-
déw potencjalnych, réwnowaznych ze wzgledu na zasade pracy wirtualnej dla punktu g w
zlozeniu z innymi uktadami.
Z poprzednich rozwazan wynika, ze dla k = 1 przestrzen sil jest réwna T*Q. Mozemy tez
rozpatrywac sity wyzszych rzedéw, dla k > 1.

Niech bedzie dany uktad (C',W). Kazdemu punktowi ¢ € C° = C przyporzadkujemy
zbidr wszystkich uktadéw potencjalnych (TQ,dV) bedacych w réwnowadze z naszym ukla-
dem w punkcie g. Zbidr ten jest w pelni opisany przez podzbiér S, przestrzeni kowektoréw
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T¢Q:
q
Sg={ac€ TZQ:dla kazdegov € C* W (v) + (v,a) > 0}. (154)

Opis dualny ukladu jest dany przez zbidr stanowigcy S
S = UqEC'Sq-

UWAGA. Ze wzgledu na pewna tradycje jako zbiér stanowiacy wybiera sie —S, to
znaczy zbior sit spetniajacych nieréwnosé

W (v) = (v, a) (155)

zamiast nieréwnoéci (154)
Przejscie do opisu dualnego jest znang z analizy wypuklej transformacjg Legendre’a. W
opisie dualnym kryterium réwnowagi uktadu wyglada tak

punkt ¢ jest punktem réwnowagi uktadu (C*, W), jezeli 0 € S,.

Dwa uklady (Cf,W1) i (C3,Ws) sa w réwnowadze w ¢ jezeli istniejg a; € SiNTFQ, az €
Sa N T:;Q, ze a1 +as = 0.

Powstaje pytanie o wierno$é¢ opisu dualnego: czy majac opis dualny potrafimy odtworzy¢
opis podstawowy? Inaczej mowiac - czy odwrotna transformata Legendre’a daje powrdt do
uktadu wyjéciowego. Uklady, dla ktérych tak jest nazwiemy ukfadami wypunktymi.

16.4. Przyktlady.

PRrRzYKEAD 4. Regularny uktad statyczny (C'y, p;) jest zdefiniowany przez

CH=TQ, Q=R? (156)
Wi: TQ — R
v = k(z(v)dz(v) + y(v)dy(v)). (157)

Potencjal (funkcja energii wewnetrznej) tego uktadu jet réwna
Up: Q — R

4 5 (0(0)” +y(a)). (158)

Uktad ma jedno polozenie réwnowagi g okreSlone warunkami z(q) = 0 i y(¢) = 0. Zbidr
stanowiacy ukladu jest zbiorem

S1={a € T°Q; f(a) = kz(a), g(a) = ky(a)}. (159)

PRrRzYKEAD 5. Uktad statyczny (C's, p2) zdefiniowany przez

Ch=TQ, Q=R (160)
i
Wy:TQ — R
v = ry/ox(v)? + dy(v)?, r >0 (161)
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nie jest regularny. Funkcja pracy wirtualnej reprezentuje tarcie. Wszystkie punkty z @) sa
polozeniami réwnowagi.
Zbiér stanowiacy uktadu jest zbiorem

Sy ={a € T*Q; f(a)® + g(a)* <r?}. (162)
PRrRzYKEAD 6. Uktad statyczny (C's, p3) zdefiniowany przez
Cly = {v e TQ; z(v)*> + (y(v) = 1)* = R?, 2(v)dz(v) + (y(v) — 1)dy(v) =0}  (163)
i W =0 ma wiezy, gdyz
Cs ={q € Q; z(0)” + (y(g) - 1)* = R?} (164)

i O3 = TC3. Wszystkie punkty w Cs sa polozeniami réwnowagi. Zbiér stanowiacy uktadu
jest zbiorem

S5 ={a € T*Q; 2(a)” + (y(a) = 1)* = R?, f(a)z(a) + g(a)y(a) = 0}. (165)

PRZYKEAD 7. Uktad statyczny (C'y, ps) okreslony przez

Cly = {v e TQ; y(v) <0, dy(v) < 0} (166)
i
W42 014 — R
:v = Goy(v) (167)

ma wiezy jednostronne. Uklad nie ma polozen réwnowagi jesli G < 0. Jesli G > 0,to
{q€@Q; ylg) =0} (168)
jest zbiorem polozen réwnowagi. Zbiér stanowiacy uktadu jest zbiorem
Si={a € T*Q; y(a) <0,9(a) =G} U {a € T*Q; y(a) = 0,9(a) > G}. (169)

PrzykiAD 8. Funkcja
k . .
Us(z,y,9) = 5(($ —acos¥)? + (y — asind)?) (170)

jest funkcja energii wewnetrznej uktadu dwéch punktéw, z ktérych jeden jest zmuszony do
pozostawania na okregu
z=acos?, y=asind, (171)

a drugi jest przymocowany do pierwszego elastycznie. Jako rozmaito$é konfiguracji przyj-
miemy @ = R?x .S, gdzie S, jest okregiem o $rodku w zerze i promieniu a. Jako wspétrzedne
wybieramy wspoétrzedne kartezjahskie (z,y) w R? i wspéhrzedna katowa zy na S,.
Zbidr stanowiacy uktadu jest zbiorem
f=k(x —acos?)
S5 € T*Q: g = k(y — asinv) . (172)
h = ka(zsind — ycosv)
PrzykiaD 9. Uktad jak w poprzednim przykladzie z tym, ze punkt na okregu porusza

sie swobodnie (nie kontrolujemy jego podzenia). Przestrzeri polozeri punktu kontrolowanego
jest @ = R%. Funkcja

Us(z,y,9) = g((m —acos¥)? + (y — asin)?) (173)
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jest funkcja energii wewnetrznej ukladu (nie jest wiec jednoznacznie wyznaczona przez
konfiguracje). Funkcja Us jest rodzing Morse’a ze wzgledu na rozwltéknienie

Qx5 = Q,
gdyz rzad macierzy

(82Uﬁ 0?Us  0*Us

5990 500m (919(9y> = (ka(z cosV + ysind), kasind, —kacosd) (174)

jest rowny 1. Z zasady prac wirtualnych pierwszego rzedu
fox+goy = oU(z,y,9) = k(x—acosI)dz+k(y —a) sind)dy+ka(z sind —y cos 9)d9 (175)
dostajemy réwnania
f=k(x —acosd)
g=k(y — asind) (176)
0 = ka(zsind — y cos )

na zbidér stanowiacy Sg. Réwnania

T = pcost)
y = psind
f=k(p—a)cos?d
g=k(p—a)sin?d

(177)

reprezentuja odwzorowanie o z R? do T*Q. Zbiér Sg jest obrazem tego odwzorowania, jest
wiec podrozmaito$cia wlozona. Za wyjatkiem punktu odpowiadajacego p = 0 zbiér Sg jest
sumag obrazéw dwdch cieé mg odpowiadajgcych dwém znakom we wzorach

g:kiy( x2+y2ﬂ:a).

W kole 22 + y? < a? zbidr S jest zbiorem punktéw spetniajacych réwnania

Fp(z,y,f,9) =2 k\/}ﬁ (vf2+g —ka)—O )
Fg?(may7f7g): (Vf2+g _ka)_o

k«/fQ

Latwo sprawdzi¢, ze funkcje F i F)) maja pochodna rzedu maksymalnego (czyli 2), wiec
Se jest podrozmaitoécia zanurzong (poza kotem jest to oczywiste). Rzad jakobianu

os 0y
Op Op | _ cosv sin
Oz 9y |~ (—psinﬁ pcosd (180)
op 0Op
odwzorowania g o o, w lokalnej reprezentacji
x = pcost
e (181)
y = psind

zmienia sie od 2 do 1 w p = 0. Wskazuje to na istnienie osobliwosci rzutu z Sg na konfiguracje
nad punktem (z,y) = (0,0).
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Ostatnie przyklady pokazuja, ze rodziny Morse’a pojawiajag sie w naturalny sposéb przy
opisie uktadu z czesciowq kontrolg, tzn. gdy pewne stopnie swobody sa ,,puszczone luzem”.
16.5. Statyka strun i dynamika.

Dotychczas byta mowa tylko o ukladach, dla ktérych przestrzen konfiguracji jest rozma-
itoécia rézniczkowa wymiary skonczonego. Sytuacja komplkuje sie, gdy mamy do czynienia
z uktadami, dla ktérych kofiguracje sg obiektami rozciggltymi. Na przyktad struny, mem-
brany. Przestrzen konfiguracji nie jest rozmaitoécig rézniczkowa. Podobng, sytuacje mamy
rozpatrujac dynamike punktu. Konfiguracjami sa kawaltki trajektorii punktu (w przestrzeni
lub czasoprzestrzeni). Mozna je reprezentowaé krzywymi, czyli odwzorowaniami ze zbioru
parametréw w przestrzen polozeniowa (np. czasoprzestrzen).

Abstrahujac od konkretnej sytyacji fizycznej przyjmijmy, ze konfiguracjami ukladu sa
odwzorowania z przedzialu [a,b] w rozmaito$¢ Q. Tworza one zbidr @ Na tym zbiorze
rozpatrujemy funkcje postaci

b
Qo357+~ / Lot'y(s)ds, (182)

gdzie L jest dowolng funkcja na TQ. Z definicji uwazaé je bedziemy za funkcje gtadkie.
Krzywymi gladkimi 7: R — @ s3 odworowania otrzymane wzorem

(Y(#)(s) = h(t,s), (183)
gdzie h jest gladkim odwzorowaniem
h:R x [a,b] = Q. (184)

Wiazka styczna T@ sktada sie z wektoréw stycznych, ktére sa klasami réwnowaznosci
krzywych. Latwo sie przekonaé, ze dobrym (wygodnym) reprezentantem takiego wektora
jest krzywa v w TQ:

v:[a,b] = TQ
s = thh(:, 8)(0). (185)

Zbiér takich krzywych oznaczamy f@ Mamy wiec odwzorowanie
5:TO — TQ. (186)

Jak wyglada rézniczka funkcji £ (wiec sila) zdefiniowanej wzorem (182). Jak sie przekonamy,
reprezentowana jest tréjka (p1, f,p2), gdzie

fila,b] > T*Q f(t) € Tg(t)
*
qa(b)’

Evaluacja miedzy wektorami i kowektorami dana jest wzorem

T* T
P1 € q(a)’ D2 €

b
((p1, f,p2),7) =/ (£(s),v(s))ds + (p1,v(b)) — (p1,v(a)). (187)

Mozemy tez rozpatrywaé, zamiast skonczonego, infinitezymalny odcinek w przestrzeni

parametréw reprezentowany wektorem —. W tym przypadku analogiczna konstrukcja daje

ds
jako przestrzen konfiguracji Q% =TQ itd.

Podsumowanie. Podejscie wariacyjne mozna stosowaé do wszystkich uktadéw, dla kto-
rych mozemy méwié o ,koszcie procesu”. Nie muszg to byé¢ uklady potencjalne. Podejscie
wariacyjne nalezy stosowac wraz z wszelkimi, wynikajacym z niego konsekwencjami.
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17. Dynamika infinitezymalna i transformacja Legendre’a.

17.1. Wiazka styczna do wiazki wektorowej. Niech 7: E — M bedzie wiazka wekto-
rowa. Rozmaitos$é styczna TE jest rozwldkniona na dwa sposoby:

kanoniczne rozwtéknienie 7g: TE — E,
rozwléknienie styczne Tr: TE — TM,

TE
VRN
™ E
w‘ /
M

jest przemienny. Jak juz wiemy, ze wzgledu na na kanoniczne rozwléknienie TE jest
wiazka wektorowa. Pokazemy, ze réwniez ze wzgledu na drugie rozwléknienie TE jest wiazka
wektorowa.

Mnozenie przez liczbe definiujemy tak:
Niech a € RitE 3 v = ty(0), tzn. krzywa v: R — E reprezentuje wektor v. Definiujemy
krzywa a7y wzorem

i diagram

(188)

(@) (t) = a-~(1) (189)

i wektor
aev=t(ay)(0). (190)

Latwo sprawdzi¢, ze wynik nie zalezy od reprezentanta wektora v.

Aby zdefiniowaé¢ dodawanie wektoréw zauwazmy najpierw, ze jezeli wektory styczne
v,w € TE sa takie, ze trv = trw, to istnieja ich reprezentanty ~,,v.,:R — FE takie, ze
T Oy = T © Y. Reprezentantéw takich latwo wskazac¢ uzywajac lokalnego uktadu wspot-
rzednych. Dla nich mozna zdefiniowa¢ dodawanie:

(Yo + 7)) = 10 (t) + Y (2), (191)
gdzie dodawanie wykonywane jest we widknie wiazki E. Kladziemy
v+tw = t(yy + V) (0). (192)

FTatwo sprawdzié, ze definicja ta jest poprawna, tzn. wynik nie zalezy od wyboru reprezen-
tantéw. Na wprowadzone powyzej dzialania mozna spojrzeé inaczej:
mnozenie przez liczbe a € R jest odwzorowaniem

a:E — E, (193)

a styczne do niego
Ta:TE —TE (194)

jest zdefiniowanym powyzej mnozeniem o. Podobnie, dodawanie w wiazce E jest odwzoro-
waniem

+ExyE—E, (195)

a styczne do niego
T+:TEXty TE — TE (196)

jest dziataniem +.
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Ze tak wprowadzone dzialtania okreslaja strukture wazki wektorowej widaé¢ z ich repre-
zentacji w lokalnym ukladzie wspdtrzednych (metoda niezbyt elegancka, ale skuteczna).

Niech (z") beda wspélrzednymi na M, a (z",y*) adaptowanymi wspéirzednymi na E.
Odpowiednie wspétrzedne na TE oznaczamy (2, y?, £, 9°). W tym ukladzie wspéhrzednych
dzialania -, +, e i + okreélone sg wzorami

z®(a-v) = z"(v)
y*(a-v) =y (v)
iMa-v) = ai*(v)
§'(a-v) = ag’(v), (197)
z"(aev) = z"(v)
y*(aev) =ay"(v)
i*a e v) = i*(v)
i*(aev) = a (v), (198)
(v +w) = z"(v) = z"(w)
y'(v+w) =y (v) =y"(w)
i*MNv 4+ w) = i v) + M (w)
9" (v +w) =5 (v) + 5" (w), (199)
2" (v+w) = 2%(v) = 2" (w)
y* (vtw) =y (v) + ' (w)
iMNotw) = i (v) = i (w)
§" (vtw) = §° (v) + ¢ (w). (200)

Rozmaito$¢ TE posiada wiec dwie rézne struktury wigzki wektorowej ze wzgledu na dwa
rézne rzutowania. Zauwazmy, ze strzalki w diagramie (188) sa morfizmami wiazek wektoro-
wych. Podobnie dzialania w jednej strukturze sa morfizmami wzgledem drugiej. Méwimy;,
ze TM ma strukture podwdjnej wigzki wektoroweyj.

Dla kazdej wigzki wektorowej 7: E — M mamy dualna do niej wigzke wektorows m: E* —
M. Jej wiékno E;k jest przestrzenia dualng (w sensie przestrzeni wektorowych) do widkna
E, wiazki E

E; = (Ep)*. (201)

Jest to definicja abstrakcyjna. W praktyce czesto utozsamiamy wiazke dualna z wiazka
wprowadzong innymi sposobami. Przykladem jest utozsamianie wigzki dualnej do wekto-
réw stycznych z wiazka rézniczek funkcji, a z drugiej strony, utozsamianie wigzki wektoréw
stycznych z wiazka rézniczkowann. Utozsamienia takie wynikaja z istnienia kanonicznej ewa-
luacji miedzy odpowiednimi wigzkami.
Odszukamy teraz kandydata na reprezentanta wiazki dualnej do wiazki TT: TE — TM.
Istnieje kanoniczna ewaluacja

() E*xy E—R (202)

Niech teraz wektory styczne v € TE i w € T*E beda takie, ze Tr(v) = Tw(w) i niech
Yo:R = F oraz v,: R — E* beda takimi reprezentantami wektoréw v i w, ze 7oy, = m07,,.
Mamy funkcje

R >t — (yu(t), 1 (1)) (203)
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i jej pochodna w zerze 1
(w,0)" = = (), 7 () (0). (204)

Pochodna ta jest funkcja na wigzce stycznej T(E™ x s E), ktéra kanoniczne utozsamiamy
z wiazkg TE™ x1r TE. Z konstrukcji wynika, ze ewaluacja styczna (z primem) jest réz-
niczka ewaluacji kanonicznej. Rézniczka interpretowang jako funkcja na wiazce stycznej. W
lokalnym uktadzie wspétrzednych ((z¢, f,) sa wspoétrzednymi w E*)

(Y (), 70 (1) = fa(yw(®)y* (10 (2)) (205)
i stad .
(w, )" = fa(w)y" (v) + fa(w)y" (v). (206)

Z tych wzoréw widaé, ze funkcja (w,v)’ jest biliniowa ze wzgledy na styczne struktury
wektorowe w TE i TE™ oraz niezdegenerowana. Wiazke dualng do Tr: TE — TM mozemy
zatem utozsamié¢ z wiazka Tm: TE* — TM.

17.2. Wiazka kostyczna do wiazki wektorowej. Podobnie jak TE, rozmaitos¢ T*E
ma dwie struktury wiazki wektorowej. Odnalezienie tej drugiej, obok kanonicznej, jest nieco
bardziej skomplikowane. Oznaczmy przez C' wykres operacji dodawania w E bedacy pod-
rozmaitoécia w E x E x E:

C={ExExE>(uw,w):w=u+uv} (207)

Podrozmaitoéé ta (dokladniej - funkcja zerowa na niej) generuje (patrz rozdzial 14) pod-

rozmaitoéé lagranzowska N w T*(E x E x E). Podrozmaitoéé ta jest anihilatorem wiazki

stycznej TC. Utozsamimy teraz T*(E x Ex E) z T*E x T*E x T*E w nastepujacy sposéb:
Niech (a,b,¢) € T*E x T*E x T*E oraz (u,v,w) € TEx TE x TE, to

((a767¢)7 (U,U,U))) = <a7u> + <67U> - <w7w> (208)

(oczywiscie dla takich tréjek, dla ktérych to ma sens, czyli mg(a) = 7p(u), 75(8) = T7E(v)
imp(Y) = 1B(W)).

Pokazemy teraz, uzywajac lokalnych wspdtrzednych, ze N okresla strukture wiazki wek-
torowej w T*E. Niech (z*,y%, p,, ™) beda wspétrzednymi w T*E. Tréjka a, 3,1 nalezy do
N wtedy i tylko wtedy, gdy (7p(a),75(8),7r(¢)) € C oraz

<0[,U> + <ﬂ,’U> - <11/}7w> (209)
dla wszystkich (u,v,w) € TC takich, ze
(e (), 75(8), 7e(¢)) = (T (u), TE(W), TE(W)). (210)
Poniewaz TC jest wykresem dodawania +, to z wzoréw (199), (200) mamy
z™(a) = 2"(8) = z"(¢)
y*(¥) =y" (@) +y*(B)
N (wpa(y) = & (w)pa(a) + & (w)pa(8)
(4" (w) + 5" (0))m () = 5" (w)my (@) + §* (0)m (), (211)

a poniewaz wspohrzedne i (u),9°(u), i §°(v) moga przybieraé¢ dowolne wartosci, dostajemy,
ze (o, B,¢) € N wtedy i tylko wtedy, gdy

" (a) = 2%(8) = 2"(¢)
y*(¥) = y*(a) +y*(B)
pa(¥) = pala) + pa(B)
() = mp(a) = m(8)- (212)



Zwiazki te definiuja strukture grupy abelowej we widknach fibracji

T*:T*E - E* (213)
zdefiniowanej przez
2 (T*7(a)) = 2*(a),
fo(T () = ma(a). (214)

Kladziemy ¢ = a+3. Mnozenie przez liczby jest jednoznacznie wyznaczone dodawaniem i
jest okreslone wzorami

2" (ae ) =z"(a)

y“(aea) =ay’(a)

pa(a e a) = apy(a)

mp(a e a) = mp(a). (215)

Z tak okreslonymi dziataniami rozwitéknienie T*7 jest wiazka wektorows.
Rozwléknienie (213) latwo zdefiniowaé bez uzycia ukladu wspélrzednych. Skorzystamy
tu z odwzorowania (123)
x[r: EME - TE

i dualnego do niego odwzorowania
X[ T*E - E x E.

Skladajac to odwzorowanie z kanonicznym rzutowaniem na E* dostajemy rzut T*7, co
tatwo sprawdzi¢ w lokalnym uktadzie wspétrzednych.

Réwniez dodawanie mozna wprowadzié¢ innym sposobem: niech o, 3 € T*E bedg takie, ze
T*r(a) = T*7(B) = f. Niech p: M — E bedzie cieciem takim, ze ¢(7(f)) = f. Oznaczmy
przez ¢ odpowiednig funkcje na E, liniowg we widknach. Oczywistym jest, ze

T*(de®) = p(e) (216)

i w konsekwencji, a—d@ oraz S—dp sg kowektorami zerujacymi sie na wektorach pionowych.
Odpowiadaja im jednoznacznie kowektory @ i 3 z T* M, zaczepione w tym samym punkcie
7(f). Kowektor ¢ € T*E definiujemy jako jedyny kowektor zaczepiony w ng(a) + 7g(83)
taki, ze T*7(¢0) = f i ¢ — d@ definiuje kowektor @ + 3.

Mozemy wiec podsumowac: struktura wigzki wektorowej w TT: TE — TM jest podniesie-
niem stycznym struktury wigzki 7: E — M, za$ struktura wigzki wektorowej w T*r: T*E —
E* jest jej podniesieniem kostycznym (fazowym).

17.3. Kanoniczny izomorfizm T*E i T*E*. Kanoniczna ewaluacje
() E*xy E—R
jest funkcja na podrozmaitoéci w E* x E, zatem generuje podrozmaitosé lagranzowsks L
w T*(E* x E). Rozmaito$¢ T*(E*E) utozsamiamy z T* E* x T*E w sposéb nastepujacy:
jezelia € T*E*, B € T*E, v € TE*iw € TE, to
<(0[,,3),(U,’LU)> = _<aav)+(6>7v)' (217)
W tej identyfikacji podrozmaitoé¢ L wyglada nastepujaco:

L={T"E* xT*E 3 (o, B): —(a,v) + (B, w) = {(v,w)’ dla Tr(v) = Tr(w)}, (218)
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przy czym korzystaliSmy z definicji (204) ewaluacji styczne;j.

Niech (2%,y% px,m) beda wspétrzednymi w T*E, a (2", fa,qx, ¢") wspoStrzednymi w
T*E*. W tych ukladach wspétrzednych warunek (218) zapisuje sie tak: para (o, 3) nalezy
do L wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych z*,4°, fa mamy

| o(@) = 2"(9)
— (@) = (@) fo + pA(B)E + m(B)3" = ful@)i® + fuy™(B) (219)
lub réwnowaznie,
(o) = z"()
fala) = ma ()
¢'(@) = —"(8)
qx (@) = pa(B). (220)
Podrozmaito$¢ L jest wiec wykresem odwzorowania
ve: T*E* — T*E (221)

ktore jest liniowe ze wzgledu na obie struktury wektorowe, tzn. nad E i E*, przy czym
rzut na odwzorowanie E* w E* jest identycznodcia, a na odwzorowanie z F w F minus
identycznoscia. Latwo tez sprawdzi¢, ze vg przeprowadza kanoniczng forme symplektyczna
na T*E w kanoniczna forme symplektyczng na T*E*; jest symplektomorfizmem.

17.4. Kanoniczny izomorfizm TT* i T*TM. Zajmijmy sie teraz przypadkiem E =
TM. Z poprzedniego paragrafu wiemy, ze istnieje kanoniczny izomorfizm (oznaczenie y1as
zastapiliSmy prostszym ~ys)

e T T M — T*TM. (222)

7, drugiej strony, kanoniczna struktura symplektyczna daje kanoniczny izomorfizm
Bar: TT*M — T*T* M, (223)

wiec sktadajac oba te izomorfizmy dostajemy kanoniczny izomorfizm podwdjnych wiazek
wektorowych
ar: TT*M — T*TM. (224)

W lokalnym uktadzie wspétrzednych wyglada on tak:

oay =2
zhoay = o
Prxoapy = pa
PX O QM = Py, (225)

gdzie (25,3, p,, ¢,) sa wspolrzednymi w T*TM.

Izomorfizm «js mozna (i nalezy!) wprowadzi¢ inaczej, nie odwotujac sie bezposérednio do
struktury symplektycznej wigzki kostycznej, ale bezposrednio do struktury wiazki stycznej
(skadinad réwnowaznej strukturze symplektycznej wiazki kostycznej).

Wiazka podwdéjna TTM. Rozmaitosé TTM jako styczna do wiagzki wektorowej ma dwie
struktury wiazki wektorowej, obie nad TM, z rzutowaniami 77, oraz T7y,. Wektor styczny
jest klasa réwnowaznoéci krzywych, wiec element z TTM jet klasa réwnowaznoéci krzy-
wych w klasach réwnowazno$ci krzywych na M. Jest to wiec obiekt doéé¢ skomplikowany.
Pokazemy, Ze mozna go reprezentowaé bezposérednio odwzorowaniem z R? w M.
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Niech

h:R* — M (226)
i
htl R—>M
:s > h(t,s). (227)

Krzywa h; reprezentuje wektor th;(0), wiec dostajemy krzywa

MR = TM
1t > the(0) (228)

reprezentujaca element z TTM.

STWIERDZENIE 21. Dwa odwzorowania h,h':R?> — M reprezentujg ten sam element z
TTM wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej funkcji f € C(M)

foh(0,0) = th/(0,0)
) 0.
= o h(0,0) = 5-f 0 H'(0,0)

0 o,
5/ ©1(0,0) = = f o 1'(0,0)

62 32
h(0,0) = 1 (0,0). 229

Dowdp: 7Z warunku pierwszego wynika, ze h(0,0) = h'(0,0). Niech (z%) bedzie lokalnym
uktadem wspétrzednych na M w otoczeniu h(0,0) i niech (z%,3*,2'",&'") beda adaptowa-
nymi wspéltrzednymi w TTM.

Oznaczmy odpowiednio wi w' elementy z TTM reprezentowane przez h i h'. Krzywa s —
h(t, s) reprezentuje wektor h(t), wiec z%(h(t)) = z"oh(t,0) i *(h(t)) = %th(O, 0) 71 (w).
Stad

z" o h(0,0) = z"(w)
2%‘}\ 0 1(0,0) = i (w)

0s
%39‘ o h(0,0) = 2’ (w)
2
88&:& o h(0,0) = &'"Nw). (230)

Jezeli wiec réwnodci (229) zachodza dla kazdej funkcji, to réwniez dla map lokalnych i z (230)
wynika w = w'.
Z drugiej strony, réwno$¢ w = w' oznacza réwno$é¢ (229) dla funkeji lokalnej mapy. Stad

dla dowolnej funkcji f. [
Majaé¢ odwzorowanie h: R? — M definiujemy odwzorowanie
k(h):— M
(L, 8) — h(s, ). (231)

Ze Stwierdzenia 21 wynika, ze przyporzadkowanie h — k(h) rzutuje sie do diffeomorfizmu
Kp: TTM - TTM (232)

i co wiecej, ks jest izomorfizmem podwdjnych wiazek wektorowych (wzory (230)). Izo-
morfizm ten przeprowadza kanoniczng strukture wiazki wektorowej 71p,: TTM — TM na
strukture styczng Trp: TTM — TM i na odwrét.
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Konstrukcja aps. Z powyzszych faktow widaé, ze k), zadaje izomorfizm wigzek wektoro-

wych
TTM TTM
KM: JTTM—> JTTM (233)
T™ TM
oraz dualny izomorfizm
TT*M T*TM
(HM)*: JTWM_) JWTM (234)
T™ ™

Latwo sprawdzi¢ (np. w lokalnym uktadzie wspétrzednych), ze (kar)™ = ans.
17.5. Rézniczkowanie dr.

17.6. Dynamika infinitezymalna.

17.7. Transformacja Legendre’a.

17.8. Dynamika czastki relatywistycznej.

18. Dynamika skonczona. Réwnanie Eulera-Lagrange’a.

18.1. Rézniczkowania. Niech (M) bedzie algebra zewnetrzng form rézniczkowych na
rozmaitosci M. Méwimy, ze odwzorowanie liniowe a: Q(M) — Q(M) jest rézniczkowaniem
Q(M) stopnia p jesli ap jest forma stopnia ¢ + p i

a(pAv)=apAv+ (—1)PluAav (235)

gdzie p jest forma stopnia ¢, a v jest dowolna forma na M. Pochodna zewnetrzna d: Q(M) —
Q(M) jest Rézniczkowaniem stopnia 1.Komutator

[a,a'] = aa' — (—1)"" a'a (236)

rézniczkowan a i a’ stopnia odpowiednio p i p’ jest rézniczkowaniem stopnia p+p'. Méwimy,
ze rozniczkowanie a jest typu ix, jesSli af = 0 dla kazdej funkcji f na M. Mdéwimy, ze
rézniczkowanie a jest typu dx, jesli [a,d] = 0. Jedli i4 jest rézniczkowaniem typu ix, to
da = [ia,d] jest rézniczkowaniem typu dx. Rézniczkowania sg odwzorowaniami lokalnymi:
jesli a jest rozniczkowaniem, a p jest forma na M znikajacg na otwartym podzbiorze U C M,
to ap znika na U. Rézniczkowanie jest w pelni scharakteryzowane przez swoje dziatanie na
funkcjach i rézniczkach funkcji, poniewaz kazda forme mozna lokalnie przedstawié jako sume
iloczynéw zewnetrznych rézniczek funkcji mnozonych przez funkcje. Rézniczkowanie typu
dy jest w pelni scharakteryzowane przez swoje dzialanie na funkcjach.
p-formgo wartosciach wektorowych nazywamy odwzorowanie liniowe

A:APTM — TM. (237)

Jezeli w € NPT, M, to A(w) € T,M. Za Frolicherem and Nijenhuisem [FN] zwiazemy z
p-forma o warto$ciach wektorowych A rézniczkowanie 14 typu ix i stopnia p — 1 oraz réz-
niczkowanie d4 = [ia,d]. Rézniczkowanie i4 jest scharakteryzowane przez swoje dzialanie
na jednoformach. Jezeli p jest jednoforma, to iqp jest p-forma i

(iap, w) = (p, A(w)) (238)

dla kazdego w € APTM.
Dla k=1 1ub k =21 dla kazdego n € N definiujemy odwzorowanie liniowe

F(ksn): TTPM — TTFM:t5%x(0,0) — t4*x"(0,0), (239)
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gdzie x jest odwzorowaniem z R? do M a

X" R? — M:(s,t) = x(st", ). (240)
Latwo pokazaé, ze:
F(k;0) = 1y1em, (241)
F(k;n') o F(k;n) = F(k;n' +n), (242)
Fk;n)=0 ifn>k (243)

Wynika stad, ze F(1;1), F(2;1) i F(2;2) sa jedynymi nietrywialnymi przypadkami. Dia-
gramy

F(k:
T FE) 1y

JTTkM JTT}@M (244)
T"M ———=T'M
sg przemienne, poniewaz x"(0,:) = x(0,-) a diagramy

R .
rr2ar PG, 12y

JTleM JTleM (245)

TTM ———-—TTM
F(1;n)

sa oczywiscie przemienne. Odwzorowania F'(k;n) sa jednoformami o warto$ciach wektoro-
wych.

STWIERDZENIE 22.

i!

(i —n)!

(d ki F(ksn)(w)) = (dfrsimnsw) (246)
jezelii >mn i
(df, Fk;n)(w)) =0 (247)

jezeli i < n.

DowéD: Dowdd wynika z ponizszego rachunku:

(dfisi, F (ks n) (175X (0,0))) = fu k1,4 (F (ks n) (t4%x(0,0)))
=DM (f0x™)(0,0)

ai+1
= @(f(x(st", t))) |s=0,t=0

o 0

= %(tnaf(x(uyt)))m:o,tzo
4! ai—71+1

= mm(ﬂ){(ua £))) ju=0,t=0

— D0 0,0)

— s i BX0,0) (248)
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jezelii 2 n i

(@i Fm)(E30,0)) = g (P n o)) =0 (o)

ot |u=0,t=0
jezeli 1 < n. n
Jedyne nietrywialne przypadki wzoréw (246) i (247) to

(dfi0, F(1;1)(w)) = (250)
(dfin, F(LD)(w)) = <df1 0, W), (251)
(df20, F(2;1)(w)) = (252)
(df2, F(2;1)(w)) = (d fz 0, W), (253)
(df22, F(2;1)(w)) = Q(dfz-hw)’ (254)
(dfz0, F(2;2)(w)) = (255)
(dfo, F(2;2)(w)) = (256)
(df2;2, F(2;2)(w)) :2(df2;0,w>. (257)

Ze wzoréw (250) i (252) wynika, ze jesli w € im(F'(1;1)), to (dfi,0,w) = 0, a jesli w €
m(F(2;1)), to (df2,0,w) = 0 dla kazdej funkcji f na M.
STWIERDZENIE 23. Jesliw € TTM i(df1,0,w) = 0 dla kazdej funkcji f, tow € im(F(1;1)),
a jesliw € TT2M i (dfa0,w) = 0 dla kazdej funkcji f, to w € im(F(2;1)).
Dowoéb:

Niech (2,3, dz#, 6¢"): TTM — R*™ bedzie uktadem wspétrzednych na TTM otrzyma-
nym z uktadu (z%): M — R™. Je$li w € TTM i (dfi,0,w) = 0 dla kazdej funkeji f, to
0x"(w) = (dz*, w) = 0. Mozna wybraé reprezentanta x wektora w tak, aby

(2" o x)(s,t) = 2" (w) + & (w)t + 02" (w)st. (258)
Dla odwzorowania ¢
C:R? = M:(s,t) — li_)mt x(su™", u), (259)

mamy x = (' iw = F(1;1)(t"1((0,0)).

Wprowadzmy w TT2M uktad wspétrzednych (z, 32, ##, §x¥, 4%, §iF) otrzymany z uktadul]
(%): M — R™, Jezeli w € TT?M i (dfa.0,w) = 0 dla kazdej funkcji f, to dx~(w) = 0. Wy-
bierzmy reprezentanta x wektora w tak, aby

1 ) 1 .
(2" o x)(s,t) = z"(w) + 2" (w)t + éji'”(w)t2 + 3" (w)st + iéin(w)stz. (260)
Jedli  jest odwzorowaniem zdefiniowanym wzorem (259), toy = ¢ iw = F(2;1)(t>1¢(0,0)).}

|
STWIERDZENIE 24. im(F(1;1)) = ker(F(1;1)) i im(F(2;1)) = ker(F'(2;2)).

Dowoép: Z F(1;1) 0 F(1;1) = F(1;2) = 01 F(2;1) 0o F(2;2) = F(2;3) = 0 otrzymujemy,
ze im(F(1;1)) C ker(F(1;1)) i im(F(2;1)) C ker(F(2;2)). Jesli F(1;1)(w) =0, to

(dfr0,w) = (dfia, F(1;1)(w)) = 0. (261)
Wynika stad, ze w € im(F'(1;1)). Jesli F'(2;2)(w) =0, to

A zatem w € Im(F'(2;1)). ]

45



STWIERDZENIE 25. ker(Trys) = ker(F(1;1)) i ker(Tmaps) = ker(F(2;2))

DowOD:
Wynika to bezposrednio z réwnosci

(dfi;, F(1; 1) (w)) = (dfi0,w) = (df, Trur(w)) (263)

dlaweTTM i
(dfas, F(2;2)(w)) = 2(d fo;0,w) = 2(df, Tranmr (w)) (264)
dlaw e TT2M. m

Z dwdéch poprzednich twierdzen wynika, ze ker(Try) = im(F(1;1)) i ker(Tmy) =
im(F(2;1)).

Niech Q4 (M) i Qo(M) oznaczaja algebry zewnetrzne form rézniczkowych na wiazkach
stycznych TM i T2M odpowiednio. Przez ¢,!,; oznaczaé bedziemy homomorfizm

hou ™ (M) = Qy(M). (265)

Roézniczkowania ip(g;n) i dp(rn) sa zwigzane z jednoforma o wartosciach wektorowych
F(k;n). Diagram

iF(1;1)
JfleM Jale (266)
1F(2;51)

jest przemienny.

Artykut [12] proponuje uogdlnienie teorii Frolichera and Nijenhuisa. Niech ¢: N — M
odwzorowaniem rézniczkowalnym. Odwzorowanie p*: ®(M) — ®(N) jest homomorfizmem
algebr zewnetrznych. Rézniczkowaniem stopnia p wzgledem??? o* nazywamy odwzorowanie
liniowe a: (M) — ®(N) takie, ze ap jest forma na N stopnia ¢ + p i

a(pAv) =ap Ao v+ (=1)Pp*u A av (267)

jesli p jest forma na M stopnia g a v jest dowolng formg na M. Rdézniczkowanie algebry
®(M) jest rézniczkowaniem wzgledem??? odwzorowania identyczno$ciowego 1. Méwimy,
ze rozniczkowanie a wzgledem??? ¢ jest typu ix, jesli af = 0 dla kazdej funkcji f na M.
Méwimy, ze rézniczkowanie wzgledne??? a stopnia p jest typu dx, jesli ad — (—1)Pda = 0.
Jezeli i jest rézniczkowaniem typu ix wzgledem??? ¢, to da = iad — (—1)Pdia jest réznicz-
kowaniem typu dx wzgledem??? ¢. Zauwazmy, ze wyrazenia ad — (—1)Pda iiad — (—1)Pdig
nie sa komutatorami, poniewaz kazde z nich zawiera dwa rézne rézniczkowania zewnetrzne
d. Jedli a jest rézniczkowaniem stopnia p wzgledem ¢* a 1: O — N jest odwzorowaniem
rézniczkowalnym, to odwzorowanie ¢*a: ®(M) — ®(0) jest rézniczkowaniem stopnia p
wzgledem??? (¢ o 1))*, poniewaz

Pra(p Av) = vrap ApFot v + (—1)PF " p AgFar
=y*ap A (p o) v+ (=1)P(p o) uAy*ar (268)

jezeli u jest forma na M stopnia g a v jest dowolna forma na M. Jezeli a jest rézniczkowaniem
typu ix lub dx, to ¢v*a jest rézniczkowaniem tego samego typu. Rézniczkowania wzgledne???
sg odwzorowaniami lokalnymi??? i sa w pelni scharakteryzowane przez swoje dziatanie na
funkcjach I rézniczkach funkcji.
p-formg o wartosciach wektorowych wzgledem??? ¢o: N — M nazywamy odwzorowanie
liniowe
ANPTN - TM (269)
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takie, ze jesli w € APTyN, to A(w) € T, ) M. Z p-formg A o wartodciach wektorowych
wzgledem??? ¢ zwigzemy rézniczkowanie i4 wzgledem??? ©* typu ix i stopnia p — 1 oraz
rézniczkowanie wzgledne dg = iad — (—1)Pdia. Jezeli p jest jednoforma na M, to isp jest
p-forma na N i

(iap, w) = (p, A(w)) (270)
dla kazdego w € APTN.

Niech T'(0): TM — TM bedzie odwzorowaniem identyczno$ciowym interpretowanym jako
deformacja rzutowania 7p: TM — M. Z T'(0) zwiazemy rézniczkowania irg): Q(M) —
Q1 (M) i dpgo): UM) — Q1 (M) wzgledem??? oy = Tar*. Rézmiczkowanie iz (o) jest réz-
niczkowaniem stopnia -1. Jedli p jest (g + 1)-forma na M, to ip()p jest g-forma na TM i
jesli wn, ... ,w, sa elementami TTM takimi, ze 71y (w1) = ... = 71 (wy), tO

(s wi Ao Awg) = (p, Trar(wi) A Trar(wi) Ao A TTar(wy)). (271)

Niech X: M — TM bedzie polem wektorowym. Operator X *iT(O) jest rézniczkowaniem
Q(M) typu ix i stopnia -1. Dla kazdej jednoformy g na M mamy

X¥ip@yp = iropo X = (1, T(0) 0 X) = (u, X) = ixp. (272)
Zatem X*iT(O) = ix. Rownosé X*dT(O) = dx otrzymujemy w nastepujacy sposéb:

X*dp(o) = X*(ir(0)d + dir(o)) = X Fir)d + dX *ir) = ixd + dix = dx. (273)

Niech f bedzie funkcjg na M. Dla kazdego wektora v = £(0) = t£(0) € TM mamy

dr(o) f(v) = ir()df(v)
= (df,T(0)(v))
= (df,v)
= D(f 0 6)(0). (274)
Dostajemy stad, ze ir)df = fi;1, dr)f = fi;1 1 drydf = dfi;-

Dla kazdego wektora w € TTM istnieje odwzorowanie §:R — TM takie, ze w =
k11(t8€(0)). Niech wy, ... ,w, beda elementami TTM takimi, ze

rrv(wy) = ..o = 1 (wy) (275)
i niech
06:R = TM,. ..., 6§ R—>TM (276)
beda odwzorowaniami takimi, ze
wy = kM (t661(0)), ... ,wy = KM€, (0)). (277)

Bedziemy zadali, aby odwzorowania te spelnialy warunki
7M06£1:~--:TM06£q. (278)

Ponizsza kostrukcja pokazuje istnienie takich odwzorowan. Niech (z*,*): TM — R?™ be-
dzie uktadem wspétrzednych na TM a (2,22, 6z, 627): TTM — R*™ uktadem wspétrzed-
nych na TTM otrzymanym z uktadu (z*): M — R™. Odwzorowania 6&1, ... ,d¢, okreslone
przez

(%, 3%) (6, (8)) = (" (wy) + t3" (w,), 62 (wy) + 163> (w1)) (279)
dla ¢ bliskich 0 € R maja zadana wlasnodé, poniewaz z"(wy) = ... = z"(w,) 1 £%(wy) =
... = &%(w,). Przez £ bedziemy oznacza¢ odwzorowanie Ty 068 = ... = Ty 00€,. Ponizsze
twierdzenie zostato sformutowane przy pomocy odwzorowan £ i 6é1, ... ,0&,.
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STWIERDZENIE 26. Jesli pu jest g-forma na M iq > 0, to dp(o)u jest g-forma na TM i

(drym, w1 A ... Awg) = D (i, 0& A ... ASEG)(0) (280)

gdzie wy, ... ,w, sg wektorami z TTM takimi, ze trp(w1) = ... = 7rar(wy).

Dowoéb:
Zdefiniujmy operator a: Q(M) — Q4 (M) stopnia 0 przez

af =dpq)f (281)

dla kazdej funkcji f na M i
(ap, w1 A .. Awg) =D(p, 06 A ... A GEG)(0), (282)
jesli ¢ > 0, p jest ¢-forma na M, a wy,... ,w, s3 elementami TTM takimi, ze 7rpr(wy) =

o =TTM (wq).
Pokazemy, ze a jest rézniczkowaniem wzgledem??? opy. Jesli f i fo sg funkcjami na M,
to

a(fg) = dro)(fgotm) =dpeyfgomu + fotmdroyg = afgory + foraag.  (283)

Jedli f jest funkcja na M a p jest g-formg na M z g > 0, to

(a(fp),wi A ... Awg) =D(fu, 68 A ... AdE,)(0)
= D((f 0 €) (1,661 A .. A 8E))(0)
(df, t€(0)){p, Trar (wi) Ao A Trar(wg))
+ £(£(0)D(u, 061 A ... A 6Eg)(0)
=af(t&(0))(opp, w1 A ... Awg) + oar f(EE(0)) (ap, w1 A ... Awy)
(afonmp+onm fap, wi AL  Awyg). (284)

Jedli p11 1 po sa formami na M stopni ¢; > 011 g2 > 0 odpowiednio oraz ¢ = ¢1 + g2, to

(a(ul/\ug) w1 VAN wq) = D(/Jl N fa, (Sfl AN 6€q>(0)

= ol ES sign(o)D ((p1,6&5(1) A -+ A 6Eo(qr)) {12, 0E5(gr41) A --- N Eg(g))) (0)
[AS]

Tl q2| Z sign(o) (D (pi1, 05 (1) A+ A 0o(1)) (0) (25 0&5 (gy 41) A -+ A 0oy (0)
0ES,

+D <u1, 01y A - NBEo(gn)) (0) (H2y 0o (qi1y A - - A BEq(q)) (0))

= Z sign(o a,ul,wg(l) A A wo(q1)> <M2, Trar(Wo(g41)) Ao A TTM(wo(q))>

1!
1:q2 0ES,
+ <,u1, TTM( (1)) VAN TTM(wJ(ql)» <a,u2,w0(q1+1) A LA w(,(q)>)
= Z sign(o a,ul,wa(l) AN wa(q1)> <0Muz,wa(q1+1) Ao A wa(q)>
q1:q2: 05,
+ <0Mu1,w0(1) VAN AN wa(q1)> <au2,w(,(q1+1) VAN wo(q)>)
= (a1 Aoarfes + onrfin Aafla, w1 AL Awg). (285)1

To konczy dowdd tego, ze a jest rézniczkowaniem wzgledem o ;.
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Niech w bedzie elementem TTAM. Powiazemy odwzorowanie
0&R — TM:t — tx(-,1)(0) (286)
z reprezentantem y:R? — M wektora w. Jedli f jest funkcjg na M, to
(adf,w) = D(df,6€)(0)
- i<df, () om0

(df, tx(-,£)(0))
= D“ D (f©x)(0,0)
= i1t x(0,0))
= (df1;1,t""x(0,0))

|t=0

= (dr(oydf, w). (287)

Réwnos¢ adf = dp)df razem z dr)f = af dla kazdej funkcji f implikuja réwnosé

dT(O) = a. |
Odwzorowanie

T(1): T>M — TTM:t%¢(0) — tt£(0) (288)

jest 0-formg o wartoéciach wektorowych wzgledem 7', M. Z T(l) zwigzemy rézniczkowania
ir(y: (M) = Qo(M) i dpay: (M) — Qao(M) Wzglqdem 02! ar. Rézniczkowania ip(py 1
dp(1) maja wlasciwosci analoglczne do rézniczkowan i7(g) i dy(oy. Jedli p jest (g + 1)-forma

na TM, to ip(p jest g-forma na T2M i jesli wy,... wq sa elementami TT2M takimi, ze
Trey(wy) = ... = TTzM(wq), to
(raym,wi Ao Awg) = (p, Tr2ar(wr) A Trionm(wi) AL A TTlgM(wq)). (289)

Niech F bedzie funkcjg na TM. Dla kazdego elementu a = t2£(0) € T2M mamy

dryF(a) = irq)dF(a)

= (dF, T(1)(t*¢(0)))
= (dF,tt£(0))
= D(F o t£)(0). (290)
Jesli wy, ... ,w, sa elementami TT2M takimi, ze
TT2M(U)1) = ...:TT2M(wq), (291)
to mozemy wybraé¢ odwzorowania
SR = TM, ..., 06 R—=TM (292)
tak, aby
wy = k21 (t2661(0)),. .. ,w, = &> (t25€,(0)) (293)
i
Tv 0 0& = -+ = Tar 0 0&,. (294)
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Niech (z*,4*): TM — R?™ bedzie uktadem wspétrzednych na TM a (2%, 2>, ##, 6z, 6&%,65™): TT2M —]
RS uktadem wspéhrzednych na TT2M otrzymanym z ukladu (z%): M — R™. Odwzoro-
wania 61, ... ,0&, takie, Ze

. e . 2, . U
(2%, 20) (061 (1)) = (:1: (w1) + t2"(w1) + o5& (wr), 0z (w1) + 33 (wr) + 26m>‘(w1)>

. e ., . .
(a0 0) = (0 + 15 (w) + 3080 w) + 0507 (w,) + 5 68w,) )

(295)
dla t bliskich 0 € R maja zadane wlasnoéci, poniewaz z"(wy) = ... = z"(wg), "(w1) =
o= 8%(wy) 1E%(wy) = ... = &% (w,). Wprowadzmy odwzorowania

6é = k"' o t8y, - .- ,65,1 = k™! o t0¢,. (296)

Ponizsze stwierdzenie zostalo sformulowane przy pomocy tych odwzorowan.

STWIERDZENIE 27. Jesliq > 0 i p jest g-forma na TM, to dpyp jest g-forma na T2M i
(drypswi A .. Awg) = D{u, 8¢ A ... AE)(0) (297)

gdzie wy, ... ,w, sa wektorami z TT?M takimi, ze Tr2pr(w1) = ... = Tr2pr(wy).

Dowdn: Dowdd tego twierdzenia jest analogiczny do dowodu twierdzenia 26. Operator
a: (M) — Q2(M) stopnia 0 jest zdefiniowany przez

ag = dp1)g (298)

dla kazdej funkcji g na TM i
(apt,wy A .. Awg) = D(u, 06 A ... AJEN(0), (299)
jesli ¢ > 0, u jest g-forma na TM, a wy,... ,w, sa elementami TT?M takimi, ze 77 (w1) =

.= 1rm(w,). Dowdd tego, ze a jest rézniczkowaniem wzgledem o»! ), mozna przeprowa-
dzi¢ wykonujac rachunki analogiczne jak w dowodzi twierdzenia 26.
7 reprezentantem x: R? — M wektora w = t12x(0,0) z TT2M zwiazemy odwzorowanie

OER = TTM:t — th iy (-, t). (300)
Jesli f jest funkcja na M, to
(ad fi;0, w) = D(d f1:0,36)(0)
d
= a<df1;0’5f(t)>\t=0

= o DO o

= S o X OO
= < (D000 x)(0,1))
=D (f0x)(0,0)

= f1,2;171(t1’2X(070))

= fr2a1(w))

= <df2;17w>

= (dgp(ydfi0, w) (301)

[t=0
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(adf1,1,w) = D(dfi.1,6€)(0)
d .
= &<df1;1755(t)>\t:0
= @t D0 o
= %<f1,1;171,t1’1X('at)(0)>|t=0
= < (D0 x)(0,1))
=D®2(f0x)(0,0)
= f1,2;1,2(t1’2X(070))
= fi,2:1,2(w))
= <df2;2aw>
= (dr)dfi;1,w). (302)

Réwnosci dry fi,0 = af10, dry fin = afia, draydfio = adfio 1 draydfin = adfi dla
kazdej funkcji f implikuja réwnos¢ dp() = a. [

|t=0

STWIERDZENIE 28. Zachodzi nastepujaca réwnosé
ip2ndra) — dr)ira) = 02 Miraso)- (303)

DowéDp: Pokazemy, ze operator ipee;dra) — dra)ir@a;n) jest rézniczkowaniem typu ix i
stopnia 0 wzgledem o5 ;. Dla kazdej funkeji g na TA/ mamy

(irndra) — dra)ir@s)g = 0. (304)
Dla kazdych 2-form g i v na TM mamy

(ireaydra) — dra)iran) (A v) =ipen (drayp A o' my + o2 yp A dra)v)
—dp)(irayp AV +p Nipaa)v)
=ipendra)p Ao mv +dra)p Aipen o mv
+ip@a)o2 Mp Adrayy + 02t v Aipea)drayy
—dpyipa;np A o2t vy — oo pipay A drayy
—dpypu A ost mipaayy — oot mp A drgyipay v
=ipeundrayp Ao vy + o2 mp ANipeadrayy
—dryiranp A os vy — o2 vp A drayipa v
= (ipendra) — draira))w A oa' v
+ o2 i A (ipeiydray — drayira))v-
(305)

To dowodzi, ze rozwazany operator jest rézniczkowaniem odpowiedniego typu. Réwnosci

(ire)ydra) — drayiran)dfie = irendfea = dfyo = 02" Mirpa,e)dfio (306)

(r@ndra) — dro)ira)dfia = ipen)dfee — dra)dfio
=2dfo1 —dfon
= 02" mipa0)dfi (307)
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koncza dowdd. n

18.2. Ré6zniczka Lagrange’a.
Zdefiniujmy operator liniowy E: 2, (M) — £2,(M) wzorem

E = 0'211\/[ — dT(1)iF(1;1)~ (308)

STWIERDZENIE 29. Dla kazdej jednoformy p na TM jednoforma Ep na T2M jest pionowa
wzgledem rzutowania oar: T2M — M.

DowOD: Pionowo$é oznacza, ze (Eu, w) = o dla kazdego w € ker(Try ). Wynika ona z
faktu, ze ip(2;1) Ep = o, poniewaz ker(T7ypr) = im(F(2;1)) i (ip21) Ep, v) = (Ep, F(2;1)(v)).}
Réwnosé
ipe) B =ipea) (02 v — drayira))p
= (02" mir) — dr)iraniraa) — o2 Mipan)e =0 (309)

wynika z ip)ipa s = ip@2)pe = 0. UzyliSmy tutaj wzoréw (242) i (303) oraz faktu, ze
diagram (266) jest przemienny. m

Operator P = ip(y;1): £2, — §2, pojawia si¢ w rozkladzie ooty = E +dp(,) P uzywanym
w rachunku wariacyjnym. Rozklad o2' prpe = Ep + dr(,) Pp dla jednoformy p na TM jest
zwykle otrzymywany w lokalnym uktadzie wspdélrzednych przez catkowanie przez czesci. Dla
kazdej jednoformy p na TM jednoforma Pu jest pionowa wzgledem rzutowania 7p,: TM —
M. Wlasnosé ta wynika z iF(l;l)P/J/ = iF(lzl)iF(l:l)[JJ = iF(1;2)IJf = 0.

Niech L bedzie funkcjg na TM. Pionowo$¢ formy EdL pozwala skonstruowaé odwzoro-
wanie EL: T2M — T*M takie, ze mp o EL = T3 7. Odwzorowanie to jest wyznaczone przez
(EdL,w) = —(EL(tr=p(w)), TTanm(w)) dla kazdego w € TT?>M. Fakt, ze forma PdL
jest pionowa oznacza, ze istnieje odwzorowanie PL: TM — T*M takie, ze mp; o PL = Ty
Odwzorowanie to jest wyznaczone przez (PdL, w) = (PL(11p(w)), TTas(w)) dla kazdego
we TTM.

Réwnanie ELot?y = 0 jest réwnaniem rézniczkowym drugiego rzedu na krzywa v: I — M
znanym jako rownanie Eulera-Lagrange’a otrzymane z lagranziany L: TM — R. Odwzoro-
wanie PL jest nazywane odwzorowaniem Legendre’a.

18.3. Dynamika ukladéw autonomicznych.

Ruchy i wariacje. Niech M bedzie przestrzeniq konfiguracyjng niezaleznego??? uktadu
mechanicznego. Konfiguracja jest punktem z € M, a ruch ukladu jest rézniczkowalna
krzywa {:1 — M zdefiniowang na otwartym podzbiorze I C R. Pierwsza i druga pro-
longacja ruchu ¢ oznaczane przez £ i & reprezentuja predkosé i przyspieszenie wzdtuz ruchu.
Infinitezymalna wariacja ruchu &I — M jest rozniczkowalnym odwzorowaniem 6&: I —
TM takim, ze Tpr 0 6§ = €. Odwzorowania 0§ = k! pr 0 t6€ i 86 = k! pr 0 t26¢ sa infini-
tezymalnymi warjacjami predkosci £ i przyspieszenia §. Spelnione sa nastepujace réwnosci:
T o0l =& Trar 008 = €1 7727 0 6 = £. Rbéwnania
Trar 066 = Trar 0 kar o t6¢
=TTM 06
= §¢ (310)

Trisn o 65 =Ty okt o t25£
= Kp o T oTar 0 126
= K 0 to€
=6¢ (311)
wynikaja z przemiennodci diagramu 777 z k' = k = 11 k" = 0 oraz tego samego diagramu

zk=1k=21ik"=1.
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Trajektorie w przestrzeni sil i pedéw. Iloczyn widknisty

T"M x T*M (312)

(e 7o)

jest przestrzeniq fazowq sity i pedu??? Ph ukladu. Para (f,p) € Ph sklada sie z zewnetrznej
sity f1peduvpwax=mnmym(f) =7mm(p). Trajektoria sity i pedu??? niezaleznego??? uktadu
jest krzywa

(¢,n): I — Ph. (313)

Te dwie krzywe (: 1 — T*M in: I — T*M reprezentuja zewnetrzna site i ped wzdtuz ruchu
E=mmol=mpmon.

Zasada wariacyjna dla dynamiki. Niech L: TM — R bedzie lagranzianem uktadu me-
chanicznego. Dziafanie jest funkcja A, ktéra wigze catke

b
A& [,B)) = / Loé (314)

z ruchem &: 1 — M i przedziatem [a,b] C I. Wariacje dzialania jest catka
b .
SAE b)) = [ (L. (315)

a

zwigzang z infinitezymalng wariacjg 6&: 1 — TM.
Dynamikg nazywamy zbiér D trajektorii sity i pedu??? spelniajgcy nastepujaca regute
wariacyjna. Trajektoria (,7): I — Ph nalezy do D, jesli

b
GA(E, [a,b]) = —/ (¢, 08) + (n(b),0¢(b)) — (n(a),6¢(a)) (316)

dla kazdego [a,b] C I i kazdej wariacji 6 takiej, ze T7ps 0 & = mpr 0 = mwpr 0 7).
Wariacja dziatania moze by¢ przedstawiona w réwnowaznej postaci:

b
SA(E, [,]) = / (dL, 5¢)
= /b<dL,T712Moaé>

b
= / (02! mdL, 6€)
ab . b .
=/ <U21MdL_dT(l)iF(l;l)dL>6€>+/ (dr(1)ir@n)dL, 66)

b . b s
:—/ <SLO§,6§>+/ D(PL o &, d¢)

b
= —/ (EL o0&, 66) + ((PLo&)(b),8£(b)) — (PL o €)(a),6¢(a)).
a (317)

Uzywajac wariacji ¢ z 6&(a) = 01 6£(b) = 0 otrzymujemy z zasady wariacyjnej réwnania
Eulera-Lagrangea: )

ELog=¢ (318)
w [a,b]. Mamy tez

(PLo§)(a) =n(a) (319)
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(PLo&)(b) = n(b). (320)

Te réwnania sa spelnione dla kazdego przedziatu [a,b] C I. Wynika z tego, ze trajektoria
sity i pedu??? (¢, n) nalezy do D wtedy i tylko wtedy, kiedy réwnania

ELoé=¢( (321)
i .
PLoé=n (322)
sa spelnione w 1.
Zbiory
E = {(f,a) €eT*M x T*M; f= 5L(a)} (323)
(mar,T2 M)
i
P= {(p,v) €eT*M x TM;p= PL(U)} (324)
(mn,7 1)

sa wykresami rownan odpowiednio: Fulera-Lagrangea i Legendrea. Dynamika moze by¢
sformutowana w terminach tych zbioréw, traktowanych jako réwnania rézniczkowe. Réwna-
nie (321) oznacza, ze krzywa (¢, §) jest rozwiazaniem réwnania rézniczkowego E, natomiast
(322) oznacza, ze krzywa (1,£) jest rozwigzaniem réwnania rézniczkowego P. Réwno$é
& =m0 = w01 jest zawsze spelniona. Samo réwnanie Eulera-Lagrangea nie charak-
teryzuje w pelni dynamiki. Réwnanie (322) mogtoby byé nazwane zwiazkiem predkosci i
pedu???. Jest ono niezbednym skladnikiem dynamiki. Zbidr

Eo={a€T’M; 0=£EL(a)} (325)

jest wersja réwnan Eulera-Lagrangea bez sit zewnetrznych. Rozwiazania sg ruchami uktadu
7z zerowymi sitami zewnetrznymi.

Lagranzowskie sformulowanie dynamiki.. Wersja zasady wariacyjnej dana réwnaniem

/Cb«iL,éé>:: —»/Cb<<,6£>+-J€bI><n,6f> (326)

dobrze nadaje sie do otrzymania granicy infinitezymalnej. Otrzymuje sie jg przez podzielenie
obu stron réwnosci przez b — a i przejscie do granicy b = a =t € I. Otrzymana réwnosc

(AL, 6€) = (¢, 8€) + D(n, 6¢), (327)
spelniona przez trajektorie sity i pedu ((,n):I — Ph dla kazdej wariacji 66:1 — TTM
takiej, ze Ty 0 06 = mpr o (, jest opisem dynamiki D réwnowaznym oryginalnej zasadzie
wariacyjnej. Rownoséé

(€,08) = (par © (1,€), Orpyy ©68)" (328)
otrzyma¢ mozna ze wzoru , a rownosé

D(1,86) = (17, t0€)" = (1, kiar © 66)" (329)

jest wersja wzoru . Laczac te dwie réwnosci otrzymujemy wzoér

—(C,36) + D(1,0€) = —(ay, © (1,0), Orppy 0 66T + (11, s © 5E)". (330)

Relacje
T © Baar © (1,0) = Tpxpr 00 = 1) (331)
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7rMm © Orpyy 0 8¢ = Trar 0 ka0 8 (332)
pozwalaja na uzycie wzoru . Otrzymujemy
—(¢,08) + D1, 86) = (1 = pmyy © (1,€), Kaa 0 6€)T

= (s 0 (¢,n), kar © 0€)T
= (aar o Par o (C,77), 0). (333)

Otrzymali$my opis dynamiki D w jezyku réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu

Yaro(C) = ay todLog (334)
z £ = wpr o ( = wyr o 1. Przeciwdziedzing (¢,7) jest iloczyn wiSknisty T*M X
(mr, M OTT* A1)
TT*M.
Wychodzac od tozsamoéci
b . b e b .
/ (dL,66) = — / (€L o £,5¢) + / D(PL o £, 5¢) (335)

zamiast od réwnania (327) i powtarzajac kroki, ktére prowadzilty do otrzymania (334) z
(327), z n i ¢ zamienionymi odpowiednio przez PLo{ i EL o £, otrzymujemy tozsamosé

Yro (Lo t(PLof)) =an "odLok. (336)
Wiynika z niej uzyteczna identyfikacja odwzorowania Legendrea:
PL = Tps, 00an *odL. (337)

Réwnanie (334) oznacza, ze krzywa ({,n) spelnia réwnanie rézniczkowe

D= {(f,w) eT*M X TT*M; Yy (f,w) € DO} , (338)

(7wa,TaroTT* pg)

gdzie
Do = {w € TT*M; an(w) = ALy, (w)) } - (339)

Zbiér Dy jest wersja réwnania Lagrangea bez sit zewnetrznych. Obaraz rézniczki dL: TM —
T*TM jest podrozmaitoscig lagranzowska, (T*TM, wrar). Oznacza to, ze Dy = ap ! (im(dL)) =jj
im(ap ! o dL) jest podrozmaitoécig lagranzowska (TT*M,drwyr), a lagranzian jest jej
funkcja generujaca wzgledem lagranzowskiej??? specjalnej struktury symplektycznej

(TT*M,drdn) TT*M ——— T*TM
JTﬂ'M JTﬂ'M JWTM (340)
TM™ TM ———=TM

rozmaitoéci symplektycznej (TT*M, drwas).
Hamiltonowskie sformulowanie dynamiki.

Méwimy, ze lagranzian jest hiperregularny, jesli odwzorowanie Legendrea PL = Tyx,, ©
an ' odL jest dyfeomorfizmem. Przez A oznaczaé¢ bedziemy odwrotnosé odwzorowania
Legendrea dla hiperregularnego lagranzianu.
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Zbi6r Dy dla hiperregularnego lagranzianu jest obrazem im(Z) odwzorowania Z = ay;—
dLoA. To odwzorowanie jest polem wektorowym na T* A/, mamy bowiem Tk 0% = T 3,0
ap " todLoA = 11x,,. Zdefiniujmy funkcje H: T*M — R przez H(p) = (p, A(p)) — L(A(p)).
Pokazemy, ze funkcja —H jest funkcja generujaca Dy wzgledem hamiltonowskiej specjalnej
struktury symplektycznej

B(T*M,UJM)
_

(TT*M,irwr) TT*M T*T*M
JTT*M JTT*M JWT*M (341)
T*M T*M ——=T"M

rozmaitoéci (TT*M,dywyy). Funkcja generujaca Dy wzgledem hamiltonowskiej specjalnej
struktury symplektycznej jest funkcja

(LOT7TM+GM)OZ, (342)
gdzie GM = —iT’l9M. Z

TryoZ=Tryoay ‘odlhoA=naryodloA=A (343)

—Gu(Z(p) = irdu((an™" odLo A)(p))

Oar, (apr ™" o dL o A)(p))

(T, 0 artodLoA)(p),(Trayroan ' odLoA)(p))

p, (m1ar 0 dL o A)(p))

p, A(p)) (344)

wynika, ze
(LoTapy +Gpy)oZ =—H. (345)

Pole Z jest hamiltonowskim polem wektorowym, a funkcja H jest hamiltonianem dla tego
pola, mamy bowiem

iZwM = Z*iTwM = —dH. (346)
Wzor
_ -1
7= =Btk pg gy © U (347)

jest wyrazeniem (réwnowaznym wzgledem poprzedniego) pola Z za pomoca hamiltonianu.
Trajektoria sity i pedu??? ({,n) nalezy do D wtedy i tylko wtedy, gdy

1) = Z(n(t)) + prar (C(8),0(2)) (348)

dla kazdego t € I.

Poissonowskie sformulowanie dynamiki.

Zdefiniujmy tensor Poissona Wy: T*T*M — TT*M przez Wy = —B(_Tl*M X Nawias
sSWM

Poissona dwéch funkeji F i G na T*M jest funkcja {F, G} = (dF, Wy 0dG). Pole wektorowe
Z wyraza si¢ wzorem Z = Wy o dH, a pochodna Liego dzF = (dF, Z) funkcji F na T*M
jest nawiasem Poissona {F, H }. Trajektoria sity i pedu??? ({,n): I — Ph nalezy do D wtedy
i tylko wtedy, gdy

D(F on)(t) ={F, H}(n(t)) + (dF, gy, (C(£), 0 (1)) (349)

dla kazdej funkcji F na T*M i kazdego t € 1.
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